2.4. Vektor és matrixnormak

A kovetkezdkben tsszefoglaljuk atémakorhoz felhasznélasra kertild mér tanult
ismeretanyagot is.

2.2. Definicio. A ||: K" ® IR, (nT IN, IK avalés vagy komplex szémok halmazét jelli)
tobbvaltozos fuggvényt vektornormanak nevezzik, ha teljestiinek a kdvetkezo feltételek.
1) |x|20 "xI K"re

2 |¥=0u x=0.
3 o =tpfx] "1 T IK,"xT IK"-re.
4) ||>_(+j|£||>_<||+|M| " % y1 IK"-re( D-egyenldtlenség).

2.6. Tétel. (A kulonbségre vonatkozé D -egyenl 6tlenség)

- o] - I * %y K" re

2.7. Tétel. (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl tlenség)
Legyen V euklideszi tér. |x|:=,/(x,x) askalaris szorzathol szarmaztatott vektornorma.

Ekkor
()&l Ay * xyT v -re

2.8. Tétd. A kovetkezd formul &k vektornormat definidnak IK "-en.

I =4
L
1], ::gaa’_ |Xi|2§ = ()_( )_()llz(euklid&ezi vektornorma)
i=1

n
[, = max|x]

2.3. Definicio. A |||, vektornormakat ekvivalens norméaknak nevezziik,

ha $c,,c, >0,hogy " xT K "-re

e, £1d; £ ¢ A4,

2.9.Tétel. Az |x|,.|Xl, és ||, vektornormak ekvivalensek, azaz " xT IK "-re
], £14, £ nAx],
Ixl, £]4], £ Vn 4],
I, £1, £ Vnof,

A becslések élesek, azaz minden egyenldtlenséghez $ x1 IK ", melyre az egyenl 6séggel
teljeslll.

2.10. Téte. A vektornorma folytonos fliggvény.



2.3. Definicio. A ||: K "" ® IR, (IK avalésvagy komplex szamok halmazét jeloli, nT IN)
tobbvaltozos flggvényt métrixnormanak nevezzilk, ha teljestiinek ra a kdvetkezo feltétel ek.
1) |A20 "Al IK™ -re

2 |[A=0u A=o0.

3 A=A "I T K,"AT K" -re.

4) |A+B|E|A+]B| "ABT IK""-re( D-egyenldtiensdg).

5) |ase|£|A 4B " ABT K" e

2.4. Definicio. Az ||| ésa ||||l métrixnormakat ekvivalens normaknak nevezzik,
ha $c,,c, >0,hogy " AT IK""-re

oA £[A] £c.AA -

2.11. Tetel. (Métrixnorma konstrukcidja vektornormabdl .)
Legyen ||| egy tetszdleges vektornorma. Ekkor " AT IK " "-reaz

4= ”ﬁ'

alakban definidlt mennyiség kielégiti a métnxnormatulajdon&égait.
A tovébbiakban indukdlt vagy természetes métrixnormanak nevezzik.

Bizonyitas. Az 1) 2) 3) 4) feltétel bizonyitasatrividlis, a megfelel® vektornorma
tulajdonsagokbdl kovetkezik. Csak az 5) feltétel teljesiilését bizonyitjuk.

Ha B =0, akkor 2) miatt |B| =0, masrészt AxB =0-bdl ugyanigy |AxB| =0,
tehat az dlitasigaz.

Ha Bt 0, akkor
[ABx] _  JABX] ||B&|
up =ap
o bl xo By ||| o ||Bx|| P el

Gondoljuk veglg afelsd hatarra vonatkozd becsléseket. Ezzel a bizonyitést befejeztik.

2.12. Tétel. A fenti indukdlt norméat az aldbbi alakban is felirhatjuk.

| =sup]Aq-

=
Bizonyités. Tetszbleges x * O vektorra

I _ i | . ]
i

é helyettesitéssel ” X” —"AX",ahoI "X":l

"1y W

%

"Gy
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2.5. Definicié. Ha egy vektor és matrixnormara az
|Ax] | Al " AT K xT K e
teljesiil, akkor illeszkedd normaknak nevezzik oket.

2.13. Tétd. Az indukalt métrixnormak illeszkednek az 6ket indukd 6 vektornormahoz.

Bizonyitas. |A| = sup ” Z” -bdl kovetkezik, hogy ||A{|3 ” l(" , X1 0-ra

Innen |4 4| ||A>_(|| Az x=0 esetre |x|=0 és ||A>_<|| =0 miatt igaz az llités.
2.14. Tétel. Az |x|,.|X|, és ||, vektornormék rendre a kévetkezd matrixnormakat
induldjak. " AT IK""-re

n

”A“l = ITJl:al)( :ézl |a1]| ) OSZ|0pnorma”
n cf>1 , )
|A, =max Ja:1|a”| sornormal

|A, = max(1, (" A)}"* ~spektrainormer,
ahol 1 (A'A) az A'A métrix i. sajétértékét jeloli.

Bizonyitas. Csak az 1-es normara bizonyitjuk, a tébbit l4sd a Dring6 Laszl6: Numerikus
analizis jegyzetben.

'lJ

E8Aa p|=4 Afat-
j=1 i=1

=§| I §|a| £a|x|maxa|a.k|—malx§ﬂ|aik|>+|x||l

Tehdt x! 0-ra ”" )"<” £ma><a ] -
X i=1

Mutassuk meg, hogy van olyan vektor, melyre felveszi a szuprémum értékét, vagyis az
egyenl Gtlenség egyenl Gséggel teljesll. Vizsgdjuk meg az e, egységvektorraaz

egyenl 6tlenséget. (gp)i =d,, Kronecker szimb6lum, ahol a p indexre én |ap| = nk{alx én lay| -
i=1 - i=
o o], =1. [fe,], = & o I,
Ezzel atéte 1-es norméra vonatkozd részét bebizonyitottuk.
,,1/2

2.6. Definicio. Az |A, —éa a |a”| T mennyiséget Frobenius normanak nevezzik.
2

i=1 j=1

2.15. Tétel. A 2.6. definicidban felirt mennyiség kielégiti a matrix norméra tett feltételeket.
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2.7. Definicio. A r(A)= mialx|l (A)] mennyiséget az A métrix spektralsugarénak nevezzik.

/2

2.8 Kovetkezmény. A, = (r (A A)f

Kidolgozott példak.
X
=1.

X
b

I
1. Pdda. Indukat métrixnormaesetén |I||=1. Ui: |1 :pr
0

=2 [

U
51

100

2. Pdda. |4, nemindukdt métrixnorma  Ui: |I], =Jn.

3. Péda. A" A 6nadjungdlt (szimmetrikus) métrix, melynek sajétértékei nemnegativak.
Megoldés. (A'A] = A'(A') = A'A, tehst A A sojétériékel valGsak.

Legyenaz v1 0 az A" A métrix | sgjatértékéhez tartozd sajétvektor. Ekkor

AA=lv
VAA=IVY
(AY) (AY) _,

Vv

Ahonnan (Av) (Av)3 0 ésv'v>0 miatt | 3 0 kovetkezik.

4. Péda. Legyen | az A métrix egy sgjatértéke. Igazoljuk, hogy tetszbleges matrixnormara
H£[A]-
Megoldas. Legyenaz v! 0 az A métrix | sgjatértékehez tartozd sajatvektor. Ekkor
Av=Ilv
AWV =1 w

A | Jane] =D Aw ]|

Mivel w' 1 0, H\A/ 10,igy | [£]A] -

2.9. Kévetkezmény. r(A) £ A barmely métrixnorméra,

5. Példa. Bizonyitsuk be, hogy ha A normalis matrix (A°A= AA’), akkor

A, =mex|i (A} =1 (A) .

Megoldas. Ha A normdlis métrix, akkor $ Qunitér (ortogonalis) métrix, melyre
Q AQ=D =diag(l,(A).
A=QDQ" & A'A=(QDQ') (QDQ')=qQD'DQ" .
Tehdt A" A és D' D hasonld métrixok, a sajatértékeik megegyeznek,
1 (AA)=1,(0°D)=]1 (A .igy r (A A)=r (A2
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6. Pdda. A Frobenius norméraigazek a kovetkezd 4litasok. Tetszbleges " AT IK ™ "-re

3 [A], =

o) |A =tr(A A)= 4 (A'A),

0 Q unitér(ortogon;éll_?s) métrixra Q. =+/nés
[Al: =14 =lAdl;
D 147 =41~
e |Al, £]Al. £Vn4A, (A ||,ésa |, mérixnorma ekvivalens)
f) A |||,vektornormaésa || métrixnormailleszkedik, azaz
[A, £ 1Al Axl, " AT k™" T K

M egoldas.
a) Trividis A definiciéjébél

b) (A A)II a a, xa, a |a“| innen tr(A A) a a |a“| =14 .

i=1 j=1

o [ql: —tr(Q Q)=tr(l )— n.
A by allitast felhasznalva |QA|" =tr((QA) (Qa))=tr(A'Q'Qa)=tr(a A) = |47
Ezt az eredményt és a)-t felhasznalva kapjuk, hogy

lAdl =[(aQ) |, =[], =[], =[A.
d) A" A onadjungdlt (szimmetrikus), ezért $ Qunitér (ortogondlis) métrix,
melyre Q' A'AQ =D, azaz (AQ) (AQ)=D ,ahol d, =1,(AA).
Az a) ésac) dlitas mésodik részét felhaszndlva

(D)= é'i 1 (& A) = tr((AQ) (AQ))= |AQ® = A -

o |4’ = maxl NINANEY: a | (A A)=|A £ n>max| (A A)=nqAf,
ahol felhasznédltuk asajatertekek (3. példaban bizonyitott ) nemnegativitasat.

7. Pdda. A 2-esnorméraigazak a kovetkezd allitasok.
Ha Q unitér(ortogondlis) métrix és Al IK ™ "tetsz6leges métrix, akkor

a) [Qx], =[]

b) |Ql, =1

o |oal, =]A, =]AQ],-

Megoldas.

a) (Qx) (Qx)=xx.
Qx, _

b) <], :sug |||l‘l>|<” =1
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o _||2 _ ||A><||2 _
on||2 _ ||AQ$| 1A _ d x100 yi0.
Tovébba |AQ), = ” A ol =sp o =[A, mivel x* 0U y
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