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Itt QI Q; ortogondlis métrixok, ezért
VIV =l Qi =1
Tehat V=D = diag (d”) , ahol d“ =41.

Mivel V =Ry R;' is teljesiil, az 4llitds bizonyitott.

3. VEKTORNORMAK, MATRIXNORMAK

3.1. VEKTORNORMAK

Definicié6 :

Vektornorma :

Legyen X n - dimenzids vektortér K :=R wvagy C test felett.

A normaegy .| : X — R, x — ||x| leképezés a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

vV x,yeX, vV AeC:

. fxl=0, [x[=0 << x=0,
2. Il =l
3. lx+yll < Ix| + [yl A egyenlStlenség.
’ Kovetkezmény ‘
*) Izl =lyll<lx-yl., VvV x,yeX
Az (X, ||.||) part normélt vektortérnek nevezziik.
Leggyakoribb vektornormak :
1
n P
Euklideszi norma: x|, = (Z |xl-p> , V xeX, 1<p<oo,
i=1

% [loo := max |z
i=1,...,n

=1,...,

Az 1,2,00 normékat hasznaljuk leggyakrabban.
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Tétel

xeX, dimX =n .

Az ||x|| vektornorma az x vektor z1,...,x, koordindtdinak folytonos fiiggvénye.
Bizonyitas

Ezt x€R"-reés | .[x normdra bizonyitjuk.

HKHOO = 11;1%}%|xl’ I X = (x17"'7$n)

Legyen z:=(z1,...,2n) ©6stekintsik x4z, xe€ X vektort.
) = lxtzle = lxle| < [[x+2) — x| = Izle = max =]
f(zn) = f(y), ha @, —y

Tehat, ha z — 0 akkor max |z — 0.
1<i<n

Mivel végesdimenziés vektortérben barmely két vektornorma ekvivalens egymassal (1dsd késébb), ezért
tetszéleges norméara a folytonossag igaz.

Definicio :

Az X komplex vektorteret a C test felett komplex Euklideszi térnek nevezziik, ha létezik X -
en (x,y): X — C leképezés tetszbleges x,y € X - re, amit az x,y elemek skaldris szor-
zatdnak neveziink és amelyre teljesiil, hogy V x,y € X, vV xeC:

1. (x,x)>0 valésszdm, (x,x)=0 <<=  x=0,

2. (xy)=(y.%),
3. ()\g, X) =\ (g, X) els6 tényezore nézve homogén,

4. (51 + Xo, X) = (31 ,X) + (52 , X) els6 tényezore nézve disztributiv.

‘ Kovetkezmény ‘

a)  (x.\y)=A(x.y) .

b.) <§’X1 + X2> = <§’X1) + <§7X2) masodik tényezore nézve disztributiv.
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Konkrét példa :
Legyen C™ komplex vektortér C felett, x:= (z1,...,zy) .

Skaldris szorzat:

n n
(xy)=xy=> 7y & (xx)=) |u>0
1=1 1=1

Erre a 3. axiéma helyett (§ , Ax) =\ (g , X) érvényes.

Tovabbi tulajdonsagok :
Ha van skalaris szorzat, akkor X - en lehet normat definidlni:

x| =V (x,x), erre teljesiilnek a norma axiémaéi.

Cauchy - Bunyakovsky - Schwarz egyenl6tlenség :

[x.y) [ < Ix] -yl V ox,yeX

3.2. MATRIXNORMAK

Definicio :

Legyen K™*™ (K:=R vagy C az(nxn)-esmétrixok tere. A€ K"™*" .

Az A : K" — R leképezést matrixnormanak nevezziik, ha vV A, Be K™,
vV A€ K- ra teljesiil, hogy:

L. Al =0, [JA[=0 <  A=0,
2. M| =P JA]  homogén

3. A+ B| < [|A|l + || B A\ egyenlétlenség,
4. [|A-Bl < [[Al- 1Bl

A matrixokat mint leképezéseket (operatorokat) tekintjiik.

Legyen K"™*™ valés vagy komplex elemii (m x n) - es métrixok (m - n) - dimenziés vektortere
R vagy C felett, és (X, ||.|lz) n- dimenzidés, (Y, |.|ly) m - dimenzids vektortér.



NUMERIKUS ANALIZIS 1. 52

Egy A € K™*™ - es méatrix egy linedris leképezést definidl X - b6l Y - ba.

Tudjuk, hogy az X — || Ax]||, leképezés folytonos fiiggvény az {xe€ X : ||x|| =1} kom-
pakt (korldtos és zart) halmazon. A kompaktsagot itt az ||. ||, norma szerint értjiik.

Definicio :

A
Az || Al := sup M: max || Ax|, véges szamot
xex\{oy XMz Ixll.=1

vektornorma altal indukalt matrixnorménak vagy természetes matrixnormanak is nevezik.

=( sup )| Ay, = max |Ax],
Y Iy lle=1 x|z =1

) L — ) [ (2

[pqF [pqF

’ Kovetkezmény ‘

A definiciébdl azonnal kovetkezik, hogy:

*)  Ax|ly < 1Al - %]l
EZENTUL:  X=Y, [ a=|.ly = II.|
fey () = I Ax| < [[A] - x|l (>+)

Allitss
A fent definidlt természetes (indukalt) métrixnorma (A — || A|| leképezés) tényleg norma, azaz
teljestilnek a matrixnorma axiémai.

Bizonyitas

A 2. homogenitds és a 3. A egyenl6tlenség nyilvanvaldak, kozvetleniil kévetkeznek a vektor-
norma hasonlé tulajdonsagaibdl.

Az 1. |JA|| =0 = A =0 is trividlisan teljesiil, mivel:

(%) = | Ax[| =0 V x€eX -re, Ax

I
[}
!
8N

Il
=)
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A definici6 alapjén || Ax| =0 Vo ||x| =1-re = Al =0.

A 4. - hez vizsgéljuk:

(*x) (*x) def
[ABx| < Al -[IBxll < [Al-[IBI-I[xl] = IABl< [[Al - B]
[ |
Megjegyzés :
i.) Nyilvan: || I] =1
i1.) A C:= || A| az a legkisebb allandé szam, amelyre teljesiil, hogy
[Ax[| <C-|x[, V xeX
Az egyenléség akkor teljestil, ha x az a vektor, amelyre || Ax|| felveszi
a maximalis értékét.
1ii.) K™*™ - beli métrixokra és a természetes normara érvényes a kovetkezd egyenlotlenség:

lA-Bl < Al -[B]
Ugyanis:  [[ABx| < [[A| - [ Bx[| < [[A[l - B - [Ix]
Innen: IAB| < ||A]|l - || B|| kovetkezik, mivel || AB || a legkisebb olyan szam,

amelyre || ABx|| <C- | x|

Voltak :

n n %
Il =Y lal lxlle = (Z\m?) Il = max fa
=1 =1

Kérdés :

A fenti vektornormdak milyen matrixnormékat definidlnak?
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Definici6 :
Legyen A€ K™™  Xq,..., A\, € C az A matrix sajatértékei.

Ekkor a p(A) ;== max |\ szamot az A matrix spektralsugaranak nevezziik.
1<i<n

Jelolje || All1,2,00 az [|x]1,2,00 vektornormak &ltal indukélt métrixnormakat.

A
A definici6 alapjan: | Al = maX H Ax |y = sup 1 Ax [l
[ES xex\{oy Il
Tétel
Legyen ||.||, az a matrixnorma, amelyet a ||. ||, vektornorma indukal a K"*" métrix-téren.
Ekkor:
n
1. AL = jnax. Zl ]aM) Maximum oszlop-0sszeg norma
1=
n
2. | Al == Jnax z; laij| | , Maximum sor-0sszeg norma
‘7:
3. | All2 = A A) Spektralnorma
Bizonyitas
1.

sl = g (S0

n n
) < (Z 23] ') < (Z '%') et

=1
n

= 4l < max (Zl Iaijl>
1=

Tegyiik fel, hogy a k - adik oszlop olyan, amelyre teljesiil, hogy:

n
1Al = lai] = max ZI%I
i=1

1<j<n

Tekintsiik az e;, egységvektort. Ekkor:
n n
| Aey [l1 = z; lag,| = 1@3@3%2; |aj|
1= 1=

Mivel |ley |l =1 — | All; > max Z]a,j] —

Tehéat 16ség fennall!
max. ehat az egyenl6ség fenna
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2.
n
_ o < Z ,
| Axfloc = max Z}am 7| | < max Zlaml il | < max | > lai] | - max |
‘7:
n
= [ Ao < max (D |ag]

1<i<n | 4
J=1

Beldtjuk, hogy itt egyenloség is fenndll. Tegyiik fel, hogy a k - adik sor olyan, amelyre teljesiil,
hogy:

n
A1 =3 laal = e, Z as
J:

1 ha ap; =0
Legyen X € K" | amelyre T = T
i egyébként
|ag;]
n
Ekkor [[X[leo =1,  agj-ayy = lay? = 1AZ oo =D larj| = | Ao
j=1
3.
—T

| Al =1/p (4" 4)

HAHz:H > x || All2 — 3 yekK" yla=1 é [Ayll2 = [Al2

, =T

gy, hogy: || A3 =yTA Ay

T

A" A Hermitikus matrix = (ZTA) —A'A
Mivel A' A Hermitikus == 3 az x!...,x" sajatvektoroknak teljes ortonormalt rend-
szere.

. —\T :

|x"[e =1, <§’L> - x) =6y, A1, ..., An  a nekik megfeleld sajatértékek.

Vizsgaljuk :

0< | Ax 3 =x" A Ax = (¥) =i (5)

== At pozitiv szemidefinit



NUMERIKUS ANALIZIS 1. 56

Irjuk fel y - t a sajatvektorok linearis kombindcidjaként:

n
y = E a;x’
i=1

Vizsgaljuk : (ZT Ax® = Aij)
rAH%=|rAy||%=TATAy=<iai(xi)T>~ AAY a0 :(ZQi(xz’)T). S | =
j j=1 ' j=1

n n
2 2 2 —T
— 140\ < . . < R
>l < max (;m ) = A5 < max xi=p (4"4)

Itt egyenléség is allhat, legyen ugyanis A\, = p (ZTA), azaz a legnagyobb sajatértéke A" A - nak.

A )\ - hoz tartozé sajatvektor legyen x*, || xF|l2 =1.

Vizsgaljuk :

JAIE > [ ax 3 = (xF) A" Axt = vk = v (5F) 5t =N = (374)

— Al >p(A"4)
, —T
fey = Al =y/p(2"4)
|
Definici6 :
Az ||.|la és | .|lg vektornormdkat ekvivalensnek nevezziikk, ha 3 m, M € Rt 4llanddk,
hogy:

ml|xlle <%l <M|xlla V x€X-1e

Nyflvéin = 3 r,RER", hogy rlx|s < [xla <R[xlg r:=
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Adott végesdimenziés vektortéren tetszbleges két norma ekvivalens egymassal.
Beldtva azt, hogy egy tetszéleges norma ekvivalens a || .| oo norméval:

!
0

= A matrixoknak egy adott vektorterén az dsszes természetes matrixnorma ekvivalens egymassal
(ekvivalenciarelcid).

3.2.1. Korlatok a normakra

Néha nehéz kiszamolni egy matrix természetes normajat, igy hasznos, ha a normaéara felsoé korlatot

tudunk taldlni. J6 példa erre az || A ||z spektralnorma, mivel itt a'A legnagyobb sajétértékét kellene
ismerniink.

Definicio :

Az || A|| matrixnorma illeszkedik az || x || vektornormahoz, ha || Ax| < [|A] - ||x|| V xe& K™
Természetes matrixnormakra lattuk, hogy illeszkednek az 6ket indukalé vektornormakhoz:

[ Ax (12,00 < [[All1,2,00 [ X1]1,2,00
Megjegyzés :

Az || A| természetes métrixnorma az egyenlétlenségben a legkisebb azon C' dllanddék koziil, ame-
lyekre teljesiil, hogy || Ax| < C| x| .

Definicio :

Frobenius - matrixnorma :

4l = [ 3 Jal? ) = fuce (A7) acxmn

ij=1

| A||F matrixnorma, és illeszkedik a ||.[|2 vektornormahoz.
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Bizonyitas
1
n 2
, . —T 2 , . P . nXn
Valéban, ugyanis trace (A A) = Z |aij] ligy tekinthetd, mint egy y € C
ij=1
vektor ||.[|2 euklideszi norméja, ahol y komponensei a;; . [gy 1 - 3. axiémak teljesiilnek, tovabba:

n n 2 n n n
TAB(: = > 1D aib| < > | D lail” |- | Dol || =
j=1 j=1

ik=1|j=1 ik=1

n

n
= > daiP ) - [ DD il ) = 141% - 1B}

ij=1 jk=1

Mivel:

n
lAx 3 =>
=1

n

QSZ

i=1

n n n
2 2
[E jaix* ) !wkIIZHAII%'IIXI% =
=1 Lk=1 k=1

Qif T
k=1

= || A||F illeszkedik az || x |2 vektornorméhoz. Ez egy hasznos fels6 korlatot ad a || A |2 matrixnormara.

A Frobenius - matrixnorma nem természetes (nem vektornorma &ltal indukélt) métrixnorma.

Bizonyitas
Minden természetes matrixnorméra || I|| =1, ami nyilvdnvald, ha az
A
| Al := max | Ax | = max | Ax| definiciét az A =TI - re alkalmazzuk.
xA0 [[x]| xli=1
DE :
I I|lFr =vn = n>1 esetén ellentmondas.



