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Bevezetés

A konyvben ismertetett programozasi modell megfogalmazasanadiedes célja az
volt, hogy elméleti hatteret adjon a Iépésenkénti nomitas mdédszeréhez — az algorit-
musok és az adatszerkezetek vonatkozasaban egyardkiizbin ezen sikerlt jelen-
tosen tallépni, s a jelenlegi legfontosabb cél a tudatos programozas tAmogatasa.

Bar a modell eszkdzei segitségével a feladat speci k&cidjat helyettesiteni tudjuk
olyan feladatok speci kacioival, amely feladatok megoldasa esetén a rendelkezésre
allé matematikai eszkdzokkel belathaté az eredeti feladat megoldasanak helyessége,
nem célunk az automatikus programszintézis, ezért nem fordultunk a formalis es-
zkdzok, mbdszerek felé.

A programnyelvek, programok vizsgalata, helyességik bizonyitasa mar tébb mint
negyven évre nyulik vissza,os néhdny fontos eredmény ennél is régebbi. Maga
a programozas is nagyon hamar a vizsgalatok targyava valt, mind elméleti, mind
gyakorlati szempontbol. Itt csak utalunk a relaciés modell szamunkra legfontosabb
elozményeire, és megprébaljuk elhelyezni a véleményink szerint leg)sthii
irAnyzatok kozott.

Elozmények

A bemutatott modell négy fontos a@ményre épit. Dijkstra ,programozasi
diszciplingja-ra [Dij 76], Hoare tipuskezelésére [Hoa 72], Jackson programtervezési
maddszerére [Jac 75] és Mills matematikai megkozelitésére [Mills 72].

A 60-as években kibontakoz6, szoftverkrizisnek nevezett jelenség gelent
lendiletet adott a programozassal kapcsolatos kutatasoknak. Ezeknek szinte szim-
bélumava valt Dijkstra nevezetes cikke [Dij 68], és a programnyelvek altal a kezdetek
Ota tamogatott modularis programozas mellett vagy inkdbb utan a strukturalt progra-
mozasnak nevezett iranyzat kiindulé pontja lett.

Az altala bevezetett fogalmakra, modszerekre [Dij 76] nagyon sokan épitettek, igy
a relaciés modelliink is. Szamunkra legfontosabbak a leggyengétetiétel, a leve-
zetési szabalyok, a nemdeterminisztikussag, az allapottér, a Dikstra altal hasznalt, bar
Hoare-t6l szarmazo [Hoa 72]eelés utofeltétellel tortémspeci kacio.

Habar Dijkstra ebben a kdnyvében logikai jellegu megoldasokat hasznalt, nem
torekedett szigord formalizalasra, ezt révicdmdbelll nagyon sok cikk és kdnyv
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[Gri 81] megtette. A formalizalas legtdbbszor logikai eszkdzokkel tértént, aminek
kovetkeztében hattérbe szorult az allapottér fogalma és a leggyengsbliesslt
predikatum-transzformatorként kezelték.

Jelenbsen befolyasolta a relaciés modelliink kialakitasat Mills [Mills 72] mate-
matikai megkdzelitési mddja. A programfiiggvény fogalma, a fliggvény lezartjanak
és a ciklusnak a kapcsolata, a memoéria modellezése az, ansbdisan gyelembe
vettiink. A nemdeterminisztikussag kezelésére kézenfekegoldas volt a relacidk
hasznélata.

A programozéas problémainak més jellegu megkédzelitését adta Jackson [Jac 75],
ami a napjainkban félformalisnak nevezett modszerek eggidnek tekinthet és
a gyakorlatban sokszor alkalmaztédk. Ezeket a programtervezési modszereket is
igyekeztiink kezelhewé tenni a relaciés modellben.

Programozasi paradigmak

A jelenlegi fo programozési irdnyzatok két nagy csoportba sorolhatok. Az egyikbe
tartoznak gormalis moédszerelkamelyeknek az alapja egy-egy formalis matematikai
diszciplina.

A kalkuluson, illetve annak kiterjesztésein alapdlakcionalisparadigma. A
nagy megbizhatésagu, bonyolult feladatokat megoldé programok iranti igény és a ren-
delkezésre all6 eforrasok hihetetlen névekedése miatt a funkcionalis megkdzelités
mar nem elméleti, hanem eksorban gyakorlati jelenségu.

A logikai alapuprogramozés (modellezés) — kiléndsen a logika kiloolbdzr-
jesztései, pl. tempordlis logika kévetkeztében — sok altalanos és specialis rendszer
keretében jelenik meg.

Figyelemre méltd karriert fut be B-modszelfAbr 96], ami Dijkstra és Hoare
emlitett munkain alapul. Az absztrakt gép fogalmara épiil, és a Zermelo—Fraenkel axi-
omakon alapulé B nyelvet hasznalja a rendszerkészités minden fazisaban.

A masik nagy csoportba tartoznak az Ugynevefd@formalis rendszerekEzek
altaldban az objektumelvu modellalkotas tamogatéi, mint pl. az UML, de ide sorol-
hatjuk atervmintaalaplervezést [GHJV 95] is, ami a klasszikus eljaraskdnyvtar al-
talanositdsanak is tekintleetEzeknek a rendszereknek Iényeges gyakorlati eleme a
kéd-ujrafelhasznalas, amit szintén amferras-ndvekedés tesz lebeé.

A relaciés modellt az ets csoporthoz devezetésa masodikhoz aisszavezetés
fogalma kapcsolja.

A leguUjabb irdnyzatok kozé tartoznak multiparadigmalis megkozelitések
[Bud 95], amikor a mddszer alapja nem egyetlen absztrahalé fogalom, illetve abszt-
rakcios stratégia. Ebbe a csoportba soroljuk relaciés modelliinket is, de mi nem az
eszkdzokkel, hanem a mogottik teglméleti dsszefliggésekkel foglalkozunk.
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Az egyes fejezetekol

Az el részben dsszefoglaljuk a kdnyvben felhasznalt legfontosabb matematikai fo-
galmakat, jeloléseket, és bevezetiink a relacidékkal kapcsolatban néhany specialis fo-
galmat.

A kovetked két részben bevezetjik a relaciéalapu modell alapfogalmait: allapot-
tér, feladat, program, megoldas. Megadjuk a megoldas egy elégséges feltételét, a
gyakorlati szempontbdl is fontos speci kacié tételét, ehhez felhasznaljuk a valtozé
és a leggyengébbafkltétel fogalmat.

A 4. és az 5. fejezetben altalanositjuk az eddig bevezetett fogalmakat. E fejezetek
jelenibsége elssorban elméleti. Etsolvasasra kihagyhatok.

A kovetkeo harom részben a szokasos szekvencidlis programkonstrukciokat
vezetjik be, és megfogalmazunk néhany velik kapcsolatos, a |épésenkénti nomitas
szempontjabdl hasznos tételt.

A 9. fejezet szintén elméleti szempontbdl érdekes, és nem szilkséges a tovabbiak
megértéséehez.

Ezutéan a programozés legfontosabb fogalmaval, a tipussal foglalkozunk a 10. és
a 11. fejezetben. A tipussal kapcsolatos fogalmak nemcsak fontosak, hanem elég bo-
nyolultak is. El® olvasasra nem is kell torekedni alapos megismerésiikre. Célszeru az
egész konyv végigolvasasa utan visszatérni ezekre a fejezetekre.

A kovetkeo harom fejezetben azt mutatjuk meg, hogyan lehet gyakorlati progra-
mozasi feladatokat megoldani. A 12. fejezetben a levezetési szabalyok alkalmazéasa-
val, a feladatot Iépésenként nomitva jutunk el a bizonyitottan helyes megoldé prog-
ramhoz. A 13. fejezetben a visszavezetést mutatjuk be, azaz roegkgoldasokat,
tételeket hasznalunk fel. A 14. fejezetben egy Osszetettebb feladatot oldunk meg
kiilbnbéo médokon.

Az utolso részben a fejezetek végén szardpladatok megoldasahoz adunk at-
mutatét, 8t sok esetben megadunk egy lehetséges megoldast is.

Kdszonetnyilvanitas

Ez a koényv az E6tvds Lorand Tudoméanyegyetemen a programtematematikusok
szamara tartott ehdasaim alapjan készilt. A tébb mint hasz éve megjelent jegyzethez
képest sok minden véltozott. Ez alatt ap idlatt sok volt és jelenlegi kollégam vett
részt e targy oktatasaban, és segitettedgisét. A hlsz év alatt tébb ezer hallgatéval
talalkoztam ezen ehdasok kapcsan, aznegativ és néha pozitiv véleményik is sok
segitséget jelentett nekem.

Jelenlegi és volt kollégaim: Fekete Istvan, Gregorics Tibor, Horvath Zoltan,
Konczné Nagy Marta, Kozics Sandor, Kozsik Tamas, Nyékyné Gaizler Judit, Sike
Sandor, Steingart Ferenc, Szaboné Nacsa Rozdaiee Pal, Varga Zoltan, Vargyas
Miklos, Venczel Tibor segitségéért kbszonettel tartozom.
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Kllén kdszéndm Steingart Ferencnek azt a nagy munkat, amelyet a kdmyv els
elektronikus jegyzet véltozatanak elkészitésével végzett, nélkile nem vagtam volna
bele ennek a kényvnek a megirasaba.

Kdszdndm Bozsik Jozsef, Kovacs Péter, Riskd Gergely és Sztupak Szilard Zsolt
hallgatoknak, hogy elkészitették a feladatok megoldasat. Kovacs Péter, Bozsik Jozsef
segitségével a 15.1.-15.8., Riské Gergely a 15.9. és 15.11., Sztupak Szilard Zsolt a
15.10. rész megoldasait készitette el.

Kdszondm Hunyadvari Laszl6 gondos lektori munkajat, rengeteg hasznos
észrevételét.

Ajanlas
Ajanlom e konyvet elgsorban a programtervezamatematikus, programten@in-
formatikus hallgatéknak. Ajanlom azoknak is, akik programozassal foglalkoznak,
szeretik a kihivasokat és nyitottak. Ez a kdnyv nem kdnnyu olvasmany és nem is
hasznos ismeretek, receptek gyujteménye, de aki gyelmesen, gondolkodva elolvassa,
val6szinlleg mas szemmel fogja latni az eddigi munkajat is.

A jart Ut biztonséga helyett ajanlom a jaratlan Ut izgalmét és reményét.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a részben bevezetjik azokat a jeldléseket és ategweticiokat, amelyeket a
tovabbiakban gyakran fogunk hasznalni. Ezek legnagyobb része k6zépiskolabdl vagy
bevezed jellegu matematikai tanulmanyokbdl ismert.

1.1. Halmazok

Eloszér bevezetjik a matematikaban gyakran hasznalt halmazok jel6léseit.

N a természetes szamok halmaza,
No a nemnegativ egészek halmaza,
z az egész szamok halmaza,

L a logikai értékek halmaza,

; az ures halmaz.

Szokas a természetes szdmok halmazaba a nullat is beleérteni, de ebben a
kdnyvben erre kilon jel6lésNg) hasznalunk.
A halmazokat gyakran vagy az elemeik felsorolasaval

L ::= figaz; hamisg;
vagy egy tulajdonsag megfogalmazasaval

[azh = fx2Zjx aésx bg
adjuk meg.
Természetesen haszndlni fogjuk a matematikdban megszokott halmazelméleti
muveleteket
[ unio,
\ metszet,
n kiilénbség
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és relacidkat is
2 eleme,
részhalmaza,
valédi része.

Egy H halmaz szamossag@ j jeloli. Azt, hogy egyH halmaz véges, néha igy
isirjuk:jHj < 1 .

Egy H halmaz részhalmazainak halmazéat, azaz a hatvanyhalrhé&gt-val,
véges részhalmazainak halmagéit )-val jeloljuk.

1.2. Sorozatok

Ha A egy adott halmaz, akkor az= h 1; 2;:::i; i 2 A egyA-beli véges vagy
végtelen sorozatot jeldl.
Az A-beli véges sorozatokat = h 1; »;:::; ni; § 2 A alakban irhatjuk le.

Egy véges sorozat hossza jeldli.

Az A-beli véges sorozatok halmaz4t -gal, a végtelen sorozatok halmazdt -
nel jeldljik. Az ebzo két halmaz uniéjaként eflldo A-beli véges vagy végtelen
sorozatok halmazéara @& jel6lést hasznaljuk.

Egy 2 A sorozat értelmezési tartomany@at -val jeloljik, és a kovetkez
halmazt értjuk rajta:

[1: j;, ha 2 A ;

D N; ha 2 Al:
Legyenek 1; 2;:::; ™12 A és " 2 A . Ekkor azt a sorozatot, amelyet
az ; %;:::; ™ 1. " sorozatok egymas utan irasaval kapunk, a fenti sorozatok
konkatenacidjanakevezzik, égon( 1; 2;:::; "™ 1. M)-neljeloljuk.

EgyA -beli sorozatedukéltjanaknevezziik azt a sorozatot, amelyet gy kapunk,
hogy az eredeti sorozat minden azonos eleraekli6 véges részsorozatat a rész-
sorozat egyetlen elemével helyettesitjuk. Egg A  sorozat redukaltjated( )-val
jeloljuk.

Bevezetjik még a fuggvényt, amely egy véges sorozathoz hozzarendeli annak
utols6 elemét: :A ! A8 2A:

1.3. Relaciok

LegyenekA ésB tetsoleges halmazok, ekkor az

A B:=f(ajbhja2 Aésb2 Bg
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de niciéval adott halmaz a2 ésB halmazokdirektszorzata

EgyR A B halmaztbinaris relacionakneveziink. A tovabbiakban, ha nem
okoz félreértést, a binaris jelzelhagyjuk.

Az R relaciéértelmezési tartomanya

Dr :=fa2 Aj9b2 B : (a;b 2 Rg;
a relacidértékkeszlete

Rgr ::

fb2Bj9a2 A:(a;b 2 Rg;
a relacioértékeegya 2 A helyen, vagy masképpenR szerintiképe
R(a) := fb2 Bj(a;b 2 Rg;
egyH A halmazR szerintiképea halmazt alkotd elemek képeinek unioja, azaz

R(H) = [ R(h):
h2H

Az R A B relaciét felfoghatjuk egy nemdeterminisztikus leképezésnek,
megfeleltetésnek is a& és aB halmaz elemei k6z6tt. Az értelmezési tartomany je-
lenti azokat aA-beli elemeket, amelyekhez hozzarendeliink legalabtBeggli ele-
met. Hasonldéan, az értékkészlet a legalabb egy elemhez hozzarendelt elemek halmaza.
Az 1.1. dbraval egy relaciét szemléltetiidk.= fa;b;c;dy;B = f1;2;3;4g;R =
f(a;1); (a;2); (b;2); (c;3)g: Az a ponthoz hozza van rendelve a2s a2 is, b-hez

1.1. dbra. Relaci6 szemléltetése

csak a2, c-hez a3, d-hez nincs hozzarendelve semmidésincs hozzarendelve sem-
mihez.

Egya 2 A elemnek a képe azoknakBxbeli elemeknek a halmaza, amelyeket
a relacio hozzarendel azhoz. EgyH halmaz képét az elemek képeinek unidjaval
de nialtuk. Ez masképpen ugy fogalmazhaté meg, hogl lkeépe azokbdl az elemek-
bol &ll, amelyek legaldbb egy -beli elemhez hozza vannak rendelve, azaz
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R(H)=fb2Bj9%9a2H :(a;b 2 Rg:
Azt mondjuk, hogy egy relacideterminisztikusha
8a2 A:jR(a)] 1L

A determinisztikus relacidkat masképpearcialis fliggvéngknek hivjuk Figgvény-
neknevezink egyR reléciot akkor, ha

8a2 A:jR(a)j=1:

Egy A-bdl B-be képem f fuggvényt altalabard : A ! B-vel, mig egy par-
cidlis fuggvénytf 2 A ! B-vel jeldlink. E jel6lés hasznalata esef§@) nem az
egyelemu halmazt, hanem annak elemét jelenti.

LegyenR A B.EkkorazR( D relacié azR inverze ha

ROV:=fb;d2B Aj(a;b 2 Rag:

LegyenH B tetsoleges halmad -nak az inverz relacio szerinti kép&¢ 1 (H)-
taH halmazR relécio szerintinverz képénekevezzik. A de niciokbdl latszik, hogy

RO Y(H)=fa2 AjR(a)\ H 6 :g:

Fontos megkuldnbéztetni az inverz képeHahalmazR relacié szerintosképbtol,
amelynek a de nicitja a kdvetkez

R Y(H):= fa2DgrjR(a) Hg:

Az oskép altaldban nem egyezik meg az inverz képpel, de mindig része annak.
A két kép kapcsolatat mutatja az 1.2. dbra. Megjegyezzilk azonban, hogy fiiggvény,
illetve parcidlis figgvény esetén a két kép megegyezik.

LegyenP A BésQ A B.HaP Q,P-tQ leszukitéének nevezzik.
HaR A BésH A, akkor

Rjw :== R\ (H B)

R egy leszukitése, amit Ggy is nevezink, hdyynegszoritas#l -ra.

1.3.1. Muveletek

A relaciok kozott értelmeziink muveleteket is. Legyen A B ésQ B C.
AzR A Crelaciot aP ésQ relaciokkompozicidjanakevezzik, ha

R=f(a;0)2 A Cj9b2B :(a;b 2 P és(b;0 2 Qg;
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1.2. abra. Inverz kép éskép

ésQ P-vel jeldljik.
AzS A Crelaciot aP ésQ relaciokszigord kompoziciéjanakevezzik, ha

S=f(a;)2A Cjo9b2B:(a;bh 2P és(b;92QésP(a) D qo;

€sQ P-veljeldljuk.

Mint az az 1.3. abran is lathatd, a kompozicié és a szigori kompozicié altalaban
nem egyezik megiaz;c3) 2 Q P, de nem elem& P-nek. Kdénnyu belatni, a
szigoru kompozicié mindig része a kompozicionak. Azt sem nehéz belatni, hogy ha
a két relacié kozil legalabb az egyik fiiggvény, vagy ha az ptscialis figgvény, a
kétféle kompozicié megegyezik.

1.3. &bra. Kompozicio és szigora kompozicio
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Ha R A A, akkor azt mondjuk, hogR homogénrelacié. Egy homogén
relaci6 6nmagéaval komponalhaté. Ennek alapjan de niaRukatvanit:

RO = f(aja)ja2 Ag;

éshan 2 N,
R":=R R" L
Az f(a;a) j a2 Agrelaciotidentitasrelacionak is nevezzik, és -val jeloljuk.
AzR A ArrelaciblezartaazazR A A relacid, amelyre:

(1) Dgu=fa2 Aj692AY : 1=aés8i2N: ;1 2R( j)gés
(2) 8a2Dg:R(a) = fb2 AjOk2 Npo: b2 R*(a) ésbZDRg.

A lezart tehat olyan pontokban van értelmezve, amelgkekbndulva a relaciot
nem lehet végtelen sokszor egymas utan alkalmazni, és ezekhez a pontokhoz olyan
pontokat rendel, amelyeket Ugy kapunk, hogy a relacié véges sokszori alkalmazasaval
kikertltink az eredeti relacio értelmezési tartomanyabol. TBR&R x = ; mindig
teliestl, é8a 2Dr-raa 2 Dg ésR(a) = fag. Felhivjuk a gyelmet arra, hogy ez a
de nicié nem egyezik meg azzal, antiinzitiv lezartnalszoktak nevezni.

AzR A A relaciokorlatos lezartjsaz azR A A relécid, amelyre:

(1) Dz = fa2 Aj9ka 2 No: R¥(a) = ;g és

(2) 8a2D=: R(a) = R(a).

Vegyuk észre, hogy egy relacio lezartja és korlatos lezartja killonbdzhet. A de ni-
ciokbal lathatd, hogy ez a kiilénbégég csak az értelmezési tartomanyok kozétt je-
lentkezhet. Ennek azonban sziikséges feltétele, hogy egy alkalmas pontbdl kiindulva
a relaciét ne lehessen végtelen sokszor alkalmazni, de a véges sokszori alkalmazasok
hosszara ne tudjunk korlatot mondani. Természetesen ez csak akkor lehetséges, ha
végtelen sok véges alkalmazas-sorozatot tudunk a pontbdl inditani. Nézziink erre egy
egyszeru példat: legyeR Z Zés

fa 1g; haa> O;

R(a) = N; haa< 0:

EkkorZ = Dz 6 D<= No.

1.3.2. Logikai relaciok

AzR A L tipusu relacidkat — ahd\ tetsoleges halmaz dogikai relaciéknak
nevezziik. A logikai relaciokra bevezetiink néhany jeldlést:
LegyenR A L. Ekkor azR igazsaghalmaza:

drRe::= R Y(figazg);
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gyenge igazsaghalmaza:
bRc = R{ Y(figazg):

HaR fliggvény, akkor az igazsaghalmaz és a gyenge igazsaghalmaz megegyezik.
LegyenH A,aztazA ! L fluggvényt, amelynek az igazsaghalmataaH
halmazkarakterisztikus flggvényénekvezzik, é® (H)-val jeloljuk. A fenti de ni-
ciokbol kovetkezik, hogy tulajdonképpen mindegy, egy halmaz részhalmazair6l vagy
a halmazon értelmezett logikai figgvényekgllitasokrél) beszéliink-e, hiszen ezek
a fogalmak kolcséndsen egyértelmuen megfelelnek egymasnak.
Gyakran fogjuk hasznalni az azonosan igaz és az azonosan hamis fliggvényeket:
lgaza : A! L ésdigazae= A,Hamisa : A! L ésdHamispe= ;. Hanem
okoz félreértést, aa indexet nem irjuk ki.
LegyenR A Aés :A! L.Az

Rj = Rjgelf (a;a)2A Aja2d enDgrg

relaciot feltételes relaciénakevezziik, ami a relacio leszukitése és kiterjesztése a
feltétel igazsaghalmazara, afag; = d e

A tovabbiakban egy feltételes reléacio lezartjat, illetve korlatos lezartjat a rela-
cio feltételre vonatkoz6 lezartjanakletve feltételre vonatkozé korlatos lezartjanak
fogjuk nevezni.

1.4. Direktszorzat

Az elozoekben de nialtuk két halmaz direktszorzatat, most ezt a fogalmat al-
talanositjuk.

LegyenekA;;i 2 | tetsoleges halmazok, &6 = fxjx:1 '[ i2/Aig, azazX
azl -t azA;-k unidjaba képea fliggvények halmaza. Ekkor az

A= P2 A= fx2Xj8i 21 :x(i) 2 Aig

halmazt azA;;i 2 | halmazolkdirektszorzatanakevezziik.
Az | halmaz gyakran afA::n] intervallum, ekkor az

jelélést hasznaljuk. Ebben az esetben azt mondhatjuk, hogy a direktszorzat elemei ren-
dezettn-esek. Az altalanos esetben is a direktszorzat elemeit gyakran mint rendezett
n-eseket adjuk meg, feltételezve, hogy egyértelmuen el tudjuk dénteni, hanyadik kom-
ponens melyik 2 | -hez tartozik.

Megjegyezzik, hogy Ures is lehet, ebben az esetben a direktszorzat csak az lres
halmazt tartalmazza.
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HaJd | ésK =1 nJ, akkor a
B = ] 2] Aj
direktszorzanltereés a
0_
B™= Kok Ak

direktszorzakiegészito alteré\-nak.
Aprg : A! B flggvénytprojekcionaknevezzik, ha

8a2 A:prg(a)= aj;:

HaJ = fjg, aprg fliggvénytj -edik projekcidénak vagy valtozénakis nevezziik.
Ertelmezziik a projekciot parokra, sorozatokra és halmazokra is:
pre ((a1; a2)) = ( pre (as); prs (a2))
pre (ha;az;:iii) = hprg (au); pre (a2);: @i
pre (fas;az;:i:g) = fpre(a)g[f pre(az)g[ :::
A parok vetiilete tehat a komponensek vetuletétlo par, a sorozat vetilete egy,
az eredetivel azonos hosszlisagu sorozat, amelynek elemei rendre az eredeti sorozat
elemeinek vetiletei. A halmaz vetiilete halmaz, de lehet, hogy a vetilethalmaz eleme-
inek szdma kisebb, mint az eredeti volt, példaul egy végtelen halmaz vetilete lehet
véges is.

Azt mondjuk, hogy a& = A; direktszorzaekvivalenaB =

i 21 j29 B
direktszorzattal, ha létezik olyan : | ! J kdlcsondsen egyértelmu megfeleltetés
(bijekcid), hogy8i 2 | : Aj = Bsj. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az értelmezési
tartomany elemeinek atnevezésével kapjuk mebol B-t. Kdnnyu belatni, hogy
valéban ekvivalencia relaciét de nialtunk a direktszorzatok kozott.

1.5. Fuggvényterek

Haf,g : A! B fuggvények és egy muveletB-n,azaz :B B ! B, akkor
de nialhatjuk azf g:A! B fliggvénytis, ugy, hogy
8a2 A:f g(a=f(a) o9ga):
Parcidlis fliggvények esetén
Di g=fa2Aja2D; ésa2Dgyés(f(a);g(a) 2D g

Az f;g figgvények ésegy B B relacio logikai fliggvényt de nialnak:
f g:A! Lés

igaz; haa2 D; ésa2 Dy és(f (a);0(a)) 2 ;

8a2 A:f g(@= hamis  egyébként.
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Az igy kapott logikai figgvényekre a fentebb de nidlt médon alkalmazhatjuk
a szokasos logikai muveleteket; ;! ; ;:. Megjegyezzik, hogy a de niciébol
rogton adédnak a kdvetkedsszefliggések. Legyenqg: A! L, ekkor:

dp”™ ge= dpe\dae
dpo_ge= dpe[dge
d: pe= Andoe
dp! ge=(Andoe) [dge
A p = gjelélést, ha nem okoz félreértéstpz g értelmében is hasznaljuk.
dp oge= dpe\dge[d: pe\d: ge

Az implikacio jeldlésére gyakran hasznaljak ajelet a! helyett, mi az edbbit a
.Kovetkezik” relacio jelblésére hasznaljuk, azaz

p) q.d pe dge

Megjegyezzik, hogp) qésp! q= Igaz ugyanazt jelenti.

A 8 és a9 jeleket eddig is hasznalatuk mint a ,minden” és ,‘I/étezik” szavak
roviditéseit. A fenti Iqgikai kifejezések egetén 2 | : jelentége i, . €s
9 21 : jelentese ,,, .Hal =;, azonosan igaz, ;,, pedig
azonosan hamis.

1.6. Példak

1.1. példa:irjuk felazA B,A C,(A B) C,ésA B C halmazok elemeit,
haA = f0;1g;B = f1;2;3g;C = fp; g
Megoldés:
A B=f(0;1);(0;2);(0;3);(1;1); (1; 2); (1;3)g;
A C=f(0;p);(0;0); (1;p); (1;0)g;
(A B) C=1((0;1);p);((0;2);p); ((0;3); p); ((1; 1); p); ((1; 2); P); (1 3); P);
((051); a); ((052); @); (0 3); a); (1 1); a); (15 2); A); (1 3); A)G;
A B C=f(0;1,p);(0;2p);(0;3;p); (1;1;p); (1; 2 p); (1;3; p);
(0:19);(0:2,9;(0:3,9);(1;1,0); (1, 2,9); (1; 3 A g

1.2. példa:LegyenR f 1;2;3;4;5g f 1;2;3;4;5g.
R = 1(1;2);(1;4);(2;1); (3;4); (3;3); (3;5); (4; 5)g:

a) Miarelacio értelmezési tartomanya és értékkészlete?
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b) Determinisztikus-e, illetve fliggvény-e a relacio?

¢) MiR 0:; 2: hatvanya, mR inverze?

d) Miaf4;5ghalmaz inverz képe, illetvesképe?

e) Hany eleme vaR értékkészlete hatvanyhalmazanak?

Megoldas:
a) Dr = f1;2;3;4g,
Rr = 11,2 3;4;5g.

b) A relacié nem determinisztikus, ugyanis pR(1)j = 2! Mivel a relacié nem de-
terminisztikus, fliggvény sem lehet.

c) Arelacié0: hatvanya az identikus leképezés, azaz:
R® = £(1;1);(2:2): (3;3); (4;4); (5: 5)g:

Mivel R = R R, azt kell megvizsgalnunk, hogy mely pontokbdl hogyan lehet a
relaciot egymas utan kétszer alkalmazni:

1,2 ! ;1)
1;,4) ! (4,5)
(2;1) ! (1;2)
21 ! (1;4)
(3:4) ! (4,5)
33 ! (3:4)
33 ! (3:3)
33 ! (3:;5)

A fenti tablazat alapjan:
R? = (1;1); (1;5); (2:2); (2:4): (3;5): (3: 4); (3: 3)g:
R( D arelacio inverzének de nicidja alapjan:

R =1(2,1);(4:1);(1;2);(4:3);(3; 3): (5;3); (5: 4)g:

d) Irjuk fel, hogy mit rendel a relacio az értelmezési tartoméany egyes pontjaihoz:

R(1) = f24g
R(2 = fig
R(3) = f3;4;59
R@4) = fb5g
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Az inverz kép de nici6ja alapjan:
R( D(f4;5q9) = f1;3;4g:
Az oskép de nicidja alapjan:

R (f4;59) = f4g:
e) j} (Rr)j = 2R "1 =25 =32,

1.3. példa:Megadhaté-e valamilyen dsszefliggés eghalmaz inverz képének képe
és aH halmaz kozott?
Megoldés:

LegyenR A B,H B.Ekkor

R(RC Y(H)) = R(fa2 AjR(a)\ H 6 ;g)=
= R(a):

R(a)\ H6;

Vegyik észre, hogy altalanos esetben nem tudunk mondani semmit a két halmaz vi-
szonyarol, ugyanis

1. haH 6 Rg, akkorH 6 R(R( D(H)), és
2. ha9a2 R Y(H): R(a) 6 H, akkorR(R( V(H)) 6 H.

Tekintsik e fenti esetet egy egyszeru példan: Legper B = f1;2;39, R =
f(1;1); (1;2)g. EkkorH = f2;3gesetérR(R¢ V(H)) = f1;2g, azaz egyik iranyd
tartalmazas sem all fenn.

1.4. példa: Legyen R A B, P;Q B. Hogyan lehetne jellemezni az
R Y(P[ Q) ésaR (P\ Q) halmaztaR (P)ésR 1(Q) halmaz segitségével?
Megoldas:

R'P[Q = fa2DrjR(d (P[ Qg
f a2DrjR(a) Pg[fa2DgrjR(a) Qg

A masik irAny( tartalmazas azonban nem all fenn, ugyanis lehet algab g, ame-
lyre
R(a) 6 P; ésR(a) 6 Q; deR(a) P[ Q:

Nézzik ezt egy példan: Legyen = B = f1;29, R = f(1;1);(1;2)g, P = f1g,
Q = f2g. EkkorR (P) ésR %(Q) ures,deR (P [ Q)= fig:
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Vizsgaljuk most meg a metszetet!

R Y(P\ Q)

fa2DrjR(a) (P\ Q)g
fa2DrjR(a) Pg\f a2DrjR(a) Qg
R }P)\ R }Q):

Tehat bebizonyitottuk, hogy két tetdeges halmaz metszeténasképe egyenla két
halmazosképének metszetével.

1.5. példa:Legyenek A B;G B C.lIgaz-e, hogy

(G F(D=fpCD gl Y7

Megoldas:

(G )Y = f(c;)2C Aj9b2B:(a;b 2 F és(b;d 2 Gg
= f(c;a2C Ajob2B:(b;a2F( Vés(c;h2 Gl Vg
= (D g( D

1.6. példa:Legyenel A B;G B C.lgaz-e, hogy
8Y C:(G F) YY)=F YG Yy))?

MegoldasA szigori kompozicio de nici6jabdl azonnal adddik, hogy &2 A és
a2Dg r,akkorG F(a)= G(F(a)), ezt felhasznalva:

(G F) Yv) fa2 Aja2Dg ¢ és(G F)@a Yg
= fa2Aja2Dg ésF(a) D g ésG(F(a) Yg
= fa2Aja2DgésF(a) f b2Bjb2Dg ésG(h) Ygg

= F 3G YY)

1.7.példaW = N; N, Ns. 2W ,ahoIN;= N (i=1;2,3). ;=(1;1;1).
Az sorozat tovabbi elemeit gy kapjuk meg, hogy a pontok koordinatait az els
koordinataval kezdve ciklikusan 1-gyel noveljikd(pry, ~n,( )) =7
Megoldés:
irjuk fel eloszor a sorozat edsnéhany tagjat:
= N1 1125 1):(221):(2:22):(3:22), (33, 2) 00
Az sorozat projekciojdN; Ngz-ra:

Pra, nNa( )= N(151)5(2;1);(2,1)5(2:2);(3;2);(3:2) 0 x ki



1.6. PELDAK 23

A fenti sorozat redukéltja:
red(prn, ns( )= N1;1)5(2;1):(2,2);(3;2) 0t

A fentiekbol jol lathatd, hogy a redukcié pontosan azokat az elemeket hagyja
ki a sorozatbdl, amelyekben a ndvelés a masodik komponensben tortént, igy az
eredménysorozat elemeit is a koordinatak ciklikus eggyel novelésével kapjuk meg,
az(1; 1) pontbdl kiindulva.

1.8. példa:LegyenA = f1;2;3;4;5gésR A A.
R = f(1;2);(1;4);(2;1);(3;4); (3;3); (3;5); (4;5)0. Mi leszR lezartja és korlatos
lezartja?
Megoldés:

Mivel Dr = f1;2;3;4g, azt kell csak megvizsgalni, hogy honnan jutunk el biz-
tosan a relacié ismételt alkalmazasavdle. R(1) = f2;4g ésR(2) = flg, ezért
1,2 2 Dg, a3 sem, mert 8-bdl akarhanyszor eljuthaturikba, 4-bol egy lépésben,

5-bol nulla Iépésben jutunk-be. TehaR = f (4;5);(5;5)g ésR = R.

1.9.példa:A = 1;2;3;4;,50;R A A.R=1(1;2);(1;5);(2;5);(3;2);(3;4); (5, 2.
d e= f1;2;3;4g. irjuk fel a relacio feltételre vonatkozo lezartjétlegoldas:

Rj = f(1;2);(1;5);(2;5);(3;2);(3;4);(4;4)g. Az (5;2) kimaradt a szukités
miatt, a(4; 4) pedig bekertlt abvités miattRj = f(1;5);(2;5); (5;5)g.

1.10. példa:Van-e olyan nem dres relacio ésfeltétel, hogy a relacio lezartja tres
halmaz, és a feltételre vonatkozo lezartja azonos a relaciéval?
Megoldas:

LegyenA tetsoleges halmaz. Nyilvaid, = ;. Ha = Hamis,idaj = ;,
aminek a lezartjd 5 .

1.11. példaR  No No.

_ fa 2g; haa > 1;
R@= t2jKk2Ng haa=1:

Mi az R relacio6 lezéartja és korlatos lezartja?

Megoldés:

Dr = N. Mindena-hoz, haa péaros, a relaci@=2 |Iépésben hozzarendeliGat
€s csak azt, ha pedig paratlan,laet, aminek a képe az 6sszes parosdtettvany.
A kettohatvanyokbdl, mivel mind paros, &ismételt alkalmazasaba vezet. Tehat
Dg = No, és természetes@a 2 No : R(a) = f0g.

Mivel nincs fel® korlatja a ketbhatvanyoknak, ezéﬂﬁ nem tartalmazza a parat-
lan szamokat.

Megjegyezziik, hogy ha a feladatb&2f j k 2 Ng helyettf 2 j k 2 Nog szere-
pelne,Dg sem tartalmazna a paratlan szamokat.
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1.7. Feladatok
1.1. Legalabb, illetve legfeljebb hany eleme van egglemu és egy elemu halmaz

— metszetének; — egyesitésének;
— Descartes-szorzatanak; — kilonbségének?

1.2. Bizonyitsa be, hogid A B esetén

- (8(a;b;(c;d) 2 H: (a;d)y 2 H), (9K A:9L B: H-=
KoL)

— ha H nem lres, akkor K és L egyértelmu.

1.3.R A B.MivelegyenbR (B)?

14 R=1(xy);(x+Vy;y))jx;y 2 Ng.MiaH = f(a;bja;b2 Nésa+ b < 59
halmaz inverz képe, illetvesképe?

15. R=f((xy);(x+y;¥) ixy 2 Ng[f (xy);(x yiy))ixy 2 Ng Mia
H = f(a;b)ja;b2 N ésa+ b < 5ghalmaz inverz képe, illetvesképe?

16.R = f((xy);(f(y)sy) i Xy 2 Ng,aholf : N N! N.MiaH =
f(a;b)ja;b2 N ésa+ b < 5ghalmazosképe, illetve inverz képe?

1.7.R A B;Q B.Van-evalamilyen 6sszefiiggésRz (B n Q) halmaz és
azA nR 1(Q) halmaz koz6tt?

1.8. Készitsen olyan nem Ures relaciét, amelyre igaz, hogy értékkészlete minden
valédi részhalmazanassképe Ures halmaz!

1.9. LegyenF;G N N;Y =f129.F = f(a;bj baésb6 1l ésh6 ag.
G=f(a;bj2jaésa=2hg.

G F=? G F=?
F(CO GO D=2 F YG YY) =2
(G F) Y)=? (G F)( D=2

1.10. LegyenA = f1;2;3;4;5g,R A A ,R=1(1;2);(1;4);(2;1);(3;4);(3;3),
(3;5); (450, f A Lesf = f(1;i);(21);(31);(4h); (5:1)g. Mi f,
illetve (f R) igazsaghalmaza és gyenge igazsaghalmaza?

111.R;Q A A.lgaze hogfyR Q) Y =0Q( D R( D?

1.12. F A B;G B C. Igaz-e, hogy8Y C: (G F) Yv) =
F (G (Y)): Igaz-e az allitas, h& vagyF filiggvény?
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1.13.F A B;G B C.lgaz-e,hogG F)( Y =F(D G Y:|gaz-e
az éllitas, has vagyF fliggvény?

1.14. Mi az 6sszefliggés két relacié kompozicidjanak értelmezési tartomanya és
ugyanezen két relacio szigoru értelemben vett kompoziciéjanak értelmezési tar-
tomanya kdzott?

1.15. Készitsen olyan nem (reR relaciot ésf logikai figgvényt, hogyf R
igazsaghalmaza Ures legyen!

1.16.R A A.lgaz-e, hogyR( V)2 =(R?)( D2
1.17.R A A.lgaz-e,hogy8H A:R (R (H))=(R? (H)?
1.18.P;Q N N.Q-=f(a;bj2jaéshaésbprimg.

a) P="f(a;bjbhaésb61 ésh6 ag
b) P = f(a;b j bag

AdjamegaQ( V;Q P ésQ P-trelaciot!
1.199H A B;G B C;F C D.lgazak-e az alabbi allitasok?

a) Haa2Dg 4y \D g n,akkorG H(a)= G H(a).
b) D v D G H.
c) (Ba2Dy :jH(a8)j=1)) G H=G H.
dDg=B) G H=G H.
1.20. AsszociativitasH A B;G B C;F C D.lIgazak-e:

(F G) H
(F G) H

F (G H);
F (G H)?

1.21. LegyenQ;R;S A A, és vezessik be az alabbi jeloléstXha A A
tetsoleges relacio, akkok komplementere:

W=fah2A Aj(ab 62Xg
Igaz-e, hogy
Q R S) Qb & R?
Igaz-e a fenti allitds nemszigord kompozicio esetén?
1.22. LegyenQ;R;S A A.lgaz-e, hogy

R S) R Q
R

Q;
R S ) Q S

?

S
Q
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1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

LegyenR ésQ két relaci6 a természetes szamok halmaRaagy természetes
szdmhoz rendeli 6nmagét és a kétszer&3délgy paros természetes szamhoz a
felét.

a) Irja fel a két relaciot, és addja meg az értelmezési tartomanyukat!

b) irja fel azR relacio k. hatvanyat K 1) és ennek az értelmezési tar-
tomanyat!

c) ifjafelaQ R relaciot és annak értelmezési tartomanyat!
d) F = Q R.irfafelazF relaciot és az értelmezési tartomanyat!

F A B,G B C.lgaz-e, hogy:
a) Dg ¢ = F (Do),
b) Dc ¢ = F (Dg)?

P Nop Nog.P=f(abj baésb6 1 ésb6 ag. MileszP lezartja és
korlatos lezartja?

R N N.R=f(abj baésb61 ésh6 ag.d e=fxjO9k 2 Ng:x =
2¢g. Irjuk fel azRj relaciot, lezartjat és korlatos lezartjat!

Adjunk példéat olyan nem ures relacidra, amelynek lezéartja Ures halmaz, és van
olyan feltétel, hogy a relacio feltételre vonatkozo lezartjanak értelmezési tar-
tomanya megegyezik az eredeti relacio értelmezési tartomanyaval!

R A A. Tegyuk fel, hogy azR értelmezési tartomanya egyenaz
R értelmezési tartomanyandk-re vonatkozéosképével. Mit mondhatunk
lezartjarol?

R Np No.

_ fa 3g haa > 2;
R(a) = f3kjk 2 Ng; haa=1:
Mi az R relacié lezartja és korlatos lezartja?

R N N. Az R relacié minden dsszetett szamhoz a legnagyobb val6di os-
ztojat rendeli. Legyen

a) egy rogzitett 6sszetett természetes szam,
b) egy rogzitett primszam.

LegyendPqe= fa2 Nj9k 2 N :a= gg. Milesz azR relaci6Py feltételre
vonatkozé lezartjanak értelmezési tartomanya?
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1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

R No No.
8
fbjO9k 2 Ng: b=2k+1g; hax 6 0 ésx paros
_ fx 7g; hax 7 ésx paratlan
R(x) = 3 fOg; hax = 1;
" f7g; hax =0:

Mi lesz R lezartja és korlatos lezartja?

R legyen az 1.29. feladatban adott relaciée = fk 2 N j 2 6Kg. Adja meg az
Rj relaciot, lezartjat és korlatos lezartjat!

Igazak-e az alabbi allitasok?
a) Haa2 D \D =, akkorR(a) = R(a).
b) D= D &
c) HaazA halmazvéges@® A A, akkorR = R.
d) HaA megszamlalhatéan végteldd, A A, és
8a2 A: (9n(a) 2 No: jR(@)j n(a)) R=R.
LegyenR Np Np.

fb > 0ésb < x és2jby; hax paratlan;

R(x) = fx 1g; hax paros;

d e= fx 2 Nj2jxg. MiazR relacio feltételre vonatkozo lezartja és korlatos
lezartja?

Legfeljebb, illetve legaldbb milyen hosszu egyés egyn hosszisagu sorozat
redukaltjanak konkatenacidja, illetve konkatenéciojanak redukaltja?

Igaz-e, hogy egy sorozat redukaltjdnak projekcidja ugyanolyan hosszl, mint
az sorozat redukaltja?

Igaz-e, hogy egy sorozat projekciojanak redukaltja ugyanolyan hosszl, mint
az sorozat redukaltja?

LegyenA = N3 Nz N3z N4, B =Ng Nz, aholN; = N (i 2 [1:4]).

= NLLL1)(1;2,1,1)(1523,1); (15,2, 3, 4);
(5:2,3,4);(5:7:3,4); (5, 7,10, 4); (5, 7, 10, 14); : i

a)pre( )=7?
b) red(prg( )) =7






2. fejezet

A programozas alapfogalmai

Ebben a fejezetben a programozas legfontosabb alapfogalmait vezetjik be. Nagyon
fontos szempont, hogy gyelmiinket nem a programok tulajdonsagainak vizsgélatara,
hanem a programok @dllitasara forditjuk. Ezért feltesszik a kérdést, miért is irunk
programot? Az erre a kérdésre adott valasz meghatarozza gondolkodasunk irdnyat. A
valaszunk az, hogy azért, mert van valami megoldandé feladatunk, problémank. Tehat
a gondolkodasunk kiindulé pontja az, hogy kell lennie valaminek, amit feladatnak
hivunk, s ez a feladat hatarozza meg az elévendit.

A gyakorlatban nagyon sokféle feladat van. Mi benniik a k6z6s? Ez a kérdés is
toébbféleképpen kozelitheimeg. A mi megkdzelitésiink szerint a feladat Iényege az,
hogy meghatarozzuk, milyen allapotban vagyunk és milyen allapotba akarunk jutni.
Az, hogy mik az allapotok, a konkrét problématdl fiigg. Példaul, ha egy aut6t akarunk
egy hosszabb utra felkésziteni, az allapotat jellemezheti az, hogy mennyi a tankban a
benzin, mennyi az ablakmoso folyadék, mekkora a nyomas a kerekekben, mukodik-e
az iranyjelo és igy tovabb. A lIényeg az, hogy van a rendszernek valahany jellemz
ezen jellemak lehetséges értékei egy-egy halmazt alkotnak. Egy ilyen halmaz allhat
a mennyiséget kifejezszamokbdl, lehet akarfamukédik, nem mukddghalmaz is.

Ha mindegyik jellema lehetséges értékeinek halmazabdl valasztunk egy-egy
értéket megkapjuk az auté egy lehetséges allapotat. Mar csak az hianyzik, hogy észre-
vegyluk, a lehetséges allapotok halmaza matematikailag egy direktszorzat.

2.1. Az allapottér fogalma

Az elsoként bevezetermdabsztrakt fogalom a fent emlitett lehetséges allapotok hal-
maza.

2.1.DEFINICIO : ALLAPOTTER
Legyenl egy véges halmaz és legyenkki 2 | tetsoleges véges vagy meg-
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szamlalhatd, nem Ures halmazok. Ekkorfaz A; halmaztéllapot-

i21
térnek azA; halmazokat peditjpusértékhalmazoknalevezziik.

Amikor egy modellt készitiink, el kell dontenlink, hogy a valésag mely részét
kivanjuk modellezni, és melyek azok a jellebkz— és milyen értékeket vehetnek fel
—, amelyeket a modellinkben gyelembe akarunk venni.

Az allapottér fenti de nicidjaban az egyes komponenseket tekintsik Ggy, mint
egyes jellemak lehetséges értékeinek halmazéat. A tipusértékhalmaz elnevezés arra
utal, hogy ezek a halmazok bizonyos kzds tulajdonsaggal rendetkemekbl all-
nak. A késbbiekben majd kitériink arra is, hogy ez a k6z0s tulajdonsag mit is jelent.
Mivel a jellemak értékhalmaza lehet azonos, az allapottér komponensei kdzott egy
halmaz tdbbszor is szerepelhet.

Kikotottik, hogy az allapottérnek csak véges sok komponense legyen. Lehetne
altaldnosabb de nici6t is adni agy, hogy nem kétjik kilakalmaz végességét, ekkor
afent de nialt allapotteret az altalanositott allapottér egy (véges) nézetének nevezziik.

Az, hogy a komponensek legfeljebb megszamlalhatok, azt is jelenti, hogy a kom-
ponensek kozétt nem szerepelhet pl. a V%QS szamok halmaza. Termé56etdsen ett
még egy tipusértékhalmaz tartalmazhatja akart is. Azfx j9n 2 N : x = " ng
lehet allapottér-komponens.

2.2. Afeladat

Az allapottér fogalmanak segitségével konnyen megfogalmazhatjuk, hogy mit értiink
feladaton. Azt kell megfogalmaznunk, hogy egy adott allapotbdl (azaz az allapottér
egy elemébl, pontjabdl) milyen allapotba (azaz az allapottér mely pontjaba) akarunk
eljutni.

2.2.DEFINICIO : FELADAT
Feladatnakneveziink egfF A A relaciot.

A feladat fenti de nicidja természetes mddon adddik abbdl, hogy a feladatot egy
leképezésnek tekintjik az allapottéren, és az allapottér minden pontjara megmondjuk,
hova kell beble eljutni, ha egyaltalan el kell jutni bale valahova.

Az, hogy egy feladatnak mi lesz az allapottere, természetesen magatol a feladattol
flugg, &m még a feladat ismeretében sem egyértelmu. Példaul egy pont sikbeli ko-
ordinatait megadhatjuk derékszégu koordinata-rendszerben, de megadhatjuk polarko-
ordinatakkal is.

Mégis, az, hogy mit valasztunk allapottérnek, nagyon fontos, hiszen meghatarozza,
hogy a tovabbiakban mit és hogyan tudunk leirni. Ha tdl kevés jetewmizsgalunk
— azaz az éllapottér tul kevés komponesisll —, akkor lehetnek olyan fogalmak,
amelyeket nem tudunk benne leirni, ha tdl sok a komponens, akkor foloslegesen tul
bonyolult lesz a modell.
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Tekintsik azt az egyszeru feladatot, hogy 6ssze kell adni két természetes sz&-
mot. Az 4llapotteret elég kézenfekymodon harom komponensunek vélaszthatjuk.
A harom komponens a két 0sszeadando és az 6sszeg.AehaNl N N, s a
feladat
F=f((abg:(x;y;2)) 2A Aja+ b= zg;

vagy
G=1f((a;b;0;(x;y;2)) 2 A Ajb=xésc=yésa+ b= zg:

A két feladat nem azonos, bar mindkettét természetes szam 6sszeyé&zol. A
kilénbség koztik az, hogy a feladat nem mond semmit arrdl, mi legyen az
O0sszeadandokkal,@ pedig kikoti, hogy maradjanak valtozatlanok.

Felvebdik, hogy nem lenne elég a két komponensu allapottér is? Legyen
N Neés

H=1f(ab:(xy) 2A Aja+b=xg
Ezt a feladatot azonban nem Ugy interpretalnank, hogy ,adjunk dssze két természetes
szamot”, hanem gy, hogy ,noveljink meg egy természetes szamot egy természetes
szammal”.

Megjegyezziik, gyakran fogalmaznak meg feladatot igynevezett ,input-output”
modellben is, azaz milyen bemeadatokhoz milyen kimemadatokat rendellink. Ez
a szétvalasztas &z és aG feladat esetében nem okozna gondot, te-Boz hasonl6
feladatok esetében mar problémas lehetne, nem is beszélve a bbeezemlitett
autés feladatrél. Az allapotér modell igazbaleit a késbbiekben még tapasztalni
fogjuk.

Felhivjuk a gyelmet arra, hogy a de nici6 szerint a feladat relacié, azaz al-
talaban nem determinisztikus, péld&ilésH . A nemdeterminisztikussag azonban
még ,érdemibb” is lehet. Legyen a feladat a kdvetkekratarozzuk meg egy ter-
mészetes szam egy valodi osztdjat (a szam megvaltoztatasa nélkiil)! Ebben az esetben
A=N Nés

F="Ff((ab;(xy)) 2 A Aja= xésyjxésx 6 yesy61g:
Példaul(6; 5) pontF szerinti képd (6; 2); (6; 3)g. A 6-nak2 is, meg3 is valddi os-
ztéja, azazF (6;5)] = 2.

Nagyon fontos, hogy pontosan lassuk a kiilénbséget azo dleladat és a
kovetken kozott: hatarozzuk meg egy természetes szam 6sszes valddi osztdjat! Ebben
az esetben az allapottér is mas lesz, hiszen egy természetes szam 6sszes valédi osztdja
nem egy szam, hanem egy halmaz. Tehats N F, aholF azN véges részhal-
mazainak halmaza.

G=1((a;b;(xy)) 2A° Aoja: xeésy=fn2 Njnjx ésx 6 nésn 6 1gg

MostjG(6;f50)j = 1 ésG(6;f5g) = f(6;f2;30)g. .
Megjegyezzik még, hogpr 6 A, példaul(5;5) 2D, deDg = A", példaul
(5:f5g) 2D €sG(5;f5g) = f(5;;)9.
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2.3. Aprogram

Amikor a program fogalmat igyeksziink tisztazni, a szamitdégépen futdé programokra
és az altaluk megvaldsitott algoritmusokra gyeliink. Ha egy szamitégépen egy prog-
ram ,fut’, az abban jelentkezik, hogy a szamitbgép memorigjanak tartalma folyam-
atosan valtozik. Itt most a ,memoriat” altalanosan értelmezziik, beleértiink a szuken
vett memodriatdl a regisztereken keresztil a képaiqynindent, ami informaciot hor-

doz.

Egy program jellema tulajdonsaga, hogy ,mukddik”, azazaben dinamikus
folyamat. A dinamikus rendszerek &ltaldban nehezebben keak]hézsgalhatok,
mint a statikusak. Ezért arra gondolunk, lehet-e helyettesiteni egy dinamikus folyam-
atot egy statikus modellel?

Tekintstk példaul az aldbbi — a programozéastdl igazan messze poblémat.

Adott egy kémiai kisérlet, amely tul gyorsan jatszodik le ahhoz, hogy az ember pon-
tosan regisztralni tudja az egymas utani eseményeket. Ez a programfutashoz hason-
I6an egy isbben dinamikusan lejatsz6dé folyamat. Hogyan kdvethgbmon mégis a
kisérlet? Példaul ugy, hogy a kisérletet Imre vesszuk, és a tovabbiakban a képkockék
altal rogzitett statikus allapotokat vizsgaljuk. igy aphen valtozé folyamatot egy
statikus allapotsorozattal irjuk le.

A fenti példa szemléletesen mutatja, hogyan adhatunk statikus modellt egy di-
namikus folyamat leirasara.

A program de nici6jaban a program atheni futadsanak jellemzésére anlabi
példaval anal6g mdédon vezetiink be egy statikus modellt: a futast allapottérbeli soroza-
tokkal irjuk le. Ahogy a program futdsa soran a memoriatartalom véltozik, agy ju-
tunk az allapottér Gjabb és Ujabb pontjaiba, igy ezeket a pontokat egy sorozatba fuzve
valéjaban ,, Imre vesszik” a programfutast.

2.3.DEFINICIO : PROGRAM
Programnaknevezzikas A A relaciot, ha
1. Dg = A,
2.8 2Rs: =red( ),
3.8a2A:8 2S(a):j jB0és 1= a.

A fenti de niciéval a ,mukoddés” fogalmét akarjuk absztrakt médon megfogal-
mazni, ez magyardzza a sorozatokra vonatkozoé kikotéseket. Azuddgdonsag azt
jelenti, hogy a program az allapottér minden pontjahoz hozzarendel legalabb egy
sorozatot, azaz a program minden pontban ,csinal” valamit. A ,rosszul mukodést”
is a mukddéssel, azaz valamilyen tulajdonsagu sorozattal, sorozatokkal irjuk le.

A masodik tulajdonsag azt fejezi ki, hogy a program értékkészlete olyan soroza-
tokbdl all, amelyekben nem szerepel egymas utan ugyanaz az elem. Egész pontosan,
ha ez mégis effordul, akkor ez az elem ismétik végtelen sokszor. A mukddés ab-
ban nyilvanul meg, hogy megvaltozik az allapot, vagy ha mégsem, az az abnormalis
mukddés jele. Emlékeztetiink arra, hogy az allapottér komponensei k6z6tt minden
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elofordul, tehat ha barmi is torténik, az mas allapotérbeli pontot jelent. Az, hogy az
allapottér egy pontjdhoz a program végtelen sorozatot rendel, azt jelenti, hogy a prog-
ram futasa nem fejexlik be.

A harmadik tulajdonsdg csak annyit jelent, hogy a sorozat a mukodés teljes
torténetét leirja, beleértve a kiinduld allapotot is, ezért azt, hogy egy program egy
pontbdl elinditva nem csinal semmit, egy ebhz egy pontbdl allo, egy hosszuséagu
sorozat jellemzi.

A programot is relacioként de nialtuk, vagyis egy-egy allapottérbeli ponthoz tébb
sorozat is hozza lehet rendelve, azaz a mukédés nemdeterminisztikuso palals
tasra talan meglep valdjaban természetes. Természetes akkor is, ha szamitdgépen,
szamitbgéprendszeren futé programra gondolunk, hiszen egy program sok procesz-
szorbdl, sok, akar egymastol nagy tavolsdgban lkeemponenstl allé rendszeren
fut. De természetes akkor is, ha gyelembe vessziik, hogy a program-fogalom nemc-
sak a gépen futdé program, hanem az algoritmus absztrakciéja is, amelyeknek lehetnek
LNyitva” hagyott részei is.

2.4. A programfuggveny

Most visszatériink a fejezet elején szeoepltés példahoz. A feladat az volt, hogy
készitsik fel az autot egy hosszabb Utra. Attél figg hogy az autd milyen allapot-
ban van, azaz a jellemzmilyen értékekkel rendelkeznek: mennyi benne a benzin,
mekkora a nyomas a kerekekben, mukodik-e az irangjaievékenységek sorozatat
hajtjuk végre, felpumpaljuk a kerekeket, kicseréliink egy izz6t és igy tovabb, dépésr
Iépésre valtozik az allapot, mukddik a program. Ha végil olyan allapotba jut az auté,
hogy most mér nyugodtan el lehet vele indulni egy hosszabb Utra, akkor a program
megoldotta a feladatot.

Ahhoz, hogy egy program és egy feladat viszonyat megvizsgaljuk, elegbadc
programrol tudjuk, hogy az allapottér egy adott pontjabdl kiindulva az allapottér mely
pontjaba jut, mert a megoldas szempontjabdl a kozbdilspotok |ényegtelenek.

Az elobbiek miatt bevezetjuk a programfiggvény fogalmat, amely a program
futdsanak eredményét jellemazi.

2.4.DEFINICIO . PROGRAMFUGGVENY
Ap(S) A ArelacibazS A A programprogramfliggvényeia
1. Dysy=fa2AjS(a Aqg,
2. p(S)(a)= fb2 Aj9 2S(a): ( )= bg.

Az el kovetelmény azt fogalmazza meg, hogy csak azokban a pontokban van
értelme azt vizsgélni, hogy hova jut egy program, ahonnan kiindulva a program nem
,SZall el”. A méasodik pont értelemszeruen azt irja le, hogy ahova a program eljut, az
a sorozat utolso eleme.
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Ha két program programfliggvénye megegyezik, az azt jelenti, hogy a két program
mukodésének eredménye ugyanaz. Ezért mondjuk ebben az esetben azt, hogy a két
program ekvivalens.

A programfuggvény elnevezés megtévesehet, hiszen egy program program-
fllggvénye nem feltétlendl fliggvénytsaz sem biztos, hogy determinisztikus relacio
(parcialis fiiggvény). Jobban kifejezi a fogalom tartalmataaasrelacidelnevezeés.
Mindkettot hasznalni fogjuk.

Megjegyezzik, hogy a programfliggvényen tul természetesen vannak a program-
nak olyan jellemai, melyek a program mimségére vonatkoznak, és ezek szempont-
jabdl egyaltalan nem mindegy, hogy a program hogyan oldja meg a feladatot (ilyen
lehet példaul a hatékonyséag, a programtids tarigénye), de a tovabbiakban ezekkel
egyebre nem foglalkozunk.

2.5. Megoldas

Fontos, hogy a programfiiggvény ugyanolyan tipusu relacié, mint a feladat volt. igy
tehat a programfluiggvény fogalménak bevezetéséveldségtink nyilik arra, hogy
kapcsolatot teremtsiink egy adott feladat és egy adott program kzoétt. Természetesen
ennek a kapcsolatnak azt kell leirnia, hogy mikor mondjuk egy programroél azt, hogy
megold egy adott feladatot.

2.5.DEFINICIO : MEGOLDAS
Azt mondjuk, hogy a& programmegoldjaazF feladatot, ha
1. D D ys),
2.8a2Df :p(S)(a) F(a).

2.1. abra. Megoldas
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Ezzel a de nicibval végul is azt kivanjuk meg, hogy az allapottér olyan pontjai-
hoz, ahol a feladat értelmezve van, a program csak véges sorozatokat rendeljen (ter-
minaljon), és a sorozatok végpontjait a feladat hozzarendelje agenthoz.

Néha gondot okoz ennek a de nicibnak a megértése. Miért a programfiigg-
vény szerinti kép része a feladat szerinti képnek? ,igy nem kapunk meg minden
megoldast!” Pedig elég csak az autds példara gondolni. Példaul a fékfolyadék szin-
tjiének a minimum és a maximum szint jelzése koz6tt kell lennie. Ezt a karbantartas
eredményeképpen teljesitjiik, de egyaltalan nem egyételmu, hogy mi lesz a beallitott
szint. Annak meg nincs is értelme, hogy ,minden lehetséges szintet” beallitsunk.

Sokszor felmertil a kérdés, hogy van-e 6sszefiiggés két feladat kdzott a megoldas
szempontjabdl. Ezzel kapcsolatos a kovetkée nicid.

2.6.DEFINICIO . SZIGORITAS
Azt mondjuk, hogy a=; A A feladatszigoribh mintazF, A A
feladat, ha

1. Dg, D g,
2. 8a2Dg, : Fi(a) F2(a).

A szigoritas de niciojat 6sszevetve a megoldas de niciojaval kénnyen addédik a
kovetked egyszeru, de fontos allitas:

2.1. allitas: HaF, szigortbb, minF,, ésS megoldasdr 1 -nek, akkorS megoldasa
F,-nekis.

Felhivjuk a gyelmet arra is, hogy a megoldas de nicidjaban nem kétottik ki a
program és a feladat allapotterének azonossagat. Ezzel kapcsolatos a liatitiéesz

2.2. &llitas: HaS program megoldaday, A A feladatnak, af, B B szintén
feladat 69, = F,, akkorS megoldasé,-nek is,

2.6. Programozasi feladat

Létezik-e tetsaleges feladathoz megoldoprogram? Legifer A A. De nidljuk

S-et a kovetkeaképpen:8a 2 Dg : S(a) = fred(ha;hi) j b 2 F(a)g és

8a 2Dr : S(a) = fha;:::ig. Nyilvanvald, hogyp(S) = F, tehatS megoldasa -

nek. Vagyis tetsaleges feladathoz kénnyen tudunk megoldoéprogramot csinalnalEbb
kiindulva azt gondolhatnank, hogy a programozas nagyon egyszeru feladat. Ez persze
nem igaz. A programozas feladata val6jaban sokkal dsszetettebb, mert egy progra-
mot adott programokbol, rogzitett szabalyok szerint kell 6sszeraknunk, példaul egy
programnyelv eszkézeit kell hasznalnunk.
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2.7.DEFINiCIO : PROGRAMOZASI FELADAT

LegyenA = A;. Programozasi feladatnakevezzilk aZF; P; K) har-

i21
mast, ahoF A A egy feladatP aprimitiv(megengedett) programok véges
halmazaBS2 P:S A A ;K amegengedett programkonstrukcidék véges
halmaza,8K 2 K egy azA-n értelmezett programok halmazan értelmezett
muvelet.

2.8.DEFINICIO : PROGRAMOZASI FELADAT MEGOLDASA
Az (F; P; K) programozasi feladatnak &gprogram megoldasa, I8a primitiv
programokbél a megengedett konstrukciokkabdlithatd, és megoldaganek.

A programozasi feladat két értelemben is altalanosithatd: egyrésavithbb
a program mukodésére vonatkozé feltételekkel[Hor 98], ezzel ebben a kdnyvben
nem foglalkozunk. Méasrészt nem koéveteljlk meg az azonos allapotteret, ehhez
altaldnositjuk a megoldas fogalmét, illetve bevezetjik a tipusspeci kacié, tipus,
megfelelés és a tipuskonstrukciok fogalmat.

Az, hogy milyen programkonstrukciokat engediink meg, sok mired&ingg, mi a
kovetkeokben csak a legegyszerubbekkel fogunk foglalkozni, mivel ezek is elégsége-
sek egy programozasi feladat megoldasahoz.

Mar most felhivjuk a gyelmet arra a fontos szempontra, hogy val6jaban nagyon
gyakran nem azt az utat kovetjik, hogy megleprogramokbdl rakjuk éssze a
megoldéprogramot, hanem a feladatot bontjuk fel részfeladatokra, Ugy, hogy az ezeket
megoldd programokbdl ,automatikusan” megkapjuk az eredeti feladatot megoldé
programot.

2.7. Példak

2.1. példa:LegyenA; = f1;2g; A, = f1;29; A3 = 11;2;3;4;50, A= A1 Ay
As.F = f((a;b;0;(d;e;f)) jf = a+ bg: F(1;1;1) = ? Hany olyan pontja van az
allapottérnek, amelyekhez a feladat ugyanazt rendeli, mi(tt;dz 1)-hez?
Megoldas:

F(L,L1)=1(112);(1,22)(2,1,2);(2; 2, 2)g:
Mivel a feladat hozzarendelése nem fligg az allapottér harmadik kompooieagét-
adat ugyanezeket a pontokat rendeli az 6sgizels ) alakd ponthoz. Mas pontokhoz
viszont nem rendelheti ugyanezeket a pontokat, mert akkor az 6sszeg nem Rhetne
Tehat 6t olyan pontja van az allapottérnek, amelyhez a feladat ugyanazt rendeli, mint
az(1;1;1)-hez.

2.2. példa:LegyenA = f1;2;3;4,50;S A A
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S=f (1;h251); (1;h14352); (1;n32:::1); (2;21);
(2;h24i); (3;M333333::i); (4;M1514); (4;M31251);
(4;M15432); (5;M624); (5;h634); (5;16234) g

F=1(2,1)(2;4)(4;1)(4:2) (4;5)9.
a) Adjuk megp(S)-t!
b) Megoldja-€S a feladatot?
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Megoldés:

a) Mivel a program aA-hez és &8-hoz végtelen sorozatot is rendel, a program-
fuggveény értelmezési tartoménya:

Dpes) = £2,4,5g:
Ekkor a programfuggvény:

P(S) = 1(2;1);(2;4);(4,4),(4,1);(4,2); (5, 4o

b) A megoldas de niciéja két pontjanak teljestilését kell belatnunk.
i DF = 12,49 f 2,4,59= Dpys).
i p(S)(2) = f1;49 f 1,49= F(2),
p(S)(4) = f4,1,29 6 1,259 = F(4);

tehat azS program nem megoldasa Bzfeladatnak.

2.3. példa: Fejezzik ki a programok unidjanak programfliggvényét a programok
programfuggvényeivel!

Megoldas: LegyenekS;; S; A A programok. Ekkor a programfliggvény
értelmezési tartomanyanak de nicidjabdl kiindulva:

Dpsits,) = fa2Aj(Si[ S)(a) Ag=
= fa2AjSi(a) A ésSy(a) Ag=

= Doy \D sy
Legyena 2 D ys,) \D ps,). Ekkor
P(S1[ S2)(@) FO)i 2S5l S)(a)g=

f ()] 2Si(a)vagy 2 Sx(a)g=
p(S1)(a) [ p(S2)(a):

2.4. példa:LegyenF; ésF, egy-egy feladat ugyanazon az allapottéren. Igaz-e, hogy
ha minden program, amelyik megold&sanek, az megoldasa,-nek is, és minden
program, amelyik megoldasg-nek, az megoldasa; -nek is, akkor~; ésF, mege-
gyeznek?

Megoldas: A leggyakoribb hiba, amit ennek a feladatnak a megoldasakor el szoktak
kovetni, az az, hogy 6sszekeverik az allitas feltételrendszerét magaval a bizonyitand6
allitdssal, és azt prébaljdk bebizonyitani, hogy valamelyik feladatnak minden prog-
ram megoldasa. Természetesen altalaban ez nem igaz, de nem is ez a feladat! Abbdl
kell tehat kiindulnunk, hogy pontosan ugyanazok a programok oldjak meg mindkét
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feladatot, és meg kell vizsgalnunk, hogy kévetkezik-eattstz, hogy a két feladat
megegyezik.

Induljunk ki abbdl, hogy minden program, amely megolddsanek, az
megoldasa-,-nek, és valasszunk egy olyan programot, amelynek programfliggvé-
nye megegyezik ag; relacidval. Ekkor a valasztott program trividlisan megoldja az
F, feladatot, tehat meg kell oldankg-t is, azaz:

i D|:2 D Fis

i 8a2Dg, :Fi(a) Faa):
Most felhasznalva, hogy minden program, amely megoldgsaek, az megoldasa
Fi1-nek is, és egy olyan program vélasztasaval, amelynek programfiiggvénye mege-
gyezikF,-vel, az ebzoekkel anal6g médon adddnak a forditott iranyu allitasok:

iii: D|:1 D Fos

iv: 8a2Dg, :Fy(a) Fi(a):
Az i: ésiii: allithsokbdl kdvetkezik, hogy a két feladat értelmezési tartomanya meg-

egyezik, mig adi: ésiv: allitasok garantaljdk, hogy e kdzos értelmezési tartomany
egyes pontjaihoz mindkét feladat ugyanazokat a pontokat rendeliFazaz.

2.5.példa:F; F,. Az S program megoldj&,-t. Igaz-e, hogys megoldjaF;-et is?

két pontjat kell belatnunk.
i DF; D ps)s
i 8a2Dg, :p(S)(a) Fi(a).
Az i: pont teljesulése kdnnyen lathatd, ugyafimegoldasd,-nek, tehat

Dr, DR D psy

Az ii; pont bizonyitasanal azonban gond van, hiszen az aldbbi két allitas all ren-
delkezésiinkre:

8a2Dpf, : p(S)(a) Fa(a);
8a2Df, : Fi(a) Fa(a);

és ezekbl a kivant alliths nem bizonyithaté. Elakadtunk a bizonyitasban, lehet, hogy
nem igaz az allitas? Készitsiink ellenpéldat felhasznalva azt, hogy hol akadtunk el a
bizonyitasban!
LegyenA = f1;29, F; = f(1;1)g, F> = f(1;1);(1;2)g; ésp(S) egyezzen
meg azF, feladattal. EkkoIS trividlisan megoldjaF,-t, de nem megoldasa; -nek,
ugyanis
12D¢g, ésp(S)(1) = Fo(1) = f1;29 6 flg= Fy(1):
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Tehét az alliths nem igaz.

2.6. példa:LegyenekS; ésS, A A programokF A A pedig feladat.
Tegyuk fel tovabba, hog$: S, ésS, megoldja aZF feladatot. Igaz-e, hog$;
megoldjaF -et?
Megoldas:HaS; Sp, akkor mit tudunk a programfliggvényiak? Nézzik ebszor
az értelmezési tartomanyokat! A de nicié szerint minden allapottérbeli ponthoz min-
den program hozzarendel legalabb egy sorozatotSiggs S, is. Mivel S; S,
ezért csak az fordulhat @l hogy egy adott pontho3, olyan sorozatokat is ren-
del, amitS; nem. Ha ezek a sorozatok mind végesek, akkor az adott pont vagy
benne van mindkét program programfliiggvényének az értelmezési tartomanyéban,
vagy egyikében sem; ha van kdzottiik végtelen is, az adott pont biztosan nem eleme
p(S2) értelmezesi tartomanyanak, de eleme ldhgt, y-nek. TehaDys,) D p(s))
€s8a2 Dys,) 1 p(S1)(@) p(S2)(a).

Mivel S, megoldas# -nek, ezérDe D ,s,) €s8a2 D : p(Sz)(a) F(a).
Afentiek miattDr D s,y is€s8a2 Dg : p(Si)(a) F(a) is teljesul, vagyisS;
is megoldas# -nek.

2.8. Feladatok
21 LegyenA=f ; ; ; ; &S A A

S=f

( ;h ( ;h ( ;h

( :h ( :h ( :h .
( ;h i); ( :h i); ( sh i);
(;h (;h (;h i

F=fC:)C 5)C ;)0 )0 ) e
a) Adjuk megp(S)-t!
b) Megoldja-eS azF feladatot?

2.2. LegyenS program/JF olyan feladat, hogy megoldasdr -nek. Igaz-e, hogy

a) haF nemdeterminisztikus, akk@& sem az?
b) haF determinisztikus, akkos is az?

¢) haF nemdeterminisztikus, akk@(S) sem az?
d) hap(S) determinisztikus, akkdf is az?

e) haF determinisztikus, akkgp(S) is az?

f) haS nemdeterminisztikus, akk@(S) sem az?

2.3. Igaz-e, hogyp(S) értelmezési tartomanya éppAn osképeS-re nézve?
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2.4,

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

Mondhatjuk-e, hogy a8 program megoldja ag feladatot, ha igaz a kbvetkez
allitas:
q2Dr) S(@ A ésp(S)(a) F(a)?
Legyen A= N N,F;;Fo A A,
Fu=f((uv);(xy)) ] yiug,
Fa = f((u;v); (X y)) ] X = u ésyjug.
Ugyanaz-e a két feladat? (Van-e valamilyen dsszefiiggés kozottik?)

F A A.S;, S, programokA-n. Az S; és azS; is megoldja aF feladatot.
Igaz-e, hogy a& = (S, [ S;) program is megoldja ag feladatot?

Tekintsik a kovetkez szbvegesen megadott feladatot: Adott egy sakktabla és
két rajta Iéw bastya helyzete. Helyezziink el a tAblan egy harmadik bastyéat tgy,
hogy az mindketinek az utésében alljon! Készitsiik el a modellt: irjuk fel az
allapotteret és ag relaciot!

Tudjuk, hogyS megoldjaF -et (azA &allapottéren). lgaz-e, hogy a2 A,
akkor
S(a) 6 A vagyp(S)(a)6 F(a)) azDg?

LegyenF A Aegyfeladaté$S A A egy program. Jeldljik P -vel
azt a relaciot, ameliF ésp(S) metszeteként all el Ilgaz-e, hogy

a) haDgp = Dg, akkorS megoldjaF -et?
b) haS megoldjaF -et, akkorDgp = Dg?






3. fejezet
Speci kacio

A megoldas de nicidja kdzvetlenil elég nehézkesen hasznalhaté a programok készi-
tése soran, hiszen az, hogy egy program megold-e egy feladatot, a megoldas eddigi
de nicidja alapjan csak nehezen elt@izheb. Ezért bevezetiink néhany 0j fogalmat,
majd ezek segitségével megadjuk a megoldas egy elégséges feltételét.

3.1. Aleggyengébb @feltétel

Eloszér a program mukoédésének eredményét adjuk meg egy, a programfiiggvénynél
kényelmesebben hasznalhato jell@wve.

3.1.DEFINICIO : LEGGYENGEBB ELOFELTETEL
LegyenS A A program,R : A ! L allitas. Ekkor azS programR
utofeltételhez tartozéeggyengébb elofeltétekez azIf (S;R) : A ! L figg-
vény, amelyre;

df (S;R)e=fa2 Aja2Dyes) ésp(s)(a) d Reg

A leggyengébb @feltétel tehat pontosan azokban a pontokban igaz, ahonnan ki-
indulva azS program biztosan termindl, és az 6sszes lehetséges végallapotRa igaz

Természetesen a leggyengébieltétel igazsdaghalmazan kivil is lehetnek olyan
pontok, amelybl a program egy futasa eljut az utéfeltétel igazsdghalmazéba, csak
azokbol a pontokbol nem garantélt, hogy oda jut.

Egy program mukddése agy is jellemezhehogy megadjuk a program tetde-
ges utéfeltételhez tartozd leggyengébbfeltételét. A feladat megoldasa soran az a
célunk, hogy olyan programot talaljunk, amelyik bizonyos feltételeknek eleget tev
pontokban termindél. Ezért azt mondhatjuk, hogy ha a szamunkra keeégallapo-
tokra megadjuk a program leggyengébbfeltételét, akkor a programfiiggvény meg-
hatarozasa nélkil jellemezziik a program mukddését.
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Emlékeztetlink arra, hogy de niéltuk a relacid szerimskép fogalmat is, ennek
felhasznalasaval azonnal latszik, hogy

df (S;R)e= p(S) (dRe):

Felhasznalva az igazsaghalmaz de nicidjat és a szigori kompozicié szesktp
tulajdonsagat:

p(S) *(dRe)= p(S) *(R *(figazg)=(R p(S)) *(figazg)= dR p(S)e:
Mivel R fliggvény, a kompozicio és a szigori kompozicié megegyezik, tehat

3.1. allitas:
df (S;R)e= dR p(S)e

Abban az esetben, I4S) is figgvénylf (S;R) = R p(S).

A fenti dsszefliggésekre gyakran fogunk hivatkozni.

A most kdvetken tétel a leggyengébbafkeltétel néhany nevezetes tulajdonsagarol
szol.

3.1.TETEL: AZIf TULAJDONSAGAI
LegyenS A A programQ;R :A! L allitasok. Ekkor

(1) If (S;Hamis) = Hamis,

(2) haQ) R, akkorlf (S;Q)) If (S;R),
B) F(S;Q " If (S;R) = If (S; Q" R),
@) I (S;Q _If(S;R)) If (S;Q_R).

Az elso tulajdonsagot a csoda kizarasa elvének, a masodikat monotonitasi tulaj-
donsagnak nevezziik.
Bizonyitas:

1. Indirekt: Tegyik fel, hogpa 2 dIf (S; Hamis)e. Ekkor a leggyengébb efel-
tétel de nicigja szerinta 2 D sy ésp(S)(a) d Hamise= ;. Eznyilvanvald
ellentmondas.

2. Indirekt: Tegylk fel, hog®a 2 dIf (S; Q)e ndf (S;R)e. Ekkora 2 D ys) €és
p(S)(a) d Qeésp(S)(a) 6 dRe. Ez viszont ellentmond annak a feltételnek,
mely szerindQe d Re

3. Az éllitast két részben, a mindkét iranyu kovetkezés belatasaval bizonyitjuk.

@ If (S;QM1fF(S;R)) If (S;Q” R), ugyanis:
Legyena 2 dIf (S;Q) ~ If (S;R)e. Ekkora 2 dIf (S;Q)e ésa 2
df (S;R)e, azaza 2 D sy ésp(S)(a) d Qe illetve p(S)(a) d Re.
Ekkor azonbamp(S)(a) d Qe\dRe= dQ " Re, azaza 2 dIf (S;Q"
R)e.
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3.1. dbra. A leggyengébbadtltétel és a metszet kapcsolata

(b) If (S;Q"R)) If (S;Q) " If (S; R), ugyanis:
Legyena 2 dIf (S; Q" R)e. Ekkor a leggyengébb @feltétel de nicidja
alapjana 2 Dy ésp(S)(a) d Q" Re. Felhasznalva, hoggQ *
Re = dQe\dRe, adddik, hogyp(S)(a) d Qeésp(S)(a) d Re, azaz
a2dif (S;Q)eésa 2 dIf (S;R)e, tehata 2 dif (S; Q) ~ If (S;R)e.

3.2. dbra. A leggyengébbaddtltétel és az unié kapcsolata

4. Legyera 2 dif (S;Q)_If (S;R)e. Ekkora 2 dIf (S;Q)evagya 2 dIf (S;R)e.
Ha a 2 diIf (S;Q)e, akkor — a monotonitasi tulajdonsag alapjana—2
df (S; Q _ R)e. Hasonléan, ha 2 dIf (S; R)e, akkora 2 dIf (S;Q_ R)e.

O

A (4) tulajdonsag visszafelé nem igqS)(a) d Qe[dRe-bol nem kdvetkezik
semp(S)(a) d Qe semp(S)(a) d Re. Természetesen, dS) determinisztikus,
azaz8a 2 A : p(S)(a) legfeljebb egy elemu halmaz, akkor az egyesdg fennall.

3.2. Afeladat speci kacidja

A kdvetkeokben bevezetjik a feladat megadasanak egy masik modjat, és kimondunk
egy, a gyakorlat szempontjabdl nagyon fontos tételt.
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Altalaban a feladat nem fiigg az allapottér 6sszes kompor@naéaz az allapot-
tér tobb pontjahoz is ugyanazt rendeli. Ezeket a pontokat fogjuk ssze egy pontta a
paramétertér segitségével.

3.2.DEFINICIO : PARAMETERTER
LegyenF A A feladat. AB halmazt a feladgtaraméterterénekevezzik,
ha van olyarf; ésF; relacio, hogy

= A B:
F» B A
F = F2 F]_:

Fontos észrevenni, hogy paraméterteret mindig lehet talalni. Példaul maga a fela-
dat allapottere minden esetben valaszthaté paramétertérnek Ugy, hogy a de niciéban
szerepb F; relacionak az identikus leképezéBg-nek pedig magat aE feladatot
valasztjuk. Am az, hogy egy konkrét esetben mit is valasztunk paramétertérnek, a fel-
adattol fiigg. Altalaban Ggy valasztjuk meg a paraméterteret, hogy a kouetitet
kényelmesen tudjuk hasznalni.

3.2.TETEL: SPECIFIKACIO TETELE
LegyenF A A feladat,B azF egy paraméterteré&; A B, F;
B A,F=F, Fi:lLegyenb2 B, és de niéljuk a kbvetkea allitasokat:

dQve fa2 Aj(a;b 2 Fig= F{ Y(b);
dRee = fa2Aj(b;d 2 Fag= Fa(b):

Ekkor ha8b 2 B : Qp ) If (S;Rp); akkor azS program megoldja afF
feladatot.

Bizonyitas: A megoldas de nicidja két pontjanak teljesilését kell belatnunk:
1. D D s, ugyanis:

Legyena 2 D tetsoleges. Ekkor aF; ésF, relacidk de nicidja miatta 2
DF1 és
9b2 B :a2dQue

De ekkor a tétel feltétele alapjan:
a2dQpe dlIf (S;Rp)e D psy:

2. 8a2Dk :p(S)(a) F(a),ugyanis:

Legyena 2 D¢ tetsolegesen rogziteth2 B olyan, amelyrea 2 dQpe. Ekkor
a feltétel szerint:

p(S)(a) d Ree= Fa(b) Fz(Fi(a)) = F(a):
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A speci kacié tétele csak elégséges feltétel a megoldasra, azaz nem megfordit-
hat6: lehet adni olyan feladat-program pért, ahol a program megoldja a feladatot, de
a speci kacio tétele nem teljesiil. Ez természetesen attdl is fligg, hogy a feladatot
hogyan speci kaljuk, azaz milyen paraméterteret valasztunk, és hogyan bontjuk a fel-
adatotF, ésF, relaciok kompoziciéjara.

A késobbiekben egy programozasi feladat megoldasakor a speci kaciobdl, tehat a
speci kacié tételének megfeleformaban megadott feladatbdl indulunk ki, és a speci-
kacio tételének felhasznalasaval keressik a megoldd programot. Mivel a speci ka-
ci6 tétele nem megfordithato,ofbrdulhat, hogy ezen az Gton nem talalunk megoldo
programot. Elkeriilhete ez a probléma? Azaz arra keressik a valaszt, hogy tet-
smleges feladat estén megadhatd-e olyan speci kacid, amelyre a speci kacié tétele
megfordithatd. Nevezziik az ilyen speci kacjénak.

3.2. dllitas: Ha a feladat speci kacidjanak felirasakor ugy valasztjuk meg a paramé-
terteret és az ef, utdfeltételeket, hogy rajuk a kovetkekét feltétel teljesiljon:

(1) 802 B :dQped ;)d Rpesd ;;

(2) 8bi;bp 2 B 1 dQp,e\dQn,e=; vagy
dQp, €= dQp,eésdRp, e= dRp, e,

akkor a speci kacio tétele megfordithato.

Ez az allitas egyszeruen bizonyithatd. Azt kell belatni, hogyshmaegoldasd- -
nek, akkor:

a.8b2 B :dQwe D p(s)
b. 802 B : 8a2dQpe: p(S)(a) d Rpe

Az a. kdvetkezik abbdl, hogy (1) teljesiilése ese8br2 B : dQpe D g, ab.
pedig abbdl, hogy ha 2 dQype, akkora 2 D, és a megoldas miatt

[
p(S)(a) F(a)= dRxe = dRpe;
x2B €Sa2dQye

ugyanis (2) miatt az unié egy tagu, vagy minden tagja egyenl

Tehat a 3.2 allitas két feltételének megfelspeci kacidjo speci kacia A kérdés
mar csak az, hogy létezik-e minden feladat esetén ilyen? Ha a paramétertér az al-
lapottér,F; az identikus leképezés & = F, akkor a 3.2 allitas mindkét feltétele
nyilvanvaléan teljesul.

3.3. Avaltozo fogalma

Az eddig elmondottak alapjan a specikacio tétele még nem lenne hatékonyan
hasznélhato, hiszen a paramétertér minden pontjaravelteink kellene a feltételek



48 3. SPECIFIKACIO

teljestilését. Ezért bevezetjik a valtoz6 fogalmat, amelynek a segitségével a feltétel-
rendszer teljestilése egyszerubben @la@hebvé valik.

3.3.DEFINiCIO : VALTOZO

Az A = P9 A; allapottérv; : A'! A; egydimenzibs projekcios fliggveé-
nyeitvaltozéknaknevezzik.

A véltozék hasznalataval egyszerusithetjik az allapottéren értelmezett allitasok
(elo- és utdfeltételek, leggyengéblotltétel) és relaciok (programfliggvény) leirasat.

Mivel minden véltoz6 értelmezési tartoménya az allapottér és értékkészlete egy
tipusértékhalmaz, egy valtozot jellemezhetlink egy tipussal, azaz beszélhetiink a val-
toz0 tipusarol.

Ha a paramétertér is direktszorzat alaki — méarpedig ez gyakran igy van, ugyanis
altaldban az allapottér egy altere —, akkor a paramétertér egydimenzids projekcids
flggvényeitparamétervaltozéknakevezziik.

Az allapottér, illetve a paramétertér egyes komponenseihez tartozé valtozokat, il-
letve paramétervéaltozdkat az adott komponens ala irjuk.

Most megvizsgaljuk, hogyan lehet a speci kacié tétele segitségével feladatokat
megfogalmazni.

Tekintstink egy mar ismert feladatot: hatarozzuk meg két egész szam 6sszegét!

Eloszor felirjuk az allapotteret Ugy, mint eddig, csak kiegészitjik a valtozonevek
megadasaval.

A=2 2722 Z
X y z
Az eddigi jeldléseink alkalmazasaval a feladat

F = f((us;uz;uz); (Vi;v2;v3)) 2 A Ajvz = Up + UxQ:

A speci kacié tételének alkalmazasahoz irjuk fol a paraméterteret is:

B =2 Z

x0 yO

Majd még visszatériink arra, miért éppen igy valasztottuk meg a paraméterteret.

Tehat az allapottér harom egész komponehall, melyeknek valtozéi rendne,
y ész. A paramétertér két egész komponenisill, az el® komponens valtoz6jl, a
masodikéy®.

Legyen az-; relaci6 a kovetkez:

F1=f((us;uz;u3); (br;kp)) 2 A Bjup = by ésup = Ipg;

F, pedig:
Fo=f((b;);(vi;ve;v3)) 2B Ajvz= by + g
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A fentiekbol adédik, hogyF, F; = F. A paramétertér egy tetsiegesb eleméhez
tartozo eb- és utofeltételre:

dQpe f(ar;az;a3) 2 Aja; = by ésay = bpg;
dRpe = f(aj;az;a3) 2 Ajaz= by + bpo,

amit az allapottér és a paramétertér valtozéinak felhasznalasaval is foélirhatunk:

dQne
dr pe

fa2 Ajx(a) = xqb) ésy(a) = yAb)g;
fa2 Ajz(a) = xqb + y(bg:

A flggvénytereknél targyaltuk, hogy a fliggvénytér elemein a relaciok egy logikai
fliggvényekbl all6 teret generalnalk; y; z egy figgvénytér elemexb); y(b) szin-
tén annak tekinthek, A-n értelmezett konstans fiiggvények. Ezért= xYb) és
y = y9(b) az allapottéren értelmezett logikai fliggvények, anogy xqb)* y = yI(b)
is az. Eblol kdvetkezik, hogy

dQne
dr e

ax = xYb) * y = y(b)e
dz = xqb) + yAb)e;

és mivel mindegyik fliggvény,

Qb (x=xq) "y = yYb);
Ro = (z=x%b)+ yYb):

A jeldlés egyszerusithet mivel nyilvanvald, hogy a paramétervéaltozok argumen-
tumab, ezek el is hagyhatok,os altaldban az sem okoz félreértést, ha az ék
utodfeltételek indexeit elhagyjuk. Ezek a feltételek a paramétertér pontjaihoz tartoz-
nak, és igy a paramétervaltozok értégkitiggnek. A feladat speci kacidja tehat:

A=2Z Z Z
X 'y z
zZ Z
XO yO

Q:(x=x"y=y9

R:(z= x%+y9

A tovabbiakban a feladatot Ugy de nialjuk, hogy megadjuk az allapottekét (
a paraméterteréB(), valamint az ed- és utdfeltételétq, illetve R) a paramétertér
minden pontjara, azaz paraméteresen. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a feladatot
megadtuk a speci kacio tételének megfelébrmaban, vagy ha nem okoz félreértést,
speci kaltuk a feladatot.

Egy feladatot nagyon sokféleképpen lehet speci kalni, a sok tetégt koziil az
egyik az, amit e-, utofeltétellel tértéa speci kacidonak szoktak nevezni, és nagyon

B
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hasonlit arra, amit most targyalunk. Felhivjuk a gyelmet arra, hogy a hasonlésag
ellenére a kett nem azonos.

Paramétertérnek altaldban az allapottér egy alterét szoktuk véalasztani. Azokat a
komponenseket valogatjuk ki, amelyek értékdtigg, hogy a feladat mihez mit ren-
del, amelyelparaméterezila feladatot. Lényegében azt fogalmazzuk meg, hogy az al-
lapottér milyen tulajdonsagu pontjaib6l milyen tulajdonsagu pontokba akarunk jutni.
A paraméterteret arra hasznéljuk, hogy megadjuk, milyen 6sszefliggés van azeelérend
és a kiindulé allapotok kdzott.

Ha egy programnak meg tudjuk hatarozni a (paraméteres) utofeltételhez tar-
tozd leggyengébb efeltételét, akkor a speci kacio tétele alapjan kénnyen elddn-
thetjik, hogy megoldasa-e a speci kdlt feladatnak, mas szbebizonyithatjuk a
program helyességéMegjegyezzik azonban, hogy legtdbbszér a ,forditott” utat
fogjuk kdvetni, nem a program helyességét bizonyitjuk, hanem bizonyitottan helyes
programot allitunk e.

A késobbiekben bevezetiink majd olyan eszkdzoket, amelyek segitségével a fela-
dat speci kaciéjabdl kiindulva olyan programokat készithetlink, amelyek megoldjak
a feladatot.

A valtozékhoz kapcsoléddan bevezetiink még néhdny egyszeru fogalmat, ame-
lyeknek a szemléletes jelentése eléggé nyilvanvalo.

Azt mondjuk, hogy a$ programp(S) programfliggvénye nem fligg az allapottér
a; : Aj valtozojatdl, ha

8x;y 2Dps) 1 (8k 2 1 nfig:x(k) = y(k)) p(S)(x) = p(S)(y)):
Azt mondjuk, hogy a& programa; : A; valtozéja konstans, ha
8a2A:8 2S(a):8k2D : (i)= a(i):

Azt mondjuk, hogy azS program végrehajtasa nem valtoztatja me@az A; val-
tozat, ha
8a2Dys) :8b2 p(S)(a): (i) = a(i):

3.4. Példak

3.1. példa:LegyenA = fBach; Bart ok; Kodaly; Liszt; Mozart; Vivaldi g, S
A A program.

S=f Vivaldi !h Vivaldi;Bachi; Bach 'h Bach;Mozarti;
Bach I'h Bach; Liszt;Bart oki; Mozart !'h Mozart;Vivaldii;
Liszt I'h Liszt;Bart oki; Kodaly !'h Kodaly;Mozarti;

Bartok !h Bartok;Bach;Lisztig

LegyentovabbaaR : A! L allitas:
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8x 2 A: R(x)=(x magyaj.
Mi lesz a fenti prograniR-hez tartozé leggyengébbodéltétele?
Megoldas:irjuk fel eloszor a program programfiiggvényét:

p(S)= f (Vivaldi;Bach); (Bach;Mozart); (Bach;Bart ok);
(Mozart; Vivaldi ); (Liszt;Bart ok); (Kodaly;Mozart);
(Bart ok; Liszt) g

s sz

df (S;R)e= fBart ok; Liszt g, ugyanis

p(S)(Vivaldi) = fBachg6 dre
p(S)(Kodaly) = fMozartg6 dRe
p(S)(Bartok) = fLisztg d Re
p(S)(Bach) = fMozart;Bart okg 6 dRe
p(S)(Mozart) = fVivaldig6 Re
p(S)(Liszt) = fBartokg d Re

3.2.példa:LegyenH;H, : A! L.lIgaz-e,hogyhamindéd A A programra

If (S;H1) = If (S;H>), akkordH,e = dH,e?

Megoldas: Felhasznalva, hogy a leggyengébbfeltételek minden programra meg-
egyeznek, egy alkalmas program valasztasaval a valasz egyszeruen megadhato: ren-
delje azS program az allapottér minden eleméhez az 6nmagabdl allé egy hosszusagu
sorozatot. Ekkor kénnyen belathatd, hogy tetegesR utéfeltétel esetén:

If (S;R)= R:

Ekkor viszont
Hy=If (S;Hy) = If (S;H2) = Ha;

tehat a két feltétel megegyezik.

3.3. példa:Speci kaljuk a kovetkep feladatotA =L L; F A A,

F=1f(l;k);(m;n)) jn=késm=(I" k)g:
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Megoldés:
A=L L
Xy
B=L L
XO yO

Q:(x=x"y=Yy9
R:(x=(x"y)ry=y9
3.4. példa:LegyenF A A,S A A programB egy tetspleges halmaz.

Legyenek tovabb&; A B ésF, B A olyanrelaciok, hogf = F, Fy,
valamint8b 2 B:

d@be

dr pe

Fy (D)
Fa(b):

Igaz-e, hogy h&b2 B : @b) If (S;Rp), akkorS megoldjaF -et?

Megoldas: Probaljuk meg a megoldas de nicidjanak két pontjat belatni. Legyen
a 2 Dr. Be kellene latnunk, hogg 2 D ,(sy. Nézziik meg a speci kacio tételének
bizonyitasat: ott felhasznaltuk, hogy ekkor van olym@ B, hogya 2 dQpe. lgaz

ez aB,-re is? Sajnos — mivey,-t osképpel de nialtuk — ez nem feltétlentl van igy.
Probéljunk a fenti gondolatmenet alapjan ellenpéldéat adni:

LegyenA = f1g,B = f1;29,F = f(1;1)g, F1 = f(1;1);(1;2)g, F2 = f(2;1)g.
Ekkor ®; = Hamis és®, = Hamis, tehat az allitas feltételei teljestinek,
figgetlenil a programtél (ugyanis ,hamisbél minden kovetkezik”). Valasszuk most
az alabbi programots = f(1;< 1;1;:: >)g. Ez a program nem megoldasa a fela-
datnak, de teljesiilnek ra is az allitas feltételei. Tehat az allitds nem igaz.

3.5. Feladatok

3.1. LegyenA = f1;2;3;4,50;S A A

S=f (1;h251); (1;h143523); (L;n32:::1); (2;h21);
(2; h24i); (3;h333333::i); (4;M1514); (4;M31251);
(4;M41542); (5;h624); (5;b34); (5, H5234) g

ésdRe = f1;2;5g. irja fel azdf (S; R)e halmazt!
3.2. Mivel egyenbIf (S;lgaz)?
3.3. LegyenA tetsoleges allapotté; : A! L (i 2 N). Igaz-e, hogy ha
8i2N: Q) Qu;

akkor
(OnN2 N: If (S;Qn))= If (S;(9n 2 N: Qn))?
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3.4. lgaz-e, hogy hdf (S;;R) = If (Sy;R), akkorlf (S;[ S2;R) = If (S1;R) _
If (S2;R)?

3.5. lgaz-e, hogy h&x;y 2 A : x 2 dIf (S1;P(fyg))e, x 2dIf (S;;P(fyg))e,
akkorDyp(s;) = Dp(sy)?

3.6.S1;S, A A programok. Igaz-e, hogy h8H : A ! L esetén
If (S1;H) = If (Sy;H), akkorS; ekvivalensS,-vel?

37.7A=N.S N N

S=f(a;<a >)ja 1(mod4)g
[f (b;<b>);(b;<b;bx2>)jb 2(mod4)g
[f (c;<c;2c>)jc  3(modd)g
[f (d;<d;d=2>)jd 0(mod4)g;

dHe= fx 2 Nj2jxg.df (S;H)e="?

3.8. Adott azA = V V L allapottér(V = f1;2;3g) ésaB = V V
paramétertér, tovabba &z ésF, feladatok.

Fi=f((a;az1); (b K) jk = (a1 > az)g;
F, speci kacidja pedig:

A=YV V L

ap as |
B =V \%
a}  a)

Q:i(ap=a)"a; = a))
R:(Q"1=(a}>a))
Azonosak-e aF; ésF, feladatok?

3.9. Tekintsilk az alabbi két feladatdt; speci kacidja:

A=272 Z
Xy

B=12Z
x0

Q: (x=x

R:(QMx=]y Vi)
F2=f((a;b;(c;d)jc=anjdj d= cg

Megadhat6-e valamilyen dsszefligg@sesF, kozott?
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3.10. irja le szévegesen az alabbi feladatot. Legferz !  Z,

A=Z Z N

m n I
B= 27 Z
m® n®

Q:(m=m2n=n%"m n);

R:(Q"I= mg(i)):

ks

aholg:Z!'f 0;1g,

1, ha8j 2 [mun]:f(j) f());

9(i) = 0 kilénben

3.11. Igaz-e a speci kacié tételének megforditasa? EHamegoldjaF -et, akkor8b 2
B:Qu) If(SiRp))

3.12. Tekintsiik az alabbi feladatot:

A=N N
k p

B =N
kO

Q:(k=k°~0<k)
R:(Q"prim(p)~8i> 1:prim(i)!j k ij j k pj);
aholprim : N! L ésdprime= fx 2 Njx primszang.

Mit rendel a fent speci kalt feladat az = (10;1) és ab = (9 ; 5) pontokhoz?
Fogalmazza meg szavakban a feladatot!

3.13.A= N N N

X y 4
B= N N

XO yO
Fi;F> A A

F1 speci kacidja:
Q:(x=x"y=y9
Ri(x=x%y=y"x32"yJz~8j 2 N: (x% ~y%i)! zii)
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3.14.

3.15.

3.16.
3.17.
3.18.
3.19.
3.20.
3.21.
3.22.

3.23.

3.24.

F, = f((a;b;9;(d;e;f)) ja= désb= eésfja bésajf éshfg
Megadhat6-e valamilyen 6sszefiigd@séskF, kdzott?

Adottegyf : Z! Z fuggvény.
A= Z Z Z

m n i
B= Z Z

mO no
Fl;FQ A A

F1 speci kacidja:

Q:(m=m°n=n9
R:m=m%n=ni2[m:n]*r8j2[m:i 1]: () <f ()"
8 2 [i:n]: () f())
F, speci kacidja:
Q:(m=m%n=no
R:(i2[m%nq”8j 2 [m%nq: f(j) f(i)).
Azonos-e a két feladat?

Speci kéljuk a kovetken feladatotA = N ésv:N!f O0;1g.

P
F A A,F:f(s;s‘))jsozk_lv(k)g

Keressiik meg egy természetes szam egy osztéjat.

Keressiik meg egy 0sszetett természetes szam egy valédi osztojat.
Keressiik meg egy természetes szam egy valddi osztéjat.
Keressiik meg egy természetes szam 6sszes valddi osztéjat.
Keressilk meg egy természetes szam legnagyobb primosztéjat.
Allapitsuk meg, hany valddi osztoja van egy természetes szamnak.

Keressik agm::n]intervallumban az etsolyan szamot, amelyiknek van valédi
osztéja.

Keressiik aZm::n] intervallumban azt a szamot, amelyiknek a legtébb val4di
osztdja van, de nem oszthaté 6-tal.

Az [m::n] intervallumban melyik szamnak van a legtébb val6di osztéja?






4. fejezet

Kiterjesztések

Az elozo fejezetekben bevezettilk a program és a feladatat fogalmét, és de nialtuk
az azonos allapottéren kevfeladat-program parok kozott a megoldas fogalmat. A
gyakorlatban azonban altalaban a feladat és a program kulérdiEpottéren van
értelmezve; példaként megemlithetjiik azt az esetet, amikor egy feladat megoldasara a
programban tovabbi valtozdkat kell bevezetni, azaz a feladat allapotterét Gjabb kom-
ponensekkel kell tviteni.

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy mit tudunk mondani a kiléob@iapot-
téren adott programok és feladatok viszonyarol a megoldas szempontjabol, és ennek
alapjan altalanositjuk (kiterjesztjiik) a megoldas fogalmat erre az esetre is.

4.1. A feladat kiterjesztése

Ha egy feladat allapotterét kawitjik tjabb komponensekkel, mit jelentsen ez a fela-
dat vonatkozasaban? Elég kézenfekivogy ebben az esetben a feladat ne tartalmaz-
zon semmiféle kikotést az Uj komponensekre.

4.1.DEFINICIO : FELADAT KITERJESZTESE
Legyen aB allapottér altere aA allapottérnek. A7=° A A relaciot az
F B B feladatkiterjesztésénekevezzik, ha

FO=f(xy)2A Aj(pra(x);pre(y) 2 Fg:

A de niciot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a feladat kiterjesztése az 9sszes
olyanA  A-beli pontot tartalmazza, amelynek B-re vett projekciéja benneRman
ben.
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B

4.1. 4bra. Feladat kiterjesztése

4.2. A program kiterjesztése

A program kiterjesztésének de niciéjaban az Uj komponensekre azt a kikdtést tessziik,
hogy azok nem véltoznak meg a kiterjesztett programban. Ezzel azt a gyakorlati
kovetelményt irjuk le, hogy azok a valtozok, amelyeket a program nem hasznél, nem
véaltoznak meg a program futasa soran.

4.2.DEFINICIO : PROGRAM KITERJESZTESE
Legyen aB allapottér altere aA allapottérnek, és jelolj@° a B kiegészio
alterétA-ra. Legyen tovabb& program aB allapottéren. Ekkor as® A-beli
relaciét az S prograrkiterjesztésénehevezzik, h®a 2 A :

SYa)=f 2A jpre( )2 S(prs(a)) és8i 2 D :prgo( ;)= preo(a)g:

A fenti de nicié6 alapjan a kiterjesztett program értékkészletében csak olyan
sorozatok vannak, amelyek ,parhuzamosak” valamely sorozattal az eredeti program
értékkészletédd.

Vajon a kiterjesztés megtartja-e a program-tulajdonsagot? Erre a kérdésre valaszol
az alabbi allitas.

4.1. allitds: Legyen aB &llapottér altere aZ\ allapottérnek, és jelélj@° a B
kiegészio alterétA-ra. Legyen tovabb& program aB allapottéren, é§° az
S kiterjesztésé\ -ra. EkkorS° program.

A bizonyitas rendkivil egyszeru, a feladatok koz6tt szerepel.
Két azonos allapottéren de niélt programot ekvivalensnek neveztiink, ha a prog-
ramfiiggvényik megegyezett. Most ezt a fogalmat is altalanositjuk.
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B

4.2. dbra. Program kiterjesztése

4.3.DEFINICIO : PROGRAMOK EKVIVALENCIAJA
LegyenekS; Ai1 A;,S; A, A, programokB altere mindA;-nek,
mind A,-nek. Azt mondjuk, hogy; ekvivalensS,-vel B-n, ha

pre (P(S1)) = pre (p(S2)):

Nyilvanvald, hogy a de nici6 valéban altalanositasa az egyszeru esetnek. A de ni-
ciénak egyszeru kdvetkezménye az is, hogy a két ekvivalens program a kézés altéren
pontosan ugyanazokat a feladatokat oldja meg.

Valéjaban attdl, hogy két program ekvivalens — azaz megegyezik a programfligg-
vényik —, egyéb tulajdonségaik nagyon altétehetnek. llyen — nem elhanyagol-
hatd — kulénbség lehet példaul a hatékonysagukban. Egyaltalan nem mindegy, hogy
egy program mennyi ideig fut, és mekkora memoariara van sziiksége. A program e
jellemainek vizsgalataval azonban itt nem foglalkozunk.

A de nicidkbol kdzvetleniil adédik a kdvetkezllitas:

4.2. allits: Egy program kiterjesztése és az eredeti program az eredeti allapottéren
ekvivalens.
4.3. Kiterjesztési tételek

Az alabbiakban kovetkeztételcsoport a megoldas és a kiterjesztések kozotti kapcso-
latot vizsgalja.
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LegyenA egy allapottér, amelyneB altere. AB-n de nialt feladatok és prog-
ramok megfelainek tekinthetjikA-n a feladatok és programok kiterjesztéeita,
az A-n de nialt feladat megfeladjénekB -n pedig a feladat vetilet&-re. Az A-n
de nialt programok esetébenB-re valé vetités kdzvetlenil nem alkalmazhatd, mivel
egy program vetilete nem biztos, hogy program, ugyanis nem biztos, hogy a sorozatok
redukaltak. Természetesen,$a A A program, akkor az

S=f(b; )2B B j9(a; )28:b=pre(a)és = red(prs( ))g

mar program, és B allapottérerS és$ ekvivalens. Tehategg A A prog-
ramhoz mindig talalhaté olyaB B B program, amely vele ekvivalers-n.

FO F S0 éA

B

F S

4.3. abra. Kapcsola& ésB kozott.

llyen médon, ahogy a 4.3. abra is mutatja, a kiterjesztés és a vetités segitségével
kapcsolatot |étesitiink & ésB allapottereken de nialt programok kdzott.

Természetesen altalaban sok olyan feladat Aam aminek a vetilet&, ilyen
példaul az- kiterjesztése, de nem csak az. Tehéat a 4.3. 4bran folfelé mutatd nyilak
injektiv megfeleltetések, a lefelé mutaték pedig szurjektivek.

Megjegyezzilk még, hogl, vagyis egy olyan feladat, amelynek a vetiiléte
mindig részeF kiterjesztésének. Ugyanez a programok (programfliggvények) es-
etében nem igaz.

Megvizsgaljuk, milyen esetekben kovetkeztethetiinkAaallapottéren fennalld
megoldasbdl, ugyanerreBaallapottéren, és forditva. Ahhoz, hogy a feltételeket meg-
fogalmazhassuk, sziikségiink lesz néhany de niciora.

4.4 DEFINICIO : BOVITETT IDENTITAS
LegyenB altereA-nak,B?a B kiegésziv altereA-ra,G A A relacio.
A G bovitett identitasB ° felett, ha8(a;a% 2 G : 9a°°2 A, hogy(a;a% 2
G ésprgo(a) = prgo(a’) ésprg (a%) = prg (a%.
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BOI

Y

4.4. dbra. Bvitett identitas

Ha egy feladat bvitett identitas, az azt jelenti, hogy a feladat ,megengedi”, hogy
a kiegészit altérbeli komponensek valtozatlanok maradjanak. Kénnyu latni a de ni-
ciok alapjan, hogy egy feladat kiterjesztése és egy program kiterjesztésének a prog-
ramfliggvénye egyaranolitett identitas.

4.5.DEFINICIO : VETITESTARTAS
LegyenB altereA-nak,G A A feladat. AG vetitéstartoB felett, ha

8aj;a2 2Dg :(pre(a1) = pre(az)) ) (pre(G(a1)) = pre(G(az)))-

BOI

4.5. abra. \Vetitéstartas

A vetitéstartds nem jelenti azt, hogy a relacié nem fuigg a kiegésltér kompo-
nenseiol, hiszen mint a 4.5. dbra mutatja, két azonos vetiiletu pont képe lehet kilon-
bdz, csak a vetliletiik azonos. Ebben az esetben is igaz, hogy egy feladat kiterjesztése
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vetitéstartd (még a képek is megegyeznek), €s a program kiterjesztése, igy a kiter-
jesztés programfliggvénye is vetitéstarto.

4.6.DEFINICIO : FELKITERJESZTES
LegyenB altereA-nak,G A A feladatH B. Azt mondjuk, hogy &
félkiterjesztésd felett, haprg*(H) D .

BO

H B
4.6. abra. Félkiterjesztés

A félkiterjesztés szemléletes jelentése, hogy a kiegésdtér febl nézve az
értelmezési tartomanyban nincsenek ,lyukak”. Most is igaz, hogy egy feladat kiter-
jesztése a feladat értelmezési tartomanya folott félkiterjesztés. Ugyancsak igaz, hogy a
program kiterjesztésének programfliggvénye az eredeti programfliggvény értelmezési
tartomanya folott félkiterjesztés.

Az imént bevezetett de niciok segitségével kimondhatdk azok az allitasok, ame-
lyek a kiterjesztések és a projekcio, valamint a megoldas kdzotti kapcsolatot vizsgalo
tételcsoportot alkotjak. A jeldlések a 4.3. &branak megielel

4.1.TETEL: KITERJESZTESI TETELEK
LegyenB altereA-nak,B%aB kiegészib altereA-ra, S programB-n, F
B B feladat,S? illetve F ° S-nek, illetveF -nek a kiterjesztésA-ra. Legyen
tovabbac A A olyan feladat, melyrerg (F) = F,S A A pedig
olyan program, amely ekvivaler&selB -n. Ekkor az aldbbi allitasok teljestil-
nek:

(1) haS°megoldasa %-nek, akkorS megoldasd -nek;
(2) haS®megoldasd -nek, akkorS megoldasd -nek;
(3) ha$ megoldasa %nek, akkorS megoldasa -nek;
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(4) a. ha$ megoldasaF-nek, ésp(8) vetitéstartoB felett, akkor S
megoldas# -nek;
b. ha 8 megoldasaF-nek, ésF félkiterjesztésDg felett, akkorS
megoldasd# -nek;
(5) haS megoldasd -nek, akkorS® megoldasd *nek;

(6) haS megoldasa -nek, és- bovitett identitasB ° felett és vetitéstarts
felett, akkorS® megoldasd -nek;

(7) ha S megoldasaF -nek, ésp(8) félkiterjesztésDg felett, akkor S
megoldasd %nek.

Bizonyitas: Mielott sorra bizonyitanank az egyes tételeket, vegyik észre, hogy a (4)
tétellol kovetkezik az els harom, hiszers® ekvivalensS-sel B -n, ésp(S9 vetités-
tarto, illetveprg (FO = F, ésFO félkiterjesztésDg -en. Hasonlé6 meggondolasok
alapjan a (6) tétetl is kovetkezik az (5) tétel, hiszdr® bovitett identitas °felett és
vetitéstart® felett. Elegend tehat a (4), (6) és (7) tételeket bizonyitani.

Tekintsik ebszor a (4) tétel bizonyitasat: LegybR D tetsoleges. Ekkor

b2D¢ ) 9 a2Dp:prg(a)=b

megoldas
e)g az2b (%)

$§ ckv.
55 pra(a) 2 Dps)s

tehatDe D s), S igy @ megoldas edskritériumanak teljesulését bebizonyitottuk.
Tekintsik most a masodik kritériumot; legyb2 D ¢ tetsolegesen rogzitett. Ekkor

prs (p(S)(a));

P(S)(b)

a2prg H(b)\D | g

F(b) prg (F(a)):

a2prg H(b)\D g

Az a. esetben, azaz hp(8) vetitéstartd, akkox;y 2 prBl(b) \'D p($)Ta

pre (P(S)(x)) = pra (p(S)(y)). Ekkor tetsplegesa 2 pry* () \D  esetén, mivel a
megoldas de niciéja miap(8(a))  F(a),

P(S)(D) = pra (P(S)(@)  pra(F(a)  F(b:

Tehat a megoldas masodik feltétele is teljesdil.
A b. esetben, azaz tiafélkiterjesztés, akkoprg'(b) D »,azaza 2 prg*(b)\
Dp = prg 1(b), és a megoldas de nici6ja miatt

8a2 prg'(b): p(S)(a) F(a);
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tehat

8a 2 prg'(b) : pre (p(5)(a)) . pra (F(a))
) pra (p(5)(a)) prs (F(a))
a2prg '(b) a2prg '(b)
) p(S)(b)  F(b);
és ezzel ebben az esetben is belattuk, hody program megoldja ag feladatot.
Nézziik most a (6) tétel bizonyitasat.
1. Eloszor belatjuk, hogpe D ,(s9).

Legyena 2 D ». Ekkorprg (a) 2 D . Felhasznalva, hogy megoldasé -nek,
pre(a) 2 Dys). A program kiterjesztésének de nicidjabol kovetkezik, hogy
ekkora 2 D p(so) -

2. Ezutan megmutatjuk, ho@a 2 D . : p(SY(a) F(a) is teljesl.

%,,,P(,S,O) 777777 0= gooo
0 S
B P A
|£ \\\\\\
\\\aOO
P B
4.7. abra.

A 4.7. dbranak megfeleén legyena 2 D ésa’ 2 p(S9(a). Ekkor — fel-
hasznalva, hog$®azsS kiterjesztése -a%re fennall az alabbi tulajdonsag:

preo(a) = prgo(a)

Legyenk® = prg(a%. Ekkor ® 2 p(S)(prs (a)). Mivel S megoldjaF -et,
adodik, hogyl® 2 F(prg (a)). Ekkor — mivel F vetitéstartoB felett, ésF
azF projekcidja — adodik, hog@a®2 F(a) : prg (2% = bP. Felhasznalva,
hogyF bovitett identitas °felett, 9a%°%2 F (a), amelyre

preo(a®f = prgo(a) és prg(a%= t*

Ekkor viszonta®= a®azaza®2 F(a).
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Most mar csak a (7) allitas bizonyitdsa van hétra:

(1) Legyena 2 D o. Ekkor a feladat kiterjesztésének de niciéja alappag (a) 2
Dr . Mivel p($) félkiterjesztéDe felett,a2 D .

(2) Legyena 2 Do, a2 p(8)(a) ésk® = prg (a9). Ekkort® 2 p(S)(prs (),
hiszenp(S) a p(8) vetiilete. Mivel S megoldjaF -et, adédik, hogyt® 2
F (prs (a)), de a feladat kiterjesztésének de nicidja alap@n2 prg YD) -
x 2 FYa), igya®2 FYa). Tehat a megoldas masodik feltétele is teljestil.

Ezzel a (7) allitast is bebizonyitottukl

4.4. A feladat kiterjesztése és a speci kacio tétele

Emlékeztetlink a speci kacio tételének megfelédbrmaban megadott — allapottér,
paramétertér, et és utdfeltételek — feladatokra. Példaként felirtuk két szam dsszegét:
A=2 272 Z
X y z
z Z
X0 O
Q:(x=x"y=y9
R:(z=x%+y9
Milesz ennek a feladatnak a kiterjesztése&§y Z Z Z N L allapottérre?
A vélasz els pillantasra meglep

A=Z Z zZ N L
X Yy 'z u Vv
B=2z Z
XO yO
Q:(x=x"y=y9
R:(z= x%y9

B

Altalanossagban is igaz, hogy a feladat kiterjesztésének speci kaciojapwtats
allapottérol eltekintve, megegyezik az eredeti feladat speci kaciéjaval.

4.5. A paramétertér kiterjesztése

Természetesen nemcsak az allapottér, de a paramétertér is kiterpsitbpéci ka-
ci6 tétele szempontjabol két esetet kiilonboztetlink meg.

LegyenB egy paramétertér &°egy kiterjesztése. Ha egy feladat speci kalasara
B helyettB -t hasznaljuk ugy, hogy az @l és utofeltételek nem fiiggenek a csak a
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B %ben szerep paramétervaltozoktol, akkor a feladat nem valtozik, histed B :
8t 2 prg (D) : (dQwe = dQpe ésdRpe = dRye).

Ellenked esetben a feladat is megvéltozhat. Tegyuk fel, hogy az (] feladatra tel-
jestilnek a kovetkearfeltételek:

[
8b2 B : dQpe= dQpoe

K02 pr , * (b)

8b2 B :80°2 prgt(b) : (dRwe 6 ; ésdRye d Rye);

ekkor azt mondjuk, hogy az (j feladaomitasaa réginek.

4.3. allitas: Ha egyF feladat nomitasa egys feladatnak, akkoF szigortibb, mint
G.

4.6. Peldak

41.példa:B = f1;2;3g;A=B f 1;2,3g.F B B.F = f(1;2);(1;3)g. Mi
azF kiterjesztettjeB -re?
Megoldéas: A feladat kiterjesztésének de nicioja alapjan:

F=1f ((1;1):(21); ((1;1)(2:,2); ((1;1);(2;3)); ((1;2);(2;1));
((1;2);(2;2)); ((1;2);(2:3)); ((1:3);(2;1)); ((153);(2;2));
((1;3);(2;3); ((1;1);(3:1); ((1:1):(3;2)); ((1;1);(3:3));
((1;2);:(3:1)); ((1:2):(3:2); ((1;2):(3:3)); ((1;3)31);
((1;3);(3;2); ((1;3);(3:3) g

4.2, példa:AdottazL L allapottérenafk = f((I;k); (m;n)) jn = (I~ k)gfeladat,
ésazA®’= L L V dllapottéreny = f1;2g) a kdvetkep program:

S=1f (i LhiLih2hi2i); (ii 2; Hii 2; hh1; i 1i);
(ii 2;hi 2;ih 2, hi L hi2i);  (ih1;Hh1i);
(ih2;Hh2;ii 1;hhli);  (hil;hhil hh2i);
(hi2;mi2;hiL;ihli);  (hi2;mi2;hhi;hh2i);
(hh1; thh1;ih1i); (hh2; hh2i) 9

Megoldja-eS azF A%re valo kiterjesztettjét?
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Megoldas:irjuk fel azF A%re vald kiterjesztettjét:

FO=f (iLiil): (iLhil: (iLii2: (i L hi2):
(i2ii1): (izhil): (izi2); (i2hi2);
(ihLih1); (ih1hhl); (ihLih2): (ih1 hh2):
(ih2:ih1); (ih2:hhl); (ih2ih2): (ih2 hh2):
(hiLih1); (hil;hhl); (hiL;ih2): (il hh2):
(hi2;ih1); (hi2;hhl); (hi2;ih2): (hi2; hh2):
(hh1:ih1); (hh1l:hh1); (hhL:ih2); (hh1:hh2):
(hh2:ih1); (hh2:hh1); (hh2ih2): (hh2:hh2) ¢

Az S program programfuggveénye:
p(S)=f (iL;hi2); (iiziil); (izhi2); (ih1;ih1);

(ih2;hh1); (hil;hh2): (hi2;ih1); (hi2; hh2);
(hh1;ih1); (hh2;hh2) g

A megoldas de nicidja két pontjanak teljesulését kell belatnidko D ) trivi-
alisan teljesil, hiszen mindkét halmaz a teljes allapottér. Vizsgéaljuk meg most, hogy
8a2 D :p(S)(a) FYa) teljesiil-e!

p(S)(ii1)= fhizg  f i L;hilii2;hi2g= F(ii 1)

p(S)(ii2) = fiiLhizg  f i L;hil;ii2;hi2g= F(ii 2)
p(S)(ih1) = fihlg  f ih1;hh1;ih2;hh2g= F(ih1)
p(S)(ih2) = fhhlg  f ih1;hh1;ih2;hh2g = F(ih2)
p(S)(hil)= fhh2g  f ih1;hh1;ih2;hh2g= F(hil)
p(S)(hi2) = fih1;hh2g  f ih1;hh1;ih2;hh2g= F(hi2)
p(S)(hh1) = fihlg  f ih1;hh1;ih2;hh2g = F(hhl)
p(S)(hh2) = fhh2g  f ih1;hh1;ih2 hh2g= F(hh2)

Tehat azS program megoldja aE feladat kiterjesztettjét.

4.3. példa:lgaz-e, hogyh& B B;A altereB-nek, akkor

Dprap(sy = Pra(Dpcs))?

Megoldas: Prébaljuk meg az allitast kétiranyl tartalmazas belatasaval bizonyitani.
DDI’A (p(S)) pra (Dp(S)) . Legyena 2D pra (p(S)) - Ekkor

9a%2 A : (a;a% 2 pra(p(S))
) 9 (b;B) 2 p(S): pra((b;B)) = (&)
) Db2Dysy) pra(b)= a2 pra(Dysy)):
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Pra(Dpcs)) D pra(pcsy - Legyena 2 pra(Dpys)). EKkor

9b2 Dp(S) cpra(b)= a
) 9 BP2B:(b;B) 2 p(S)
) (& pra(t?) 2 pra(p(s))
) a2Dpr,(p(sy:

és ezzel az allitast bebizonyitottuk.

4.7. Feladatok

4.1.

4.2.

4.3.
4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

B=NA=B NF B B:F =f(g;r)jr = q+1g. MiazF
kiterjesztettjeA-ra?
Igaz-e,hogyh&® A A programB altereA-nak, akkorS B-re tortéro
projekciéjanak kiterjesztégk-ra azonoss-sel?
Bizonyitsuk be, hogy egy program kiterjesztettje valdban program!
A=A A An . Mondjunk példat olyan programra, amelynek egyetlen
valddi altérre vett projekcidja sem prograf, = N;k=1;:::;n).
LegyenA altereB-nek,F A A,F% B B,F%azF kiterjesztettjeB -re.
Igaz-e, hogy

a) haF = pra(F%, akkorF ®azF kiterjesztettje?

b) FO= pr{ Y(F), illetve FO= pr,!(F) ?
LegyenF A A,F° B B,F® C CC,F% p D, ahol

B=A A;,C=A Ax;D=A A; A, éslegyerr®FF0057

F kiterjesztése rendB -re, C-re, D-re. Igaz-e, hogy °%%az F “kiterjesztése
D-re? Adja meg aE °és az ko zotti kapcsolatot a projekcio és a kiterjesztés
fogalmanak segitségével!

B ésC altereA-nak.F A AF; B B;F, C C.FLazF
projekciéjaB-re. F azF, kiterjesztéseA-ra. Igaz-e, hogy aF, feladatA-ra
val6 kiterjesztettjénekC -re vett projekcidja megegyezh,-vel?



5. fejezet

A megoldas fogalmanak
altalanositasa

Ebben a fejezetben a megoldas fogalmat altalanositjuk. Eredetileg foltettiik, hogy a
program és a feladat allapottere ,azonos”. Ezt a kikdtést fogjuk két szempontbdl is
gyengiteni.

5.1. A megoldas fogalmanak kiterjesztése

Eloszoér a kiterjesztési tételek alapjan altalanositjuk a megoldas fogalmat. Az allapot-
terek ,azonossaga” helyett csak azt koveteljik meg, hogy egy kdzds allapottérre kiter-
jesztve a feladatot és a programot, teljestljenek a megoldas feltételei.

5.1.DEFINICIO : A MEGOLDAS FOGALMANAK KITERJESZTESE

A= i2|AiésB: j2JAi'F A A feladat ésS B B
program. Ha létezilC allapottér, amelynel ésB is altere, €SS kiterjesztése
C-re — eredeti értelemben — megold&s€ -re valo kiterjesztettjének, akkor azt

mondjuk,S — kiterjeszteteértelemben megoldasd -nek.

Ez a de nici6 az eredeti de nici6 altalanositasa, hiszer B = C esetén vis-
szakapjuk azt.

A kiterjesztési tételeldd, méghozza az 1dh és az 5-bl azonnal adédik, hogy
a de nicidban a ,létezik” sz6t ,minden”-re cserélhetnénk. Az is nyilvanvald, hogy
,k0z0s t0bbszoros” tulajdonsagu allapottér, vagyis amieék €sB is altere, mindig

létezik: K21 J Ax.
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Ezért a de nicidt gy is megfogalmazhatjuk, hogZa= Ay allapot-

k21 J
térre kiterjesztve a feladatot és a programot, teljesiiinek a megoldas feltételei.

A kiterjesztett megoldas fogalmanak ismeretében érdemes a kiterjesztési tételeket
Ujra megvizsgalni. Az 1. és 5. tétel jelesEgét a de niciénal mar targyaltuk. A 2.,
illetve 3. tétel azt jelenti, hogy ha egy program megoldasa egy feladatnak, akkor akar
a program, akar a feladat allapotterén is teljesiilnek a megoldas feltételei. Ugyanez
forditva mar csak bizonyos feltételek teljesulése esetén igaz (5., 6. tétel).

5.2. Megoldas ekvivalens allapottéren

Az ekvivalens direktszorzat de niciéjanak megfeleh megmondijuk, hogy két al-
lapotteret mikor tekintiink ekvivalensnek.

5.2.DEFINICIO : EKVIVALENS ALLAPOTTER

Azt mondjuk, hogy a&A = P9 A; allapottérekvivalensaB = 23 B;
allapottérrel, ha létezik olyan : | | J kblcsdndsen egyértelmu megfeleltetés
(bljekCIO), hogy8i 2 | : A; = Bf(i).

Azt, hogyA,; B; f -re a fenti de nicio teljestlA f B -vel jeldljik.
Ha két allapottér ekvivalens, akkor nemcsak az értelmezési tartomanyok, hanem
az allapotterek kdzott is létezik kdlcsdndsen egyértelmu megfeleltetés:

t:B! Aés8b2B:8i 21 : ¢(b(i)= bf(i):

5.3.DEFINICIO : MEGOLDAS ATNEVEZESSEL
LegyenekAf B,F A Afeladatéss B B program. Azt mondjuk,
hogyS azf atnevezéssel megoldasanek, ha

1. D D . n(s) f(1);

2.8a2Dc: 1 p(S) ! Y@ F(a).

A de niciéban ugy is fogalmazhattunk volna, hogy p(S) f( b megoldasa

— az eredeti értelembenFnek. A ¢ p(S) f( Y relacio jelentését ugy is meg-
fogalmazhatjuk, hogy egi-beli elemet ,atneveziinkB -belivé, alkalmazzuk r4 a
programfuiggvényt, s a kapott elemeket ,visszanevezAikkelivé.

Vilagos, hogy a de nici6 az eredeti ltalanositasa, hiszeAlkaB ésf = ida,
akkor visszakapjuk az eredetit.

A kiterjesztés és az atnevezés segitségével megfogalmazhatjuk a megoldas al-
talanos de nicigjat:
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5.4.DEFINICIO : AZ ALTALANOSITOTT MEGOLDAS
LegyenF A Afeladatéss B B program. Ha létezik olya@@ ésD

allapottér, hogyC ! D, A altereC-nek,B altereD -nek, ésS kiterjesztésé® -
re atnevezéssel megolddsaC -re valo kiterjesztettjének, akkor azt mondj&k,
— altalanosértelemben -megoldasd -nek.

5.3. Relé&cio szerinti megoldas

Nem csak atnevezéssel és nem csak ekvivalens allapottereket feleltethetiink meg
egymasnak. A megoldast de nidlhatjuk tetézges allapottereken de nialt program
és feladat esetén is, ha az allapottereket valahogy megfeleltetjik egyméasnak.

5.5.DEFINICIO : RELACIO SZERINTI MEGOLDAS
LegyenA ésB tetsoleges allapottér A A, S B B program és
B A. Azt mondjuk, hogyS szerint megoldask -nek, ha

1. D D p(s) ¢ 1),éS
2.8a2D¢F : p(s) (Y@ F(a).

Emlékeztetiink arra, hogy a kompozicié és a szigori kompozicié megegyezik, ha
legaldbb az egyik relacio fuggvény. Ezért a megoldas atnevezéssel a relacio szerinti
megoldas specidlis esete. Igy a kdvetkezel arra is alkalmazhato.

5.1.TETEL: RELACIO SZERINTI MEGOLDAS TETELE
LegyenF tetsmleges feladat, az allapottefe egy paraméterterB, elo- és
utéfeltétele pedidQ, ésRp. LegyenS C  C  program és cC A
tetsoleges olyan relacié, amelyi2= R . De nialjuk a kdvetken fluggveé-
nyeket:

dQ,e = bQy ¢
dR,e Ry, e

Ekkorha8b2 B : Q, ) If (S;R,); akkor azS program szerint megoldja
azF feladatot.

Bizonyitas: A  szerinti megoldas de nici6ja két pontjanak teljesulését kell belat-
nunk.

1.De D s (-
Legyena 2 D . Ekkor9b2 B : a2 dQpe. Mivel D R

(D@e;és ( Ya dQye
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Felhasznalva, hoggQ,e dIf (S;R,)e:
(D@ D pes)ésp(S)( ¢ P(a) dRye

Mivel R e= dRy €

ps) C P@) D

tehat
a 2 D p(s) (1 .

2.8a2D¢f: p(S) (Y@ F(a).

Legyena 2 Dg. A bizonyitas els részében leirt Iépéseket folytatva: mivel
pS) ( P(@) dRy e

(P(S)( ¢ V(@) dRee F(a):

O

A kovetkeo példaban megmutatjuk, hogy kg -t gyenge igazsaghalmaz helyett
igazsaghalmazzal de nialnank, akkor a tétel nem lenne igaz.

LegyenT = f1;2g, F allapottereA = T, és a paramétertér is legyen ugyanez:
B = T. LegyenF speci kacidja:

dQ.e
dQze

EkkorDg = f1gésF (1) = f2g. LegyenE = fa;bg,C = E és

flg, dRie
) dRze

f2g;
flg:

(@)= (=1f12g

Tegylk fel, hogySs C C , és rendeljes az allapottere minden pontjahoz az
6nmagébdl allé egy hosszusagu sorozatot. Ekkor

dQ: e=; és dQ; e=;;
tehat

Q1 ) (SR )
Q2 ) (SR ):

Az viszont kénnyen lathaté, hogy
p(S) (Y@)=f1296 F(1)= f2g;

tehatS nem oldja med--et szerint.



6. fejezet

Programkonstrukciok

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogyan lehet megprogramokbdl Uj
programokat késziteni. Természetesen sokféleképpen konstrualhatunkorpgigy
ramjainkbol () programokat, de most csak haromféle konstrukciés muveletet fo-
gunk megengedni: a szekvencia-, az elagazas- és a ciklusképzésbbKésgmu-
tatjuk, hogy ez a harom konstrukciés muvelet elegersda programozasi feladatok
megolddsdhoz. Nemcsak de nialjuk ezeket a konstrukcidkat, de megvizsgéljuk prog-
ramfliggvényiket és leggyengébbfeltételiiket is.

6.1. Megengedett konstrukciok

Az elso de nici6 arrdl sz6l, hogy egy programot kdzvetlendl egy masik utan végez-
zunk el. A de nicibban hasznélni fogjuk a kovetlezeltlést: legyen 2 A
2A

2(; )= red(kon(; )):

6.1.DEFINICIO : SZEKVENCIA
LegyenekS;;S; A A programok. AZS A A reldciot azS; ésS;
szekvencigjanakevezzik, é$S;; Sy)-vel jeloljik, ha8a 2 A:

S(@ = f 2A' ] 2Si(ayg [
[ 205 )2A | 281\ A és 25( ()
Vegyuk észre, hogy ha két olyan program szekvenciajat képezziik, amelyek érték-

készlete csak véges sorozatokat tartalmaz, akkor a szekvencia is csak véges soroza-
tokat rendel az allapottér pontjaihoz.
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6.1. abra. Szekvencia

Hasonloan egyszeruen elietizheb az is, hogy determinisztikus programok
szekvencidja is determinisztikus relacié (fliggvény).
A programkonstrukcidkat szerkezeti abrakkal, ugynevesstiiktogramokkal

szoktuk &brazolni.
LegyenekS;, S, programokA-n. Ekkor azS = (S;;S;) szekvencia struk-

togramja:

| S |
——
Sy

S,

A masodik konstrukcios leheségiink az, hogy mas-mas meglerogramot ha-
jtsunk végre bizonyos feltételaltfiiggoen.

6.2.DEFINICIO : ELAGAZAS

Legyenek 1;:::; n Al L feltételek,Sy;:::;S, programokA-n. Ekkor az
IF A A relaciot azS;-kbol képzett, -k altal meghatarozotlagazasnak
nevezzik, é¢ 1 :S1;:::; n: Sp)-neljeldljuk, ha8a 2 A:
[n
IF(@= wi(a[ wo(a);
i=1
ahol8i 2 [1::n]:

Si(a); haa2d e

wi(a) : kiilonben

és
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fha;a;a;:::ig; ha8i 2 [1l:n]:a62de€

Wo(a) = : kilonben

6.2. abra. Elagazas

Az elagazas de nicidjaban nem kotottik ki, hogy a feltételek diszjunktak, tehat
az éallapottér egy pontjaban tobb feltétel is igaz lehet. Ebben az esetben az elagazéas
az gsszes olyan sorozatot hozzarendeli ehhez a ponthoz, amelyet legalabb egy olyan
program hozzarendel, amelynek a feltételrésze ebben a pontban igaz. Ezért ha a
feltételek nem diszjunktak, akkor a determinisztikus programokbdl képzett elagazas
lehet nemdeterminisztikus is.

Az eldgazas de nicigjat igy is felirhattuk volna:

n \n
IF = Sijg e[fh&::ii2 A ja2 d: jeg
i=1 i=1

Ha csak olyan programokbél képziink elagazast, amelyek csak véges sorozatokat
rendelnek az allapottér minden pontjahoz, az elagazas akkor is rendelhet valamelyik
ponthoz (azonos elemesiballé) végtelen sorozatot, ha a feltételek igazsaghalmazai
nem fedik le az egész allapotteret.

Megjegyezzik, hogy a de nicié szerint, ha egy pontban egyik feltétel sem teljesul,
az elagazas ,elszall”, ellentétben a legtdbb gyakorlatban hasznalt programnyelvvel.
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| IF

—
n 1 |h 2 |n n "
Si S, i Sh

A harmadik konstrukciés leheségiink az, hogy egy megkeprogramot egy
feltételol fliggoen valahanyszor egymas utan végrehajtsunk. A ciklus de nidldsahoz
szilkséglink van tovabbi két jeldlésre: véges sok, illetve végtelen sok sorozat
konkatenaciéjanak redukaltjara.

Legyenek *; %;:::; " 12 A és "2 A

n( Y % ™u=redkon( t % M)

1 (Y %) n=redkon( Y %ii):

6.3.DEFINICIO : CIKLUS
Legyen : A ! L feltétel ésSy programA-n. ADO A A relaciétaz
So-bdl a feltétellel képzettiklusnaknevezzik, é$ ; S o)-lal jeldljik, ha

8azd e
DO(a) = fhaig;
8a2d e
DO(a) = f 2A j9 L:i:i "2A = (Y Meés
125y(a)és8i2[1lzn 1]: ( '2 A és
125y (")és (')2d e és( "2 A! vagy
("2A és ( ")62de)g |
[ f 2AY j8i2N:9 "2A : = (1% ?:::)és
125y(a) és8i2N: ('2A és " 25y( (") és
()2d eg

Elso rdnézésre a de nicid kissé bonyolult. Nézziik meg alaposabban! A ciklus-
magot —Sy — véges sokszor alkalmazhatjuk egymas utan, mert vagy olyan pontba
jutunk, ahol a ciklusfeltétel — — nem teljesil (a 6.3. abran az pont), vagy azSg
végtelen sorozatot rendel egy ponthoz (a 6.3. abréa, gmont). Ezeket az eseteket
tartalmazza a de nicidban az elhialmaz. A harmadik leheség (a 6.3. 4bran a»
pont) az, hogy a fentiek egyike sem teljesil, aza3avzégtelen sokszor alkalmazhat6
egymas utan. Ezt az esetet tartalmazza a de niciéban a masodik halmaz.
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6.3. abra. Ciklus

Ezek alapjan azt is megéallapithatjuk, hogy a determinisztikus programbdl képzett
ciklus is determinisztikus lesz, ezzel ellentétben, ha egy, csak véges sorozatokat ren-
delo programot foglalunk ciklusba, akkor a ciklus értékkészlete még tartalmazhat
végtelen sorozatot (lasd harmadik leds#tg), azaz kétféle oka is lehet a ,végtelen
ciklusnak”.

Megjegyezzik még, hogy a kulénkmbzprogramnyelvekben tébbféle ciklus is
létezik; amit most de nialtunk, az az uigynevezett ,while tipusd” ciklus.

LegyenS, program, feltételA-n. Ekkor aDO = ( ;S o) ciklus struktogramja:

| DO |
—T

s

A fentiekben leirt konstrukciékat programokra lehet alkalmazni. De vajon progra-
mokat hoznak-e létre? Az aldbbi tétel kimondja, hogy azadkben de nialt harom
konstrukciés muvelet meglevprogramokbdl valéban programokat hoz létre.

6.1.TETEL: A SZEKVENCIA, AZ ELAGAZAS ES A CIKLUS PROGRAM

LegyenA tetsoleges allapottérSy; S1;Sz; i Sn A A programok,

1. S=(S1;Se),
2.1F =( 1:S1; 2:S2;::55 0t Sn),
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3. DO = ( ;S o)
programokA-n.

Bizonyitas: Mindharom konstrukcié de niciéjaban explicit szerepel, hogy ré&ze
A -nak. A tovabbiakban a harom kritérium teljestilését vizsgaljuk meg mindharom
konstrukci6 esetén.

1. Legyena 2 A tetsoleges, ekkofS; (a)-nak van legaldbb egy eleme. Ha ez a
sorozat végtelen, a de nicié elhalmaza nem lres, ha véges, |étezik végpontja,
amihezS, hozzarendel legalabb egy sorozatot, és ezért a de nicié masodik hal-
maza nem ures, teh&(a) nem Ures.

Legyen 2 S(a). Ekkor két eset lehetséges:

Ha 2 S;(a),ebbenazesethen = aés = red( ) trividlisan teljesl,

hiszenS; program.

Ha = (% 2 uagy, hogy ' 2 Si(a) és 22 Sy( ( 1)). Ekkor a
» de nicioja miatt redukalt. Masrészt; = 1, tehat | = a.

2. Legyena 2 A tetsoleges, ekkor vagy valamelyik feltétel igaza-ra,és igy
w; (a) nem ures, vagyo(a) nem ures, tehdfF (a) nem ures.

Legyen 2 IF (a). Ekkor
[n
2 w;(a):
i=0
Tegyik fel, hogy 2 wg(a). Ekkor = ha;a;:::i, tehét teljesiti a prog-
Tegyik fel, hogydi 2 [1::n]: 2 wi(a). Ekkor 2 Sj(a), igy mivelS;
program, teljesiti a de nicibban megkivant tulajdonségokat.

3. Legyena 2 A tetsoleges, ekkor vagy mindem 2 N-re teljesil a de nicié
masodik halmazanak a feltétele, vagy ha nem, akker teljesiil@&, elzaz a két
halmaz kézll legalabb az egyik nem Ures, tdh@t(a) nem Ures.

Legyen 2 DO(a).

Tegyuk fel, hogya 62 de. Ekkor = hai, igy az ebirt tulajdonsagok

trivialisan teljesulnek.

Tegyik fel, hogya 2 d e. Ekkor harom eset lehetséges:

@ 2A:
Ekkor9n 2 N: = ,( %:::; M), igy — n de niciéja miatt
— redukalt. Masrészt felnasznalva, hogy 2 Se(a) és ; = 1,

1 = ais teljesl.
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)y9n2N: = (Y Més8i2[lin 1]: T2A és 2
Al : Ekkor a kritériumok teljesuilése azozb ponttal analég médon
ellerorizheb.

© = 1(% %)
Ekkor a 1 de niciéja alapjan redukalt sorozat, ég = 1= a
is teljesdl.

O

6.2. A programkonstrukciok programfliggvénye

Miut&n belattuk, hogy meglevprogramokbdl a programkonstrukciok segitségével Uj
programokat készithettink, vizsgaljuk meg, milyen kapcsolat van a konstrudlt progra-
mok programfiiggvénye és az eredeti programok programfiiggvénye kdzott.

A szekvencia a legegyszerubb programkonstrukcio, ennek meggelel prog-
ramfliggvénye is egyszeruen felirhaté a két komponensprogram programfliggvényé-
nek segitségével. Mivel a szekvencia két program egymas utani elvégzését jelenti,
varhato, hogy a programfliggvénye a két komponensprogram programfliggvényének
kompoziciéja. Azonban, mint latni fogjuk, kompozicid helyett szigord kompoziciot
kell alkalmazni.

6.2.TETEL: A SZEKVENCIA PROGRAMFUGGVENYE
LegyenA tetsoleges allapotté; ; S, programokA-n, S = (S1; Sz). Ekkor

p(S) = p(Sz)  p(S1):

Bizonyitds: Legyena 2 A tetsoleges. Ekkor
a2Dps) ) S(@ A
Si(a A és8 2S(a):S( () A
az2 Dp(Sl) esp(Sl)(a) D p(S2) 0

a2Dys,) p(s):

tehat:
Dos) = Dpcsa) pesn)

Legyena 2 D (s). EKkor

(;a) 2 p(Sz)  p(Sy) 0
9b2 A :(a;b) 2 p(Sy) és(b; &) 2 p(Sy) 0
9 2Si(a):9 2S,(b): ()= Dbés ()= a%
(a;89) 2 p(S):
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Vegyuk észre, hogy a nem szigori kompozicié értelmezési tartomanyaban olyan
pont is lehet, amelyhez a szekvencia rendel végtelen sorozatot is. Nézziink erre egy
egyszeru példat: Legyeh = f1; 2g,

S:
S,

f(1;hli); (1, h1; 2); (2; h2i)g;
f(1;n20);(2;h2;2;:::1)g:

Ekkorl2 Dy(s,) p(sy). dehl; 2,2,2;:::12 S(1).

Mivel az elagazast tébb programbdl képezziik, a programfliggvényét is csak kissé
korilményesebben tudjuk megfogalmazni. Hiszen az, hogy egy ponthoz az elagazas
rendel-e végtelen sorozatot, attdl is fligg, mely feltételek igazak az adott ponttan. S
ha egy pontban egyetlen feltétel sem igaz, akkor a komponensprogramok program-
fuggvényésl fiiggetlendl abban a pontban az elagazas programfliggvénye nem lesz
értelmezve. Az eldgazas programfiiggvényét adja meg a ko eetidies.

6.3.TETEL: AZ ELAGAZAS PROGRAMFUGGVENYE

Legyen A tetsoleges allapottérS:;S;;:::; Sy A A programok,
valamint 1; 2;:::; Al L feltételekA-n,IF =( 1:S1;:::; n:Sh).
Ekkor

8
Dpoiry = fa2 Ajaz2 i:1d ieés8i 2 [Iin]: a2de) a?z2
Dp(si) "

8az2 Dp(”:):

n

[
p(IF )(@) = p(Siia i e(d):

i=1
Bizonyitas: Legyena 2 A tetsmoleges. Ekkor

a2Dp(||:)O ”:(a) A 0
9i2[lin]:a2d jeés wi(a) A (
i=1
9i2[1:n]:a2d jeés8i 2 [Llin]:a2d je) a2Dyg):
Legyen tovabba 2 D ¢ ). Ekkor

[n [n
p(IF)@=f ()i 2wi(@g=  p(S)ia e(@):
i=1 i=1
O
Természetesen, ha az elagazas-feltételek lefedik az egész allapotteret, akkor az a
feltétel, hogy valamelyik j-nek igaznak kell lennie, nyilvanvaléan teljesdil.
A ciklus programfiiggvényét a feltételre vonatkozo lezart segitségével fejezziik ki.
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6.4.TETEL: A CIKLUS PROGRAMFUGGVENYE
LegyenA tetsoleges allapottérs program, feltétel A-n, DO = ( ;S).
Ekkor

p(DO) = p(S)j :
Bizonyitas: Legyena 2 A tetsoleges. Ekkor
a2 Dp(DO) 0 DO(a) A

% fhaig; haa 62 de;
f 2A j9n2N: = ( Y ") és
DO(a) = 12 S(a)és8i 2 [1:n  1]:
2 (" 2s(()és ()2de eés
( ") 62deg haa2d e
m

a62devagy(692 At : 1 =aés8i2N:( i+ 2p(S) i)és ;2d )
€s(692A :(1=aés8i2[1l:j 1]:
(i+1 2p(S)( i)és i2d e)és ( )2d eés ()62Ds)):
m
a2 Dy
tehatDypo ) = DW‘ Masreszt legyen 2 D ypo ).
Haa 62 de, akkor
p(DO)(a) = fag= p(S)j (a):

Haa?2 d e akkorp(DO)(a) =

= f ()] 2A és9n2N: = ,( Y::;; Més 12 5(a) és
8i2[1xn 1]:( " 2S(( )és ( )2d eés (") 62deg
= f ()] 2A és 1=aés8i2[L:j | 1]:( i+ 2p(S) i) és

i2d e)és ()62deg=
fb2 Aj9k 2 N:b2 (p(S)j )¥(a) ésb62 deg
p(S)i (a):

O

6.3. Feladatok

6.1. A=11,2,3,4,5/60.d 1e= f1;2;3;4g.d ,e= f1;3;4;5g.

S =f U 14 1 12::: 2! 2132 3 36

41 463 4 451 3 563 a 612 g;
S,=f 1 134 1 121 2 2132::: 3! 36
41 463 4 451::: 5! 5632 8 61::: o
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Adja meg az(S1;S2), IF (1 : S1; 2 1 S2), DO( 1;S;) programokat és a
programfliggvényeiket!

6.2. LegyenA = f1;2;3;4;5;69,d e = f1;2;3;4g,d ,e = f2;3;4g9,d ze =
f1;4;6gés
S;=f 1 12::: 2! 23 3 3456
4 463 9 53 68 62 ;
S,=f 1 12 2 24 3 3:::
41 43 55 6 61 o;
Sg=f 1 12 2 2::: 3 31
41 432 3 5::: 6 63::: @
MileszIF ( 1:S1; 2:S2; 3:S3), Dpary, P(IF)?
6.3. LegyenS; €sS, egy-egy program aA allapottéren. Igaz-e, hody, S
megegyeziKS;; Sy)-vel?
6.4. S=(S;;S,). lgaz-e, hogy
a) Dp(S) = df (S]_;P(Dp(sz)))e'?
b) tetsolegesRk utofeltételrelf ((S1;S2); R) = If (Sy;lf (S2;R))?

6.5. Van-e olyan program, amely felirhaté szekvenciaként is, eldgazasként is, és
felirhatd ciklusként is?

6.6. lgaz-e, hogy minden program felirhaté szekvenciaként is, elagazasként is, és
felirhato ciklusként is?

8
6.7.1F =( 1:S1;:::; n:Sn).lgaz-e, hogDp(r ) = (d xe\D p(s,))?
k=1

Si[ S2[ [ Sh. Keressiink olyany feltételeket és5¢ programokat, hogy
Dpr) = A ésDys) = 3!

6.9.1F =( 1:S1;:::5; n:Sn).S=S1[ S2[ [ Sn. lgaz-e, hogy(IF)
részep(S)-nek?

6.10. Igaz-e? HdF :( 1:S1; 2 Sz), akkoer(.F ) = (d 16\d 2e\D D(Sl)\
Dp(Sz)) [ (Dp(Sl)\ (d 1end ze)) [ (Dp(Sz)\ (d gend 16))?

6.11. A = f1;2;3;4q.

6.8. LegyenSs; Sy;:i:; Sy programA-n. IF = ( 1 @ Sg;:iic; n:Sp).S =
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6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

Milyen sorozatokat rende3,; S,; IF az allapottér egyes pontjaihoz?
S =(S1;S). S; megoldjaF; -et, ésS, megoldjaF,-t. Megoldja-eS az

a) F = F, F; feladatot?
b) F = F, F; feladatot?

S=(S;;S). Smegoldasaa@, F;) feladatnak.
Megoldja-eS; azF;-et, illetveS, azF,-t?

IF =( 1:S1;:::; n:Sh).F A Afeladat.8k 2 [1::n] : Sk megoldja
azFjq4 , e feladatot.

a) IF megoldja-e aF feladatot?

b) IF megoldja-e aF feladatot,ha; ., = lIgaz?

¢) IF megoldja-e aF feladatot,hddr d 1_ o _ p€?
IF =( 1:S1;:::; n:Sh).F A AfeladatlF megoldja aF feladatot.
Igaz-e, hogyBk 2 [1::n] : Sy megoldja a#F j4 ,  feladatot?
IF =( 1:Sg;::% niSn).-FoyiiisFe A Afeladat.8k 2 [1:n] @ S

megoldja aF feladatot. Megoldja-¢F azF = F,[ [ F, feladatot?

IF =( 1:S1;:::; n:Sh).F A AfeladatlF megoldja aF feladatot,
ésd e[ [d ne D g.lgaz-e, hogyBk 2 [1:n] : Sy megoldja a#Fjq , e
feladatot?

IF =( 1:Sy;::5 n i Sn). Foyiin Fy A A feladat.8k 2 [1:n] :
Dg, d ke ésS¢ megoldja azy feladatotF = F1[ [ Fn.Megoldja-e
IF azF feladatot?

lgaz-e,hogyF1=( 1:S1; 2:S)eéslFo=( 1:S1; 1" 2:S1[ Sz 2
Sy)

a) egyend?

b) ekvivalens?

LegyenlFzs = ( 3:S3; 4:S4),IF1=( 1:S1; 2:1Fa), IF2=( 1:
S1; 2™ 3:Sz; 2™ 4:S4).lgaz-e, hogyF, éslF,

a) egyenb?
b) ekvivalens?

F A A feladat. Sy programA-n. Sy megoldjaF -et. Megoldja-e a
DO( ;S o) program aZ feladat -re vonatkozé lezartjat?
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6.22. LegyenDO =( ;S). Igaz-e, hogy
a) p(DO) p(S)?
b) p(S) p(DO)?

6.23. A= Ng No

i = i+2)

i n
S=(i:=0;DO(i & n;IF (2ji : i:=i+1; 26ij:
S |
i:=0
i6n
n 2ji n 2 6ij
=i+l i=i+2

Milyen sorozatokat rend& a(2; 4), illetve a(3; 7) ponthoz?



7. fejezet

Levezetési szabalyok

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a programkonstrukciok és a speci kacidé kapcso-
latét.

7.1. A szekvencia levezetési szabalya

Eloszor azt fogjuk megvizsgalni, hogy a szekvencia adott utofeltételhez tartozo leg-
gyengébb ealfeltétele milyen kapcsolatban van azalkoté programok leggyengébb
elofeltételével.

7.1.TETEL: A SZEKVENCIA LEVEZETESI SZABALYA
LegyenS = (S;;Sy), és adot, R ésQPallitasA-n. Ha

1) Q) If(S1;Q)és
(2) Q%) If (S2;R),
akkorQ) If (S;R).

Bizonyitas: Legyenq 2 dQe. Ekkor (1) miattq 2 D s,y ésp(S1)(q) d Q%. Mivel
(2) miattdQ% D ps,): 02 Dp(s,) p(sy) = Dps)-
Tovabba (2) miatp(S;) p(S:1)(0) d Re tehatq2 If (S;R). O

A szekvencia levezetési szabdlya és a speci kacio tétele alapjan a késetkez
mondhatjuk: heés; €ésS, olyan programok, amelyekre a paramétertér mirldpant-
jabanQp ) If (S1;QP) ésQP ) If (Sz;Ry) teljestl, akkor(S;; S;) megoldja a
Qy; Rp parokkal adott feladatot.

7.2.TETEL: A SZEKVENCIA LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
LegyenS = ( S;;S,), €sQ, R olyan allitAsokA-n, amelyekre ) If (S;R).
Ekkor9Q®: A ! L allitas, amelyre
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dQ’

p(S1;Sy)

7.1. abra. A szekvencia levezetési szabalya

(1) Q) If (S1;Q)és
(2) Q% If (Sz;R).

Bizonyitas: LegyenQ®= If (S,; R). Ekkor (2) automatikusan teljesiil. Csak (1) fenn-
allasat kell belatnunk. Ehhez indirekt modon feltessziik, hogy

992dQe:q62t (S1;If (S2;R)) e
Ez kétféleképpen fordulhateel

q62 Bs,), de ez ellentmond annak a feltételnek, mely szel@e D s
Dp(sy)-

p(S1)(g) 6 df (Sy; R)e. Ekkor legyerr 2 p(S;)(q) ndf (Sz; R)e. Ekkor két
eset lehetséges:

— I 62 Qs,). Ez ellentmond annak, ho@y2 D y(s,) p(s,)-

— p(S2)(r) 6 dRe Legyens 2 p(Sy)(r) n dRe. Ekkors 2 p(S)(q) és
s 62 Re, és ez ellentmond p(S)(g) d Refeltételnek.

O

7.2. Az eladgazas levezetési szabalya

Vizsgéljuk meg, mi a kapcsolat az elagazas éstatkotd programok adott utéfeltétel-
hez tartozo leggyengébhoétltétele kozott.



7.2. AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYA 87

7.3.TETEL: AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYA
LegyenlF =( 1:S3;:::; n:Sn),€sadot, R allitasA-n. Ha

w
mQ) "
(2) 8i 2 [L:n]: QN ) f(S;R),
akkor

Q) If(F;R):

Bizonyitas: Legyeng 2 dQe, és tegyiik fel, hogy valamelyik feltétel igagra, azaz
9i 2 [Lin]:q2d ;e Ekkorq2 Dy, ugyanis

8 2 [1in]:q2d je) q2dIf (S§;R)e) q2Dys):

Mésrészt miveBj 2 [1:n]:q2d je) p(Sj)(q) d Re:

[
p(IF )(a) = p(S)(d) d Re;
q2d e

azazq2 dif (IF;R)e.

7.2. dbra. Az elagazas levezetési szabalya

Felhasznalva a speci kacio tételét és az elagazas levezetési szabalyat azt mond-
hatjuk: Legyen adott ag feladat speci k&cidjah; B; Q; R ). Ekkor ha mindem 2 B
paraméterre és mindeé$) programraQp ™ i) If (Si;Ryp), és minderb paraméter-
hez van olyan ; feltétel, amelyreQ, ) i, akkor az elagazas megoldjax; Ry
parokkal speci kalt feladatot.
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Hasonlban a szekvencia levezetési szabalydhoz az elagazas levezetési szabalya is
megfordithatd, tehat ha egy elagazas megold egy speci kélt feladatot, akkor le is lehet
vezetni.

7.4.TETEL: AZ ELAGAZAS LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA

LegyenlF =( 1:S1;:::; n:Sn), €sQ, R olyan allitasokA-n, amelyekre
Q) If(FR):
Ekkor
w
1) Q) i

i=1
(2) 8 2[1:n]: Q™ i) If(S;R).

Bizonyitas: Haq 2 dQe, akkorq 2 D pr y, vagyis9i 2 [1::n] : g 2 d je. Tehat (1)
teljesdl.
Ezutén beléatjuk, hogy (2) is teljestl. Tegyuk fel indirekt médon, hogy

9i 2 [1:n]:dQ™ je6 df (S;R)e
Legyeng2 dQ” jendf (Si; R)e. Ekkor két eset lehetséges:
q62 Qs,). Ez ellentmond annak a feltevésnek, hag® D p( ik ).
p(Si)(q) 6 dRe. Ekkor

p(Si)(a) p(IF)(a) dRe

tehat ellentmondasra jutottunk.

O

7.3. Aciklus levezetési szabalya

Az elozo két konstrukciéhoz hasonléan most megvizsgaljuk, milyen kapcsolat van a
ciklus és a ciklusmag leggyengéblofltétele kdzott.

7.5.TETEL: A CIKLUS LEVEZETESI SZABALYA
Adott P, Q, R allitasA-n,t : A! Z figgvény, és legyeDO =( ;S o). Ha
Q) P,
@ P ) R,
B)YPr ) t>0,
4) P~ ) If (So;P),
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dPe

P(So)

@ -

7.3. abra. A ciklus levezetési szabalya

B) P~ NMt=1ty) If(So;t<ty),

akkor
Q) If (DO;R):
A tétel szerint azt kellene belatnunk, hogy:
(1) 8q2dQe q2 Dp(DO) = Dm és
(2) 8q2dQe: p(DO)(q) d Re azazp(Sp)j (q) d Re

Legyen a tovabbiakbag = p(Sp)j . Mielott magat a levezetési szabélyt bizonyi-
tanank, ennek g relaciénak latjuk be két tulajdonséagat.

1. allitas: Legyenq 2 dPe. Ekkor
8k 2 No :g“(q) d Pe
Bizonyitas: k szerinti teljes indukcioval:
k=0:¢°0q)= fog dPe.

Tegyiik fel, hogyg“(q) d Pe. Legyenr 2 ¢g*(q) tetsoleges. Ekkor két eset
lehetséges:

—r2dP”": e Ekkorg(r)=; d Pe
—r 2dP " e Ekkor (4) miattr 2 D s,y €sg(r) = p(So)(r) d Pe.
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Tehat:g“* (g) d Pe.

O
2. allitas: Legyenq 2 dP e. Ekkor

IN2No:g"(g=;:

Bizonyitas: Indirekt: tegytk fel, hogy8n 2 No : g"(q) 6 ;. Ekkor8n 2 Ny esetén

létezik a max t(b):
b2 g" (a) ) )
Ezk = 0 esetén nyilvan igaz. Ha

m = max t(b);
b2 g« (q)

akkor az ebzoek szerinBr 2 g« (o) esetén két leheség van:
r2dP ~: e Ekkorg(r) = ;.
r2dP ”~ e Ekkor (5) miattr 2 D s,y €s8x 2 g(r) : t(x) <t(r) m.

Mivel feltettiik, hogyg** (q) 6 ;, a masodik lehelség legalabb egyesetén teljesiil.
Tehét a maximum mindem-re Iétezne, @t szigordan monoton csékkenne.

Ez viszont ellentmond (3)-nak, hiszeegész érteku figgveény.
O
Bizonyitas: (Ciklus levezetési szabalyag¢gyenq 2 dQe tetsoleges. Mivel (1) miatt
dQe d Pe, ezértq2 dPeteljesiil.

Ekkor a 2. éllitas alapjan

9 2 No : (p(So)i )" () = ;;

azaz
92 Dy = Deeoo):
Ekkor a feltételre vonatkoz6 lezart de niciéja alapjan:
p(DO)(g) d: e

Masrészt az 1. allitds miatt
p(DO)(g) d Pe;

és ekkor (2) miatt
p(DO)(gq dP”": e dRe

tehat
g2 dif (DO;R)e

O
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A levezetési szabalyban szerepl allitast aciklus invaridnstulajdonsaganak, &
fuggvénytterminaléfiggvénynekevezzik. AP invarianciajat az (1) és (4) feltételek
biztositjak: garantaljak, hogy az invarians tulajdonsag a ciklusmag minden lefutasa
elott és utan teljesil. A termindléfiiggvény a ciklus befepb&sét biztositja: az (5)
pont alapjan a ciklusmag minden lefutasa legalabb eggyel csékkenti a terminalofiigg-
vényt, masrészt a (3) miatt a terminalofiiggvénynek pozitivnak kell lennie. A (2) felté-
tel garantalja, hogy ha a ciklus befejeitk, akkor az utofeltétel igazsdghalmazéba jut.

A ciklus levezetési szabalyanak és a speci kaci6 tételének felhasznalasaval elég-
séges feltételt adhatunk a megoldasra: ha adott a feladat speci kagidga@; R ),
és talalunk olyan invarians allitast és terminal6fiiggvényt, hogy a paramétertér minden
elemére teljesil a ciklus levezetési szabalyanak 6t feltétele, akkor a ciklus megoldja a
(Qp; Rp) parokkal de niélt feladatot.

A ciklus levezetési szabalya visszafelé nem igaz, azaz van olyan ciklus, amelyet
nem lehet levezetni. Ennek az az oka, hogy egy levezetett ciklus programfliggvénye
mindig korlatos lezart, hiszen az allapottér minden pontjaban a terminaléfiggvény
értéke korlatozza a ciklusmag lefutasainak szamat.

Azonban ha egy ciklus programfiiggvénye megegyezik a ciklusmag ciklus-
feltételre vonatkoz6 korlatos lezértjaval, akkor a ciklus levezethet

7.6.TETEL: A CIKLUS LEVEZETESI SZABALYANAK MEGFORDITASA
LegyenDO = ( ;Sg), ésQ, R olyan allitAsokA-n, amelyekreQ )
If (DO;R), és tegyuk fel, hogyp(DO) = p(So)j . Ekkor létezikP allitas
ést: A! Zflggvény, amelyekre
1 Q) P,
@ P~ ) R,
B3P~ ) t>0,
4P ) I (Se;P),
BY PN ~At=1tg) If(Sp;t<ty).

Bizonyitas: LegyenP = If (DO;R), és valasszukt gy, hogy8a 2 A:

t(a) = 0; _ haa62 Rpo)\d €
T maxfi 2 Njp(Sp)'(a)\d e®$ ;g; haa2Dppo)\d €

Ekkor

(1) Q) If (DO;R) trividlisan teljesdil.

(2) Legyena 2 dP ~: e Ekkor mivela 2 dIf (DO;R)e, p(DO)(a) d Re
Masrészt miveh 2 d: e, p(DO)(a) = fag. Tehata 2 dRe, azazdP ~: e
dRe.

(3) t de nicidja miatt nyilvanvalo.
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(4) Felhasznalva a lezart azon egyszeru tulajdonsagat, hogy
a2Dg=) R(a) D g;
a kovetkep eredményt kapjuk. Legyem2 dIf (DO;R)” e. Ekkor
a2Dps, ©€s p(So)(a) dIf (DO;R)e

tehat
a2lf (So;P):

(5) At de nicigjabdl leolvashatd, hogy a ciklusmag egyszeri végrehajtasa csokkenti
a terminaléfuggvény értékét:

Legyena2 dP " ety = t(a),b2 p(So)(a). Ekkor ha
t(a) = maxfi 2 Njp(So)' (a)\d e® ;g;

akkor
t(b) <t (a);

azaz
t(b) < to:

O

Azt, hogy a lezart és a korlatos lezart megegyezikde nicidjaban hasznaltuk
ki: ez a feltétel garantalja, hogy a de niciéban szeoaplaximum véges.

Megjegyzés: mivel a ciklus levezetési szabalya nem megfordithatd, nem minden
ciklus vezethet le, ez azonban nem jelent érdemi korlatozast. Ha van egy ciklus,
amely megoldédsa egy feladatnak, akkor biztosan van olyan ciklus is, amelynek a
feltétele ugyanaz, szintén megoldasa a feladatnak, és a programfiiggvénye korlatos
lezart.

A ciklus de nici¢jabol latszik, hogy haS; S,, akkor DO1( ;S 1)

DO3( ;S 2), ésa2.7. példa szeridO; megoldasa minden olyan feladatnak, amely-
nek DO, megoldasa. Tehds, akar determinisztikus is lehet, és akkor a lezartja
p(S:1)j -nek biztosan korlatos.

7.4. Feladatok

7.1. Tegyik fel, hogy teljestil a ciklus levezetési szabalyanak mind az 6t feltétele, és
Q igazsaghalmaza nem Ures. Lehet-e Ures a

a) dP ~ Rehalmaz?
b) d® ~: " Rehalmaz?
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7.2. Tegyuk fel, hogy teljesul a ciklus levezetési szabalydnak mind az 6t feltétele,
és(Q " ) igazsaghalmaza nem ures. Lehet-e Ure$ 63y; P) éslf (DO;R)
igazsaghalmazanak metszete?

7.3. Tegyuk fel, hogy teljestl a ciklus levezetési szabalyanak mind az 6t feltétele.
Legyeng = p(So)jq « €sg2 dPe\d e. lgaz-e, hogy
a) 8k 2 Np: g¢(q) d Pe?
b) b2 g¢(q)\d e\dPe) t(b t(q) k?
c)ai = p(So)j ?
d) 9k 2 No: k t(g) ésgt(q) d: e?

7.4. LegyenS = (S1; Sy) ésQ, QYésR olyan allitasok, amelyekre

Q) If(S1;Q9;:Q% If (S2;R);Q) If (S;R).
Lehetséges-e, hogiQe \dRe = ; ésdQe\dQ% 6 ; ésdQ%\dRe 6 ;?
Indokolja, ha nem, és irjon r4 példat, ha igen!

75. A= Z No

X y
B= Z N
XO yO

Q: (x=x"y=y9
R: (x=x% yory=0)
So=  f((xy)<(y)i(x Lys(x Ly 1)>)jx2Zeésy2 Ng
f((x0);< (x0)>)jx2Zg
DO = f((xy)i< (xy)i(x Ly)(x Ly 1x(x 2y 1)
(x 2y 2)un(x y+L(x o y;L)(x y;0)>)]
X 2 Z ésy 2 Nog:
Megjegyzés: AZx; 0) parhozl hosszlsagu, ax; 1) parhoz3 hosszusagu, az
(x; 2) parhozs hosszlUsagu sorozatot rendel a program.
Tudjuk, hogyDO = ( ;S ) valamilyen -re. Igaz-e, hogy talalhat6 olyd
allitas és : A'! Z fliggvény, hogy a ciklus levezetési szabalyanak feltételei
teljeslilnek, és ha igen, adjon meg egy megtelet, P -t ést-t!

76.A= Z 4 4 4 4

k X [ a b
B= Z z
a
S=(k:=5;(IF(a>b:x:=a bja b:x:=b a)i:=i+1))

Q:(a=ab=K7i2[0:1]"ja b > 10)
R:(a=a’b=tPrk i x)
Bizonyitsuk be, hog® ) If (S;R)!






8. fejezet

Elemi programok

A 2. fejezetben a programozasi feladat kapcsdn megfogalmaztuk, hogy mindig
feltesszik, létezik a programoknak egy adott halmaza, ametyéldszerakhatjuk a
programjainkat (2.7.). Ezeket a programokat szoldiinitiv programoknalnevezni.

Ebben a fejezethen bevezetiink néhany elméleti szempontbél ,egyszeru” prog-
ramot. Ezeket a programokat a koveterjezetekben gyakorta fogjuk hasznalni,
ezért megvizsgaljuk a programflggvenyiket és egy adott utofeltételhez tartozé leg-
gyengébb dlfeltételiiket.

8.1. Elemi programok

8.1.DEFINICIO : ELEMI PROGRAM
Eleminekneveziink egy allapottéren egyp programot, ha

8a2 A: S(a) fh ai;ha;a;a;:::i;ha;bij b6 ag:

A de nici6 szerint minden programhoz talalhaté vele ekvivalens elemi program,
csak a sorozatok kdzbidslemeit el kell hagyni, s igy Iényegében, egy adott szinten
minden program elemi.

Az elemi programok kézil kivalasztunk néhany specialis tulajdonsaggal ren-
delkeot, és a tovabbiakban veluk foglalkozunk.

Az elso ilyen program az lesz, ami nem csinal semmit.

8.2.DEFINICIO : SKIP
SKIP-nek nevezziik azt a programot, amelyre

8a2 A : SKIP (a) = fhaig:

A masodik program a téodés, amelynek legfontosabb jellenje, hogy soha sem
terminal.
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8.3.DEFINICIO : ABORT
ABORT-tal jel6ljik azt a programot, amelyre

8a2 A: ABORT (a) = fha;a;a;:::ig:

Az eddig felsorolt két elemi program val6ban nagyon egyszeru, de —talan meglep
médon — mégis jelens szerepik van. A harmadik specialis elemi program az
értékadas. Az elzoeknél bonyolultabb, de sokkal fontosabb is.

Az értékadéas de nici6jahoz bevezetiink egy jel6lést. Legien Ay An
€s8i 2 [1:n]:F; A A;.JeldljukF = (Fq;:::;Fn)-nel akovetkeaF A A
relaciot;

_, PR és 8az2Df :F(a)= i 2 [1:n]

Fi(a):

8.4.DEFINICIO : ERTEKADAS
LegyenA = A; A, ésF = (Fy;:::;Fy). Az S programéltalanos
értékadasha8a 2 A :

S(a) = fred(ha;b) jb2 F(a)g;, haa2Dg;
~ fhajaa;::ig; haa62 :
A fenti F; komponensrelaciék pontosan azt irjak le, hogy az adott értékadas
miként valtoztatja meg az allapottér egyes komponenseit.
Az altalanos értékadason belll specialis eseteket kilonboztetiink meg:

HaDg = A, akkor azS programotértékkivalasztasak nevezzik.
Ha azF relacio fliggvény, akkor a8 programot értékadasak nevezzik.
HaDr A, akkorS parcialis értékkivalasztas

HaDg A ésF determinisztikusE parcialis fuggvény), akko® parcidlis
értékadéas

Az értékadast és a parcialis értékad@st F (a)-val, az értékkivalasztast és a
parcialis értékkivalasztés:2 F (a)-val jeldljik.

Ha egy kivételével az 6sszEgs projekcio — azaz az értékadas az allapottérnek csak
egy komponensét (csak egy Valtoz6 értékeét) valtoztatja meg —, &kledvegyszeru
értékadasnak, egyébké&timultarértékadasnak nevezziik.

Az értékadas egy kicsit bonyolultabb, minbeb két tarsa, de egy kicsit ,értéke-
sebb" is, hiszen értékadassal minden feladat megoldhaté! A kérdés persze csupan az,
hogy az éppen adott feladat altal de nialt értékadas megengedett muvelet-e. Ezzel
a kérdéssel a kébbiekben — a programozasi feladat megoldasa soran — fogunk
foglalkozni.

Vizsgaljuk meg a fent de nialt specialis elemi programok programfliggvényeit!
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8.1. allitas:

1. p(SKIP ) = ida,
2. p(ABORT) = ;,
3. p(a:=F(a) = F,
4. p(a:2F(a)=F.

A bizonyités trivialis (a feladatok kdzott szerepel).

8.2. Elemi programok leggyengéebb elfeltétele

Most, hogy megvizsgaltuk a programfliggvényeket, nézzilk meg az elemi programok
adott utofeltételhez tartozé leggyengébbfeltételét.

Mivel a SKIP program programfliggvénye az identikus leképezés, egyleges
R utdfeltételhez tartozé leggyengébbfeltétele:

If (SKIP;R)=R:

Hasonloan egyszeruen lathatd, hogy — miveABORT program programfligg-
vénye Ures — a leggyengéblofeltétel de nicidja alapjan egy tetelegesR utéfeltétel
esetén

If (ABORT;R) = Hamis:

Az altalanos értékadas leggyengébtfeltételét kuldn vizsgaljuk a determiniszti-
kus és nemdeterminisztikus, illetve a globalis és a parcidlis esetben. Felhasznalva a 3.
és a 8. allithsokat:
df (a:2 F(a);R)e= dR Fe

HaF : A! A fuggvény, akkoR F fuggvény, és ezért
If (a:=F(a;R)= R F:

Ha F parcidlis fiiggvény, tehat az értékadas parcialis, akkor ennek leggyengébb
elofeltétele:

i — . _ R F(b; hab2Dg;
8b2 A:If (a:= F(a);R)(b = hamis: hab62 [
Most vizsgaljuk azt a két esetet, amikomemdeterminisztikus. Feltéve, hoBy: =
A, az értékkivalasztas leggyengébbfeltétele

igaz; haF (b d Re

8b2 A:lf (a:2 F(a);R)(b) = i egyébkeént.
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Ugyanez parcialis esetben:

igaz; haa2 Dg ésF(b d Re

8b2 A:lf (a:2 F(aiR)(B)= (i oovdent

Az értékadast altalaban valtozokkal irjuk le. Legyenek az allapottér valtozoi rendre

X1;X2;:::;Xn. EKkor aza := F(a) program jeldlésére az alabbi formulat hasznal-
hatjuk:
X1;X25 000 Xn 1= Fa(Xa; X231 Xn); Fa(Xa; X2, 01 Xn )5 000 Fa(Xas X25000 5 Xn)

esetén a bal oldalon csak egy valtozé, a jobb oldalon pedig csak egy kifejezés marad.
Jeldlésiinket abban az esetben még tovabb egyszerusithetjik, ha az értékadas jobb
oldala ;) nem fugg minden véltoz6tol. Ekkor a jobb oldalon csak azokat a valtozdkat
tuntetjuk fel, amelyeldl F; flgg.
Nézziik meg egy egyszeru példan a fent leirtakat. Legyen az allapottér

A=1Z L
X I
A tovabbiakban a fentihez hasonl6an az &llapottér egyes komponenseihez tartozé
véltozdkat a komponensek alé fogjuk irni. Legyenek az értékadas komporgmsei:
(a1;a2) 2 A:

a;; azazF; = prz; és
(ay > 0):

Fi(a1;a2)
Fa(ag; ap)

Ekkor aza := F (a) értékadas valtozokkal felirva:

;1= x; (x> 0):

A jeldlés fent leirt egyszerusitéseit elvégezve az
l:=(x> 0)

egyszeru értékadast kapjuk.

Ha felhasznaljuk, hogy az értékadas leggyengébiekételeR F, akkor egy val-
tozékkal felirt értékadas valtozokkal megadotifeltételét egyszeruen kiszamithatjuk
a kompozicié képzésének megfeleh: helyettesitsik az utofeltételben az értékadas-
ban szerem valtozokat az U] értékikkel. Erre bevezetlink egy Uj jelolést is: legyenek

RXi1 Fip (Xemxon )X i Fig (X3355X )
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Parcialis értékadas esetén:

8(e,;i1i8,) 2 [l Fij(XaiiiiixXn) t R ®afXin e

A tovébbiakban, ha mast nem mondunk, primitiv programnak tekintjik azokat
az — esetleg parcialis — értékadasokat, amelyek jobb oldalan a szokasos aritmetikai,
logikai kifejezésekkel felirt fliggvények allnak.

8.3. Az értékadas mint feladatspeci kacio

Az értékadas lényegében egy programfiggvényével de nialt program. Kézenfekv
hogy ezt a programfliggvényt feladatnak is tekinthetjik. Egy értékadas altal de nialt
feladat konnyen atirhaté a speci kacio tételének megéeletmara is.

Legyenxy;::i;Xn = Fi(Xg;:iinXn)siin Fa(Xas i Xn) A A egy

Tekintsuk a kdvetkez feladatspeci kaciot:

A=A o Ag
X1 L Xp
B = B; B Bn
x3 o x

Q:(xx=x§" " xn=xp)

R:(xy=Fi(x%:::x~r A~ = Fr(xd;:::x9)

Nyilvanvald, hogy éppen &z fliggvényt speci kaltuk.

Ha nem értékadasrdél van sz6, hanem értékkivalasztasroél, akkor az utofeltételekben
nem=, hanem? szerepel.

A parcialis esetekben azaféltételeket célszeru leszukiteni &zértelmezési tar-
tomanyéra ax; 2 D, feltételek hozzavételével.
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8.4. Feladatok

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

A=112,3g;B = fa;bg;C = A B. LegyenS programA-n,S = f1!
hli;21h 2222:::i;3!h 31g.

LegyenS; azS kiterjesztése€-re,M pedig olyan progrant-n, hogyM ekvi-
valensS-selA-n.

(a) Elemi program-&?

(b) Elemi program-&;, és biztosan elemi programhé ?

Tekintsiik az alabbi allapotteret:

A=N N

X Yy
Miaz (x;y) == F(xy); F = (F1;F2); Fa(xsy) = y; Fa(x;y) = X, azaz
azF(p;g = fb2 Ajx(b) = qésy(b) = pg értékadaR = (x < y)
utédfeltételhez tartoz6 leggyengéblofeitétele?

LegyenA tetsoleges allapottér. Melyek azok a feladatokfan, amelyeknek
megoldasa &KIP program?

LegyenA tetsoleges allapottér. Melyek azok a feladatokfen, amelyeknek
megolddsa aABORT program?



9. fejezet

A programkonstrukciok és a
kiszamithatosag

Ebben a fejezetben kis kidrtesziink a kiszamithatésag-elmélet felé, és megmu-
tatjuk, hogy az imént bevezetett harom programkonstrukcié segitségével minden —
elméletileg megoldhaté — feladatot meg tudunk oldani. Ehhez kapcsolatot |étesitlink
a kiszamithaté fiiggvények és a ,jol konstrualt” programok kdzott, és ezzel megmu-
tatjuk azt is, hogy ha egy feladat megoldhat6, akkor megoldhato levezetéssel is.

A kiszamithatésag fogalmat altalaban a parcialisan rekurziv flggvények
bevezetésén keresztll szokas megadni. Mas de nicios debgekol, példaul a
Turing-gépol, bizonyithatd, hogy a kiszamithatésag szempontjabdl egyenértékuek a
parciélisan rekurziv fiiggvényekkel.

Felhivjuk a gyelmet arra, hogy ebben a fejezetben fliggvény alatt mindig parcialis
fuggvényt értiink. A mindentt de nialt figgvényekre a totalis @lhasznaljuk.

9.1. Parcialisan rekurziv figgvények

A kiszamithatdsag parcialisan rekurziv fliggvényekre alapozott modelljébeh &ak
N™ I N" tipusu fuggvények szerepelnekoBror az alapfliiggvényeket de nialjuk:

suc:N! N; 8x2N:
suc(x) = x +1;

8n2Ng: c(ln):N“! N; 8(X1;:::;%n) 2 N™:
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8n2N:8i2J[1l:n]: pri(”):N”! N;  8(X1;:::;Xn) 2 N™:

A tovébbiakban de nialunk néhany elemi figgvény-operétort:

Kompozicio. Legyenf 2 N™ | N" ésg2 N" | NK. Azf ésgkompozicidja az
alabbi fuggvény:
g f2N"! N Dg¢=1fx2D¢jf(x)2Dygés8x 2Dy :

(g F)(x)= g(f (x)):
Vegyik észre, hogy ez az operator megegyezik az alapfogalmaknal bevezetett
relacidk kdzotti kompozicioval (tulajdonképpen a szigorli kompoziciéval, de
fuggvények esetén ez a ketizonos).
Direktszorzat. Legyenk 2 N rogzitett, é8i 2 [1::k]: f; 2 N™ I N"i, E figgvé-
nyek direktszorzatéf 1;f,;:::;fx) 2 Nm I N2 N Dttt ) =

¥ .
Ds, €s8X 2 D (f 4,0 )
i=1

Rekurzid. Legyenn rogzitett,f 2 N" I Nésg2 N"*2 | N.Azf fuggvényg
szerinti rekurziéj@4f; g) 2 N"*1 I N, és
%f;9)(Xa;: i Xn; L) = f(XqiiiiiXn);
%f g)(xei it Xn K+ 1) = g(Xai i Xn K RE 9)(Xa 11t Xn K)):
%f; g) értelmezési tartomanya azon pontok halmaza, ahonnan kiindulva a fenti
rekurzié elvégezhet

-operéator. Legyenf 2 N"*1 | N. A -operatort erre a fuggvényre alkalmazva
azta (f) 2 N" ! N faggveényt kapjuk, amelyr® ) = f(x1;:::;Xp) 2
NP jOy 2 N: f(Xq;:iniXn;y)=178i 21y 1]: (X1;:::;Xn;1) 2D g,

A fenti alapfiggvények és a bevezetett operatorok segitségével mar de nialhaté a
parcialis rekurziv figgvények halmaza.

9.1.DEFINICIO : PARCIALIS REKURZIV FUGGVENY
Azf :N™ ! N"(n;m 2 N) figgvény akkor és csak akkparcidlis rekurziy
ha az alabbiak egyike teljesdil:
f az alapfuiggvények valamelyike;

f kifejezheb a fenti operatoroknak parcialis rekurziv fiiggvényekre
tortéro véges sokszori alkalmazasaval.
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9.2. A parcialis rekurziv fliggveények kiszamitasa

Ahhoz, hogy a fenti fliggvényeket kiszamitdé programokat tudjunk adni, de nialnunk
kell az ilyen figgvények &ltal meghatérozott feladatot. LegiyenN™ ! N" egy
tetsoleges fliggvényn; n rogzitett). Azf altal meghatarozott feladat speci kacidja:

A= N . N N i N
X1 Xm Y1 Ym
B =N D N
X3 XM
Q:(xy=xI" 7~ xpm=x% " (X111 Xm) 2Dy)

Feltessziik, hogy az alapfliggvényeket kiszamité6 programok benne vannak a
megengedett programok halmazéban. Ezt nyugodtan megtehetjik, hiszen minden
programozasi nyelv tartalmaz ilyen utasitasokat.

Megmutatjuk, hogy az elemi fliggvény-operatorok (kompozicid, direktszorzat,
rekurzio, -operator) kiszamithatdk jol konstrualt programokkal.

Kompozicid. Legyenf 2 N™ I N" ésg 2 N" | NK. Ekkor ag f Altal
meghatarozott feladat speci kacioja:

A= N ::: N N =::: N
X1 Xm Y1 Yk
B=N ::: N
X3 X
Q:(xy=x9" A Xm=x%"(X1;:::;Xm) 2Dg 1)
R:(Q”™ (yuiniyn) =(g F)(XE:ixp))
Jeloljik zy;:::;zy = f(Xq;:::;Xm)-mel azt a programot, amely kiszamifja
et, és hasonléay;:::;yk = 9d(z1;:::;zn)-nel azt, amelyik kiszamitjg-t. Tegyuk

fel, hogy ez a két program jol konstrualt program. Ebben az esetben a két program
szekvenciaja kiszamitg f -et, azaz megoldja a fent speci kalt feladatot. Legygh
a méasodik prograrR utofeltételhez tartozo leggyengéblofeltétele:

Most vizsgaljuk meg az etsprogram ezerQ® utéfeltételhez tartozé leggyengébb
elofeltételét:

If (z1;::0;20 = (X500 %Xm); QY = (Q " g(f (X1;:::;Xm))) =
(g )T 5xq) A f (X100 Xm) 2D g™ (X1:::1;Xm) 2 Dy)

Kdnnyen lathatd, hogy ez a leggyengéblofeltétel kévetkezikQ-bdl, és igy a
szekvencia levezetési szabalyanak és a speci kacié tételének alkalmazaséaval belattuk,
hogy a
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Direktszorzat. Legyenk 2 N rogzitett, é8i 2 [1::k] : f; 2 N™ I N"i. Ekkor az
e fliggvények direktszorzata altal meghatarozott feladat speci kacioja:

A= N i N N . N . N i N
X1 Xm Y11 Yin, Yk1 Ykn,
B =N e N
X3 XM
Qi(X1:X(1)" A Xm:X%A(Xl;:::;xm)zD(fl;:::;f k))

rammal. Jeloljeyi ;11 Yin, = fi(X1;::0 Xm) azi-edik faggvényt(l i k)
kiszamit6 programot. Ekkor ezeknek a programoknak a szekvencidja megoldja a
fenti feladatot. LegyerQy a k-adik programR utéfeltételhez tartozé leggyengébb
elofeltétele:

Tovabba minden 2 [1:k 1] esetén jeldljeQ; az i-edik programQ;.; -hez
tartozé leggyengébb @feltételét. Konnyen lathatd, hogy az értékadas leggyengébb
elofeltételére vonatkoz6 szabalyt alkalmazva:

Ha mostQ-t ésQ; -et 6sszehasonlitjuk, észrevehetjiik, hogy megegyeznek. A szekven-
cia levezetési szabalya és a speci kacio tétele alapjan az

program megoldésa a fent speci kalt feladatnak, azaz kiszaffigja: : ; fx)-t.

Rekurzi6. Legyenn rogzitett,f 2 N" | N ésg 2 N"*2 | N. Tegyik fel,
hogy mindketten kiszdmithatok jél konstrualt programokkalf Aiaggvényg szerinti
rekurzidja altal meghatérozott feladat speci kacioja:
A= N N N
X1 Xn+1 y
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B=N = N
X(:E X2+l
Q:(x1=xI" ™ Xper = X041 N (X15111;Xn+1) 2 Dogrg))
R:(Q™y = %fg)(x%:::x04)
Jeldlje azf -et és ag-t kiszamitd programoy = f (X1;:::;Xn), illetvey =
g(X1;:::;Xn+2 ). Oldjuk meg a feladatot egy olyan ciklussal, amelynek invarians tu-
lajdonséaga:

P:(QMk2[Lixnua]™y = %f9)(xE;: 05 %7, K))
A ciklus levezetési szabalyat vizsgalva azt talaljuk, h@ppdl nem kdvetkezikP.
Ezért adunk egy olyaQ? feltételt, amelybl mar kovetkezikP, és adunk egy prog-
ramot, amelyQ-bol Q%-be jut (igy a megoldoprogram egy szekvencia lesz, amelynek
masodik része egy ciklus). Legy@? az alabbi:

gyengébb dlfeltételére vonatkozo szabaly felhasznalasaval kénnyen lathaté, hogy az
kovetkezikQ-bol.

A ciklus levezetési szabalyanak masodik pontja alapjan a ciklusfelt@&ek, .1
lesz.

A harmadik pontnak megfeletn valasszuk b= xn+1 Kk kifejezést terminal6-
fuggvénynek.

Az 6todik pont azt irja le, hogy az imént de nialt terminal6figgvény értékének a
ciklusmagban csokkennie kell. Ez elémnetk eggyel valé ndvelésével.

A négyes pont kielégitéséhez vizsgaljuk meg, milesz a leggyengeéfaitélele a
k-t ndveb értékadasnak R-re vonatkozoan.

QU= If (k:= k+1;P) = (Q k+12[liXps] "
Most mar — a szekvencia levezetési szabalya alapjan — csak egy olyan programot kell
talalnunk, amelyrd® ~ (k 6 x,+1) ) If (S;Q%. Ez a program a rekurzié de ni-

igy a szekvencia és a ciklus levezetési szabalya, valamint a speci kacié tétele
garantalja, hogy a

Kiy = 1;f(X1;:01%n)
k@ Xn+1

y = 0(X1; i Xns K y)
k=k+1

program megoldja &f; g) altal meghatarozott feladatot, azaz kiszanfigaszerinti
rekurziojat.
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-operator. Legyenf 2 N"*1 | N, és tegyik fel, hogy kiszamithat6 egyszeru
értékadéassal vagy jol konstrudlt programmal. Tekintstl(f) altal meghatarozott
feladatot:

A= N =::: N N
X1 Xn y
B=N ::: N
X3 Xn
Q:(x1=x2" ™ Xn=X3" (X131 %n41) 2D (1))
R:(Q"y= (f)(x%;:::;x2)
Jeldljez := f (X1;:::;Xn;Xp+1 ) azf -et kiszamito programot. Oldjuk meg a fel-

Egyszeruen belathatd, hogy ennek a programnak-ge vonatkoz6 leggyengébb
elofeltétele,

If (z;y = f(xe;ii % 1) 5P) = (QM F(Xa5iiiiXn; 1) = f(Xq;:005 X5 1)

kovetkezikQ-bol. A ciklus levezetési szabalyanak masodik pontja alapjan a ciklus-
feltételz 6 1 lesz.

A feladat ebfeltétele garantdlja, hogy van olyam 2 N szam, amelyre

mészetes szam. Ennek az értéknek a segitségével de nialhatjuk a terminalofiiggvényt:
t= N y.Ezkielégiti a levezetési szabaly harmadik pontjat.

Az 6tddik pont megkivanja, hogy a terminal6fiiggvény a ciklusmag lefutdsa soran
csokkenjen. Ezt elérhetjikeggyel valé névelésével.

A negyedik pont teljesitéséhez legy®f ennek a névelésnekR-re vonatkozd
leggyengébb effeltétele:

PA@Z61)) If(z:=f(xe;:ii%n:y+1);QY:

A speci kacio tétele, valamint a ciklus és a szekvencia levezetési szabalya garantalja,
hogy a
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z;y = f(xq i Xe;1);1
z61

z:=f(Xg;:i0Xn Yy +1)
y=y+1

program megoldja a(f ) altal meghatarozott feladatot, azaz kiszamiijg)-et.

Kdvetkezmény. Az elozoekben megmutattuk, hogy ha az alapfiiggvények kiszamit-
haték, akkor a belik — a parcidlis rekurziv filggvényeknél megengedett — opera-
torokkal felépitett fliggvények is kiszamithatok jol konstrudlt programokkal. Ennek
alapjan kimondhatjuk az alabbi tételt:

9.1.TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATOSAG
Minden kiszdmithato figgvény kiszamithaté egy jol konstrudlt programmal.

9.3. Relaciodk

Forditsuk most gyelmiinket a relaciék felé. Ahhoz, hogy a relaciok kiszamithatésagat
megvizsgalhassuk, de nialnunk kell a kiszamithato relacié fogalmat.

9.2.DEFINICIO : REKURZIVAN FELSOROLHATO RELACIO
LegyenR  NX NX tetsoleges relacioR akkor és csak akkaekurzivan
felsorolhat havan olyari 2 N2 ! N parcidlis rekurziv figgvény, amelynek
értelmezési tartomanyar@; = R.

A kiszamithat6sag-elmélethez igazodva a tovabbiakban csak rekurzivan felsorol-
hato rel4ciokkal fogunk foglalkozni. Ahhoz, hogy megmutassuk, minden kiszamithat6
(rekurzivan felsorolhato) feladat — emlékezziink, hogy minden feladat egy relaci6 —
megoldhat6 strukturalt programmalpskdr megadjuk a rekurzivan felsorolhato rela-
ciok egy masik jellemzését.

9.2.TETEL: KLEENE[1936]
HaR egy tetspleges relacio, akkor az alabbi hdrom allitds ekvivalens:
(1) R rekurzivan felsorolhat6.
(2) R egyf parcidlis rekurziv fliggvény értékkészlete.
(3) R = ; vagyR egy' rekurziv fliggvény értékkészlete.
Ennek a tételnek a bizonyitasa konstruktiv, azaz megadja fmintdnd pedig'

felépitését. Mi ezt & fiiggvényt fogjuk hasznalni a kiszamithat6 feladatunk megol-
doprogramjaban.
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LegyenF N Nk egy rekurzivan felsorolhat6 relacio, és jeldlieaz ebzo
tétel konstrukciojaval kapott (totalis) rekurziv fliggvényt. Speci kaljuk a feladatot az
alabbi modon:

A = N NK
X y
B = N
X0

Q:(x=x°"x2Dg)
R:(Q™(xy) 2 F)
Ez a feladat megoldhat6 egy olyan ciklussal, amelynek invarians tulajdonséaga:
Pi(QMI2N”™(ziy)=" (i)
A ciklus levezetési szabalyanak felhasznalasaval konnyen belathatd, hogy az alabbi
program megoldasa a fenti feladatnak:

i(zyy)=15" (1)
Z6 X

(ziy) = ' (i+1)
i=i+1

A bizonyitasban a terminaléfiiggvény megadasanal ugyanazt a technikat alkalmaz-
zuk, mint a -operatornal.
Ezzel az ebzoleg fuggvényekre vonatkozd tétellinket altalanosithatjuk relacidkra:

9.3.TETEL: STRUKTURALT PROGRAMOZAS ES KISZAMITHATO RELACIOK
Minden kiszamithat6 relacié kiszamithaté egy j6l konstrualt programmal.

Megjegyezzik, hogy ezek az eredmények kiterjesathatrelative kiszamithatd
fuggvények (ugyanezen operatorokkal egy tetesges alaphalmazbdl képzett fliggvé-
nyek) vagy a parcidlis rekurziv funkcionalok halmazara is [Odi 98].



10. fejezet

A tipus

Az allapottér de nicidjaban szerephalmazokat tipusértékhalmazoknak neveztik, és
csak annyit mondtunk réluk, hogy legfeljebb megszamlalhatoak.

A tovabbiakban arrél lesz sz6, hogy ezek a halmazok hogyan jonnek Iétre, milyen
k6zos tulajdonsag jellenazaz elemeikre.

10.1. Atipusspeci kacio

Eloszér bevezetiink egy olyan fogalmat, amelyet arra hasznalhatunk, hogy pon-
tosan leirjuk a kovetelményeinket egy tipusértékhalmazzal és a rajta vémezhet
muveletekkel szemben.

10.1.DEFINICIO : TiIPUSSPECIFIKACIO
A Ts = (H;14;F) harmastipusspeci kaciénalnevezziik, ha teljesilinek ra a
kovetkeo feltételek:

1. H az alaphalmaz,
2. ls:H ! L aspecikacios invarians,
3. T+ = f(T;x)j x 2 dlsegatipusértékhalmaz
4. F= fFy;Fy; 0 Fhgatipusmuveletek speci kacidja, ahol
8i2[lun]:F A Ai;A = A, Ai,, ugy,
hogy9j 2 [L:ni]: Aj, = Tt .
Az alaphalmaz és az invarians tulajdonsag segitségével azt fogalmazzuk meg,
hogy mi az a halmaZzJ+, amelynek elemeivel foglalkozni akarunk, mig a felada-

tok halmazaval azt irjuk le, hogy ezekkel az elemekkel milyen muveletek végdzhet
el.
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kacidban vannak de niélva. Az allapottér egy komponensét egy program csak a tipus-
muveleteken keresztiil valtoztathatja meg.

10.2. Atipus

Vizsgaljuk meg, hogy a tipusspeci kacidban leirt kdvetelményeket hogyan valdsitjuk
meg.

10.2.DEFINiCIO : Tipus

AT = (%;1;S) harmastipusnaknevezziik, ha az alabbi feltételek teljestilnek
ra

1. % E T areprezentécios fuggvény (relacio),
T atipusértékhalmaz,
E az elemi tipusértékhalmaz,

2.1 :E ! L tipusinvarians,

8i2[1l:m]:S; B; B; programB; = Bj, Bin, agy,
hogy9j 2 [1:m;]:Bj, = E és6P2 [1um]:B;; = T.

A tipus el® két komponense az absztrakt tipusértékek reprezentacidjat irja le,
mig a programhalmaz a tipusmuveletek implementaciojat tartalmazza. Az elemi ti-
pusértékhalmaz lehet egy tetézges masik tipus tipusértékhalmaza vagy egy, vala-
milyen modon de niat, legfeljebb megszamlalhaté halmaz.

Elemi tipusnakevezink egyl = (%;[;S) tipust, hal = E, és%y e = ldE.

Meg kell még adnunk, hogy egy tipus mikor felel meg a tipusspeci kacionak, azaz
mikor teljesiti a speci k&cidban leirt kdvetelményeket.

Legyen a tovdbbiakbams = (H;Is;F), T = (%;1,9),F 2 F,ésS 2 S

F A AA=ZA; Ap,S B B ,B=B; Bg.
LegyenA altereC-nek ésB altereD -nek.
Azt mondjuk, hogy &C = C; C, ésD = D, D, allapotterek
illeszkednekha
8i2[1x]:D = £ MG =Tr;

Ci kulénben.
Ebben az esetbenlegyena D C relaci6 a kévetkez:

8d2D: (d)= 1(d1) 2(d2) it ((dr);
ahol8i 2 [Lir]: § D; Cés

_ %ue haCi=Tr;
'~ idp, kulénben.
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Vegyuk észre, hogy a tulajdonképpen &begyfajta kiterjesztése tdbb komponensu,
de egymashoz illeszkedallapotterek esetére.

10.1. abra. A%n keresztiili megoldas illeszkedllapotterek kozott

10.3.DEFINICIO : MEGOLDAS %N KERESZTUL
Azt mondjuk, hogy azS B B program a%n keresztilmegoldjaaz
F A A feladatot, ha vannak olya@ ésD illeszked terek, amelynek
altereA, illetve B, hogy S°® szerint megoldask ®nek, ahol D Ca
fenti értelemben de nialt leképezéS® az S kiterjesztésd -re, F © pedig azF
kiterjesztése&C-re.

A kiterjesztési tételek szerint, ha vannak a de niciénak megialldszkea terek,
akkor mindegyik ilyen.

10.4.DEFINICIO : MEGFELELES
EgyT =(%;1;S) tipusmegfeleb Ts = (H; 1 s; F) tipusspeci kacidnak, ha

1. %d e = Tr,
2. 8F 2 F:9S 2 S: S a%n keresztul megoldj& -et.

Természetesen egy tipusspeci kacionak tébb kiloobtipus is megfelelhet.
Ekkor az, hogy melyiket valasztjuk, a reprezentacio és a muveletek implementacioi-
nak tovabbi tulajdonsagaitdl — ilyen példaul a reprezentacié memoriaigénye vagy az
implementéciok muveletigénye — fiigg. Ez a déntés mindig a megoldandé programo-
zasi feladat fuggvénye.
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10.3. Atipusspeci kacio tétele

A tipusspeci kaci6 és a tipus fogalmanak bevezetésével tulajdonképpen a feladat fo-
galmét altalanositottuk, mig a megfeleltetés a megoldas fogalmanak volt egyfajta al-
taldnositdsa. A speci kaci6 tétele a megoldasra adott elégséges feltételt. Rivst a
keresztiili megoldasra adunk egy hasonlé feltételt.

10.1.TETEL: TIPUSSPECIFIKACIO TETELE
LegyenTs = (H;ls;F) ésT = (%;1;S) adott tipusspeci kacio és tipus, és
tegyik fel, hogy a reprezentacio helyes, a%éd €) = Tt . Legyen tovabba
F 2 F, azF allapottereA, egy paraméterter®, elo- és utdfeltétele pedi@y
ésRy,. LegyenS 2 S, és tegytk fel, hogys allapottere illeszkedile allapot-
teréhez. De nidljuk a kovetkaxzallitasokat:

dQ,e = bQp ¢
dR,e = dRy €

ahol a program és a feladat allapottere kdzottdea keresztuli megoldas
de nicidjaban szerepl leképezés. Ekkor @b 2 B : Q. ) If (S;R,); akkor
azS program &%n keresztil megoldja & feladatot.

Bizonyitas: A relacio szerinti megoldas tétele miatt csak azt kell belatnunk hogy
De R teljesul. Ez pedig nyilvanvald, mivel foltettiik, hoggd e) = Tr.
O

Az, hogy a fenti tétel feltételei kozott kikotéttik, hogy a program allapottere
illeszkedik a feladat allapotteréhez, tulajdonképpen elhagyhat6. Ekkor a tétel a fela-
dat és a program olyan kiterjesztéseire mondhat6 ki, amelyek allapotterei illeszkednek
egymashoz (pontosan Ugy, ahogy a megfeleltetést de nialtuk nem illes Atkzgbot-
terek kozott).

10.4. Absztrakt tipus

Ebben a részben a megfelelés fogalmanak altalanositasaval foglalkozoskoiEl
de nialjuk az ekvivalens feladat fogalmat. Ez az 5. fejezet alapjan eléggé kézenfekv
Az 5.2.-ben bevezetett jel6léseket hasznaljuk.

10.5.DEFINICIO : FELADATOK EKVIVALENCIAJA
Az F, A A és azF, B B feladatotekvivalensnekevezzik, és

F1 Fo-vel jeldljiik,haA ' B és ¢ (Fp) = Fi.

Most megadjuk két tipusspeci k&cié ekvivalenciajanak de nicidjat. Két ti-
pusspeci kaciot ekvivalensnek neveziink, ha lényegében csak a neviikben kulon-
bdznek, azaz:



10.5. PELDAK 113

10.6.DEFINICIO : TiPUSSPECIFIKACIOK EKVIVALENCIAJA
A Tsq = (Hy;lsq; F1) és aTsy = (Ha; lso; F2) tipusspeci kacié ekvivalens
hadls,e = d,e, éslétezik : F, | F; bijekcio, hogy8F 2 F, : (F)
FT2T 1 ahol

FTaT 1= f(xTeT 1;yT2T 1) j(x;y) 2 Fg, ahol
xT2T 1 =1f(i;a™ T 1)j(i;a) 2 xg, ahol

QT o= (T1;€); haa=(Ty;e);
a kulénben.

Ezutan a megfelelés fogalmat altalanositjuk.

10.7.DEFINICIO : MEGFELELES ALTALANOSITASA
Azt mondjuk, hogy alI' = (%;1;S) tipus — altalanos értelembenmegfelela
Ts = (H;ls; F)tipusspeci k&cidnak, ha létezik olyan ekvivalens tipusspeci-
kacid, amelynek az eredeti értelemben megfelel.

A tipusértékhalmazokat, mint parok halmazait de nialtuk. A fenti de nici6é
értelmében azonban, a megfelelés szempontjabdl, aketaponensnek — a névnek
—nincs jelembsége, ezért azzal a tovabbiakban nem is foglalkozunk.

A programfuggvény altalanositasaként de nidlhatjuk az absztrakt tipust:

10.8.DEFINICIO : ABSZTRAKT TiPUS
LegyenT = (%;1;S) egytipus. A(T) = (p(%; p(S)-t T absztrakt tipusanak
nevezzik, ha

1.8"2E :p(A(") = %uie(")2,
2.p(S) = fp(S)jS 2 Sy

A programokhoz hasonléanla = (%;11;S;) ésal, = (%;1,;S,) tipustekvi-
valensnekevezzik, ha(T,) = p(T,). Az elnevezés azért indokolt, mert a megfelelés
szempontjabol az ekvivalens tipusok egyformak.

10.5. Peéldak

10.1. példa:A tipusértékek halmaza legyen a magyar abécé maganhangzoi: { a, &,
e, é, i 1i,0,06,0p,u, 0,0, u} Szeretnénk tudni, hogy egy adott maganhangzoénak
melyik a (révid, illetve hosszU) parja. Legyen egy olyan tipusmuveletiink, amely erre
a kérdésre valaszt tud adni. Az elemi tipusértékek halmaza legyena {0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,610, 11, 12, 13, 14 } halmaz. Adjunk tipusspeci kaciot, és készitsiink el egy
olyan tipust, amely megfelel a speci kacionak!
Megoldas: irjuk fel eloszor a tipusspeci kaciot! Legyen a maganhangzok halmaza
MGH . Ekkor

Ts = (MGH;lgaz; fFg),aholF Ty Ty,



114 10. ATIPUS

F= {(@a),(@&a)(ee)(@&e)i(i,/o,09),
(6,0), (8,0), (0, ), (u, U), (4, u), (U,u), @, 0) }

Felhivjuk a gyelmet arra, hogylt elemeit az egyszeruség kedvé€rt; x) helyett
x-el jeléltiik. Tovabbiakban is ezt a megoldast fogjuk alkalmazni. Adjuk meg a tipust!
T =(%;1;fSg), ahol% E MGH ,

%= {(0i, a), (14, &), (i, e), (L3, é), (2i, i),
(2, i), (h8i, o), (L1, 0), (¥i, 6), (MLGi, 0),
(i, u), (i, 0), ¢6i, ), (8i,u) };

8 2E
()= igaz; haj j=1¢és 167;
~  hamis egyébként.
S E (E) ,
S = f(hi;red(hhi;4 iii))ji 2Eg][
[ (G hiso D)jj jelg

Az, hogy a most megadott tipus megfelel a fenti tipusspeci kaciénak, kénnyen
lathatd: a reprezentacié helyessédéds az de nicidjabdl leolvashatd, mig az, hogy
azS program &sn keresztlil megoldja a& feladatot, a program egyszeru hozzéaren-
delésébl és a%,trikkds” megvéalasztasabdl latszik.

Természetesen masmilyen reprezentacios fliggvényt is meg lehet adni, de ekkor
meg kell valtoztatnunk a tipusinvarianst és a programot is.

10.2. példa:Speci kélja azt a tipust, melynek értéke[@:127]halmaz részhalmazai,
tipusmuveletei pedig két részhalmaz metszetének és uniojanak képzése, illetve an-
nak megallapitasa, hogy egy elem eleme-e egy részhalmaznak. Adjon meg egy tipust,
amely megfelel a speci kacidnak! (Az elemi értékek halmdy:1g, a programokat

elég a programfiiggvényiikkel megadni.)

Megoldas:Ts = (H; 1 s;F), ahol

H

} ([0::227));
lgaz;
fFm;Fu; Feg;

I's

éSAm = T T TyFm Am Amv
Fm = f((aib;9;(p;q:r) jp= aésq= bésr = a\ hg;
A,=T T T:F, A, A,

Fu=f((a;b;9;(p;q;rn) jp= aésq= bésr = a[ bg;
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Ae=T [0:127] L:Fe Ae Ao
Fe= f((h;e;l);(h%e%1%) jh= h%se= eésI°=(e2 h)g:

Adjunk a fenti speci kdcionak megfeleltipust! T = (%;1;S5),és% E  }(N),
8 2E :

% )="fij s =199
I:E ! L;8 2E

()= igaz; haj j=128;
~  hamis egyébként
S=fSn;Su;Seq; ésBm = E E E;Sn Bm Bm program:

P(Sm) = f((;: )(% % 9 2dieés 2dieés 2dieés = Oés
= 0¢s8i2[1:128]: °= | g;

B,=E E E .S, By Byprogram:

p(Sy) = f((;: )(% % 9 2dieés 2dieés °2dleés = Oés
= 0%és8i2[1:128]: %= + i | g

Be= E [0:127] L; S¢ Be Be program:

P(Se) = F((;x;1 ) ( %x%19)j 2dleés = O%ésx=x%sI=( 441 =1)g

Vajon megfelel a most leirt tipus a fenti tipusspeci kacidbnak? A reprezentacio helyes,
ugyanis a pontosan 128 hosszu sorozatokat a reprezentacios fliggvény éppen a kivant
részhalmazokba képezi le, azaz

%[ =[1s]:

Vizsgaljuk meg a programok és a feladatok viszonyat. Vegyuk észre, hogy a
programok allapotterei illeszkednek a megfeltdladat allapotteréhez, tehat felirhatéd
kozottik a relacio.

m = (%dle;%dle;%dl e);
uo = (%dle;%dle;%dl e);
e = (%, idp:127;idL):

Ezek felhasznalasavallan keresztiili megoldas egyszeruen adodik a reprezentacios
fliggvény és a programfliggvények szemantikajabol.
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10.3. példa:LegyenTs = (H; I s; F) egy tipusspeci kaciéF = f F g. LegyenekT; =
(%;11;S,) esTx = (%;12;S,) tipusok, melyekreS, = £5,0;S, = fS;9,% =
%;[11] =[12], ésS; S:.
Igaz-e, hogy hd@; megfelelTs-nek, akkorT, is?
Megoldas:A reprezentacié helyesséte= % és[l 1] = [ 1] miatt trividlisan teljesdl,
hiszen ekkor:

%([120) = %([I]) = [1s]:

Azt kell tehat megvizsgalnunk, hogy vajon 8z program megoldja-e aZ feladatot
a %-n keresztil. Mivel a programok allapottere kézos, feltehetjik, hogy a progra-
mok allapottere és a feladat allapottere egymasnak megfeletietiisetzen ellenkez
esetben mindkét megoldas-vizsgalatnal a feladatnak ugyanazt a kiterjesztését kellene
hasznalnunk, és igy az eredeti feladatot ezzel a kiterjesztéssel helyettesitve az alabbi
gondolatmenet végigvihet

Mivel S,  Si, a két program programfliggvényére teljesil a kdveikez

i Dpsy) D pesa)i
i 8a2Dys,) :p(S2)(a) p(S1)(a):

Jeldljik most is -val a program és a feladat allapottere kdzotti, a megfeleltetésben
de nialt leképezést. Kénnyen lathatd, hogyiatulajdonsag miatt

D opsy v D opsyy v
Mésrészt mivel as; program megoldj& -et a%n keresztil,
De D psy
is teljesil. A fenti két allitas alapjan
DF D sy v
Hasznaljuk fel a masodik tulajdonséagot is! ikztulajdonsag miatt igaz az alabbi
allitas is:
8a2D s,y (v PS)  (Y(a) p(S) D)

Ekkor viszont, mivel a5S; program — &6n keresztiil — megoldasa a feladatnak, tel-
jestil, hogy
8a2Dr: p(S1) (Y@ F(a);

és ezért

8a2Dr: p(S) (P F(a);
azaz azS, program is megoldja aE feladatot a%n keresztul, tehéat &, tipus is
megfelel a speci kacidnak.



10.6. FELADATOK 117

10.6. Feladatok

10.1. Adjunk tipusspeci kaciot, reprezentacios fliggvényt, tipust (amely megfelel a
speci kacidnak). A lehetséges értekg@:99999] A muveletek: a kbvetkezés
az ebzo 100000 szerinti maradékkal. Az elemi értékek a decimalis szamjegyek:
f0;1;2;3;4,5; 6;7; 8, 99. Mutassa meg, hogy a tipus megfelel a tipusspeci ka-
cibénak!

10.2.E=10;1;29, T =f1,2,3,4,5,6,7,8,9,00; F = fFg:
F=1f((a;b;9;(d;e;f))j9k2 z:f + k 10=a+ bg
Készitsen egy olyan tipust, amely megfelel a speci kacionak!
10.3. LegyenTs, = (H1;ls1;F1); Tso = (Ho; | so; F2) két tipusspeci kacio.
1. allitds: MindenT tipusra:T megfelelTs;-nek, T megfelelTs,-nek.
2. éallitasls1] =[1s,] ésF1 = Fa.
Ekvivalens-e a két allitas?

10.4. AdottaTg = (H; I 5; F) tipusspeci kacié, tovabbé adottakia = (%;11; S1) ,
T, = (%;12;S,) tipusok. Tegyik fel, hogll1] = [12];S1 = S és%([11]) =
%([12]),és8 2 E : %( ) %( ),valamintT; feleljen megTs-nek!

Igaz-e, hogyT, is megfelelTs-nek?

10.5. Legyen Ty = (H;lg;F) egy tipusspeci k&cio,T; = (%;11;S1) ;T2 =
(%:12:S) . Legyen[ls]  [11S = S és%([11]) = %([l2]), €és8 2
E : %( )= %( ), valamintT, feleljen megTs-nek.

Igaz-e, hogyT, is megfelelTs-nek?
10.6. LegyenTs = (T;ls;F) a kovetkep tipusspeci kacio:

Is = lgaz; T, = No;F = fFq; Fa0.
F1 speci kacioja:

A= T
X

B= T
XO

Q:(x=x9

R:(922Z:xJ=8 z+x,6s0 x,< 8)

F, speci kacioja:
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A= T T L
X y I
B=T T
XO y0

Q:(x=x"y=y9
R:(I=(x?=y)"rx=x"y=y9
T =(%;1X;E =f0,1,2,3,4,5;6, 7g;
i _
8e2E : %e)=1f(T; (g 8¢ ')g
i=1

a)
I (e) = igaz; hajef 1lés(e;=0)]) ¢ =1);
~  hamis egyébként.
b)
I (e) = igaz; hajej 1;
~  hamis egyébként.
S (E) (E)
8e2E :Si(e)=f 2(E) jjj=jeés
8i2[Ljil:jij=ij i+1és
8i 2 (2] jI: 8 2[13 ijl: iy = i 3..)9
S, (E E L) (E E L)
8e;d2E :8l2L:

Sy(e;d;)=f 2(E E L) (E E L) j
j j=min(jej;jdj)+1 és

8i2[2: j]: i=(ee;dd;ll)és

I=(8 2[1: 1]: eq =dd ) és

jeg =i 1lésjddj=i 1és

8 2[1:i 1]: (es i = Gej j+1 ésdd; i = djdj j+l)g

irja le szavakkal aF1; F, feladatot, &brelaciot és asS;; S, programfiiggvé-
nyét! Megfelel-e a tipus a speci kaciénak az a), illetve a b) esetben?

10.7. Adjunk tipusspeci kaciot, reprezentacios fliggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specikacidnak)! A tipusértékek: a sikvektorok halmaza, a
muveletek: két vektor 6sszeadasa, valamint annak eldontése, hogy két vektor
szamszorosa-e egymasnak.

10.8. Adjunk tipusspeci kaciét, reprezentaciés fliggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a specikacionak)! A tipusértékek: a térvektorok halmaza, a
muveletek: két vektor kivonasa, valamint egy vektornak egy szammal valo
szorzasa.
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10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

Adjunk tipusspeci kaciot, reprezentacios fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a speci kacionak) a komplex szamok tipusara, ahol a muveletek
két komplex szam oOsszeadasa és egy komplex szam képzetes részének
meghatarozasa.

Adjunk tipusspeci kaciot, reprezentacios fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a speci kacionak) a komplex szamok tipuséara, ahol a muveletek két
komplex szam dsszeszorzasa és egy komplex szdik (n 2 N) hatvanyanak
meghatarozasa.

Adjunk tipusspeci kaciot, reprezentacios fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a speci kacionak). A tipusértékek a kdrlemezek halmaza, a muveletek:
egy korlemez eltolasa és annak eldéntése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e a
kérlemezen.

Adjunk tipusspeci kaciot, reprezentacios fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a speci kacidnak). A tipusértékek: a gdbmbok halmaza, a muveletek:
egy gomb eltoldsa és annak eldéntése, hogy egy térbeli pont benne van-e a
gbmbben.

Adjunk tipusspeci kaciot, reprezentacios fiiggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a speci kacionak). A tipusértékek: a négyzetek halmaza, a muveletek:
egy négyzet eltolasa, egy négyzet méretének megvaltoztatdsa, egy négyzet
terliletének kiszamitasa és annak elddntése, hogy egy sikbeli pont rajta van-e
a négyzeten.

Adjunk tipusspeci kaciot, reprezentaciés fliggvényt, absztrakt tipust (amely
megfelel a speci kacidnak). A tipusértékek: a kockdk halmaza, a muveletek:
egy kocka eltolasa, egy kocka méretének megvaltoztatasa, egy kocka térfogata-
nak kiszamitasa és annak elddntése, hogy egy térbeli pont benne van-e a kock-
aban.






11. fejezet

Tipuskonstrukciok

Azzal mar foglalkoztunk, hogy milyen lefeégeink vannak megleyprogramokbdl

Ujak készitésére. A tovabbiakban azt fogjuk megvizsgélni, hogyan hasznéalhatunk fel
megléw tipusokat Uj tipusok Iétrehozasara. Ezeket a médszereket tipuskonstrukcios
modszereknek, az altaluk megkaphato tipusokat tipuskonstrukciéknak nevezziik.

A legkézenfekebb lehebség U tipus létrehozasara, hogy egy adott tipus
muveleteinek halmazat megvaltoztatjuk, Gj muveletet vesziink hozza, elhagyunk
belole, megvaltoztatunk meglevmuveletet. Ez egy egyszeru és nagyon gyakran al-
kalmazott eljaras.

A masik, egy kicsit bonyolultabb lehetég az invarians tulajdonsag megvaltoz-
tatdsa. Az invarians szukitése konnyen kezeltéstjél hasznalhato lehetég.

A harmadik lehetség a reprezentacios fliggvény megvaltoztatasa. Ez is egy fontos
lehebség. A tovabbiakban ennek &ltaldnosabb esetével fogunk foglalkozni, meglev
reprezentécios fuggvényeddallitunk eb Ujakat.

11.1. A megengedett konstrukciok

Természetesen sokféle lebseglink van meglevreprezentacios fliggvényeihijat
csinalni, de mi a tovabbiakban csak harom specialis konstrukciéval foglalkozunk: a
direktszorzattal, az uniéval és az iteralttal. Ezeket fogjuk megengedett tipuskonstruk-
cioknak nevezni.

Az elso tipuskonstrukcios modszer, amivel megismerkediink, a direktszorzat. Le-

elemi tipusértékhalmazokat, és vezessik b&az E, [ E,[ [ En ésB =
T T Tn jeldlést.
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11.1.DEFINICIO : DIREKTSZORZAT

0/0:'[) D
aho'p B T, p E B és

b = f(b)2E Bj8i2[1:n]:9"2E; :("i;b)2 % és

Ha' p kolcsdndsen egyértelmu leképezés, akkor a direktszoreskotd tipus-
nak nevezzik. A direktszorzat-tipusok altalaban rekordok, de nem mindig. Példaul
tekintsiik a racionalis szamok halmazanak egy lehetséges reprezentacidjat:

B=zZ Z'p B Q:

(xy);t)2'p () y60ést=x=y

Egyszeruen lathatd, hogy a fent de nidlt; relacié a raciondlis szamok halmazéat
reprezentélja, de nem kolcsdndsen egyértelmu.

%

11.1. &bra. Direktszorzat konstrukcio

Nagyon fontos tovabba, hogy az (j tipusértékhalmajtrie keverjik 6ssze a
kozbul®o direktszorzattalB), hiszen egy adotB ésT kdzott nagyon sokfélé p
leképezés megadhatd, és az (j tipus szempontjabdl egyaltalan nem mindegy, hogy
ezek kdzil melyiket valasztjuk.

Tekintsik példaul a komplex egészek« bi;a;b 2 Z alaki szamok) halmazat.
Legyentovabb® = Z Z;x;y 2 Z, és

", ((x1y))
" b, ((xY))

X + yi;
y + Xi:
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Akét' p kozotti kildnbség etssorban akkor valik szigni kdnssa, ha példaul a komp-
lex egészek kozotti szorzadsmuveletet kell implementalnunk a szamparok szintjén,
hiszen ekkor az etsés a masodik komponens értékét az

(a+ bi)(c+ di)=(ac bd+(ad+ boi

formula alapjan kilonbdzmaodon kell kiszamitani.
A kovetkeD maodszer, amivel régi tipusokbdl Ujakat hozhatunk létre, az unié. Le-

tékhalmazokat. Vezessik be tovadbbd&az E; [ Ex[ [ E,ésB =Ty T2
[ Th jeloléseket.

11.2.DEFINICIO : UNIO
Azt mondjuk, hogy & = (%;I;S) tipusuniéjaaT,, T2, ..., T, tipusoknak,
ha

%="u u

ahol' y B T, y E B és
u=Tf(b)2E B j9i 2 [1:n]:(";b) 2 %g:

Itt is kiilon elnevezést adtunk annak az esetnek, amikay Eeképezés kdlcsdno-
sen egyértelmu, ekkor az uniéfjyesitésnekevezzik.

11.2. &bra. Unio konstrukcid

Ebben az esetben is nagyon fontos, hogy mindig megkilonbdztessiik a konstrukciod
kdzbil®o szintjén lew uniét B) az Uj tipusértékhalmaztor .

A harmadik megengedett tipuskonstrukciés muvelet az iteralt, amellyel egy
meglew tipusbdl alkothatunk U] tipust. Legyfliy = (%;10;S) tipus,To a neki
megfeleb tipusértékhalma£ aT, tipus elemi tipusértékhalmazaBs T, .
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11.3.DEFINICIO : ITERALT
Azt mondjuk, hogy & = (%;I;S) tipusiteraltja aTy tipusnak, ha

%=, I
aho'y B T, , E T,és
= f(";b)2 E Bj9"i;:in"i 2E 1 ("i;h) 2% és

Az iteralt tipusértékhalmazéanak jeldlé3e= it (Tp).

Az iteralt tipuskonstrukciénak harom specialis esetét killénbdztetjiik meg aszerint,
hogy a' | leképezésre milyen feltételek teljesiinek.

Ha a' | leképezés kélcsbndsen egyértelmu, akkorozattipuskonstrukciorol
beszéliink, és tipusértékhalmaZzat seqTy)-lal jeldljik.

Ha

Gt)Gt)y2',  2perm();
akkor az iteralt konstrukciokombinaciotipusnak nevezziik. A kombinacio
értékhalmazanak jelolés€:= com(Tp).

Ha
[
Gt)yGtya2' fig= f g
i=1 i=1

akkor halmaztipuskonstrukciordl beszéliink. A halmaz tipus értékhalmazanak
jeloléseT = set(Ty).

Természetesen az imént felsorolt harom eset csak specidlis formaja az iteraltkép-
zésnek; létezik olyan iteralt is, amely egyik fenti kritériumot sem teljesiti.

A programokhoz hasonldéan, ha mast nem mondpnikjitiv tipusnakfogjuk te-
kinteni azokat az elemi tipusokat, amiknek a tipusértékhalmaza a természetes szamok,
az egész szamok, a logikai értékek vagy a karakterek.

11.2. Szelektorfiggvények

Az elozoekben de nialt tipuskonstrukcidkra most bevezetiink néhany olyan fliggvényt
és jelolést, amelyek leegyszerusitik a rajuk vonatkoz6 éallitasok, programok megfogal-
mazasat.

szelektorfliggvényeinelagy roviden szelektorainak nevezziik. ha A fenti rekordnak
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11.3. abra. lteralt konstrukcié

tehat pontosan darab szelektora van, és fiavel jeldljik azi-edik szelektort, akkor
s:T! T,és

Tehét a szelektorflggvényeket arra hasznalhatjuk, hogy lekérdezzik a rekord egyes
meadinek (komponenseinek) az értékét. A szelektorokat bele szoktuk irni a ti-
pusértékhalmaz jelolésébe; a fenti esetben a szelektorokkal felirt jelolés:

T=(s1:T1;S2:To;i:0580 : Th):

A rekordtipushoz hasonléan az egyesitéshez is bevezetiink szelektorfliggvényeket.
Mivel az unié esetében a kdzbdlszinten a tipusértékhalmazok unidja szerepel, igy
nincs értelme komponera@eszélni. Hogyan de nialjuk ez esetben a szelektorokat?
Azt fogjak visszaadni, hogy egy addttbeli elemet melyik eredeti tipusértékhalmaz
egy eleméhez rendelte hozza @ fliggvény.

mondjuk, hogy az; logikai fliggvények ar egyesités szelektorai, & 2 [1::n] :
8t2T:
sh="{Ym2T

A rekordtipushoz hasonlé médon az egyesités szelektorait is bele szoktuk irni az j
tipusértékhalmaz jelélésébe. A szelektorokkal felirt tipusértékhalmaz jeldlése:
T=(s1:T1;82:To;i::80 : Th):

Az iteralt tipuskonstrukciok koziil a sorozathoz de nialunk szelektorfliggvényt.
A sorozattipusban a kdzbdlszintenTy-beli sorozat szerepel, a szelektor ennek a
sorozatnak a tagjait adja vissza.

Formalisan: LegyeM = se(Ty). Azs: T N! Ty parcidlis figgvény &
szelektorfliiggvénye, &t 2 T : 8i 2 [1:}]' ,( 2 (]]E

sgi)= "1 P
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A sorozat szelektorat nem szoktuk kulén elnevezni, helyette indexelést alkalmazunk,
azaz a&; = s(t;i) jelolést hasznaljuk.

11.3. Az iteralt speci kacios fliggvényei

Ha az iteralt tipus az ekoekben bevezetett hdrom specialis osztély valamelyikébe
tartozik, akkor tovabbi fliggvényeket de nidlunk hozz4.

LegyenT = it(Tp),(;t) 2 "', éstegyikfel, hogy az iteralt sorozat, kombinacié
vagy halmaz. Ekkodom: T ! Ng,

8
< i haT = seqTp) vagyT = com(Tp);
= iSi
dom(t) ] foig); haT = set(Ty):
i=1

A dom figgvény tehat & elemeinek szdmat adja meg. A fuggveény jol de nialt, ugya-

Yy

hogy a fliggvényérték fliggetlen azvalasztasatol.
A tovabbiakban a sorozattipussal fogunk foglalkozni. Ahol kiilén nem jeldljuk, ott
T=seqTo),(;t)2" 1, =hyq; 20 i

Nem Ures sorozat @dts utolsé elemdov 2 T ! To,hiv2 T! Ty,

lov(t) 1;

Sorozat kiterjesztése a sorozat elején vagy végén (leggeilp): loext : T
To! T,hiext : T To! T,

"1 (kon(hei; ));

"1 (kon(; fei)):

loext(t; e)
hiext (t; e)

Nem Ures sorozat esvagy utolsé elemének elhagyasaval kapott sorozat:
lorem2T! T,hirem2T! T,

lorem(t)
hirem (t)

|
—~
=
N
=

|
—~~
=y

i

11.4. Afuggvénytipus

A gyakorlatban nagyon fontos szerepet jatszik egy specialis rekordtipus. Legyen
egy tetspleges (megszamlalhatd) halmaz, amelyen van egy rakdvetkezési relacio.
Jeldljik ezt a rakovetkezési relacgitcccal, €s inverzére vezessik bprad jel6lést.
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11.4.DEFINICIO : FUGGVENYTIPUS
LegyenE egy tetsmleges tipus értékhalmaza. Ekkorfaz= ( H; seq(E)) re-
kordotfliggvénytipusnakevezziik, é& = fun (H; E )-vel jeldljik.

A flggvénytipusra is bevezetiink néhany fontos speci kacids fuggvényt. A tovab-
biakban legyer = fun (H;E); ((h;t);f) 2 ' p. Ekkor

dom:F ! Ng,
dom(f ) = dom(t):
lob:F! H,
lob(f) = h:
hib:F! H,
hib(f) = succ®™ () 1(h):
lov2 F! E,
lov(f) = lov(t):
hiv2 F! E,

hiv (f) = hiv (t):
loext;hiext :F E! F,

" b (pred(h); loext(t; e));
" p (h; hiext (t;e)):

loext(f; e)
hiext (f; e)

lorem;hirem 2 F! F,

lorem(f)
hirem (f)

" b (sucah);lorem(t));
" p(h;hirem (t)):

A sorozathoz hasonlédan a flggvénytipusra is bevezetiink egy szelekciés parcialis
flggvényt. Tekintsik a fentiekben hasznélket. Ekkors; 2 H | E, Dg, =

fsuccd(lob(f)) jO i<dom (f)g, éshag2 Ds, ,g= succ (lol(f)), akkor
St (Q) = tksr:
A fluggvénytipus szelektorfliggvényét nem szoktuk kilon elnevezni, helyette a ma-

tematikdban — a flggvény helyettesitési értékének jeldlésére — hasznélt zardjeles hi-
vatkozast haszndljuk, vagy egyszeruen indexellink, azaz

fg=1(9) = s (9):
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A fuggveénytipus elnevezés azt a szemléletes képet tikrozi, hogy egy flggvénytipu-
su érték felfoghatd egld ! E tipusu parcidlis fliggvénynek, amelynek értelmezési
tartomanya alpb-tél a hib-ig tart”, értékeit pedig a sorozatkomponens tartalmazza.

Az elobbiekben bevezetettom; lov; hiv; lob; hib fliggvényeket kiterjeszthetjik
az egész allapottérre is: komponaljuk a megtelditozéval. Tehat ha példaxlegy
sorozat tipusl valtozg, akkdom x egy, az egész allapottéren értelmezett fliggvény.
Az ilyenfajta figgvénykompozicidkra bevezetiink egy Ujabb jel6léstai@nti fligg-
vények valamelyike, és a neki megfela tipusu valtozo, akkor & x helyettx:t-t
frunk.

11.5. A tipuskonstrukciok tipusmuveletei

A tipuskonstrukcidk eddigi targyalasabél még hianyzik valami: nem beszéltlink még
a konstrualt tipusok muveleter. Az elobb felsorolt specialis esetekhez — az imént
de nialt figgvények segitségével — bevezetiink néhany tipusmuveletet.

A tovabbiakban megengedett feltételnek fogjuk nevezni azokat bz L allita-
sokat, amelyek lehetnek elagazas vagy ciklus feltételei.

az allapottér valtozéja, komponalhat6é a szelektorfliggvényekkel, és igy az allapot-
téren értelmezett figgvényeket kapunk.sizt fliggvénykompoziciot a tovabbiakban
t:sj-vel fogjuk jeldini. Egy rekord tipusnal a szelektorfliggvény hasznalatat megenge-
dettnek tekintjuk.

Ezenkivil bevezetjiik &is; := t; jelolést is. Ezen azt ti:= t0 értékadast értjik,
amelybert®s; = t;, ést® minden mas komponense megegyedzikegfeleb kompo-
nensével.

A fenti tipusmuveletek arra adnak lebsgget, hogy egy rekord ,memnek" az
értékét lekérdezhessiik, illetve megvaltoztathassuk. A fent de nialt muveletben zavaré
lehet, hogy egy fuggvénynekg;) ,adunk értéket". Ezért fontos megjegyezni, hogy
ez csupan egy jelolése az értékadasnak.

LegyenT = (s; : Ty;:::;80 : Tn) egyesitést : T, t; : T; (i 2 [1::n]). Ekkor
a rekord tipusnal bevezetett jelélést az egyesités esetén is bevezstjikazs; t
kompoziciét értjik, és megengedett fliggvénynek tekintjik.

Ezen kivil megengedett muveleta= ' (t;) értékadas. Ennek az értékadasnak
a jel6lését leegyszerusitjik, a tovabbiakban t; alakban fogjuk hasznalni.

A fenti értékadast bizonyos ésszeru korlatozasok bevezetésével ,megfordithatjuk”.
igy kapjuk a kovetkea parcidlis értékadast; := t. Ez az értékadas csak akkor
végezhat el, hat:s; igaz.

A sorozat tipuskonstrukcié nagyon gyakori, és sokféle muvelet de nialhato vele
kapcsolatban. Attdl fugaen, hogy melyeket tekintjik megvaldsitottnak, kilorddz
konstrukciékrol beszéliink. Most@b megadunk néhany lehetséges muveletet, majd
a sorozattipusokat osztalyokba soroljuk a megengedett muveleteik alapjan.
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Legyen a tovabbiakbah = seqE),t : T, e: E. Ekkor az iménti szelektorokhoz
hasonl6an bevezetjik az alabbi jeltléseket:

dom t ! t:dom
lov t ! t:lov
hiv t ! t:hiv

Természetesenlov ést:hiv csak parcialis fliggvények. Ezenkivil az alabbi (esetleg
parcialis) értékadasokra a kévetkgeloléseket fogjuk hasznalni:

t:=lorem(t) ! t:lorem
t:= hirem(t) ! t:hirem
t:= loext(t;e) ! t:loext(e)
t:= hiext(t;e) ! t:hiext(e)
e;t:= lov(t);lorem(t) ! e;t:lopop
e;t:= hiv(t); hirem(t) ! e;t: hipop

A bevezetett jelolések aldatasra zavarba ejpek tunhetnek, hiszen ugyanazt a kulcs-
sz6t a bal oldalon fliggvényként, a jobb oldalon pedig a muvelet neveként hasznaljuk.
Lényeges ezért megjegyezni, hogy a jobb oldalon taladlhaté muveletek csak a bal oldali
értékadas egyszerugiglolései

Attol figgoen, hogy a fent de nialt muveletek kdziil melyeket tekintjik megenge-
dettnek, kilonboa konstrukcidkrol beszélink.

LegyenT = seqE). Ekkor aT

szekvencidlis input fajha csak dopopa megengedett muvelet;
szekvencidlis output fajha csak diext a megengedett muvelet;

verem ha a megengedett muveleteloaxt és alopop, vagy ahiext és ahipop;
sor, ha a megengedett muveletekiext és alopop, vagy aloext és ahipop.

Ahhoz, hogy a szekvencialis input fajl@gpopmuvelettel hasznalhat6 legyen, tud-
nunk kell, hogy mikor olvastuk ki az utolsé elemet a fajlbol. Ezt a problémat tgy
szoktuk megoldani, hogy bevezetiink egy extremdlis elemet, és kikotjiik, hogy a fajl-
ban ez az utolsé elem (tehat még az ures f4jl is tartalmazza). Ez a technika valosul
meg azokban az operacidés rendszerekben, ahol a szévegfajlok végét fajlvége (EOF)
karakter jelzi.

Mivel a lopopmuvelet bizonyos esetekben kényelmetlen lehet — gondoljunk arra,
amikor nehézkes extremalis elemet talalni —, bevezetiink egy masik olvasémuveletet
is. Haszndljuk az olvaséas sikerességének jelzésérmian; abnormg halmaz ele-
meit. Ekkor azsx; dx; x : read muveleten az alabbi szimultan értékadast értjik:

norm;lov (x);lorem(x); hadom(x) 6 O;

SGdGx read =y rm: dx: x: hadom(x) = 0
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Ha egy szekvencidlis fajlra ad muvelet van megengedve, akkor nincs sziikség
extremalis elemre, helyette ax valtoz6 értéke alapjan lehet eldénteni, hogy végére
értlink-e a fajlnak.

LegyenF = fun (H;E),f : F,e: E,i : H. Ekkor a sorozat tipushoz hasonléan
bevezetjik az alabbi jel6léseket:

dom f | f:dom
lov f ! f:lov
hiv f ! fhiv
lob f ! filob
hib f ! f:hib

A fenti fliggvényeken kivll a figgvénytipus szelektorfliggvéniét)-t is megen-
gedettnek tekintjuk. A rekord tipusnél bevezetett szelektorra gre¢zvonatkoz6
értékadasnak jelen esetben is van megb@elazf (i) := e parcialis értékadas. Az
értékadas azért parcialis, mert csak akkor végezbketaf:lob i f:hib . Ekkor
a fentijelolésen azt aiz := f ?értékadast értjiik, amelyre:

f %lob= f:lob ésf %hib = f:hib ésf (i) = e és
8j 2 [flob:f:hib]:j 60! f9j)= f(j):
A sorozatokra bevezetett kiterjeszés elhagyé muveleteket fliggvény tipusra is
de nialjuk:

f :=lorem(f) ! f :lorem

f := hirem(f) ! f :hirem

f = loext(f;e) ! f :loext(e)
f .= hiext(f;e) ! f :hiext(e)

Ha ezen utols6 csoportban felsorolt muveleteket egy fliggvénytipusra nem en-
gedjuk meg, akkor egy specialis figgvénytipushoz, a vektorhoz jutunk. Az altalanos
fuggvénytipustdl megkilénboztetemar vektortipusra kilon jelélést vezetiink be:

V = vekt(H; E).



12. fejezet

Programozasi tetelek
(Levezetés)

Eloszér néhany egyszeru feladatra keresiink megoldprogramot. Ezek a felada-
tok két szempontbdl is fontosak szamunkra. Egyrészt sok olyan konkrét feladat
van, amelyeknek ezek altalanositasai, igy megoldasukdsbget ad sok konkrét
(konkrétabb) feladat megoldasara is; ezért nevezdiét programozasi tételeknek.
Masrészt megoldasukon keresztll megmutatjuk, hogyan lehet megoldéprogramot le-
vezetni. Ezutan néhany dsszetettebb tételt vezetiink le. Végil a tételek egy fontos cso-
portjaval, specidlis tulajdonsagu fliggvények helyettesitési értékének kiszamitasaval
foglalkozunk.

Ebben a fejezetben a feladatok megfogalmazasaban hasznaljuk a kévetkez
jelentést: adott af : X ! Y flggvény. Ezen azt fogjuk érteni, hogy a feladat
allapotterének van egy olyat altere, amin aX ! Y fiiggvényeket de niéljuk, és
aH altér valtozoit egy-egy megfelelparamétervaltozoval azcel és utofeltételben
régzitjak.

12.1. Programozasi tételek intervallumon

A kovetked tételeknek sok kézds vonasa van. Mindegyik arrél sz6l, hogyragn]
intervallumon teljesul egy tulajdonsag. A' az intervallumon kivil az allapottér
szamos mas komponensé fligghet.

A=2z2 Z
m n
B=12 z
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Q:(m=m°*n=n"m n)

R:(Q"" (m;n;:::))

Az elofeltételberm m 1vagym, attdl fliggpen, hogy a feladatnak van-e értelme
Ures intervallum esetén, vagy nincs.

Az ilyen feladatokat ciklussal oldhatjuk meg. Invarians tulajdonsagnak azt
vélasztjuk, hogy nem az egésfm::n] intervallumra, hanem csak efw::k] részére
teljestll, ezért az allapotteret kibitjik egy Uj egész komponenssdl),( és kiter-
jesztjik a feladatot az Uj allapottérre. Természetesen a kiterjesztésnek csak elvi je-
lentosége van, hiszen a kiterjesztett feladat speci kaciéja formalisan csak az allapot-
térben kiilénbozik az eredeilt Tehat az invarians tulajdonsag:

P=(Q"k2[m xn]™" (m;k;:::))
Ez az invarians tulajdonsag azért megfeleiert:

1. A ciklusfeltételtk 6 n-nek valasztveP ~: ) R, azaz teljesul a ciklus

levezetési szabélyanak a 2. feltétele.

2. A levezetési szabaly elfeltétele altaldban nem teljesul, de kénnyen tudunk
olyanQ%t valasztani, amibl mar kdvetkezikP , és kdnnyu eljutnQ-bol Q%be.
Ez aQ@rendszerint az Ures, illetve néha az egy hosszlsagu intervallum esete,
azaz

Q°=(Q rk=m ~' (m;k;::2)):
3. Még terminal6fliggvényt kell valasztani, ilyen esetekben kézenfeflasztas:

t=(n Kk),hiszenigp ™ ) t> 0

4. Most mar a csak kovetkekeét feltételnek kell teljestilnie:
Q) If(S1;Q%ésP~r ~At=1ty) If(Sp;P t<ty):

Altalanossagban még annyit mondhatunk, hogy a masodik esetben kézen-
fekvo, hogy Sp-t szekvencia formaban keressuk. Egyszeruen belathatd, hogy
a szekvencia masodik tagjaként alkalmazott

ki=k+1

értékadas csokkenti a termindlofliggvény értékét. Azért, hogy az invarians tu-
lajdonség is teljesiljon, a szekvencia kdzbitlslajdonsaga

QU= (If (k= k+1;P)"t=1tg)= P¥ ¥t rt=t,
lesz, mivel igy
QY (f (k:= k+1;P rt<tg)= P* Klap k 1<t

valéban teljesiil.
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A speci k&cio tétele értelmében, & ésS; olyan programok, hog8b 2 B -re, vagy
méasképpen fogalmazva, a paramétervaltozok eékiggetlendl

Q) If (S1;Q9
és
PA At=tg) If (S2; Q% t=tg)
teljestl, akkor a megoldéprogram séméja:

Q

0 St
Q k6 n
S PA At=tg
2 00
ki=k+1 Q
R Prt<ty

12.1.1. Osszegzés

Legyen adottaZ : Z ! Z fuggvény. Feladatunk az, hogy egy adeit:n] Z
intervallumban 6sszegezziik Bfliggvény értékeit. Speci kaljuk elszor a feladatot.

A=272 272 Z

m n s
B= Z Z
m® no

Q:(m=m*n=n"m n+1)
P
R:(Q"s= f(i))
i=m
Ebben az esetben
0 1

NG
t(mims)= @s= (A,

j=m

igy az invarians tulajdonsag:
0 1

Xk
P=@Qrk2[m 1:n]*s= f()A;

j=m
aQallitas:

Q°=(Q"k=m 17s=0):
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Most még keresniink kell egy olyan programot, &abdl Q%be jut. Ak;s :=
m 1,0 értékadas megfelel ennek a kritériumnak, hiszen

Q) If(k;s==m 1,0Q9=(Q”"m 1=m 120=0)= Q.

Mar nincs mas dolgunk, mint talalni egy olyan programot, Bmi  ~ t = to-bol
Q%be jut, ahol

0 1
el

QW= pk Klat=t; =@ k+12[m 1:n]As= f(j)"t=tA:

j=m

Nézzilk meg, hogy mi nem teljes@®@ben: mivelk 2 [m  1::n] (P) ésk 6 n ( ),
k+1 2 [m 1:n]fennall.s értéke viszont nem jo, mel szerint csak-ig tartalmazza
f értékeinek 6sszegd ’szerint pedig mak +1 -ig kell. A fenti meggondolas alapjan
tehats névelésd (k + 1) -gyel j6 lesz, azaz:

PA At=ty) If(s:=s+f(k+1);Q%=

1
= QM"k+12[m 2Lin]*s+f(k+1)= f@i)yrt=to
i=m
A fenti levezetés alapjan kimondhaté az alabbi tétel:
Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-

kalt feladatnak:

Qo kis:=m 1,0
Q k6 n
PA At=tg
s=s+f(k+1) QW
ki=k+1
R Prt<ty

12.1.2. Szamlalas

Legyen egy, az egész szamokon értelmezett logikai fliggvény. A feladat az, hogy
szamoljuk meg, hany helyen igazaz[m::n]  Z intervallumban.

A=2Z Z Np

m n d
B= Z Z
m® no

Q:(M=m°"n=n"m n+1)
P .
R:(Q"d=  ( ()
I=m
A fenti speci kacidban : L !'f 0;1g, amelyre (igaz) =1 és (hamis)=0.
A feladat megoldasa analég az 6sszegzés tételénél leirtakkal:
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0 1
X1 .
' (m;n;d) = @d= CGNA;
j=m
az invarians tulajdonsag:
0 1
X
P=@Q~rk2[m 1:n]rd= ( G)HA;

j=m

aQPallitas:
Q°=(Q k=m 17d=0):

A Q-b6l Q%be juté program &;d := m  1;0 értékadas, mivel
Q) If(kidi=m 1,0,Q%9=(Q"m 1=m 120=0)= Q.

! !

QY= QAk+12[m 1:n]~rd= ( ()" t=tg
i=m
Most is azt kell megvizsgéalni, hogy ~ ~ t = to-bdl kdvetkezik-eQ%® Ha
(k + 1), akkor kovetkezik, mig (k + 1) esetén — az 6sszegzéshez hasonléan —
meg kell névelniinkd értékét. Ezért @ ~ "t = tg-bol Qe jutd program az
IF( (k+1): d:=d+1;: (k+1): SKIP ) elagazés lesz, ugyanis az elagazas
levezetési szabalyat alkalmazva:

PA At=tenh (k+1) ) If(d:= d+1;Q%;
PA At=tonr: (k+1) ) If(SKIP;Q%

miattP ~ A t=tg) If (IF;QY teljesiil.

A fenti meggondolasok alapjan nyilvanvalé az alabbi tétel:

Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

Q

Q° k;di=m 1,0
kén
(k+ 1) P Tt=to
n
di=d+1 | SKIP oo
k:=k+1

R PAt<t,
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12.1.3. Maximumkeresés

LegyenH egy tetspleges rendezett halmaz#s Z ! H egy adott fuggvény. Fel-
adatunk az, hogy egy addth::n]  Z intervallumban keressiik meg azliggvény
maximumat és egy olyan helyét, ahol ezt a maximumértéket felveszi.

A=272 72 Z H

m n i max
B=7Z Z
m® no

Q:(m=m°*n=n"m n)
R:(Q"i2[m:n]” max = f(i)*8j 2 [m:n]:f() f(i))
Az elobbiekkel ellentétben ebben a speci kdciéban nem engedtiik meg az Ures

intervallumot. Ennek oka rendkivil egyszeru: Ures intervallumon nincs értelme
megkérdezni, hogy hol van a maximum. Most

"(min;i;max) =(i 2 [m:n]f* max = f(i)78j 2 [m:n]:f() f(i)):
Tehét az invarians tulajdonsag:
P=(Q"k2[m:n]”i2[m:k]®* max = f(i)~8) 2 [m:k]:f(j) f(i));
Q°=(Q2Ak=m”"i=m" max = f(m));

€sS ai; k;max := m;m;f (m) értékadas. A
Q=(Q"k+12[m:n]™i2[m:k+1] " max = f(i)»
8 2[m:k+1]:f(j) f(i)~t=to):
APAM At = to-bol Q%e jutd program itt is egy elagazas ledz:(f (k + 1)
max :i;max := k+1;f(k+1); f(k+1) max :SKIP ), ugyanis

PA At=torf(k+1) >=max ) If (iimax := k+1;f(k+1);Q%;
PA At=torf(k+1) <=max ) If (SKIP;Q%
miattP ~ A t=tg) If (IF;Q9 teljesiil.

Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

QO i;k;max = m;m;f (m)
Q k6 n
PA At=tg
n f(k+1) max nf(k+1) max
i;max := k+1;f(k+1) SKIP o
k=k+1

R PAt<t,
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12.1.4. Feltételes maximumkeresés

LegyenH egy tetspleges rendezett halmaz €s: Z ! H egy adott figgvény.
Legyen egy, az egész szamokon értelmezett logikai figgvény. Hatarozzuk meg a
d e\ [m:n] halmaz felett az fliggvény maximumat és a halmaz egy olyan elemét,
amelyerf a maximumértékeét felveszi.

A= 7 Z Z H L
m n i max |
B=2Z Z
m® no

Q:(m=m*n=n"m n+1)
R:(QM1=(9 2[mzn]: (i)Y~ (2 [man]™ (i)™ max = f(i)?
8 2 [mxn]: (j)! £(G) f(@®)
Itt Gjra megengedhetaz lres intervallum, és ekkor az a valasz, hogy az interval-
lumban nincs tulajdonsagu elem.

A levezetés az elroekhez hasonléan:

P=(Q"k2[m 2Ln]™1=(9 2 [m:xk]: (@)~IY (2 [mzk]lr ()N
max = f(i)~8) 2 [m:zk]: ()! f(G) f(i)

Q°=(Q”rk=m 17 1= hamis)

Q¥=(Qrk+12[m 21:n]~1=(9 2 [m:k+1]: ()"
IV (i 2[mzk+1]™ (i)*max=f(@{)"
8 2[m:k+1]: ()! () f(@))

P~ ésQ%sszehasonlitasaval lathatd, hogy harortehebség van:

(k + 1) : ekkor SKIP;

(k+1) ~: l:ezaz el tulajdonsagu elem, teh§ti; max := igaz;k +
Lf(k+1);

(k +1) ~ I: ekkor a maximumkeresésnél megismert két eset lehetséges:

—f(k+1) max:ekkorimax ;= k+1;f(k+1),

—f(k+1) max:ekkorSKIP .
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Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

k;l := m 1;hamis
k6 n
ook kDAL (k+1) "I
nf(k+1) maxnf(k+1) max
SKIP [;i;max := i:max := SKIP
igaz;k+1;f(k+1) | k+1:f(k+1)
k:=k+1

12.1.5. Lineéris keresés

Legyen :Z! L adottfliggvény éfm::n] egy intervallum. Keressik meg az @ls
olyan helyet azm::n] intervallumban, ahol igaz értéket vesz fel, ha egyaltalan van
ilyen hely.

A=272 Z Z L

m n i |
B= Z Z
m® no

Q:(mMm=m*n=n"m n+1)
R:(Q"MI=(9 2[man]: gnA~IY (i 2 [man]n (D)
8 2[m:i 1]:: (§))

A ciklus invarians tulajdonséaga:

P=(Q"i2m 21:n]~1=(9 2[m:zi]l: ) "8j2m:i 11:: (),

Q°=(Q7”i=m 171= hamis),

QW=(Q"i+12[m Lun~rl=9  2[m:i+1]: ()

ABj 2 mi]: ()Nt = to),

és igy a ciklusmag etsfele azl ;= (i + 1) értékadas lesz.
Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

QO i;l = m 1;hamis
Q 1M i6n
: PA At=tg
[:= (i+1) QW
i=i+1

R PAt<t,
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Megjegyzés: ezt a programozasi tétislearis keresés 2.8altozatnak is nevezziik.

12.2. Tételek ,feltételig” valtozata

A tovabbiakban hasznaljuk a kbvetkgelolést. Legyen : Z! L ésm 2 Z. Tegylk
fel, hogy9i m: (i). Jeldljuk (m; )-val az el® olyan egész szamot, amely nem
kisebb, mintm, ésigaz ra a, azaz

(m; )xs=minfx2Zjx més (X)g:

Az elozo rész tételeit fogalmazzuk meg most kicsit mas formabanidijesulését
most nem egy{m::n] intervallumon, hanemm-tol az el® tulajdonsagu helyig
koveteljuk meg.

A= 1Z
m
B=2Z
mO

Q:(m=m%9i m: (i)

R:(Q""(m; (m; ):::))

A megoldas most is egy ciklus lesz. Az allapotteret egy egész és egy logikai kom-
ponenssel terjesztjik ki, legyenek a megfeleéltozokk ésv. A ciklus invarians
tulajdonsaga pedig az, hogy m 1, a'm -tol k-ig teljesil,v annak megfelaen
igaz vagy hamis, hoglk-ra igaz-e, és végll még azt is megkdveteljuk, héglott
nincs tulajdonsagu hely, azaz

P=(Q"k m 1~"'(mk;:::)"

v=09 2 [m:k]: (i)*8j 2[m:k 1]:: (j)):
A ciklusfeltétel:: v, mivelv” P esetérk = (m; )ezértv® P ) R.
Ebben az esetbaD®nek valaszthato:

Q°=(Qrk=m 172" (mKk;:::)":v):

A termindléfiiggvény a kovetkez az ebfeltétel miatt 1étezik olyalN egész szam,
ami nagyoblm-nél, és igaz ra, ezért legyen

t=(N k);

amiP ”: v esetén biztosan pozitiv.
Most is szekvenciaként hatarozzuk meg a ciklusmagot. A szekvencia méasodik fele
legyen
kijv:i=k+1; (k+1)
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és
Q= (If (k;v = k+1; (k+1);P)"Nt=tg)= PK K1 (D ag= gy

Mivel
Pk k+1 ;v (k+1):(Q/\k+1 m 1/\'(m;k+1;:::)/\
(k+21)=9i 2 [m:k+1]: (i)~8) 2 [m:k]:: (j));
haP ~ At = tg teljesiil, akkorQ%teljesiiléséhez mar csak az kell, hogym; k +
1;:::) isigaz legyen.
Tehét, kilmvitve a paraméterteret is e egész és egy® logikai komponenssel,
mar csak a kovetkezkét programot keressiik:

Q) If (S1;Q9
és
PA Ak=KkOAv=V0) IF (St (mik+1;:::) M k= kOAv=V9:

Tehat a megoldéprogram sémaja:

Q

S;
0
Q Y
S PA At=tg
2 Qoo
kijv:i=k+1; (k+1)
R Prt<ty

Megjegyzés: az invarians tulajdonsaghlan 9i 2 [m::k]: (i) helyett azért nem
irhatév = (k), mertk = m 1lislehet, és(k 1)-rol nem tudunk semmit.

12.2.1. Osszegzés feltételig

Legyenek adottak az: Z! Z és :Z! L fliggvények. Tegyik fel, hogy létezik
i m,amire igaz. Feladatunk az, hogy az adeittol az el® olyani-ig, amelyre
igaz, 0sszegezzik &zfuggvény értékeit. Speci kaljuk elszor a feladatot.

A=2 Z
m S

B=12Z
mO

Q:(m=m’9j m: (j)
@)
R:(Q"s=  f())

j=
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Ebben az esetben tehét 0 1
X
t(miis)= @s= f())A;
j=m
vagyis ugyanaz mint az intervallumos 6sszegzésnél volt, 8zémek valaszthatjuk a
k;s;v:=m 1;0; hamis értékadast éS,-nek ugyanazt, mint amit az intervallumos
O0sszegzésnéd .= s+ f(k+1).
Tehat kimondhat6 a kdvetkezétel:
Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

Q k;s;v:=m 1;0;hamis pAr A

Q° Y t=1o
s:= s+ f(k+1) Q%

kivi= k+1; (k+1) pn

R t<to

12.2.2. Szamlalas feltételig

Legyenek és azegész szamokon értelmezett logikai figgvenyek. Tegyik fel, hogy
léteziki m, amelyre igaz. A feladat az, hogy szamoljuk meg, hany helyen igaz
azm-tol az el® olyani-ig, amire igaz.

A=7Z No
m d

B=Z
mO

Q:(m=m°"9i m: (i)
)
R:(Q"d= 0)

I=m
A feladat megoldasa anal6g az 6sszegzés tételénél leirtakkal.
Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-

kalt feladatnak:

go k;d;v:=m 1;0; hamis pPA A
v t=to
i (k+1)
d=d+1 | SKIP Q®
kivi= k+1; (k+1) P 7

R t<ty
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12.2.3. Maximumkereseés feltételig

LegyenH egy tetspleges rendezett halmazfés Z ! H egy adott fliggvény ésaz
egész szamokon értelmezett logikai figgvény. Tegyuk fel, hogy létezikn, amire
igaz. Feladatunk az, hogy az-tol az el® olyani-ig, amelyre igaz, keressik meg
azf figgvény maximumat és egy olyan helyét, ahol ezt a maximumértéket felveszi.
A= Z H
i max
B =
0

SN SN

Q:(m=mo"9j m: (j))

R:(Q"i2[m: (m; )]"max=1f(i)"8)j 2 [m: (m; )]:f() f(i))
Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

Q

0 i;K;max;v := m;m;f (m); (m) pAr oA
Q TV t=to
n f(k+1) max nf(k+1) max
ipmax = k+1;f(k+1) SKIP Q%
kivi= k+1; (k+1) P
R t<tg

12.2.4. Feltételes maximumkeresés feltételig

LegyenH egy tetspleges rendezett halmaz €s: Z ! H egy adott fliggvény.
Legyenek és azegész szamokon értelmezett logikai figgvények. Hatarozzuk meg
ad e\ [m: (m; )] halmaz felett, ha az nem Ures, faZzliggvény maximumat és a
halmaz egy olyan elemét, amelyera maximumértékét felveszi.

A=27Z Z H L
m i max |
B=7Z
mO

Q:(m=mo9j m: (j))
R:(QAI=(92[m: (m; )]: (DAY (2[m: (m; )]~ ()
max = f(i)"8j 2 [m:x (m; )]: (G)! (F(G) F@)))
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Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

k;l;v := m 1;hamis; hamis

Y
- (k+1)n (k+21) ~: n (k+21) ~1
nf(k+1) maxnf(k+1) max
SKIP I;i;max = imax := SKIP
igaz;k+1;f (k+1) | k+1:f (k+1)

kijv:i=k+1; (k+1)

12.2.5. Linearis keresés

Most egy kicsit eltériink az altalanos sématol, és tobb specialis esetet vizsgalunk meg.
Legyen : Z ! L adott tulajdonsag. Az elsfeladat az, hogy keressik meg azt

a legkisebb tulajdonsagu egész szamot, amely nem kisebb, mint az ad@tZ

szam, feltéve, hogy van ilyen.

A= 7 Z
m i

B= 27
mO

Q:(m=mo"9j m: (j))

R:(Q"i m~” (i)"8j2[mzi 1]:: (j))

A feladatot ciklussal oldjuk meg. Az invarianshoz gyengitjik az utofeltételt, el-
hagyjuk beble (i)-t:

P=(Q"i m~8j2[mzi 1]:: (j))
1) Q°=(Q"i=m)
2) =: (i)

3) LegyenN  m tetsolegesen rogzitett olyan szam, amely(@\ ) igaz (ilyen
az ebfeltétel miatt 1étezik). Ekkot = N .

5) Azi = i +1 értékadas csokkenti a terminalofiiggvény értékét.

4P~ ) If(i=1+1;P)
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Tétel: Az alabbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

go = m
(i) b
] i=i+1
R P

A fenti program csak akkor megolddsa a feladatnak, ha aulajdonsag
megengedett feltétel. Ha ez nem igy van, akkor masik megoldast kell keresnink.
Vélasszuk az aldbbi invarianst (a feladat marad ugyanaz!):

P=(Q~i m 1A 2[m:i 11:: () 1=9 2 [m:il: ()
Ekkor:

1) Q°=(Q”i=m 1~1= hamis)

2) =:1

3) LegyenN  m tetsolegesen rogzitett olyan szam, amely(@® ) igaz (ilyen
az ebfeltétel miatt Iétezik). Ekkor= N i.

5) Azi := i +1 értékadas csokkenti a terminaléfiggveny értékét.

4) A ciklusmag szekvencia lesz, melynek kozlolfisltétele:
QW=(Q"i+1 m 1A(@ 2[mzil:: (N 1=9 2[mzi+1]: ());
és igy a ciklusmag etsfele azl := (i +1) értékadas lesz.

Tétel: Ekkor az alabbi program is megoldasa a speci kélt feladatnak.

QO i;l == m 1;hamis
Q o
. P~
[:= (i+1) QW
i=i+1
R P
Legyenek adottak g : Z ! L és azm egész szam. Jeldljik-vala _ -t

és tegyuk fel, hogy létezik m, hogy (j). Keressik meg alegels m: (i)
elemet (ha van olyan), amelyott (m-tol kezdve) nem volt igaz! Ennek a valtozatnak
mar a speci kaciodja is mas lesz, hiszen a feladat is megvaltozott.

A=27Z Z L
m i u
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Q:(m=mo"9j m: (j))
R:(QMu=(9 m: ()*8k2[m:z 1]:: (k)
u! (i m~™ (H)r8j2m:i 1]:: ()
A feladatot megoldo ciklus invariansa:
P=(Q"i m 17ru=(9 2[m:zi]: (G)~v=(9 2 [m:i]: Gn*
8 2[mzi 1]:: ()
Ekkor:
1) Q°=(Q”i=m 1~ u= hamis” v= hamis)
2) =:1u”:v
3) LegyenN  m tetsolegesen rogzitett olyan szam, amely(@ ) igaz (ilyen
az ebfeltétel miatt l1étezik). Ekkot = N .

5) Azi = i +1 értékadas csokkenti a terminaléfliggvény értékét.
4) A ciklusmag szekvencia lesz, melynek kozloifisltétele (f (i := i +1;P)):
Q¥=(Q"i+1 m 1ru=(9j 2[mzi+1]: (N
v=(9 2 [mzi+1]: (j)"~8j2[mzi]:: (j)Nt=tg);
és igy a ciklusmag etsfele azu;v := (i +1); (i +1) értékadas lesz.

Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

QO i;u;v :=m 1, hamis; hamis pr A
Q A TEAEIRY, t=1o
- - QOO
uvi= (i+1); (i+1)
N N P N
=1+1
R 1<ty

Megjegyzés: A lineéris keresés fenti harom valtozatat rentinearis keresés 1.,
2., 3. véaltozatanak is szoktuk nevezni.

12.2.6. Tételek masképpen

A fejezetben szerepltételeket kimondhattuk volna kicsit mas formaban, formakban
is. Ezzel a tételek kuldnféle valtozatat kaphatjuk. Nézziink néhany példat!

Eddig a ,feltételes” tételeinket Ugy fogalmaztuk meg, hogyeljesiilésém-tol
az el® tulajdonsagu helyig kdveteljik meg, ezt ulajdonsagu helyet is beleértve.
Kimondhatnanloket Ggy is, hogy teljeslilésém-tol csaka tulajdonsagu helyekre
koveteljik meg.
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Legyenm mostm + 1 vagym, attdl fuggen, hogy van, vagy nincs értelme a
feladatnak az Ures intervallumon. Tegyuk fel, h@jyy m : (i), éslegyen

m; Y:=minfx2Zjx m és (x+1)g:
A =

B =

S N3N

0

Q:(m=m%9i m : (i)
R:(Q"' (m; Am; )::)
A megoldas nagyon hasonlé lesz amahoz, csak az invarians tulajdonsagban
[m::k] helyett[m::k + 1] szerepel,
P1=(Q*k m 1~"(mk;:::)n
v=9i2[m :k+1]: (i)"8j2[m =k]:: (j));
ésQ%ben pedig v helyettv =  (k),

QI=(Qrk=m 17" (mk;::)rv= (k+1)):

Innen kezdve a levezetés teljesen azonos moédon megy, és a megoldéprogram
séméja:

QO S](_)
Q Y
s PA At=tg
2 QU
kivi=k+1; (k+2)
R Prt<ty
ahol S? speci kacidja
Q) If (S:QY);
ami azt jelenti, hogy a konkrét tételekbe: ;v := :::;hamis helyett:::;v :=

2oy (m) kerdl.

Egy masik lehaiség valtozatokra: az ebben és azzelrészben szereplprogra-
mozasi tételeket megfogalmazhattuk volna altalanosabban is.

A fuggvényeket értelmezhetjik az egészek helyett egydksges, olyan halma-
zon, amelynek minden elemének van rakévetiegsucc) és megeadzoje (pred). Ez
semmi kilénds problémat nem okoz, csak 1 helyettsucqx)-et,x 1 helyett
pred(x)-et kell irni.

Kicsit bonyolultabb a helyzet, ha csak azt tessziik fel, hogy a halmaz barmelyik
elemélol megkaphatjuk barmelyik elemétsaicc vagy apred véges sokszori alka-
Imazasaval, ami egyébként sokszafetduld eset a gyakorlatban. A megoldas ebben
az esetben hasonléPaés aQ® modositasaval () programot speci kalunk.
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12.3. Programozasi tételek halmazon

Az intervallumon értelmezett fliggvényekre vonatkozo6 tételeket megfogalmazhatjuk
altalanosabban is.

Legyenek a fiiggvények tetsleges véges halmazon értelmezve, és tegyik fel,
hogy el tudjuk dénteni eal a halmazrél, hogy lres-e, ha nem Ures, ki tudjuk valasztani
egy elemét, és végil egy elemet, amely benne van, el tudunk haggte.bel

Azaz legyen az allapottérnek egy olyinkomponense, amelynek az elemeEaz
halmaz véges részhalmazai. Bzszintén komponense az allapottérnek. A megdelel
véaltozék legyenek ése; ah 6 ; megengedett feltétel ésaz2 hilletveh := hnfeg
megengedett programok. Ezekkel a programokkal kapcsolatban emlékeztetiink arra,
hogy haR feltétel nem fligge-tol, akkorlf (e :2 h;e2 h" R) = h6 ;» R, és
tetsolegesR feltétel esetéif (h := hnfeg;R) = R" hnfes:

A feladatok séméja ebben az esetben:

A=H E

h e
B=H

ho :::
Q:(h=hA"hs6 ;)
R:( (h%::2)

Megjegyzés: " h 6 ;) részre akkor van sziikség, ha a feladatnak nincs értelme
Ures halmaz esetén (maximumkeresés).

A feladatot most is ciklussal oldjuk meg. Az invarians tulajdonsag

P=(h ho*'(h°nh;:::));

a ciklusfeltételh 6 ;,

a termindlé fuggvényihj,

A megoldo program sémaja:

Q0 s
Q
hé ;
_ PA At=tg
e2h Qo
Se QU000
h:= hnfeg
R PArt<tyg

AQ%=(e2 hr"P~" ~t=tg)e:2 hutan teljesilh := hnfegcsokkenti a
terminalé fuggvény értékét, ezért a szokasos mageit= (Ph hnfea A t = tg),
Tehat aQ; QP parral specikaltS; és aQ® Q%Oparral speci kaltS, programok
meghatarozasa van hatra.

Nézzik a konkrét tételeket!
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1. Osszegzés I

’ s:=s+ f(e) ‘

2. Szamlalas ]
X

‘(9= d= ( (x)

x29g

di=d+1 SKIP

3. Maximumkeresés

' (g;i;max) = (i 2 h°* max = f(i)"8x 2 g:f(x)

| S |
——
e:2h

i;max := e;f(e)

ISy |
——

h f(e) max n f(e) max

i;max := e;f(e) SKIP

4. Feltételes maximumkeresés
"(g;iimax)=(1=9%x2g: (xX)"

max)
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It (i2g\d e*max=f(i)*"8x2g\d e:f(x) max))

| Sp |
——
’ | :== hamis ‘
I S |
——
bt @ @] CH
n f(e) max n f(e) max
SKIP I;i; max = i; max := SKIP
igaz;e;f(e) e;f(e)

5. ,Lineéaris keresés”
Ebben az esetben
"(g;he)=(l=92¢g: ()"
It (e2g” ()
és a ciklusfeltétel ismédosul. Mostta6 ; ~: | a célszeru valasztas, hiszen
P~ (h=;_ 1)-bolis kdvetkezikR.
| S; |
——

’ | := hamis ‘

ISy |
1
] l:= (¢ \

Megjegyzés: Ez a tétel a linearis keresés 2.8 megligletk tekintheti, azzal az
eltéréssel, hogy nem beszélhetiink ap eldulajdonsagu elenof, mivel nem
tételeztiik fel a halmazrél a rendezettséget.

12.4. Bonyolultabb feladatok

Ebben a részben néhany kevéshé egyszeru tételt vezetiinlosodlan azért, hogy
megmutassuk, dsszetettebb feladatok esetén is hasznéalhaté a levezetés, masrészt az
igy kapott tételek is elég fontosak.

12.4.1. Logaritmikus keresés

LegyenH egy olyan halmaz, amin értelmezve van egy rendezési relacio. Légyen
Z'H monoton névekedfliggvény. A feladat az, hogy dontsik elfafiiggvényol,
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az adotfm::n]  Z intervallumon felveszi-e & 2 H adott értéket, és ha igen, akkor
adjuk meg az intervallum egy olyan pontjat, ahol a fiiggvényérték

A=7Z Z H Z L
m n h i |
B=2Z Z H

m® n% Qo
Q:Mm=m*n=n°"h=h""m n+128k;j 2 [m:n]:
(k<j)t (f(k)  £G))
R:(QM1=(9 2[mzn]:f()=h)~11 (i 2 [m:n]”~f(i)= h))
A monotonitast felhasznalva az intervallumot mindkét végérukitjik az inva-
riansban:
P=(Q"[uxv] [m:n]”*8j 2 [m:n]nfu:v]:f(j)6 h~"
[T (i 2 [uzv]™ £ (i) = h)
Ekkor:
1) Q°=(Q”u=m~v=n"I|= hamis)
2) =:1"u v
3) Informélisan fogalmazva jel6lje a még megvizsgalandé elemek szamét. Ezt

egy esetszétvalasztassal adhatjuk meg:

v u+1l; ha:l;
0; hal:

4) A ciklusmag legyen egy szekvencia, melynek kozbddtétele:
Q%= (QA" [uxv] [m:n]~8j 2 [m:n]nfu:v]:f(j)6 h~
A (02 [unv))

Ekkor a szekvencia dis fele lehetne azi :2 [u:v] értékkivalasztas.
Hatékonysagi szempontokat is gyelembe véve azonban valasszuk az interval-
lum koézéps eleméti := d(u + v)=2e. A ciklusmag masodik felében harom
eset lehetséges:

— f (i) <h:ekkorazu := i +1 értékadas az invarianst megtartja;

— f (i) = h: ekkor megtalaltuk a keresett elemet, tehat igaz;

— f(i)>h:ekkorav:=i 1értékadas az invarianst megtartja.

5) Egyszeruen ellegrizheb, hogy a fenti eldgazas mindharom aga csokkenti a
terminaléfliggvényt.
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Tétel: Az aldbbi, struktogram formaban megadott program megoldasa a fent speci-
kalt feladatnak:

Q

o u;vil = m;n; #
Q I Mu v
. PA At=t
i == d(u+ v)=2e o 0
f(i)<h n f(i)=nh n f(i)>h
u=i+1 | =" v=i 1
R PArt<tyg

12.4.2. Visszalépéses keresés

LegyenN 2 N, ésN > 1. LegyenekU; (i 2 [1:N]) tetsoleges véges, legaldbb
kételemu halmazoki(< ; = jUjj< 1).U= U Uy -

Legyen%: U ! L, amely felbonthat® : U ! L (i 2 [0:N]) tulajdonsagok
sorozatara az alabbi médon:

1. % = igaz;

2.8 2[0:N 1]:8u2 U : % (u)! %(u);

3.8 2 [1:N]:8u;v2 U (8 2 [1i]:uj = vj) ! %(u) = %(v);
4. %= % .

A feladat annak eldontése, hogy létezik-e olyan elé+han, amelyre teljesil %
feltétel, és ha igen, adjunk meg egy ilyen elemet.

A=U L
u |

B = fXg

Q: lgaz

R:(Il=9v2U:%v"I! (U2 U" %u))

Szamozzuk med) elemeit a kévetkez médon. MinderlJ; halmaz elemeit sza-
mozzuk meg nullatol;  1-ig. EzutanU mindenu eleméhez van egi1;:::;in)
rendezetN -es, amelyres = (u;,;:::; Ui, ),ahol0 i3 < 1;:::;0 iy < n.E
megszamozas egy lexikogra kus rendezést de tiah.

LegyenN = [0:: 1 1] [0:: v 1]. Ekkor a fenti megszamozas egy
bijekciét IétesitN ésU kozott. Jeldlje ezt akl | U leképezést .

Vegyuk észre, hogy ad halmaz elemei felfoghatok vegyes alapi szamrendszer-
ben felirt szamként is. Ez alapjan eg® N N -es szamértéke:
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f ( ) i i ahol:

i (i 2[1:N]):
j=i+l
A bevezetett jelolésekkel a feladatot Gjra speci kaljuk, és most mar megkovetel-

hetjik azt is, hogy ha létezik keresett tulajdonsagu elem, akkor azlgét adjuk
meg:

A =N L
I

B = fXg

Q: lgaz

R:(I=9 2N % ()"

(o ()"8 2N f()<f () % ()

Ha nem hasznaljuk ki &specialis tulajdonséagait, akkor a fenti feladat megoldhat6
linearis kereséssel,[@:;jNj  1]intervallumon. Vizsgéljuk meg, hogyan hasznéalhat-
nank ki%specialitasat! Nevezetesen azt, hogya tulajdonsaga miatt, h&b(' ( ))
igaz, %1 (' ( )) pedig hamis, akkor minden olyar? 2 N -re, amelynek etsi + 1
komponense megegyezikelsoi + 1 komponensévelp.1 (' ( 9) is hamis lesz.

fig: ", =0 es"; = 1. Nyilvanvalo, hogyf (o) =0,f("n) =1 €s8j 2 [1L:N]:
f(")= .

Egészitsiik ki a -t egy ,tulcsordulasbittel”, amelynek 1 értéke azt jelzi, hogy
értéke mar nem novelteet

Terjesszik ki az flggvényt az alabbi médon:

f:f0O;1g N! No,

f(o )

i ahol:

|
o
o

=+

Ezeket a jel6léseket haszndlva de nialjuk az 6sszeadas muveletdt-kédi elem

kozott.
Ok 0= O (e r(9=1(0

Most mar megfogalmazhatunk egy egyszeru, de fontos allitast, ami alapjan kihasznal-
hatjuk a megoldas sor&specialis voltat.



12.4. BONYOLULTABB FELADATOK 153

12.1. éllits: Legyen 2 N, valamilyeni 2 [L:N]-re: %(' ( )), és8) 2 [i +
L:N]: ; = 0. Ekkor8 -re, ami nagyobb, mint, és kisebb, mint + ";,

“%( ().

A kovetkeokben a vegyes alapl szamrendszerbeli szamot tipusnak tekintve
de nialunk két tipusmuveletet is, a fenti allitast is gyelembe véve.

Az elo muvelet megndvelésé, -mel.

Anevel = N No f 0;1g

m 0
Bnevet = N No
0 mO
Qnevel :( = 92 m=m% m%2 [1:N]~8i 2 [m°+1:N]: ; =0)
Rnevel 1 (( 0 )= %+ "mo~ m2[0:mg~
8i2[m+1:N]: =0~ ,, 60)

A megoldas egy ciklus, amelynek invarians tulajdonsaga:
Prevel : (f( )+ o Qm = f( 0)+ Qmoe” m2 [O::m(ﬂl\
8i2[m+1:N]: {=078i2[lxm 1]: ;= D
Ciklusfeltétel: ¢ 6 0 * m 6 0, és a terminaléfliggvényp + m.
Ekkor a megoldoprogram:
[nevel( o; ;m )|
—
0.=1
060"m60
N m=m 1
m, m:=m 10 ‘ 0, m:=0;, n+1

De nialjuk a masik muveletet is, amely amellett, hod§' ( ))-t elddnti, azt a
legkisebb indexet is megadja, amelgt¢' ( )) hamis.

Akeres = N No L

m I
Bkeres = N No
° m
Queres : (= " m=m% m°2 [1:N]” %o 1(" (1))
Rieres :( = M 1=9% ()"
L (M2 MENTA % aC ()N W (DN
IT m=N))

Ennek a feladatnak a levezetése majdnem azonos a lineéris keresésével.
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| keres(;m;l) |
—T—
m;l:=m 1;igaz
I"mé6 N
= %naa ()
m:=m+1

Megjegyezzik, hogy az utéfeltétel utolsé sora esettinkben f6losleges, de a vissza-
Iépéses szamlalasnal majd épitlink ra.

Mindezek birtokdban mar egyszeru lesz a megolddprogram levezetése. Legyen az
invarians tulajdonséag:

P=(8 2N :0 f(0; )<f (o )!t (N I=%R ()
A Co=1_m2[LN]N % (D" % 2C (D"
8i2m+1:N]:  =0)

A ciklusfeltétel és a terminalofliggvény kézenfekwmodon adodik: 1|~ ¢ =0
és N i fCo ).

j=1

Az invarians tulajdonsag teljesulését a
Q%=( ="o" o=0"

=% (") *: 1L (M2 LN % (C ()" % 2( (1))
garantdlja.

Q%t egy szekvenciaval érjiik el, amelynek a kozbitlslajdonsaga
Q¥=( ="¢" ¢=0"m=1).

A Q%pol kévetkezikQyeres , €Z€rt a szekvencia masodik tagjandkeaes( ; m; | )-t
valasztva teljesiRyeres » amilol pedig kovetkezikQC. Természetesen a szekvencia
elso tagjanak a; o;m := "g;0; 1 értékadast valasztjuk.

A ciklusmag levezetése is egyszeRl.® -bol kdvetkezikQnevel, €z€rt a cik-
lusmag els feléneknevel( o; ;m)-t valasztva igaz lesRpevel, SOt P-t és a 12.1.
allitst gyelembe véve az isiigaz, hogy 2 N : 0 f(@©; ) <f(o; )!
;%' (). Abban az esetben, hg = 1 isigaz,P is teljesil. Ha 6 1, akkor még

= (Nn

P (o=1_m2[IN] % (C ()% C (D7
8i2[m+1:N]: =0)
teljestilésénl kell gondoskodni, de ehhéRyeres Mar elég lenne, az pedig igaz lesz
keres( ;m;| ) utan, merQyeres igaz volt.

Mivel nevel( o; ; m) nyilvan csokkenti a terminaléfiggvény értékét, a kovetkez

program megoldasa a feladatnak:
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; osmi=";0;1
keres(;m;l)

N 9=0
nevel( o; ;m)
0=0
keres(;m;l) ‘ SKIP

n

12.4.3. Visszalépéses szamlalas

A visszalépéses kereséshez hasonléan tébb visszalépéses technikat alkalmazé algorit-
mus is levezethet példaul a visszalépéses szamlalas.

A =N No
d

B = fXg

Q :lgaz

Coq= o
R: d= L % ()
A feladat megoldasa most is egy ciklus lesz, amelynek az invarians tulajdonsaga

P=(d= _ ., % ()"
(0=1_m2[IN] "%, 1 ( )"8i2[m+1:N]: {=0)):

Az invarians masodik sora garantalja a 12.1. allitas alkalmazhat6sagat. Most az
invarians teljesllését egy szimultan értékadassal érhetjik el;m; d := "¢; 0; 1; 0.

A ciklusfeltétel o = 0 lesz. A terminal6fliiggvény ugyanaz, mint a visszalépéses
keresésnél.

Az invarians tulajdonsagbdl koévetkeziyeres , €z€rt keres( ;m;l) utan

Ryeres igaz lesz. Ha |, akkor < (o) % ()= (o) % () ,

egyébkent - .y ® ()*1= (o) XD

Végul, anevel( ¢; ; m) megtartja az invarians tulajdonsagot a 12.1. allitas miatt,
és csokkenti a terminaléfliggvény értékét. Megjegyezziik, hogy itt hasznaltuk ki azt,
hogy a keresési feladath&ff ( ))) esetén is meghataroztuk, mi legymrértéke.
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o;m;d = ";0;1;0
0=0
keres(;m;l)
I
di=d+1 | SKIP
nevel( o; ;m)

12.5. Fuggvényerték kiszamitasa

A tovabbiakban bizonyos specidlis fliggvények helyettesitési értékének kiszamitasa-
val fogunk foglalkozni. Tegyiik fel, hogy van edy: X ! Y fliggvénylink, ahoK
ésY tetsmoleges halmazok. A feladat speci kacidja tehat:

A=X Y
Xy
B =X
XO
Q:(x=x9
R:(y=f(x9)
Természetesen gz= f (x) értékadas megoldasa a feladatnak. Ha ez az értékadas
nem megengedett program, és semmi méast nem tudunk a flggliéakkor a

megolddprogram ekllitdsardl sem tudunk mondani semmit. Ezért az elkbvetkez
ben tovabbi feltételezésekkel fogunk élni.

12.5.1. Fuggvénykompozicioval adott figgvény kiszamitasa

Tegyuk fel, hogyf = h g,aholg: X ! Zésh:Z ! Y fuggvények.

Ekkor a feladat megoldasa egy szekvencia leszoMifiik az allapotteret egy
Ujabb ¢ tipust) komponenssel, melynek véltozoja leggeA szekvencia kézbits
feltétele legyen

Q°%: (z = g(x9):

Tétel: A kompozicio helyettesitési értékét kiszamitoé program:

N
i

a(x)
h(z)

<
i
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12.5.2. Esetszétvalasztassal adott figgvény kiszamitasa

Legyenek 1; o;:::; o X I L feltételek éy; 005100, - X | Y fuggvények,
és tegyik fel, hogy a; feltételek lefedik azX halmazt. Legyerf : X | Y a
kovetkezo: )
q(x); ha 1(x);
Q(X);  ha 2(x);

f(X) = . .
.gn(x); ha n(X):

Az elagazas etsfeltételef de niciéja miatt teljesul. Azy := g (x) értékadasok
garantaljdk a masodik teljesllését is.
Tétel: Az esetszétvalasztassal adott fliggvény értékét kiszamold program:

1) | 20 (%)

y = 0u(x) y = g(x) S Y= oh(X)

12.5.3. Rekurziv formulaval adott fliggvény kiszamitasa

LegyenH egy tetspleges halma > 0egy egész szam, tovabba: Z HK! H
fuggvény,to;t 1;:::;t k+1 2 H rogzitett, és de nidljuk az 2 Z! H parcialis
fuggveényt az aldbbi médon:

f(m) = to
f(m 1) = t q;
f(m k+1) = t g1

tovabbd&3i m:
f(i+1)= F>G+21;f(i);=5f(1 k+1):

Feladatunk az, hogy meghatarozzukf adfiggvényn  m helyen felvett értékét.

A=1Z Z H H T H
m n y to Tl t k+1
B=Z Z H T H
m n% 3 o 0,

Q:(m=m"n=n"n m~rtg=1tI" "ty =1t0 k+1)

R:(Q"y=1f(n)
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Ez a feladat is a fejezet elején targyalt intervallumos feladatok kozé tartozik. Le-
vezetése ennek megfeden ugyanugy torténik. A ciklus invarians tulajdonsag@’a
és aQ®

P=(Q"i2m:n]ry=f(i);y 1=f(0 1N "y =Ff({ k+1));

Q=(Qri=mry=to"y 1=t 1 MY 1 =t o),
QV=(Qnri+12[mun]ry="f(i+1) "y ;=f(@)
Ny ke = (I k+2):

AZiiy)y 1,5y ket = 05tort 15:5t a1 Szimultan értékaddd-bol Q%be jut,
ésP ~  -bol kdvetkezik

F(y;y 1Y ken = F>+15y500Y ka1 )iYsiny ka2); QY.

Varians fluggvénynek i-tvalasztva az := i + 1 értékadas csokkenti azt.
Tétel: Az aladbbi struktogrammal adott program megoldasa a speci kalt feladatnak:

BY;Y 1,05y ket = Mttt 150t ke
i6n
ViV 15y ke = F>OA+L1y05Y ke )Y in Y ke2)
i=i+1

Megjegyezzik, hogy a gyakorlatbamagyon sokszor egyemkggyel, ezért erre
az esetre kiilon is felirjuk a megoldéprogramot.

i)y == m;to
i6n

y:=F(i+1y)
=i+l

12.5.4. Elemenként feldolgozhatd6 figgvény

A tovabbiakban legyenek; ésH, tetsoleges halmazokX ésY pedig az alabbi
forméban felirhat6 halmazok:

X = X; 2 Xp;
Y = Y1 i Ym,

ahol8i 2 [1::n]: X; = fx 2 }(H1) : jxj < 1g ; azazF(H.) és8i 2 [L:m]:Y; =
fy 2 }(H2) : jyj < 1g, azazF(H,). Amint az a fenti leirasbdl kideril, a¥ az
0sszes olyan halmar-est tartalmazza, amelyeknek minden komponense azldgott
halmaz véges részhalmaza. Hasonloany a@emei pedig az olyan halmam-esek,
amelyekH »-beli véges részhalmazokbdl allnak.
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12.1.DEFINICIO : TELJESEN DISZJUNKT FELBONTAS
Azt mondjuk, hogyk; X 2 X teljesen diszjunkt felbontasa2 X -nek, ha
i) 8i 2 [Lin]:xi =% [ Xjés
i) 8i;j 2[Ln]:x\ X = ;.
Vegylik észre, hogy hd egydimenzios, akkor a teljesen diszjunkt felbontas meg-

egyezik a diszjunkt felbontassal, de tdbbdimenzids esetben a teljesen diszjunkt fel-
bontas egy joval esebb feltételt jelent.

12.2.DEFINICIO : ELEMENKENT FELDOLGOZHATO FUGGVENY
Legyenf : X ! Y.Haminderx 2 X mindenx; X teljesen diszjunkt felbon-
tasara
i) 8i 2 [Lum]:fi(X)[ fi(X)= fi(x)és
i) 8i2[Lm]:fix)\ fi(x)=;,
akkorf -etelemenként feldolgozhaténakvezziik.
Példa: LegyenH egy tetsmleges halmaz{; = X, =Y =fx2}(H):jxj< 1g,
f X1 Xa! Y, f((x1;%2)) = x1[ x2. EKkkorf elemenként feldolgozhaté, ugyanis
tekintslik az(x1;x2) halmazpar egy tetsteges(xi; X2), (X1; X2) teljesen diszjunkt
felbontasét. Ekkor a teljesen diszjunkt felbontas de nicidja alapjan:

X1, X2

=
N

x| x| x|
N -
TRETET!
X X X
N NN
— e r—
x| X[ X
N
TRETET!

— —

X X X
[N
i)

Vizsgéljuk most meg az elemenként feldolgozhatdsag két kritériumat:

Lof((Xe;x2)) [ F((x1:x2)) = (X1 [ X2) [ (Xo[ X2) = (X1 [ X1) [ (X2[ X2) =
X1 [ X2 = f((X1;%X2)),

2. ((x1;x2)) \ F((X1;%2)) = (X[ X2)\ (Xa[ X2) = (Ko \ Xa) [ (R \ X2) [
X2\ X)) [ (X2\ X2) = ;.
Tehét a — kétvéaltozds — unio elemenként feldolgozhatd fliggvény.

A kovetked tételt gyakran fogjuk hasznalni arra, hogy elemenként feldolgozhatd
fuggvényt de nidljunk.

12.1.TETEL: ELEGSEGES FELTETEL ELEMENKENTI FELDOLGOZHATOSAGRA
LegyenX = X3 0 XY =VYr i Yoy Xy = F(H1) i 2[1l:n]és
Y, = F(Hy) i2[1l:m].

Azf ;X ! Y fuggvény elemenként feldolgozhaté ha

e2x1[ [ Xn
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és
8a;b2 x1[ [ xn;a6 b:
8 2 [Lim]:fj(si(a);:::;sn(@)\ fi(si(D);:iiisn(b) = 5
ahol
B2 [Lnis@= o e

Bizonyitas: A tétel egyszeruen kovetkezik abbdl, hogyhix teljesen diszjunkt fel-
bontdsac-nek, akkor

il [ X)[ Kl [ X)=xa[ [ xa
és
X[ [ X))\ (il[ [ in): )

O

A tovédbbiakban az elemenként feldolgozhat6 fliggvények helyettesitési értékének
kiszamitasaval fogunk foglalkozni.

Mielott belekezdenénk a feladat speci kdlasaba és megoldasaba, bevezetink két
olyan, halmazokra vonatkoz6 parcidlis értékadast, amelyeket aztdn a megoldéprogra-
mokban primitiv muveletnek tekintlnk.

LegyenH egy tetspleges halmaz, és de nialjuk d% 2 FMH) H! FH)
parcialis fuggvényt:

f[(h;e): h[f eg;haeZh:
Ugyanezt a jelolést hasznaljuk akkor is,ﬂEaZ F(H) FH)! F(H)és
f (hig)= h[ g;hah\ g=;:

Hasonloan, legyehl egy tetsmleges halmaz, és de nialjuk & 2 F(H)
H ! F(H) parcialis figgveényt:

f- (h;e)= hnfeg; hae2 h:
Ebben az esetbenis, ha 2 F(H) F(H)! F(H) parcialis fliggvény:
f- (h;g)= hng; hag h:

A fenti fliggvényeket kiszamité := f[ (h; x), illetve h := f. (h;x) parcialis
értékadasokat a tovabbiakban= h [ x-szel ésh := h' x-szel fogjuk jeldIni.
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Egyvéltozés egyértéku eset

Eloszor vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor mihdmind Y egykomponensu, azaz
m =1 ésn = 1. Ekkor azf fliggvény egy halmazhoz egy masik halmazt rendel.

A=X Y

Q:(x=x9

R:(y=f(x9)

Oldjuk meg a feladatot ciklussal: az invariansban azt fogalmazzuk meg, hogy az
halmaz a még feldolgozandé elemeketydmlmaz pedig a mar feldolgozott elemek
f szerinti képeinek uniéjat tartalmazza, azaz

P=(y[ f()=f(x)ry\ f(x)=:):

Vizsgaljuk meg a ciklus levezetési szabalyanak feltételeit:

1) Q-bdl azy = ; fennalldsa esetén kdvetke#ik ezért a ciklus elé ay = ;
értékadas kerdil.

2) Azinvariansbof (x) = ; esetén kbvetkezik az utéfeltétel, am ez j6 eséllyel nem
egy megengedett feltétel (hiszen éppeet akarjuk kiszamitani). Vegyik észre
azonban, hog¥ elemenkénti feldolgozhatésaga miatt ; esetérf (x) = ; is
teljestl (az Ures halmaznak két Ures halmaz egy teljesen diszjunkt felbontasa).
Tehat a ciklusfeltétel: = (x 6 ;).

3) Ha (a ciklusfeltétel szerint)x nem dres, akkor terminaléfiiggvénynek
vélaszthatx szdmossaga, azaéz jXj.

5) x szdmosséagat Ugy tudjuk csdkkenteni, ha elhagyuridéeby — benne lev—
elemet. Ezt megtehetjik az imént bevezetett parcialis értékadéssak ' e.

4) Irjuk fel a fenti parcidlis értékaddd-re vonatkozo leggyengébbodeltételét:
QU (y[ f(xnfeg)=f(x)~y\ f(xnfeg)= ;" e2x)

Jél lathatd, hogy eP ~  -bol nem kovetkezik. Vegyik azonban észre, hogy ha
e egyx-beli elem, akkoff eg ésx nfeg x-nek egy teljesen diszjunkt felbontasa,
tehatf elemenkénti feldolgozhatésaga miatt:

f(feg)[ f(xnfeg) f(x)
f(feg)\ f(xnfeg) ;

igy azy := y [ f (feg) értékadas mar majdnem elegentiszen
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If (y:= y[ f(feq); Q% =(y[ f(feg)[ f(xnfeg)= f(x)" (y[ f (feg)\
f(xnfeg)= ;" e2x).

Ezt a feltételt 6sszevete *  -vel lathatd, hogy mar csak &2 x allitast kell
teljesiteniink. Ezt viszont megtehetjik@z2 x értékkivalasztassal, amelynek
a fenti allitdsra vonatkoz6 leggyengébbfeltételeP

Tétel: Ekkor a kovetkea program megoldasa a speci kélt feladatnak:

QO y:’ P/\ N
Q ng t:to
e:2x QOOO

00

y=y[ f(fegg |
— o P N

X=X e

R t<ty

Bizonyitas: A tétel a fenti levezetéslh kovetkezik.

Kétvaltozds egyértéku eset
Legyenf : X Y ! Z (X;Y;Z F(H) elemenként feldolgozhatd fuggvény.
A =

B =
Q:(x=x"y=y9

R:(z=1(x%y9)
Tétel: Ekkor a kbvetkea program megoldasa a speci kalt feladatnak:

z:=;

X6 ,;,_y6;
e2(x[y)
e2x™e2y

n e2x"ezy ezx"e2y

n n

z:=z[ f(feg;) |z:=z[ f(fegifeg) | z:=z[ f(:ifeg)
' e y=y' e
y=y' e

Bizonyitas: A tétel az egyvaltozos esettel analog modon levezeth® invarians
tulajdonsagnak az alabbi allitast:

X=X e X=X
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P=(z[ f(xy)=f(%y)"z\ f(xy)= ;"
Onx)\y =57 (¥ony)\ x = 5);
termindléfiggvénynek pedig= jx [ yj-t valasztjuk[]

Egyvaltozés kétértéku eset

Legyenf : X I'Y Z (X;Y;Z FH);f1: X1 Y;fo: X1 Z;f =(f1;f2))
elemenként feldolgozhaté fiiggvény.

A=X Y Z

X 'y z
B =X

0
Q:(x=x9

R:(y=fi(x9)" z= f5(x9)
Tétel: Ekkor az alabbi program megoldasa a speci kalt feladatnak:

YizZ= 05,
X6 ;
e:2 X

y;z:=y[ fa(feg);z[ fa(feg)
X:=X"' e

Bizonyitas: A tétel levezetése az egyértéku eekttsak az invarians tulajdonsag
megvalasztasaban tér el:

Pi(y[ fa(x)= fa(x9 " y\ fi(x)= ;7
z[ fa(x) = f2(x9 7~ 2\ fo(x) = 5)
A termindléfiiggvény marad, és a levezetés lépései is megegyéznek.

Altalanos valtozat

Legyenekn; m rogzitett természetes szamdk,: X Xn!' Y
Ym (Xi3Y; 2 F(H); (i 2 [1:n];j 2 [L:m])) elemenként feldolgozhatd fuggveény,
és legyenek af; : X, Xn ! Y} (J 2 [1:m]) fuggvények aZ komponens-
flggvényei, azaz = (fq;:::;fm).
A= X, T Xn Y1 e Ym
X1 Xn Y1 Ym
B = X, D
x? x°
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Q:(x1=x§" " Xn=xp)

8
e:2 Xi
i=1

8i21:e2x "8i2[Ll:n]nl :eb;

8i2l:xj=x;"' e

aholl [L:n]ésl 6 ;,

feg; hai21;

Biz[lnlisi(@= .7 paian:

Az elagazés ,againak” szan2a 1.
Bizonyitas: A tétel az alabbi invarians tulajdonsaggal és terminaléfiggvénnyel kony-
nyen levezethet

Megjegyzés: a fenti programozasi tétetlektkévetkezik, hogy a 12.1 tétel
feltétele nemcsak elégséges, de sziikséges feltétele is az elemenkénti feldolgo-
zhatésagnak.

12.6. Feladatok

12.1. Adott egyf : Z! Z fuggvény. Hatdrozzuk meg, hogy a figgvény melyik két
pontban veszi fel a maximumat és a minimumafrazn] intervallumban!

12.2. Hatarozzuk meg axz és azy természetes szamok legnagyobb kdzés osztojat!

12.3. Hatarozzuk meg az és azy természetes szamok legkisebb kdzos tdbbszorosét!
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12.4.

12.5.
12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

12.16.

12.17.

12.18.

Hatarozzuk meg —a hatvanyozas muveletének hasznalata nélkik-szam
n-edik hatvanyét!

Dontsiik el, hogy & természetes szam osztja-exalermészetes szamot!
Dontsik el, hogy ax természetes szam primszam-e!

Adottak azx ésy vektorok fk:dom = y:dom). Képezzik ax + y ésazx vy
vektorok skalaris szorzatét!

Hatarozzuk meg ax vektor elemeinek 6sszegét Ugy, hogy a paratlan indexu
elemek a negaltjukkal szerepeljenek az 6sszegzésben!

Adott egy egész szamokbol allé vektor és két egész szam. Allapitsuk meg, hogy
a két szam @fordul-e a vektorban, és ha igen, akkor melyikted!

Adott az egész szamokat tartalmazdrektor. Permutaljuk a vektor elemeit
(helyben!) ugy, hogy a vektor egy eleme a monoton rendezés szerinti helyére
keriiljon, azaz ne ekze megot nala nagyobb elem, és utana ne legyen nala
kisebb!

Adott azx négyzetes matrix. Hatdrozzuk meg az als6 haromszdg elemeinek
Osszegét!

Adott azx négyzetes matrix. Tukrozziik (transzponaljuk) a mellékatldjara hely-
ben (azaz az eredmémyben keletkezzen)!

Adott azx négyzetes matrix. Tukrozzuk (transzponaljukpatiéjara helyben
(azaz az eredményben keletkezzen)!

Adott azx vektor. Szamitsuk ki Bvektor (b:dom x:dom) elemeinek értékét
ugy, hogyb i-edik eleme az etsi darabx-beli elem 6sszege legyen!

Adottak azn ésk szamok. Szamitsuk ki, értékét!

Az x egész szamokbal allé vektor egy decimélis szam szamjegyeit tartalmazza
helyi érték szerint csékkersorrendben. Szamitsuk ki az dbrazolt szam értékét!

Adott egy természetes szam. Azegészértéku vektorban allitsukoeh szam
szamjegyeit helyi érték szerint csokkesorrendben, és adjuk meg azt is, hogy
a szam hany szamjegghall!

Az x egész szamokbal allé vektor egy decimélis szam szamjegyeit tartalmazza
helyi érték szerint csokkersorrendben. Allitsuk elx-ben az eredetinél eggyel
nagyobb szam ugyanilyen &brazolasat, illetve mondjuk meg, ha tdlcsordulas
volt!
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12.19.

12.20.

12.21.

12.22.

12.23.

12.24.

12.25.

12.26.

12.27.

Az x egész szamokbdl allé vektor egy decimélis szam szamjegyeit tartalmazza
helyiérték szerint csokkensorrendben. Allitsuk elx-ben az eredetinél eggyel
kisebb szam ugyanilyen abrazolasat, illetve mondjuk meg, ha alulcsordulas
volt!

Az azonos értelmezési tartomany@sy vektorok egy-egw:dom jegyu deci-

malis szam szamjegyeit tartalmazzak. A kisebb indexeken vannak 10 magasabb
hatvanyainak egyitthatdi. Képezzik arektorban a szamok 6sszegét, illetve
allapitsuk meg, hogy keletkezett-e tulcsordulas!

Adott azx vektor, melynek elemei?-es szamrendszerbeli szamjegyek. Allitsuk
elo az igy reprezentalt sz&kms szdmrendszerbeli jegyeitazektorban (a szam
magasabb helyi értékeit a vektor alacsonyabb indexu helyein talaljuk)!

Adott azx vektor, melynek elemei-s szamrendszerbeli szamjegyek. Allitsuk
elo az igy reprezentalt szakt-es szamrendszerbeli jegyeit yaektorban (a
szam magasabb helyi értékeit a vektor alacsonyabb indexu helyein talaljuk)!

Egy vektor egy egész szamot reprezental Ugy, hogy a vektor minden eleme a
szam egy decimalis szamjegyét tartalmazza. Csokkentsik ezt a szamot egy adott
helyi értéken egy 9 kozotti értékkel!

Hatarozzuk meg ax természetes szam decimalis alakja szamjegyeinek szamét!

Hatadrozzuk meg az természetes szdm decimalis alakja szamjegyeinek
Osszegeét!

Adott egy egész szamokbal all6 vektor. Rendezziik a vektor elemeit (helyben)
csokkem sorrendbe!

Adott azx ésbvektor Ugy, hogyazx indexeitol veszi fel elemeit. Ax vektor
mindenh -edik elemének helyére irjunk nullat!



13. fejezet

Transzformaciok

Ebben a fejezetben azzal fogunk foglalkozni, hogyan lehet a programozasi tételeket
konkrét feladatok esetében alkalmazni.

Eloszor egy olyan feladatot néziink meg, amelynek latszélag semmi k6ze a prog-
ramozashoz: oldjuk meg aZ 5x +6 = 0 egyenletet. Az egyik leheség az, hogy
valamilyen gondolatmenettel (gyokok és egyiitthatdk kdzotti 6sszefiiggés vagy teljes
négyzetté alakitdgx 3)(x 2) = 0 alakra hozzuk, és azutdn megoldjukaz3 = 0
ésazx 2 = 0 egyenleteket. Vagyis az eredeti feladat helyett két masik, de egysz-
erubb feladatot kell megoldani. Pontosan elewezetédényege is. Ezt a modszert
alkalmaztuk az @zo fejezetben.

A masik lehebség az, hogy megoldjuk a kovetkeditalanos feladatosix? + bx+
c = 0. Belatjuk azt a tételt, hogy @6 0, akkor a gydkoket a kbzismert gydkképlettel
kapjuk meg:

b pb2 4ac
2a

Ezutan alkalmazzuk a tételt: a képletteehelyébel-et, b helyébe 5-6t ésc helyébe
6-ot helyettesitve megkapjuk a gyokoket. A programozasban ezt a modszert nevezziik
visszavezetésnek

A masodfokl egyenlet gyokképletét gyakran alkalmazhatjuk nem masodfoku
egyenletek megoldasa esetén is, példaul legyen a megoldando egyenst2+4 =
0. Az x? = y helyettesitést alkalmazwara kapunk egy masodfok( egyenletet, amit
megoldva mar csak aZ = 1 ésx? = 4 egyenleteket kell megoldanunk. Azt mond-
hatjuk, hogy egyranszformacidsegitségével oldottuk meg a feladatot.

A tovabbiakban @lszoér a visszavezetéssel foglalkozunk.
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13.1. Visszavezetés

A legegyszerubb esetben a megoldando feladat és a programozasi tételek allapottere
azonos, legfeljebb a jeldlésben kiulénbozik, és atjeldlés utancazslutofeltételek

is megegyeznek. Ekkor a megolddprogramot is egyszeru atjeldléssel kapjuk meg. Ez
az eset azonban elég ritka, erre szoritkozva a visszavezetés hasznalhatésaga nagyon
korlatozott lenne.

Emlékeztetlink azonban arra, hogy a megoldés 5.1. de nicidja szerint a feladat és a
program allapottere kiilénbozs lehet; masrészt felhasznalhatjuk azt az 6sszefiiggést,
hogy egy szigorubb feladat megoldasa egyben megoldasa a gyengébb feladatnak is,
lasd a 2.1. allitast.

Ebbol kévetkezik, hogy ha a tétel utéfeltétele szigordbb, mint a feladaté, vagy
ha a tétel allapotterében szerepelnek olyan komponesek, amelyek a feladatéban nem
(a kiterjesztés 4.1. de nicidja szerint a tétel ebben az esetben is szigorabb), akkor a
tétel programja, esetleges atjeldlés utan, megoldasa lesz a feladatnak. llyen esetekben
mondjuk azt, hogyzigoritassalezetlink vissza.

Ha a feladat allapottere tartalmaz olyan komponenseket, amelyek nincsenek benne
a tétel allapotterében, igy a 4.2. de nicid szerint a tétel megoldéprogramja nem val-
toztatja megoket, az ilyen valtozéknak a feladatoelés utéfeltételében egy-egy
paramétervaltozdval rogzitettnek kell lenniiik. Az ilyen valtozOkatisszavezetés
paramétereinekevezziik, és rendszerint a tétel ,adott fliggvényeit” hatarozzak meg.

Elofordul, hogy a tétel feladatdnak értelmezési tartomanya szukebb, mint a
megoldand6 feladaté, ebben az esetben fedigtel segitségével leszukitjik az
értelmezési tartomanyt. Valojaban itt levezetési lépést alkalmazunk, a feladat
megoldasa egy elagazés, ha a feltétel teljesil, a megoldoprogram a tétel programja,
egyébként vagy mas tételt, vagy levezetést alkalmazunk.

13.2. Egyszeru programtranszformaciok

A kovetked transzformaciok segitségével olyan, az eredetivel ekvivalens programot
hozunk létre, amely valamilyen szempontbdrglésebb szamunkra, mint az eredeti.

A szempont alapveen kétféle lehet. Az egyik: a transzformalt program megengedett
programkonstrukcio, mig az eredeti nem az. Gyakran fordyhelgy visszavezetéssel

nem megengedett programot kapunk. A masik szempont is a visszavezetéshez kapcso-
I6dik: sokszor a visszavezetéssel kapott program nagyon lgyetlen, és a transzforma-
cidval ezen javitunk.

Nem megengedett feltétel kitranszformdlasa eldgazasbolLegyen S A

A ;S =1IF(1: S5 n 0 Sh),A = Ay i Ap. Konstrualjuk az
SO A% A® programot az alabbi médon:
A= A; i A, L oL

a am 1 In
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IF (I1: Sy 0n 2 Sh)

Ekkor azS®program ekvivalen$-sel A-n.

Nem megengedett ciklusfeltétel kitranszformalasa. LegyenS A A ;S =

DO( :Sp),A=A; :: Ap.Konstrudljukazs® A° A% programot az
alabbi modon:
AP=A; 0 A, L
a am |
l:= (a1;:am)
I
So
I:= (a1;:;am)

Ekkor azS®program ekvivalen$-sel A-n.

Szimultan értékadas helyettesitése egyszeru értékadasokkalLegyenS A
A akovetkep szimultan értékadas:
A=A o An
3.1 a.m
S |
—T—
ag;ham = fa(as i am);infm(as s am) \

Konstrualjuk as® A° A° programot az alabbi modon:

AP=A; i An, Al i An
a am b Brm

| s% |

—

by = fi(ag; s am)

bn = fm(as; 5 am)
a=b

am = by
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Ekkor azS°program ekvivalen§-selA-n.

Szekvencia sorrendjének felcserélése HaS;2 = (S1;S;);S21 = (S2;S1), és az
allapottér azon komponenseit, amely@kiz S; fligg, S, nem véltoztatja meg, és vi-
szont, akkoiS;, ekvivalensS,:-gyel.

| S | I Sp1 |
T T
S]_ SZ
SZ Sl

Ciklusmagbeli szekvencia sorrendjének felcseréléselLegyenS = DO( : Sp),

So = (i := i+1; Sp1), és tegyik fel, hogy az konstansSp;-ben. Legyen tovabba
S%=(Sp' "Mi=i+1).
s | s |
- —
=i+l SIS
So1 i=i+1

Ekkor S ekvivalensS%vel.

Flggveény helyettesitése valtozéval.LegyenS A A A= A; :: An,és
legyenf egy, azA;, :: A;_ altér felett de nidlt fliggvény, melynek értékkészlete
H . Tegyuk fel tovabba, hogy &, ; ::;; &, valtozok konstansol-ben, és készitsik
elazS® A° A® programot az alabbi modon:

A=A, 0 A, H
ag am z

z:= f(a,;:5a,)

Sf (aiy;mna i ) z

Ekkor S° ekvivalensS-sel A-n.

Rekurzivan de niélt figgvény helyettesitése. LegyenH egy tetsmleges halmaz,
k > Oegy egész szam, tovabbBa: Z HX ! H flggvényto;t 1;:::5;t s 2 H
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rogzitett, és de nidljuk at 2 Z! H parcialis figgvényt az alabbi médon:

f(m) = to
f(m 1) = t q;
f(m k+1) = t g1

tovabbd8i m:
f(i+1)= F>Gi+1;f@);=5f(0 k+1):

Tekintstik az alabl$ programot:

So
i=i+1

ahol i mind Sp-ban, mindS;-ben konstansSg-ban hivatkozas torténik (i + 1)
értékére,S;-ban legfeljebbf (i)-re és = i 6 n(":::). Ekkor S ekvivalens az
alabbi programmal:

12,7 1357 ke = Mitoit 135t ke
S,

2,2 1,052 ke = F@A+L;E() 000 k+1):2:52Z ka2
Sof (1D 2

i=i+1

Mindegyik esetben egyszeruen belathaté a programfliggvények azonossaga.

13.3. Tipustranszformaciok

Tipustranszformacioéréhkkor beszélhetiink, ha az allapottér bizonyos komponenseit
valami kapcsolédo tipusra cseréljik.

A programozasi tételek — és altalaban véve a (feladat, megoldéprogram) parok —
az aldbbiakban bemutatésra keritdanszformaciokon keresztil altalanosithatok, ha
az allapotterek kozotti transzformacio tulajdonképpen tipustranszformacié. Ekkor az
abran lathaté valamely tipuson megoldott program egyszeru szabalyok segitségével
atviheb egy kapcsol6dé tipusra.
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fuggveny halmaz

/

f[jggvénytl'pus <———> gorozat

/

vektor input fajl

13.1. &bra. Tipusok kozétti kapcsolatok

A programozasi tételek atirasa mas tipusra. Az alabbi sémak a programozasi
tételek tipusok kozotti transzformacidjakor elvégzemelyettesitéseket de nialjak.
A transzformécio agy torténik, hogy az elsipus adott muveletét a masodik tipus
megfeleb (azonos sorban ley muveletére cseréljik.

Induljunk el az intervallumon értelmezett fliggvenyaki fliggvénytipusra valé
attérés lényegében nem igényel transzforméciot, hiszén &anc (Z; H) értéke egy
[lob(f )::hib(f )] intervallumon értelmeze ! H fliggvény. Ha olyan programrol
van sz0, ahol a fiiggvény rogzitett — a tételeink ilyenek —, akkor egyuttal vektorra is
transzformaltunk.

Intervallum felett de nialt flggvényr ol sorozatra

Az s : seqH) sorozat is tekinthetaz[1::dom(s)] intervallumon értelmezett

Z ! H flggvénynek, de a muveletek kdzott nem szerepel az indexelés. Ezért
nem is minden programunk irhatd at sorozatra. Tegyik fol, hogy egy program-
ban mindig csak af (i + 1) -re hivatkozunk, ahof az[m::n] intervallumon
értelmezett figgvény. Az edshivatkozast megekoeni := m 1, utana pedig

azi = i +1 programok kivételével minden méas programbdmnstans. Ha
ezek a feltételek teljesiilnek, akkor garantalhat6 a kdvetkearians tulajdon-
sagis=<f (i +1);:::;f(n) >. Azaz a kdvetkez helyettesitéssel transzfor-

malhatjuk a programot:

i=m 1

i6n a:domé 0
f(i+1) f (a:lov)
=i+l a:lorem

Példa (szamlalas tétele):
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k;di=m 1,0

k6 n

d:=0

i (k +1)

a:domé6 0

n

di=d+1 \ SKIP

(a:lov) /

k=k+1

di=d+1 \ SKIP

a: lorem

Sorozatrol szekvencialis input fajlra (dx; x : lopopvagysy; dy;y : read)

A két tipus kozotti megfeleltetés: ha asorozat nem Ures, akkor megegyezik
aloext(x; dx) ésloext(y; dy) sorozatokkal, mig Uires sorozat esetéx asy

sorozatokkal.
dx; x : lopop sy;dy;y: read
a:lov dx dy
a:lorem dx; x : lopop sy;dy;y: read
a:domé 0 dx 6 extr Sy = norm

A transzformalt program egy pludmpop (vagy read) muvelettel kezddik,
ezért ezt a transzformaciébreolvasasi technikanakevezzik.

Példa (szamlalas tétele):

d:=0

sy;dy;y: read

a:dom6 0

d=0

Sy = norm

n (a:lov)

N

(dly) |

d:=d+1 \ SKIP

di=d+1 \ SKIP

a:lorem

sy;dy;y: read

Halmazrol sorozatra (egy input halmaz/sorozat esetén)

A két tipus kozotti megfeleltetés: azésb sorozatok tagjai felsoroljak azésy

halmazok elemeit.
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b:= hi
a:domé6 0

a:lov

b: hiext

a: lorem

A fenti megfeleltetést alkalmazhatjuk az elemenkénti feldolgozas esetén is,
feltéve aA flggvényol, hogy egy egyelemu halmazhoz egyelemu halmazt ren-
del hozz4. Ez viszonylag ritkan teljesil, az azonban méar nagyon gyakori, hogy
legfelebb egyelemu a kép. Ebben az esetherhiext helyébe egy elagazas,

IF(d=; : SKIP;d 6 ; : (b: hiext (d))) kerdl.

Megjegyezziik, hogy a&:2 x muvelet helyett ae := a:lov értékadast is irhat-
tuk volna, ami szintén szigoritast jelent az eredeti értékkivalasztashoz képest.

Példa (egyvaltozés egyértéku elemenkénti feldolgozas):

yi=;

X6 ;

e:2 X

y:=yl[ f(feg)

X =X'e

Az elozoekben targyalt ereolvasasi technika segitségével megkaphatjuk a

b:= hi

a.domé60

b: hiext (f (f a:lovg))

a:lorem

szekvencidlis fajlra vonatkoz6 valtozatot is.

Példa (egyvaltozos egyértéku elemenkénti feldolgozas):

b:= hi

a:domé60

e:= ailov

b: hiext (f (f eg))

a: lorem

Sorozatrol vektorra

A transzformaciot az akadalyozza, hogy a vektor értelmezési tartomanyat nem
véltoztathatjuk meg. Ezt a problémat kdnnyen kezelhetjik input sorozat ese-

sx;dx; X : read

b:= hi

SX = norm

e:= dx

b: hiext (f (feg))

sx; dx; X : read
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tén, de az output sorozat esetében a transzformécioé csak akkor hajthato vég-
re, ha foltesszik, hogy a sorozat elemeinek szadma nem haladja meg a vektor
értelmezési tartomanyanak szamossagat.

Feleltessik meg az (ésy) sorozatnak atu;i) (illetve (v;j)) pért, aholu; v
vektorok ési;j nemnegativ egészek, oly médon, haggz x (illetve j azy)

sorozat elemeinek szama, és az elemail aBKtor Uy op ;<2 Ugtob+i 1 (il
letve av vektorvyop ;-1 Vviob+i 1) €lemeivel egyeznek meg.
x:dom 6 0 i60
X:lov Uutlob +i 1
X : lorem =i 1
y : hiext (d) Vuiob+j;j = dij +1
y =<> j =0

Példa (egyvaltozos egyértéku elemenkénti feldolgozas):

y i =<> J =0
x:dom 60 i60
y: hiext (f (f X:IOVg)) Vv:Iob+j ;j =1 (f Uu:lob +i 19);j +1
X : lorem i=i 1

Halmazokrél sorozatokra

Ketto (t6bb) input halmaz a targyalt tételek ko6zott a két(tobb)valtozos ele-
menkeénti feldolgozas esetében fordwd.eA kétvaltozos elemenkénti feldolgo-
zasnal az okozhat gondot, hogy el kell tudnunk dénteni, egy adott elem melyik
sorozatban van benne. Ezért feltesszik, hogy a sorozatok rdmeken-
dezettek, mert igy mindkét sorozat legetdeme a legkisebb, és ha ezek kozul

a kisebbiket valasztjuk, akkor a tartalmazas egyszeruen eldontBgyébként

a transzformacio tobbi része megegyezik az egyvaltozés esetnél leirtakkal (itt is
sziikséges, hogy a figgvényérték legfeljebb egyelemu legyen). Természetesen
az elem kivalasztasaitt is elhagyhaté, hiszéovamuvelet a sorozatnak mindig
ugyanazt az elemét adja vissza.
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c:= hi
a:dom 60 _ b:dom60

(a:dom 6 0 » b:dom60 ~ | (a:xdom 60 " b:dom60 ~ | a:xdom 60 " b:dom60
na:lov <b:lov) _ b:dom=0 na:Iov > b:lov) _ a:dom =0 n a:lov = b:lov
¢ : hiext (f (fa:lovg;;)) ¢ : hiext (f (; ; f b:lovg)) c: hiext (f (fa:lovg;
a: lorem b: lorem fb:lovg))
a: lorem
b: lorem

A teljesség kedvéért bemutatjuk a szekvencialis fajlokra vonatkoz6 valtozatot
is, alkalmazva az efeolvasasi technikat:

sx; dx;x :read

sy;dy;y : read
c:= hi
SX = norm _ Sy = norm
sy = abnorm _ sx = abnorm _ SX = syM
n sx = sy M dx <dy n sx = sy ™ dx >dy n dx = dy
c: hiext (f (fdxg;;)) c: hiext (f (;; fdyg)) c: hiext (f (fdxg; f dyg))

sx; dx;x : read sy;dy;y :read sx; dx; X : read
sy;dy;y : read

Megjegyezziik, hogy a feltételekben azért irhattaxk= norm ~ sy = norm
helyettsx = sy-t, mert a ciklusfeltétel szerint nem lehet mindketbnorm.

13.4. Allapottér-transzformacio

Az aldbbiakban egy olyan példat mutatunk be, amelyben az allapottér-transzformacio
nem egyszeru tipustranszformacié. A feladatot gy fogjuk megoldani, hogy eredeti al-
lapottér helyett egy Uj (absztrakt) allapotteret valasztunk, azon megoldjuk a feladatot,
majd a megoldasban szerephuveleteket megvalositjuk az eredeti téren.

13.4.1. Szekvencialis megfelel

Egy feladat megoldasa soran sokszor szembesiiliink azzal a problémaval, hogy kulén-
bo2 tipusértékhalmazokba@ertékek kdzotti kapcesolatot kell leirnunk, vagy ilyen

értékeket kell 6sszehasonlitanunk. Erre leggyakrabban akkor kertil sor, ha valamilyen
allapottér-transzformaciot végziink, és meg kell adnunk az eredeti és az absztrakt tér
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kozotti kapcsolatot. Az ilyen megfeleltetések formalis megadasa altaldban elég ne-
hézkes. Aszekvencialis megfelefogalmanak felhasznaldsaval azonban ezek a kap-
csolatok is egyszerubben irhaték fel.

i=1

Tegyk fel, hogy ar tipus reprezentacids fliggvényére igazak az alabbi megszorita-
sok:

% E T,
%kolcsbnosen egyértelmu (bijektiv),
%megengedett tipuskonstrukcié (azaz direktszorzat, unié és iteralt konstruk-

ciokbdl épiil fel).

szekvencidlis megfeleje:

8
% hi; haT 2 B;
hi; haTZB~T2F;
se(tjB) = R(tjB); haT 2B~ T ZF ésT rekord
2 E(tjB); haT 2B~ T 2F ésT egyesités
S(tjB); haT 2B~ T 2 F ésT sorozat
ahol
R(tjB) = kon(seqt:si1jB);:::;seqt:skjB));
E(tiB) = seq' ,'(1)jB);
S(tjB) = kon(seqt1jB);:::;seqtgom (1)iB)):

A jeldlés egyszerusitése végett, ha a bazis egyelemu, akkor a bazishalmaz helyett az
elem is irhat6, azaB = fB;g esetén

seqtjB1) ::= seqtjB):
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Tekintstk a kovetkez példat:

T = seqR);
R = (nev:NEV;szul : SZUL);
NEV = seqCHAR);
SZUL = (hely:HELY;ido : DATUM);
HELY = seqCHAR);
DATUM = (ev:EV;ho:HO;nap :NAP);
EV = Ng;
HO = Ng;
NAP = Npg:

LegyenF = fCHAR; Nog,t 2 T. Ekkor

seqtjiNEV) at sorozatbeli rekordok név részeinek sorozata
(2 NEV );

seqtjCHAR) at sorozatbeli rekordok név részének és sziiletési
hely részének egyméas utan fuzésével kapott
karaktersorozat;

se(tiff HELY;EV g) a t sorozatbeli rekordok sziiletési hely és év

részének egymdas utan fuzésével kapott sorozat
(2 (HELY [ EV) );

seqseqtiNEV )JCHAR) a't sorozatbeli rekordok név részeibképzett
karaktersorozat;

seqtjz) Ures sorozat.

13.4.2. Példa éllapottér-transzformacioéra

Tegytik fel, hogy van egy karaktereidballo szekvencialis fajlunk, ami egy széveget
tartalmaz. A feladat az, hogy szamoljuk meg, hany olyan csupa dledlib rész van
a szdvegben, amelynek hossza nagyobb, mint egy medadatk!

igy elso ranézésre a feladat nem vezetheissza egyetlen ismert programozasi
tételre sem. A feladatot ezért Ugy transzformaljuk, hogy bevezetiink egy U] allapot-
teret. Tegyuk fel, hogy a szévegfajl helyett egy olyan fajlunk van, amelyben szavak —
betuklol all6 sorozat — és elvalaszté részek — csupa nem betu karakédi sorozat
—vannak. Azaz az eredeti allapottér:

A= X N ; X = file (CH);
X d
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és az uj llapottér:

Al= F N; F = file (SZO,ELVR;
f d
SzO= seq (BETU); ELVR= sed (NBETU);

ahol BETU jelenti a betu, é8NBETU a nem betu karakterek halmazat. Azre még
egy invarians tulajdonsagot is folirunk. Két egymast kévelem tipusa nem lehet
azonos, vagyis

le(z) = (8i 2 [1::dom(z) 1]:7:SZ0O6 z41:SZO0:

Mi a kapcsolat a két allapottér kozott? Természetesen az,hégf ugyanazok-
bél a karakterekdl all, és a sorrendjik is azonos. Ezt fejezi ki az, hogy

seqxjf BETU,NBETUQ) = se(f jf BETU,NBETUQ):

Most mar meg tudnank fogalmazni, hogy a szavak hosszait akarjuk meghatérozni,
de ehhez az elvalaszto részekre nincs is sziikség, ezért azokat el is hagyjuk.

A%= G N; G-= file (SzO;
g d

és a# ésg kozotti kapcsolat

seqf jf SZQy) = seqgjf SZQy):

Mivel nekiink nem a szavakra, hanem csak a hosszukra van sziikségink, tovabb
transzformaljuk az allapotteret.

A= H N H = file (N)
h d
€s ag ésh kozotti kapcesolat
dom(h) = dom(g) és8i 2 [1::dom(g)] : hj = dom(g;):
Tehét a feladat speci kacidja:
A=H N
h d
B=H
hO
Q:(h=h9
dop (h)
R:d= — (h>k)

1=
Ez a feladat visszavezetloed szamlélas tételének szekvencidlis fajlra felirt val-
tozatara:
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open(h)
sh;dh; h : read
d:=0
sh = norm
dh >k

di=d+1 SKIP
sh;dh; h : read

Hatra van még az absztraippenésread muveletek megvalésitasa.

Az absztrakh fajlnak pontosan akkor van még eleme, ha az eredfjlban van
még karakter. Ezért van sziikség gzen muveletre, amely arra hivatott, hogy biz-
tositsa aead muvelet elején megkivant invarians tulajdonsagot: vejy= abnorm
vagydx a kdvetken sz elg karakterét tartalmazza. Ezen invarians tulajdonsag segit-
ségével aead muveletben kénnyen el lehet doénteni, hogy lesz-e visszaadott érték,
vagy mar az absztrakt fajl is kitrdlt.

Az absztrakt fajlok kezelésének altaldban is ez a technikajaopgy muvelettel
biztositjuk aread elején megkivant invarians tulajdonsagot, és gondoskodunk réla,
hogy aread muvelet ezt az invarians tulajdonsagot megtarsa.absztrakiread
mindig egy elagazasraad de nicidjanak megfeladen.

Nézzik tehat az absztrakt muveletek megvalésitasat az eredeti allapottéren: ezek,
mint lathatd, szintén programozasi tételek egyszeru alkalmazasai:

| open(h) |
—

sx;dx;x : read
sx = norm ~ dx 2 NBETU
sx; dx; x : read

|sh;dh;h: read|
—
n SX = norm
sh := norm sh := abnorm
dh:=0
sx = norm ~ dx 62NBETU
dh:= dh+1

sx; dx; x : read
sx = norm ™ dx 2 NBETU
sx;dx; X : read
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13.5. Programinverzio

13.5.1. Egyvaltozos eset

LegyenekC, D, E ésF tetsoleges tipusok. Legyen tovabba = seqE) ésY =
seqF),valamintf; : C! X,f,:X ! Y ésfz:Y ! D flggvények.
Tekintsiik az alabbi speci kaciéval adott feladatot:

A=C D
c d
B=°C
CO
Q:(c=¢)

R: (d: f3 f2 fl(CO))

Tegytik fel, hogy a#; flggvény értékét kiszamité program az aldbbi alakban
irhato fel:

A=2C X
c X
B=C
0
Q:(c=¢)
R:(x=fy(cH)
S11(0)
X =<>
S12(c; €
X : hiext (e)
S13(¢)

Ha azS;;, Si2 €sSi13 programok végrehajtasa nem valtoztatja meg &Altozo
értékét, akkor a fenti programetemenként eloallitfrogramnak nevezzik.

Hasonloan, tegyik fel, hogy dz fliggvény értékét kiszamité program pedig az
alabbi formaban irhato fel:

A=Y D

y d

B=Y

y0
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Q:(y=Y9
R:(d=f3(y9)
Sz1(d)
y:dom 6 0
S32(d; y:lov)
y : lorem
Sz3(d)

Ha azS;;, Ss» €sS33 programok végrehajtasa nem valtoztatja meg &altozo
értékét, akkor a fenti programetemenként felhaszngbdogramnak nevezziik.

Tegyik fel tovabba, hogy ak, figgvény elemenként feldolgozhatd, és min-
den egyelemu halmazra a fliggvényérték egyelemu. Ekkor a fliggvénykompozicié
helyettesitési értékének kiszamitasara vonatkozd programozasi tétel alapjan a fela-
dat megoldhaté a fenti elemenként@llito, egy elemenként feldolgozé és az imént
bemutatott elemenként felhasznalé program szekvenciajaként.

A feladatra azonban egy hatékonyabb megoldast is adhatunk a k&wetkez
program-transzformacidval, melygirograminverzionakhivunk. A kézbile két
sorozat tipust kihagyjuk, és a harom ciklust egybeirjuk az alabbi médon:

S11(a)
Sz1(d)

Si2(aj€)
"= fo(feg)
Ss2(d; ")
Si3(a)
Ss3(d)

13.5.2. Kétvaltozoés eset

LegyenekAl, A2, B, C ésD tetsoleges tipusok. Legyen tovabbéa = seqB) és
Y = seqC), valamintf{ : AT I X, f2:A21 X,f, : X X ! Yés
fz:Y ! D fuggvények.

Tekintsiik az alabbi speci kaciéval adott feladatot:

A= Al A2 D
al & d
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B = A? A2
al® a?°

Q:(at= at’r a2 = &9

R:(d=fs fo(fi(al);f2(a?9))

Legyenek af } ésf 2 fuggvényeket kiszamitd elemenkénv@litd programok az
alabbiak:

Shi(a') Sh (@)
xli=<> X2 =<>
1 2
Sh(a';eh) S2,(a2; ?)
x1 : hiext (e') x? : hiext (€?)
Siz(ah) S5 (8%)

és tegyiik fel, hogy az eéllitottx* ésx? sorozatok rendezettek.

Legyenf 3, mint kordbban, elemenként felhasznalé prgrammal kiszamitott fligg-
vény. Tegyuk fel, hogy, egy olyan kétvaltozds, egyértéku elemenként feldolgozhato
fliggvény, amely minden olyan halmazparhoz, amelynek tagjai legfeljebb egy elemet
tartalmaznak, egy egyelemu halmazt rendel hozza.

Ekkor a fuggvénykompozicié helyettesitési értékének kiszamitasara vonatkozé
programozasi tétel alapjan a feladat megoldhat6 a fenti két elemenkétiité| a
kétvaltozos, egyértéku elemenként feldolgozé é$ aat kiszamité elemenként fel-
hasznalé program szekvenciajaként. Vajon ebben az esetben is 6sszeinvertalhatéak a
fenti programok?

A valasz természetesen: igen, de a megoldas itt nem olyan egyszeru, mint az
egyvaltozos esetben volt. A probléma a szekvencialis fajloknal felmeriilttel analég:
az elemet aallité program &2, illetve S}) az egyes elemeket ugyanugy szolgéltatja,
mint ha f4jlbdl olvasnanloket: csak akkor nézhetjilk meg a kovetetemet, ha le-
generaltatjuk. Ez sugallja azt a megoldast, hogywazs x? sorozatokat tekintsiik
absztrakt fajloknak az elemenként feldolgozasban. Az elemenként felhasznal6 prog-
ram beinvertélasa nem okoz gondot, ugyanugy torténik, mint az egyvaltozos esetben.
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open(x1); open(x?)

sx1;dx1;x! : read;sx?2;dx2;x2 : read
S31(d)

sx! = norm _ sx? = norm

sx2 = abnorm _ (sx! = sx? sx! = sx2 sx! = abnorm _ (sx! = sx?
N A dx! < dx 2) . A dx! = dx? . A dx! > dx 2)
e:= fo(fdxlg;;) e:= fo(fdxlg;fdx2g) e:= f,(;;fdx3g)
sx1;dx1;x! : read sx1;dx1;x! : read sx2;dx?;x2 : read
sx2;dx?;x2 : read
Ss2(d; €)

siy(al)

S2;,(a?)

Sa3(d)

ahol az absztrakt fajl muveleteinek megvalésitasai:

| open(x?) | | open(x?) |
sh(a') | | Sh(@)
| sx1:dxt;x! : read| | sx2;dx?;x2 : read|
[ [
1 2
n n

sx!:= norm | sx!:= abnorm sx?:= norm | sx?:= abnorm
Sk, (at; dx?) S2,(a?; dx?)

13.6. Peldak

13.1. példa:Keressik meg ak : Z ! Z fuggvény olyan értékeinek a maximumét

az[a; b intervallumon (és egy hely indexét), ahol az argumentum és a hozza tartozo
érték paritasa azonos!

Megoldas:
A= Z Z z Z L
a b i max I
B= Z Z
a’ o4
Q:(a=a"b=K"a b+1)
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R:(@QMI=(9 2[ag:2i+f@)~I1! (2 [a:m™ 2i+f(i)” max =
fa)~8j2a:g:@j+fG)t () £())

A speci kacié nagyon hasonlé a feltételes maximumkeresés programozasi
tételéhez. Az eltéréseket az alabbi tablazattal foglalhatjuk éssze:

feladat feltételes maximumkeresés
a $ m
b $ n
2i+f(i) $ (i)

Az olyan feladatokat, amelyek speci kacioja csak atnevezéseket tesz egy mar is-
mert programozasi tétel speci k&cidjdhoz képdstmészetes visszavezedsold-
hatjuk meg. Az emlitett atnevezés érintheti a tétel valtozéinak neveit, az altalanos
kifejezéseket (pl. (i)-t) vagy az utéfeltétel allando értéku kifejezéseit. Ismert progra-
mozasi tételeknek tekintjik a programozasi tételek kildakiirasait (pl. vektorra,
sorozatra, input fajlra).

Amennyiben a speci kaciokat ily modon sikeriil egy alakra hoznunk, akkor az
atnevezéseket a programozasi tétel mar ismert programjan elvégezve megkapjuk a
kituzott feladatot az 5.3 de nicié értelmében megoldé programot.

kil := a 1;hamis
ké b

26(k +1+ f(k+1)) 2j(k+1:.f(k+1)) 2j(k+1+ f(k+1))

I A

f(k+1) |[f(k+1)

I:i:max := max max
SKIP igaz;k+1;f(k+1) . __
i:max =

k+1:f(k+1)| SKIP

ki=k+1

13.2. példa:Adjunk meg egy, an és2n természetes szamok kézégsimszamot!

Megoldas:
A= N N
n p
B= N
r]0

Q:(n=n%"9j 2 [n:2n]: prim(j))
R:(Q” p2[n:2n]” prim(i))

A lineéris keresés 1. valtozatanak speci kacioja hasonlé. Lassuk, hogy az alabbi
atnevezések utan milyen kiilénbségek maradnak!
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feladat linearis keresés 1.0
n $ m
p $ i

prim(i) $ (i)

Kuldnbség, hogy az efeltételiink szigorubb, hiszerj dutéindexnek nem csupan
n folott, hanem2n alatt kell lennie. (Megjegyezziik, hogy a speci kaci@fdltétele
az altalanossagot nem szoritja meg, ugyanis mimdenmészetes szam esetén létezik
egy primn és2n kdzott (Csebisev-tétel).

A lineéris keresés 1. utéfeltételének behelyettesités utani alakja:

R°=(Q7p n” prim(p) ~8j 2 [nzp 1] :: prim(j))

Ez az utdfeltétel biztositja &R feltételt a Csebisev-tétel miatt. Hiszen, praek
olyannak kell lennie, hogp 1-ig ne legyen prirm-tol, ésp prim, akkorp biztosan
nem nagyobb min2n. Ugyanakkor aR nem kdéveteli meg, hogp 1-ig minden
szamn-tol kezdve Osszetett legyen, ezért a két feltétel kozott eggénlnem, csupan
kovetkezés all fennR°) R).

Tehat a tétel szigorabb, mint a feladatunk, ezért szigoritassal vezetiink vissza.

p:=n
* prim(p)
p=p+1

13.3. példa:Allapitsuk meg, hogy van-e dz: Z !  Z fiiggvény értékei kdzott paros
szam agm::n] intervallumban!

Megoldas:
A= Z Z L
m n I
B= Z Z
m© n°®

Q:(n=n°"m=m°"m n+1)
R:(Q"1=(9) 2 [m:zn]: 2f ()

A lineéris keresés 2.8 speci kacidja hasonlo. Lassuk, hogy az alabbi megfeleltetés

utan milyen kilonbségek maradnak:
feladat linearis keresés 2.8
2if(i) $ (i)

A klllénbség az, hogy azt, azaz azt a komponenst, ami mutatna a megtalalt paros
elem helyét, az allapotteriink nem is tartalmazza. Ez a kiillénbség persze indukalja az
utéfeltétel 6sszes olyan tagjanak kiesését is, amedytett kikdtést.

Ebben az esetben a feladatunk kiterjesztésénél a tétel nyilvan szigordbb, igy szi-
goritassal vezetiink vissza. A tétel programja az 5.4 de nici6 értelmében megoldasa a
feladatnak.
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Ezt a visszavezetést nevezhetglkeres visszavezetésnisk hiszen a feladatunk
allapottere altere a programozasi tétel allapotterének. . Amikor a programozasi té-
tel allapotterének egy eredménykomponensét (tehatafeligtelben nem szerepel,
de az utofeltétel tesz ra kikotést) nem talaljuk meg a feladat allapotterében (és igy
természetesen az utofeltételében sem), akkor az alteres visszavd@tadédmsitott
esetéol beszélunk.

i:l == m 1;hamis
MNP 6n
[ :=2jf (i +1))

=i+l

13.4. példa:Hatarozzuk meg az természetes szam osztéinak a szamat!

Megoldas:
A= N No
n d
B= N
r]0
Q:(n=n9

P
R:(Q"d= . (ijn))
1=
A speci kacié nagyon hasonl6 a szamlalas programozasi tételéhez. Az eltéréseket
az aldbbi tabl4zattal foglalhatjuk 6ssze:

feladat szamlalas
1 $ m
ijn $ 0)

Elso ranézésre itt is csak az a probléma, hogydbb a tétel allapotere. Most
azonban nem alkalmazhatjuk a ,kiterjesztés, szigoritas” receptet, mert nem csak az al-
lapotterek és az utodfeltételek kilbnbdznek, hanem a paraméterterek ételigtelek
is.

A speci kacé tétele, illetve annak megfordithatésaga alapjan, ha egy ,jol"
specikdlt feladat paraméterterét szukitjik, akkor kapunk egy Uj feladatot, aminek
megoldasa lesz az eredeti feladatot megoldé program. Esetiinkben a megszamlalas
tételélml a kdvetkep feladatot kapjuk:

A= N N No

m n d
B= fly N
m©° no

Q:(mzl"r;n: n 1 n+1)
R:(Qrd= " (ijn))
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Ha a megoldandé feladatunkat kiterjesztjiktaz f 1g N No allapot-
m n d
térre alkalmazhatjuk a 2.2 allitast.
A fenti tulajdonsaggal rendelkez/isszavezetést mteresvisszavezetésnek, azon
belll konstanssal helyettesitésnedvezzik.

Ellenorizni sziikséges, hogy a konstans érték, amelipe¢t helyettesitettik,
teljesiti-e a szémlélésca“eltételének ra vonatkozé nem trividlis résqén( n+1) =
1A n+1)(n2N))

Ezekkel a megjegyzésekkel most mar felirhatjuk a megoldéprogramot:

k;d:=0;0
k6 n
k+1jn
d=d+1 SKIP
ki=k+1

13.5. példa:Keressiik meg am::n] intervallumban azt a legkiselldszamot, amelyre
p ésk relativ primek!

Megoldas:
A= N N N L N
m n k I p
B= N N N
mO r-|O pO

Q:(n=n"m=m°"m n+1"p=7p?
R:(Q"1=(9) 2 [m:n]:Inko(p;j)=21) ~ 1! (k2Ja:bg» Inko(p;k)=1 ~
8j 2 [m:k 1]:Inko(p;j) 6 1))

A speci k&cio nagyon hasonl6 a linearis keresés 2.8 programozasi tételéhez. Az
eltéréseket az alabbi tablazattal foglalhatjuk 6ssze:

feladat lineéris keresés 2.8
k $ i
Inko(p;i)=1 $ (i)

Ez a visszavezetégaraméteres visszavezetésert az allapottér dvebb, és a
helyettesiv tabldzatban a (i) helyettesitésekor fel is hasznaljuk ezt a plusz kom-
ponenst. Ugyanakkor a bevezetptaz ebfeltétel szerint adott értéku és a program
soran nem valtozik (az utéfeltételben is szerepel rejpeap?).
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kil :== m 1;hamis
1IN k6n
| ;= (Inko(p;k+1)=1)
ki=k+1

13.6. példa:Allapitsuk meg, hogy van-e dz fiiggvény értékei kdzott olyan szam,
amelyk-hoz relativ prim!

Megoldés:
f:[mn]! N
A= Z z L N
a b I k
B= Z z z
a® B K

Q:(a=a"b=K"ra b+1"k=k"
R:(Q1=(9j 2 [a:H:Inko(k:j) = 1))

Ezt a lineéris keresés 2.8 tételre vezethetjik vissza, azonban a visszavezetés &l-
talanositott alteres, hiszen nem vagyunk kivancsiak a keresés éltal visszaadott flig-
gvényargumentumra, amellyel a figgvényérték relativ prinoz. Ugyanakkor a vis-
szavezetés paramétere&iparaméter szerint.

A helyettesitések:

feladat linearis keresés 2.8
a $ m
b $ n
Inko(k;i)=1 $ (i)
i;l == a 1;hamis
1N i6b
I :=(Inko(k;i +1)=1)
=i+l

13.7. példa:Adott a kezapontja szerint névelwsorrendben a szamegyemesiarab
intervalluma. Allapitsuk meg, hogykaszam hany intervallumba esik bele.
Megoldas:
lv =(ah:2Z;fth :2)
I (i)=(i;zah i:fh +1)
V = vekt([1:NT; 1v)
A=V z No
% k d
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vO kO
Q:(v=Vv9"k=k0~8i2[1:N 1]:v[il:ah V[i+1]:ah)

R:(QAd:_IISI (vViil:ah k V[i:fh))

1=
A speci k&cio nagyon hasonld a szamlélas programozési tételéhez. Az eltéréseket
az alabbi tablazattal foglalhatjuk dssze:

feladat szamlalas
1 $ m
N $ n
v[xl:ah k v[x]ifh $ (x)
i $ k

A visszavezetés paramétereskaszerint, tovdbba a szamlalds programozasi
tétele nem koéveteli meg a benwrektor valamilyen rendezettségét, tehat a feladat
elofeltétele ensebb, mint a tételé, igy szigoritunk.

i;d :=0;0
i6N
v[i +1]:ah  k Vv[i +1]:fh
d=d+1 SKIP
i=i+1

13.8. példa:Dontsiik el a monoton néveked fliggvényol a szigorl értelemben vett
monotonitast!

Megoldas:
f :[m:n]! Z
A= Z z z
m n I
B= Z z
m° n®

Q:(m=m%2n=n°"m n+178i2[mzun 1]:f(i) f(i+1))
R:(QAI=(82[m:n 1]:f()<f(i+1)=(Q7: 1=(9 2 [m:n 1]:
f@i) f@+121)

Ha az utéfeltétel masodik alakjat vessziik gyelembe, akkor a speci kacié hasonlit
a linearis keresés 2.8 speci kacidjahoz, par apré eltérédtekintve. llyen eltérés
(a tAblazatban 6sszefoglalhatokon kivil), hogy a tétdlapottér-komponense a mi
speci kaciénkban nem szerepel, illetve az, hogy a tétel nem kdvetelné meg a vizsgalt
fllggvény monotonitasat. Tehat egyrédarszerint altalanositott alteres, masrébzr
az ebfeltételek kildnboasége miatt — szigoritasos ez a visszavezetés.
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feladat linearis keresés 2.8
fa f@i+1) $ (i)
:I $ I
n 1 $ n

Az n-nekn 1-gyel valo helyettesitése esetén aafeltétel csak akkor teljesdl,
ham n, ezért a visszavezetéshez erre a kiegéseitételre is sziikség van.

A visszavezetés paramétereskaszerint, tovdbba a szamlalas programozasi
tétele nem koveteli meg a benwrektor valamilyen rendezettségét, tehat a feladat
elofeltétele eosebb, mint a tételé, igy a visszavezetés egyben szigoritott is.

i;:1:=m 1 hamis
I~"ién 1

= f+1) f(i+2)
i=i+1

Ezzel a struktogrammal tébb probléma is van. A legnagyobb az, hogy szerepelnek
benne nem de nialt értékadasok. Hiszen az értékadas de niciojakor a jeldlésben csak
azt engedtiik meg, hogy a bal oldalon valtozénevek alljanak. Itt azonban egy kifejezés,
nevezetesen:al all, aholl mar valtozénév. Egyszeru meggondolasok alapjan azonban
lathatjuk, hogy az ilyen tipusu értékadasok atirhatok érvényessé, ha ,mindkét oldalt
még egyszer tagadjuk”, majd a kialakult | formulak helyére egyszeruen cshiet
irunk. Ezzel az utolso Iépéssel a struktogram masik folosleges alaku kifejezését, a
benne szerepl:: | résztis kiklisz6boltik.

igy:
i;l :=m 1ligaz
I"ién 1
=f(i+1) <f (i+2)
=i+l

13.9. példa:Keressiink afa::f intervallumban ikerprimeket! Feltehetjik, hogy>
2

Megoldés:

A= N N L N

a b I p
B= Z Z

a’ K
Q:(a=a’*b=K"ra b+l17ra>2)
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R:(Q™I1=(9 2[azb 2]: (prim(i) ~ prim(i +2))) ~ 1! (p2[a:b 2]~
prim(p) * prim(p +2)))

A speci kacié hasonlit a linearis keresés 2.8 speci kacidjahoz, par apré eloérést
eltekintve. Ezeket foglalja 6ssze a tablazat:

feladat linearis keresés 2.8
prim(i) A prim(i +2) $ (i)
p $ i
a $ m
b 2 $ n

Az utolso helyettesités esetében afeltétel csak akkorigaz, tea b 1, ezért
ezt fel kell tenniink.

A visszavezetés szigoritott, hiszen aafeltétel az intervallumok tekintetében szi-
gorubb a feladatban, mig az utéfeltétel gyengébb a feladatban, mint a tételben (mi
nem kéveteljik meg, hogy az elskerprimet talélja meg a program).

p;l:=a 1;hamis
I"p6b 2
| ;= prim(p+1)  prim(p + 3)
p=p+1

A megoldasban szerapl := prim(p+ 1) ~ prim(p + 3) értékadast egy Uj fel-
adatként is megfogalmazhatjuk: allapitsuk meg pggamrdl, hogy maga és a nala
kettovel nagyobb szam prim-e! Ez a feladat az eredeti allapottér egy alterén speci kéal-
haté:

A= L N

I P
B%= N

0
Q% (p=p°" p>2)
RO:(QM1=(82[2:p 1]:(C(ip) ~: (j(p+2))) =( Q" 1=(9 2
[2zp 1] :(jp_ij(p+2))

Ez visszavezetheta linedris keresés 2.8-ra. A visszavezetés az alteres vissza-
vezetés mindkét esetével Osszeegyeztetlfetszen az intervallum kezdetét kon-
stanssal helyettesitettiik, ugyanakkor a téeredménykomponensét nem hasznéltuk
a speci kaciéban). A visszavezetés altalanos is, mivel Rikanstanssal mint az in-
tervallumelejével ésp 1  2kifejezéssel mint az intervallum végével az Ures inter-
vallum feldolgozasat kizartuk azageltételben, igy az szigorubb a tétediitételénél.
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feladat linearis keresés 2.8
ijp_ij(p+2) (1)
o |
2 m
p 1 n

tl:=prim(p) » prim(p+2),
il = i;igaz
I"igep 1
= (+D)jpr: (i+1)j(p+2)

i=i+1

Tehat a megoldast igy is irhatjuk:

p;l:=a 1,hamis

:1"p6b 2

i;l :=1;igaz

I~iép 1
l:=:(i+1)j(p+1) ~: (i+1)j(p+3)

i=i+1

p=p+1

A késobbiekben ezt a helyettesitést nem fogjuk elvégezni, hiszen semmi (j infor-
maciét nem ad,a sok esetben a konkrét programnyelven téstkadolast is megne-
hezitheti.

13.10. példa:Keressiik meg ak : Z! Z fliggvény értékei kdzott B szamp-edik
elofordulasat afa::b intervallumban!
Megoldas:

A feladat megfogalmazasahoz de nidlunk eg2 Z ! Ng parcialis fliiggvényt,
ahol g(i) azt adja meg, hogy hanyszor vette felfatiiggvény ak értéket aZa::i]
intervallumban.

ga 1)=0,82[a 1:b 1]:

o(i); haf (i +1) 6 k;

9i+1)= Ji)+1: haf(i+1)= k
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A= Z

Z Z N Z L
a b k p i I
B= Z Z Z N
al B° kO p°
Q:(a=a*b=Kra b+17rk=k"p=p9
R:(QM1=(9 2[azf:g(G)=p "~ IT (i 2[azg” gi)=p" f(i)= k)
feladat lineéris keresés 2.8
a $ m
b $ n
gi)=p $ (1)
i:l == a 1;hamis
1M i6b
l:=(g(i+1) 6 p)
i=i+1

Felhasznalva a rekurziv fliggvény valtozéval valé helyettesitésének programtransz-
formaciés modszeréfre:

z:=0
i;l == a 1;hamis

1~i6b

z=F(+1;2
I:=(z6 p)

i=i+1

Ha ismerjik az eldgazassal de nialt fliggvény kiszamitdsanak programozasi
tételét, akkor ebtl megkaphatjuk a megoldoprogramot, haate alkalmazzuk:
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z:=0
i;l .= a 1;hamis
1N i6b
fi+1)= k
z=z+1 z:=z(, SKIP)
I:=(z26 p)

i=i+1

13.11. példaiKeressiik meg am::n] intervallumbarf : Z! Z figgvény egy olyan
értékét, amely egyeala kézvetlen szomszédai atlagaval!

Megoldas:
A= Z Z L Z
m n I i
B= Z Z
m? n°
Q=(m=m°*n=n°"m n+1) _ _
R=(Q™1=(9 2 [m+1;n 1]: ()= "Dy~ 1 (2

m+1in 1]~ (i) = L2500

A linearis keresés 2.8 speci kaciéja hasonl6. Lassuk, hogy az alabbi atnevezés
utédn milyen kilénbségek maradnak:

feladat linearis keresés 2.8
m+1 $ m
n 1 $ n

f(i)= w $ 0)

Az el két helyettesités esetében a tétefatétele csak akkor igaz, ma < n,
ezért ezt fel kell tennlink.

A visszavezetés altalanositott, hiszen nem koveteljik meg, hogy azlys
specialis tulajdonsagu elemet talaljuk meg.

i;| := m;hamis
1~rigén 1
I :(f(| +1): f(l)+ f2(|+2))

=i+l
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13.7. Feladatok

A feladatokban szerepifiggvények (ha méas nincs kikotve) egész szamok egy inter-
valluman vannak értelmezve és egész értékuek.

13.1.

13.2.
13.3.
13.4.

13.5.
13.6.
13.7.

13.8.

13.9.

13.10

13.11.
13.12.
13.13.

13.14.
13.15.
13.16.

13.17.

Hatarozzuk meg az fliggvény azon pozitiv értékeinek a szaméat, amelyek
kozvetlenul egy negativ érték utan alinak!

Allapitsuk meg, hogy am természetes szamnak van-e paratlan valédi osztéja!
Hatarozzuk meg az természetes szam legkisebb paratlan osztojat!

Adottak azx ésy vektorok, aholy elemei azx indexei kézil valék. Keressiik
meg azx vektornak az/-ban megjeldlt elemei kdzil a legnagyobbat!

Adjuk meg, hany olyan elem van azvektorban, amely kisebb az indexénél!
Hatarozzuk meg az természetes szam legkisebb egyszeres osztéjat!

Adottak az azonos értelmezési tartomaryés g fliggvények. Azf értékei
egészekg pedig csak &; 1 értékeket veszi fel. Hatarozzuk meg azoknak a paros
f -értékeknek a szamat, amelyek olyan poziciéban vannak, apéliggvény
értékel!

Keressilk meg azt a helyet, aholfaZiiggvény értékének decimalis alakjaban
az egyesek helyén a legnagyobb szamjegy all!

Az x vektor egy szbveget tartalmaz. Allapitsuk meg, hogy visszafelé olvasva a
szOveg ugyanaz-e!

. Adott egy graf a csticsmatrixaval. Allapitsuk mel-adik csics fokszamat!

Hatarozzuk meg ak fliiggvény legnagyobk-val oszthat6 értékét!
Hatarozzuk meg aa természetes szam valddi paros osztéinak szamat!

Hatarozzuk meg af fiiggvény lokalis minimumai koziil a legnagyobbat! (Egy
érték akkor lokalis minimum, ha mindkét szomszédjanal kisebb.)

Adjuk meg azf fliggvény egyk-val oszthat6 értékéhez tartozé argumentumat!
Hatarozzuk meg ak fliiggvénynek &-nal kisebb legnagyobb értékét!

Adott a kbzéppontjaval és a sugaraval a sikon egy kor, és toablarab pont.
Keressiink egy olyan pontot, amely a kérbe esik!

Hatarozzuk meg aZ fliggvénynek aZa; b intervallumba es legnagyobb
értékét!
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13.18.

13.19.

13.20.

13.21.

13.22.

13.23.

13.24.

13.25.

13.26.

13.27.

13.28.

13.29.

13.30.

13.31.

13.32.
13.33.

Hatarozzuk meg az flggvény azon értékeinek a szamat, amelyek vads;dd
vagy alc; d] intervallumba esnek!

Hatarozzuk meg aiz fliggvénynek azt a legnagyobb értékét, ankelyal osztva
1-et ad maradékul!

Adjuk meg a# fliggvénynek azt az értékét, amehod N a legnagyobb!

Adottak az azonos értelmezési tartomayésg fliggvények. Az(f (i); g(i))
szamparok egy-egy sikbeli pont koordinatai. Szamoljuk meg, hogy a pontok
k6zul hany esik atxo; yo) kdzéppontlr sugaru kérbe!

Keressiik meg ak fliggvénynek az etsn-nél kisebb vagy értékét!

Adottak azx ésy vektorok, valamint & szam. Azy vektor azx indexeinek egy
részhalmazat tartalmazza. Szamoljuk meg, hany dtyeal oszthat6é elem van
x-ben, amelynek indexe megtalalhatdan!

Adott azx vektorban egy széveg. Allapitsuk meg, hogy a széveg tartalmaz-e
magénhangzét!

Keressik meg af fliggvény egy olyan értékét, amely beleesik[azy és a
[c; d] intervallumba is!

Az x vektor egy szOveget tartalmaz. Szamoljuk meg, hany maganhangzé van a
szovegben!

Allapitsuk meg, hol van a monoton névekefl fliggvényben a legnagyobb
ugras, azaz az(k) f(k 1) érték melyk-ra maximalis!

Hatarozzuk meg ak fliggvény legnagyobb paros értékéhez tartozé argumentu-
mot!

Keressiink az vektorban két olyan szomszédos elemet, amelyek szorzata
negativ!

Adottak aZm; n] intervallumon értelmezett ésg fliggvények. Allapitsuk meg,
hany egész koordinataju pont esik a fliggvényértékek kdzé!

Adottak azx ésbvektorok. ,Fektessiikb-t azx vektorra folyamatosan egymas
utan, ahanyszor csak lehet, és szamoljuk meg, hany helyen egyeznek az egymas
feletti értékek!

Adott azn természetes szam. Hatarozzuk meggy valddi osztojat!

Adjuk meg azf fluiggvénynek azt az értékét, amelynek szomszédai atlagatol
vald eltérése a legnagyobb!
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13.34.

13.35

13.36.

13.37.
13.38.
13.39.

13.40.

13.41.
13.42.

13.43

13.44.

13.45.

13.46.

13.47.
13.48.
13.49.

13.50.

13.51.

Keresslink ax vektorban egy olyan elemet, amely oszthaté az indexével!

. Adott azx matrix, amelynek elemei sorfolytonosan névelsorozatot alkotnak.

Keressiik meg a matrixban azrtéket!

Adott egyx vektor, amely szineket tartalmaz soétéesbrrendben ( szineken
értelmezve van egy Ugynevezett sotétségi relacio, amely teljes rendezés). Ke-
ressilk meg ax vektorban a vilagoskéket!

Adott a sikonN darab pont. Keressiik meg az origétdl legtavolakbpEmntot!
Adjuk meg azf fliggvény utolsé pozitiv értékének argumentumat!

Adott azx vektor, amelynek elemei nullak és egyesek. Szamoljuk meg, hanys-
zor fordul eb a vektorban a0101 szakasz!

Allapitsuk meg, hogy van-e &z fliggvény értékei kozott olyan szam, amely
k-hoz relativ prim!

Hatarozzuk meg az természetes szam legkisebb valodi nem prim osztéjat!

Adottak azf ésg monoton now fiiggvények, valamint & szam. Allapitsuk
meg, talalhat6-e olyanésj argumentum, amelyre(i) + g(j) = k!

. Adjuk meg azx matrix egy olyan soranak indexét, amely nem tartalmaz pozitiv

elemet!

Allapitsuk meg, hogy & vektorban lew széveg afordul-e a karakteres vek-
torban!

Adott az injektivf figgvény. Adjuk meg egy helyet, amelyet legalabb egy olyan
megebz, ahol a fliggvényérték nagyobb!

Hatarozzuk meg az eshelyet, ahol at fliggvény olyan értéket, vesz fel, ame-
lyet legalabb kétszer vesz fel!

Keressuk meg az métrixnak azt a sorat, amelynek minden elethe
Adjuk meg, hany primszam van g b intervallumban!

Hatérozzuk meg amn-nél kisebb,n-hez relativ prim természetes szamok
szamét!

Adott két egybevag@n-szdg. Mindketb oldalait véletlenszeruen kékre vagy
pirosra festettik. Helyezzik egymasra a két sokszdget ugy, hogy @ lehet
legtdébb helyen legyenek azonos szinu oldalak egymason!

Szamoljuk meg af : [m;n] [m;n]! Z figgvény nulla értékeit!
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13.52.

13.53.

13.54.

13.55.

13.56.

13.57.

13.58.
13.59.

13.60.

13.61.

13.62.

13.63.

13.64.

13.65.

Szamoljuk meg, hogy az matrixban hany olyan sor van, amely csak egyetlen
nullatél kulénbop elemet tartalmaz!

Allapitsuk meg, melyik az fiiggvény leggyakrabban felvett értéke!

Hatarozzuk meg af fliggvénynek azt az értékét, amelyet a legtdbb nala na-
gyobb elem ez meg!

Keressiik meg a négyzetesnatrixnak azt az oszlopat, amelyberodiigonalis
feletti elemek 6sszege a legnagyobb!

Hatarozzuk meg a négyzetesnatrixnak a bdiagonalis alatti legnagyobb ele-
mét!

Szamoljuk meg, hogy ax méatrixnak hany olyan sora van, amely csak egy
nullatél kulénboop elemet tartalmaz!

Adott a sikN pontja. Allapitsuk meg, melyik a két legtavolabbi pont!

Egy sakkbajnoksag végeredményét ggyégyzetes matrixban taroltuk, ahol az
i-edik sorban @-edik elem az-edik jatékos és p-edik jatékos kozti ménzés
eredményét jelenti aizedik jatékos szempontjabolx; értéke0, haj nyert;

2, hai nyert; 1, ha a jatékosok dontetlenben egyeztek meg). Keressiik meg a
bajnoksag (egyik) gyztesét (ggpztes az, akinek a legtébb pontja van)!

Adott egyf :[a;b! Z fliggvény. E fliiggvény értelmezési tartomanyanak egy
i pontjat a fliggvény cslcsanak nevezzik8pa2 [i+1;b : f(j) < f (i).
Adjuk meg, hany csucsa vdnrnek!

Keressik meg ax négyzetes méatrixnak azt adiagondlissal parhuzamos
atlojat, amelyben az elemek 6sszege a legnagyobb!

Adott a0; 1 értékeket felven f fuggvény. Keressiik meg a fliggvény értelmezési
tartomanyanak azt az elemét, amely a leghosszabb egyes-értéksorozat kezdete!

Allapitsuk meg, van-e negativ szam hzfiiggvényértékeinek (kemj rész-
letbsszegei kozott!

Egy fuggvény értelmezési tartomanyanak azt a szakaszat, amelyhez tartoz6
értékek negativok ugy, hogy a szakaszt jobbrél és balr6l nemnegativ érték vagy
az értelmezési tartomany vége hatéarolja, a fliggvény negativ szigetének nevez-
zUk. Adjuk meg aZ fliggvény értelmezési tartomanyaban a negativ szigetek
szamat!

Adjunk meg egy olyak szamot, amelyre az természetes szam binéaris alakja-
nakk-adik helyi értékéri-es all!
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13.66.

13.67.

13.68.

13.69.

13.70.

13.71.

13.72.

13.73.

13.74.

13.75.

13.76.

13.77.

13.78.

Adjuk meg azf fuggvény értelmezési tartomanyanak azt a leghosszabb sza-
kaszéat, amelyen belll az értékek ndveék!

Allapitsuk meg, hogy ax szam binarisan felirt alakjaban hany dafabs sz-
erepel!

Adott azx vektor, amelynek elemei karakterek. A vektor szavakat tartalmaz,
amiket egy-egy vesszvalaszt el egymastol. Adjuk meg a leghosszabb sz6nak
a kezaindexét!

Egyf : [a; ! Z fuggvény értelmezési tartomanyanak azon szakaszat,
melynek két végpontja a fiiggvény lokalis minimumhelye gy, hogy a végpon-
tok kozotti elemek nem azok, a fliggvény egy hegyének nevezziik. Adjuk meg
a legszélesebb hegy kemabntjat!

Egy vektornak azt a szakaszat, amely csupa negativ elemet tartalmaz ugy, hogy
a szakaszt jobbrdl és balrél nemnegativ elem vagy a vektor vége hatarolja, a
vektor negativ szigetének nevezziik. Adjuk meg aektor legnagyobb negativ
szigetének kezmndexét!

Egy mUzeumban adik 6rdbanx; latogatd érkezik éy; latogatdé megy el.
Melyik éraban volt a legtobb latogaté a mizeumban?

Adott az egész szamok egy vektora és két egész szam. Allapitsuk meg, hogy a
két adott szam efordul-e a vektorban; és ha igen, akkor melyi@l#!

Helyezziink eln darab vezért egp  n méretu sakktablan ugy, hogy egyik
vezér se tAmadjon masikat!

Hanyféleképpen helyezhetiinkreldarab vezért egn  n méretu sakktablan
ugy, hogy egyik vezér se tdmadjon masikat?

Legfeljebb hany vezért lehet egy n méretu térikus sakktablan elhelyezni
ugy, hogy egyik vezér se tAmadjon masikat?

Adottn G ésugyanennyilany. Egy logikai matrixban taroljuk a Uk és lanyok
kozotti szimpatiat (ez egy szimmetrikus relacio) a kovetk&ppenx;; igaz,

ha azi-edik 0 és aj -edik lany szimpatizal egymassal, hamis, ha nem szimpa-
tizalnak egymassal. A feladat az, hogy ha lehet, akkor parositsuk (hazasitsuk)
Osszeoket Ugy, hogy minden parban a felek szimpatizéljanak!

Adott egyn m méretu sakktabldi;j ) mezején egy huszar. Végig lehet-e
vezetni atablan agy, hogy minden noee I1ép, de csak egyszer, és minden |épése
szabalyos (huszarlépés)?

Hanyféleképpen lehet forintot ki zetni m kilonbéo cimletu pénzbl?



13.7. FELADATOK 201

13.79. Hanyféleképpen lehat forintot ki zetni m kilénbdéo cimletu pénzbl, ha

13.80. Adott a természetes szamok egywéges részhalmaza. Kivalaszthat6-ealvb
darab elem ugy, hogy az dsszegiikegyen?

13.81. Az x szekvencialis fajl (megengedett muveletsag dx; x : read) egy vallalat
dolgozéirdl a kdvetkez adatokat tartalmazza:
a dolgoz6 azonositdé szama;
vezeb beosztasban van-e;
legmagasabb iskolai végzettsége.
Véalasszuk ki av sorozatba azoknak a dolgozoknak az adatait, akik wezet

beosztasban vannakz @orozatba azoknak az azonositéit, akik vebetosztas-
ban vannak és nem érettségiztek!

13.82. Az x szekvencialis fajl (megengedett muveletsaz dx; x : read) féldrengések
adatait tartalmazza. Egy elem a kévetidzol all:
az észlelés helyének koordinatai;
arenges arssege;
arengés idtartama;
a foldrész azonositéja;
a rengést @re jelezték-e.

Vélasszuk ki & sorozatba az ete nem jelzett féldrengések észlelési helyeit, a
z sorozatba pedig 20 masodpercnél hosszabb féldrengések adatait!

13.83. Adott a keresztnevek és a viragnevek fajlja, mindketbécésorrendben ren-
dezett (megengedett muvelet ax;dx;x : read). Hatarozzuk meg azokat a
keresztneveket, amelyek nem viragnevek!

13.84. Adott egy egész szamokat tartalmazé fajl. Ha a fajl tartalmaz pozitiv elemet,
akkor keressiik meg a legnagyobbat, kilonben a legkisebbet!

13.85. Egy fajlban (megengedett muveletlapop extremalis elemmel) adottak az
egyes kaktuszfajtakrol a (néwshaza, viragszin, méret) adatok. Valogassuk ki
egy fajlba a mexikoi, egy masikba a piros viragu kaktuszokat!

13.86. Adott egy fajlban (megengedett muvelet ax;dx;x : read) egy OTP-
nyilvantartas (név, 6sszeg) parok alakjaban. Adjuk meg annak a nevét, akinek
nincs tartozésa, de a legkisebb a betétallomanya (ha van ilyen)!
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13.87.

13.88.

13.89.

Az x szekvencidlis fajl egész szamokat tartalmaz (megengedett muvelet az
sx; dx; x : read). Keressiink a fajlban lokalis maximumot, vagyis olyan értéket,
amely mindkét kbzvetlen szomszédjanal nagyobb!

Adott azx vektor és az szekvencidlis fajl, amelynek elemei egyarant pozitiv
egész szamolk-ben ésy-ban egy szam legfeljebb egyszer fordud,eds mind-
ketto ndvekwen rendezett. Ay egy olyan szekvencialis fajl, amelyre csak a
lopop muvelet megengedett, és a fajl végét egy negativ szam jelzi. Allitsuk el
a rendezetr sorozatot, amx ésy elemeit tartalmazza!

Adottak azx szekvencialis fajlban (megengedett muvelesazdx; x : read)

egy évfolyam hallgatéinak adatai. Egy elem a hallgat6é nevét, csoportszdmat és
tiz db osztalyzatot (a nulla azt jel6li, hogy az osztalyzat hianyzik) tartalmaz. A
fajl a csoportszamok szerint néveden rendezett. Allitsuk elazy sorozatot,

ami a hallgaték nevét, csoportszamat és atlagat tartalmazza!



14. fejezet

Absztrakcios stratégia

A programozasi feladatok megoldasa sordn mindig valamilyen absztrakcios eljarast
kovetiink, ami a megoldas soran lehet végig azonos, de lépésenként valtozhat is. A
killénb6o programozasi modszereket az jellemzi, hogy déntmilyen absztrakciés
stratégiara épitenek.

Az elozo részben mutattunk egy egyszeru példat az allapotér-transzforméciora. Az
allapottér-transzformaciéra émubtratégidkahdatabsztrakcidstratégianak is nevez-
zlk, hiszen az allapotér az adatok absztrakcidja.

Most ezt a feladatot Gjra megoldjuk, de egészen mas gondolatmenettel. Nem az
allapoteret alakitjuk at, hanem az eredeti allapottéren de nialunk olyan fliiggvényeket,
amelyek segitségével az utofeltétel kényelmesen felirhatd, és kdnnyebben kezelhet
feladathoz jutunk. Ebben az esetlfaggvényabsztrakciérdleszélink.

Tehat a feladat a kdvetkeZegyiik fel, hogy van egy karakteredtallé szekven-
cidlis fajlunk, ami egy széveget tartalmaz. Szamoljuk meg, hogy hany olyan csupa
betiikiol all6 rész van a szévegben, amelynek hossza nagyobb, mint egy mdgadott
érték!

Legyenx egy karakterekdl 4ll6 sorozat. De niéljuk a kovetkex parcialis fugg-
vényt:

f(0)=0 és

8i 2 [0::dom(x) 1]:

f(i)+1; haxj+1 2 BETU;
0; haxi+1 6BET U:

Az f fuggvény azt adja meg, hogy ahelyen hanyadik betije van egy megsza-
kitas nélkuli betlisorozatnak azben. Ezért a feladat speci kacidja:
A =X N ha X = file (CH);
X d

f(i+1)=
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0

Q:(x=x9
R:(k=k°’\d=do_ (X) (f (i) = k)

1=
Erre a feladatra alkalmazva a megszamlalas tételének szekvenciadlis fajlra
vonatkozé valtozatat és a rekurziv fliggvény helyettesitése valtozédval transzformaciot
kapjuk a kovetkea megold6 programot.

sx; dx; x : read
z:=0
d:=0
SX = norm
n dx 2 BETU
z=2z+1 ‘ z=0
n z=Kk
d=d+1 \ SKIP
sx;dx;x : read

A kovetkeokben egy dsszetettebb feladaton mutatjuk meg e két alaptratégia
Osszehasonlitasat.

14.1. Az idoszerusités de nicigja

Eloszor néhany, a sorozatok (szevencialis fajlok) estén gyakran hasznalt jeldlést, fo-
galmat vezetinkbe. Legyenegy sorozatf xg jel6li a sorozat elemeinek halmazat,
azaz
dO[n(x)
fxg= fxig:
i=1
Gyakran hasznalunk olyan sorozatot, amelykelcsavan. Ez azt jelenti, hogy
S = seqX),aholX =(k:K;d : D) ésK egy rendezett halmaK. a kulcsokD az
adatrészek lehetséges értékeinek halmaza. Legg2e8, ekkorf s:kg azs kulcsainak
halmaza, azaz
dom (s)
fs:kg = fsi:kg:
i=1
Azt mondjuk, hogy ax 2 S sorozatkulcs szerint rendezetia

8i 2 [Ll:dom(s) 1]:si:k  sj41 ke

Ha S minden eleme kulcs szerint rendezett, akiokulcs szerint rendezett sorozat
tipus.
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Ha azs 2 S sorozat minden elemének kulcsa kiilonbozik, azaz
8i;j 2 [1l:dom(s)]:i6j ) si:k8 sjk;

akkor azt mondjuk, hogyg egyértelmu kulcs8orozat. H&& minden eleme egyértelmu
kulcsU, akkorS egyértelmu kulcsu sorozat tipus.
LegyensS egyértelmu kulcsu sorozat tipus. De nialjuk a kovetkdz :2 S K !
X parcidlis fuggvényt:
(s;090 2Dk, q2fskg

K(s;q) 2 fsgésK(s;q:k = q:

Most lassuk az idszerusités feladatat. Induljunk ki egy olyan adatfajlbol, amely-
ben azonos tipusu elemek talalhatoak. Ezt a fajlitsfajhak fogjuk nevezni. Legyen
az elemek tipusk, ekkor

T = seqE):
Legyen adott tovabba egy olyan fajl, amely transzformaciok sorozatat tartalmazza. Ezt
a fajlt fogjuk modositofapak nevezni. Legyer = ff jf : T ! Tg, ekkor

M = seqF):
A feladat az, hogy idszerusitsik a torzsfajlt a modositéfajlban leirt transzforma-
ciokkal. Jeldlje az idoszerusités transzformaciot. Ekkar T M ! T és

( ttm) = Mgom(m) my  ma(t):

Ahhoz, hogy a feladatra megoldast adjunk, ez a leiras még tul altalanos, ezért
tovabbi kikdtéseket tesziink a fajlokra.

1. Az idoszerusités kulcsos.

LegyenE = (k : K;d : D) ésF = (k : K;v : V), aholK kulcs részepD a
torzsrekord adat rész¥, pedig az elvégzemdtranszformaciot de nialé tipus.
Feltesszilk még, hogy mind a tézsfajl, mind a médositéfajl a kidgsZerint
rendezett.

2. Atorzsfajl a kulcs szerint egyértelmu.

3. Atranszformacié csak a kovetieharomféle (térlés, beszuras, javitas) lehet:

V. = (tr:W;y;be: Ws;jav : W3);

w, = f g

W, = (d:D);

W3 = (g:G); aholG=seqH);H=f j :D! Dg:
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Hatra van még annak a leirasa, hogy hogyan hatnak a fenti transzforméciok a
torzsfajlra. Mivel a térzsfajl kulcs szerint egyértelmu és rendezett, elég csak azt
megadni, hogy milyen elemeéball.

Harom esetet kilonboztetiink meg attél figg, hogy a transzformacio torlés,
beszulras vagy javités.

(a) m;:tr, azazm; torlés:

_ _ feje2 t éseck & mi:kg; ham;:k 2 f tkg;
fmi(g = ftg kiilonben

(b) m;:be azazm; beszuras:

fmotg = ftg[f (m;:k;m;:v:d)g; ham;:k 62 t:kg;
ntg = ftg kulonben

(c) m;i:jav, azazm; javitas:

S feje2 t ése:k®& mi:kg |
fmotg = f(mi:k; mi:Ggom(m,:q) ::: hamjk2ftkg
19 2 m; g1 (K(t; m;:k):d))g;
" ftg kulénben

4. Ajavitds muvelet csere.

Ez azt jelenti, hogydom(m;:g) = 1 ésm;:g; konstans. Ebben az esetben a
m; ;g1 (K(t; k):d) = m;:d.

A feladat speci kacioja tehat:

A=T M T

to m t
B=T M
tg mo

Q: (to = t3”~ m = mO és azl::x pontok teljestiinek
R:(t=( t3;m9)

Ha a fenti speci kacidbarx = 3, akkorkdzénségeshax = 4, akkoregyszemu
idoszerusitésd beszélink.
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14.2. ldoszerusités egyertelmu modositofajllal

A tovabbiakban az egyszeruadzerusitéssel fogunk foglalkozni. Kozonségesiak-
rusités esetére csak utalni fogunk.

A feladatot harom iranybdl is megprébaljuk megoldani: visszavezetjik halmazok
unidjara, egyvaltozés egyértéku; illetve kétvaltozés egyértéku elemenkénti feldolgo-
zasra.

14.2.1. Visszavezetés halmazok uniojara

Ez a megoldas Dijkstra kdnyvében [Dij 76] taladlhaté. Az alapgondolat az, hdgy a
elemei vagy olyanok, hogy a kulcsuik-ban is kulcs vagy olyanok, hogy a kulcsuk
m-ben is kulcs. Tehdttg = x [ y, aholx = fe2ftgjekk 2 ftockgésy = fe 2
ftgjek 2 f mkg:

Atranszforméltfeladattehétakt‘)vetkeéo‘ :I T -tr
B=T T
X0 yO
Q:(x=x"y=y9
R:(t=x[Y)
Idézzik fel aaunié programjat:
Ilt:=Xx[ VY]
—
ti=;
X6 ,;,_y6;
e2(x[y)

N e2xMezy n ezx"ely n e2x™e2y
t=t[ e t=t[ e t=t[ e
X=Xx"'e y=y' e X:=x"'e

y=y' e

Most mar csak a fenti programot kell transzformalni az eredeti allapottérre.

XxX6;_ y6,; ! to6;_mMm86 ;
e2(x[y) ! ek:2(fto:kg[f m:kg)
e2x ! ek2ftykg

e2y ! ek2fmkg
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Jeldljukg-val aze:k kulcsot, ekkor a megfelelprogram:

ti=;
to6;_m6;
g:2 (fto:kg [f m:kg)
d 2 fto:kg” q2f m:kgnq 2ftockgnrq2f m:kgnq 62 to:kg”™ g2 f mkg

Sl SZ 53

Vizsgaljuk meg most, hogy mit kell tenni az elagazas egyes agaiban:

1. Haagkulcs csak dq eredeti torzsfajlban szerepelt, akkd &; q) elemre nem
vonatkozott médositas, valtoztatas nélkil kell kiirni az Uj térzsfajlba.

| S |
—T—

t[K (to;q)
to 'K (to;0)

t:

1o :

2. Ha aq kulcsérték mind az eredeti torzsfajlban, mind pedig a médositéfajlban
szerepelt, akkor a torlés és a javitds muveletek végekhett Ebben az 4gban a
g kulcsu elemet mindkét fajlbdl el kell hagyni.

I S |
1
nK(m;q):tr nK(m;q):ben K(m;qg):jav
SKIP [ HBA 1 =t (aiK(m;ia):q)
m:=m'K (m;q)
to 1= to 'K (to;0)

3. Ha ak kulcs csak a médositéfajlban szerepelt, akkor csak a beszuras muveletet
lehet elvégezni, és@kulcsu elemet ki kell torélni a médositéfajlbol.
| Sz |
——
nK(m,q).tr n K(m;q):be r]K(m,q).Jav
HIBA

t=t[ (qK(mo:d) | HIBA
m:=m'K (m;k)
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Ha a programnak hibajelzést is kell adnia, akkor azt a fenti struktogramokban
HIBA -val jelzett helyeken kell megtennie. Térjink most vissza az eredeti feladatra,
ahol halmazok helyett szekvencialis fajlok szerepelnek. Legyen az input fajlokon a
read muvelet értelmezve. Ekkor a program az alabbiak szerint alakul:

stp;dto;to : read; sm;dm;m :read
t:= hi

st = norm _ sm = norm

(sto = sm ” dtp:k <dm:k ) stp = sm” (sto = sm ~ dtg:k >dm:k )
_sm = abnorm n dto:k = dm:k n _sto = abnorm

t : hiext (dtp) S, S;

stp; dto;to : read

ahol
ISy |
-
h dm:t n dm:b n dm:j
SKIP HIBA t : hiext (dm:k; dm:d)

stp; dtg; to : read

sm;dm; m : read

| S |
[
h dm:t n dm:b n dam:j
HIBA t : hiext (dm:k; dm:d) HIBA
sm;dm;m : read

14.2.2. Visszavezetés egyvaltozds elemenkénti feldolgozasra

Allapottér-transzformaciot alkalmazunk. Legy¥n= seqY) ésY = (k : K;d :
D%v:V9, aholD%= D [f "ures"gésV®= V [f "ures"g.
Legyenx 2 X ésfx:kg= fto:kg[f m:kg.

. o o — "ures"; hax;j:k 2f tg:kg;
8i 2 [Lxdom]:xid = K(to; xi:k):d; hax;:k 2 ftykg:
"ures"; hax;:k 2f m:kg;

XV K(m;x;:k):v; haxj:k 2 fm:kg:
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Legyenf : X I T.

f(x) = [ f (feg) és
e2f xg

(exk;e:d; hae:v ="eures";

"ures"; hae:v:tr » e:xd="sures";

(e:k;ev:d; hae:v:be’ e:d="eures";
f(feg) = "ures"; hae:v:ijav ® e:d="eures";

"ures"; hae:v:tr » e:d6 "sures";

(e:k;e:0; hae:v:be" e:d6 "sures";
(e:k;e:v:d; hae:vijav” e:d6 "sures":

T VRN /ARKKRRRARARY/ ©O

A speci kacio:
A=X T

B

1
X

Q:(x=x9
R:(t=f(xY)

A halmazokra felirt megoldoprogram:

t:=;
X6 ;
e:2 X
e:d6 ".ures" A e:d6 "sures" e:d="eures" "
n €Vv=r"ewres" | ewv="wres" | ewv="sdres
d:=(ek;e:d S, S3
t:=t[ d
X:=X"' e
ahol
ISy |
-
h e:tr n e:be n eijav

HIBA d:=(ek;ev:gd HIBA
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| Sz |
-
h e:tr n e:be n e:jav
d:=: HIBA d:=(ek;e:de:d)

Térjunk vissza most az eredeti allapottérre:

’ X6 : ‘ ) ’ to6: m6 ; ‘
’ e:2x ‘ ) ’q 2 (fto:kg [f mikg) ‘
’ e:d6 "eures" N e:v="eures" ‘ ) ’ q2ftokg” q2f mkg ‘
’ e:d="eures" " e:v6 "sures" ‘ ) ’ q2fto:kg”™ g2 fmkg ‘
’ e:d6 ".ures" M ev 6 "sures"” ‘ ) ’ g2fto:kg”™ g2 fmkg ‘
| X:=x' e ) q2ftokg | q2ftokg | q2ftokg
nA q zf m:kgn" q2f m:kgn" q2fmkg
to = to ' to = to "' m:=m'
K(to;q) K(to;0) K(m;q)
m:=m'
K(m; q)

Hasznéljuk fel azt a tényt, hogyda:= f (f eg) értékadast kiszamitd programok-
ban ésax ;= x' eértékadas megfel@ieben szereplelagazasok feltételrendszere
megegyezik, tovabbata:= t [ d értékadast csak azokba az agakba irjuk bele, ame-
lyekbend 6 ;. Ekkor ugyanazt a programot kapjuk, mint azoefsegoldasban.

14.2.3. Visszavezetés kétvaltozos elemenkeénti feldolgozasra

A feladat megoldasanak talan legegyszerubb médja az, ha kétvaltozos egyértéku —

hibakezelés esetén kétértéku — elemenkénti feldolgozasra vezetjik vissza, Ugy, hogy
Ha a médositofajl kulcs szerint egyértelmu, akkor azsizerusités fliggvénye |

a kulcsokra nézve elemenként feldolgozhaté. A kulcsértékekre felirt fliggvény:

(fag:) = K(t:a)g:
< 3 haK(m;q):tr;
(;:fag) = f(q;K(m;q):d)g; haK(m;q):be
'8 - haK(m;q):jav:
< i haK(m;q):tr;
( fog;fag) = fK (to; 9)g; haK (m; q):be

f(q;K(m; 0):9(K(to; @):d))g;  haK(m;q):jav:
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Ha ezt a fenti fliggvényt behelyettesitjik a kétvaltozds elemenkénti feldolgozas
tételébe, akkor ugyanahhoz a megoldéprogramhoz jutunk — csak sokkal révidebb Gton
—, mint az els megoldasban.

A harom megoldast 6sszehasonlitva, két észrevételt tehetiink. Meglégon
harom latszélag teljesen kiilonbmegoldasi stratégiaval ugyanahhoz a program-
hoz jutottunk. Val6jaban az eredmény nem annyira meglaszen tudjuk, hogy az
unio6 kétvaltozés elemenkénti feldolgozas.

A masik észrevételiink az, hogy minébeebb tételt alkalmazunk, annal egysze-
rubben jutunk el a megoldéprogramhoz.

14.3. ldoszerusités nem egyeértelmu modositofajllal

Vajon miben valtozik a feladat, ha a modositéfajl kulcs szerint nem egyértelmu?
Ebben az esetben a feladat nem elemenként feldolgozhatd, hiszen az elemek nem
tekinthebk azonosnak a kulcsukkal. Erre a problémara kétféle megoldasi maédot is
megvizsgalunk: az egyik jellernenadatabsztrakciéa masik eledlegeseifiiggvény-
absztrakciésnegkozelités.

14.3.1. Megoldas adatabsztrakcioval

Mint az ebbb mar emlitettiik, ha a médosité fajl kulcs szerint nem egyértelmu, akkor
a feladat nem elemenként feldolgozhat6. Prébaljuk meg azza tenni. Ehhez arra van
szilkség, hogy a modositofajit kulcs szerint egyértelmuvé tegyik. Ezt egy allapottér-
transzformacio segitségével konnyen elérhetjik, ugyanis csak annyit kell tenntnk,
hogy az azonos kulcsi mddositorekordokat egy (j rekordba fogjuk dssze. igy az (j
modositérekord a kovetkeképpen fog kinézni:

(kulcs, transzformécidsorozat)

Az éllapottér transzformaciot két 1épésben adjuk meg. Legyen seg(U), ahol
U = seqF).

A=T Zz T
to V4 t
A z-reteljesul, hogyi 2 [1::dom(z)] : 8j 2 [1::dom(z) 1]:z, K = z; K,
z egyértelmu kulcsu, és a kapcsotatész kdzott: seqmjF) = seqzjF).
LegyenS = seqV); ésF%=(k : K;s : S) ésX = seqF9).

A=T X T
to X t
x kulcs szerint egyértelmi x:K g = fz:K g ésse(xjV) = seqzjV).
Ezzel a modositofajllal tehat eljutottunk a kétvaltozds egyértéku (hibafajl
haszndlata esetén kétértéku) elemenkénti feldolgozashoz. Az egyetlen kiillénbség csak
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az, hogy az adott transzforméaciésorozat végrehajtasat meg kell valositanunk az ere-
deti allapottéren. Ehhez sziikségunk lesZ2sazs" szimbdlumra, amely értéket hoz-
zavesszilk az adat rész tipusahd2:= D [f "wures"g. Az, hogy egy torzsrekord
adatrész&ures", azt jelenti, hogy a rekordot nem kell kiirni az eredményfajlba.

Az elemenként feldolgozhat6 fliggvényiink:

( fag;) = fK(to;a)g
(;:fag) f(q;K(x;0):s("ures") g
( fqg;fag) f(a;K(x; 9):s(K(to; 0):d))g

A transzformaciésorozat elvégzése csak a transzformaciok megseeiendje ese-

tén lehetséges. Ha egy transzformaciésorozat egy tagjat nem lehet elvégezni, akkor
azt a sorozatbol ki kell hagyni (esetleg hibat kell jelezni). Ezzel afiiggvény
egyértelmuen de nialt.

irjuk fel tehat a fenti megfontolasok alapjan a kétvaltozés elemenkénti feldolgozas
programjat a megfelelbehelyettesitésekkel:

t:=0
sto; dto;to : read

sx;dx;x : read

Sto = norm _ SX = norm

sx = abnorm _ (sx = sto SX = Stg st = abnorm _ (sx = sto
n A dtork <dxk) n Oxk=diock | A dxck < dt o:k)
t : hiext (dto) ak := dxk ak := dxk
Sto; dto;to : read ad := dx:s(dto:d) ad := dx:s("ures")
t: HIEXT (ad;ak) t: HIEXT (ad;ak)
sto; dto;to : read sx;dx;x :read
sx;dx;x : read

De nidlnunk kell még, hogy mit jelent a fenti struktogramban a transzformacié-
sorozat elvégzése. Ehhez bevezetjik alNy ! D Crekurzivan de nialt fliggvényt:

dx:s(p) = f (dx:vidom);
ahol

fO = p
f (i +1) dx:si+1 (F (i)):
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A fenti de nici6ban szerem dx:vi+1 muvelet elvégzésén az alabbi fliggvényértékeket
értjiik. Legyerd 2 D, ekkor:

d; hadx:sj+ :t » d ="eures";
d; hadx:sj+; :b” d 6 "sures";
dx:sj+1 :d; hadx:sj+1 :b™ d="eures";
dx:sj+1 :d; hadx:sj.:j » d 6 "sures";
d; hadx:sj+ :j » d ="eures":

8
% "ures"; hadx:sj+1 :t » d 6 "sures"”;
dx:si+q (d) = %

Az f fuggvényt kiszamité — a médositassorozatot eleégprogram:

|ad = dx:s(p) |

——
ad:=p

dx:s:dom6 0

n dx:s:lov:t n dx:s:lov:b n dx:s:lov:j

n  ad="eures" In ad = "eures” In ad = "e.ures”
HIBA | ad:="eures" | ad:= dx:s:lov:d |HIBA |HIBA | ad:= dx:s:lov:d
dx:s : lorem

Mivel az aktudlis adat értéke leh&tires” is, ahiext muvelet helyett az alabbi
programot hasznaljuk:

|t :HIEXT (ak;ad) |

[
ad 6 ".ures”

t : hiext ((ak; ad)) \ SKIP

Térjink most vissza az eredeti allapottérre. Ekkas@dgram:
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t:=0
sto; dto; to : read
sm;dm; m : read

Sto = norm _ sm = norm

sm = abnorm _ (sm = stg sm = stg " st = abnorm _ (sm = stg
A dto:k <dm:k ) n dmk=diok | A dmik < dt o:k)
t : hiext (dto) ak := dm:k ak := dm:k
sto; dto;to : read ad := TR(dto:d; ak) ad := TR("ures";ak)
t: HIEXT (ad;ak) t: HIEXT (ad;ak)
sto; dto;to : read

Az ad := TR(p; ak) a mar korabban de nialt rekurziv fliggvényt kiszamito6 prog-
ram megvalésitdsa az eredeti allapottéren:

|ad := TR(p; ak) |
—
ad:=p
sm = norm ~ ak = dm:k

n dm:t n dm:b n dm;j

ad = "sures" /n ad = "eures" /n ad = "sures"

HIBA ‘ ad:="eures" | ad:= dm:d ‘HIBA HIBA ‘ ad:= dm:d
sm;dm; m : read

n

14.3.2. Megoldas fuggvenyabsztrakcidval

Egy adott feladat megoldasat mindig elkerilhetetlenil befolyasolja a speci kacioé
madja. A filggvényabsztrakcié Iényege abban rejlik, hogy a megoldast egy alkalmasan
valasztott figgvény helyettesitési értékének kiszamitasara vezetjik vissza.

Kulcsok egyértelmusitése. A gyakorlatban sokszor talalkozhatunk olyan fajlokkal,
amelyek rekordjaiban van valamilyen kulcsrogami szerint a fajl rendezett, de a fajl
mégsem egyértelmu kulcs szerint és igy a kulcsnerzonatkoztatva nem elemenként
feldolgozhaté. A kdvetkeazkben egy olyan technikat fogunk bemutatni, amelyben egy
Uj kulcsot de nidlunk a fajlra, és ezen 0j kulcs szerint a fajl mar egyértelmu.

Tegyik fel, hogy a faju = (k : K;z : Z) tipusu rekordokbdl all. Az 0j kulcsot
ugy kapjuk, hogy az egymés utan teszonos kulcsokat megsorszdmozzuk. Legyen
tehatv = (h: H;z : Z),aholH = (k : K;s : N). Legyen tovabbd : seqU) !
seqV):



216 14. ABSZTRAKCIOS STRATEGIA

1. g(u):dom = u:dom
2. g(u);:s=1 és8i 2 [L:u:dom 1]

1; hau;:k 6 ujs1 k;

g(u)i+1:s= g(wi:s+1; hauj:k = ujs :k:

3. 8i 2 [1L::u:dom]:
g(u)i:k = uj:k ésg(u)i:z = uj:z:

Ekkor tetsolegesu 2 seqU) esetén — feltéve, hogy a k kulcs szerint rendezett —
g(u) ah kulcs szerint rendezett és egyértelmu.

Természetesen a fenti megszamozast altalaban csak az absztrakcié leirdsara
haszndljuk, és csak ritkan forduloelhogy ag fliggvény altal de nialt absztrakciot
meg is valositjuk.

Megoldas extremalis elemmel. Induljunk ki egy olyan absztrakt fajlbol, mint ami-

lyet az egyvaltozos elemenkénti feldolgozasra valé visszavezetésben hasznéltunk. Ter-
mészetesen, mivel most a médositéfajl nem egyértelmu kulcs szerikt,azsztrakt

fajl de nicidja kissé mddosul: ha egy kulcs mindkét fajlban szerepel, akkor a térzs-
rekordot az elg r4 vonatkozé médositérekorddal vonjuk 6ssze, és az esetlegesen el
fordulé tovabbi azonos kulcsu médositérekordokbdl pedig egy-egy olyan absztrakt
rekordot képeziink, amelynek adat ré%aees".

Ez az absztrakci6 az imént bemutatott egyértelrousitépezésen keresztil imp-
licit modon irhaté le: legyeip 2 T,m 2 M ésx 2 X . Ekkor

fg(x):hg = fo(to):hg [f g(m):hg [T (extr; 1)g;
€s8i 2 [1:x:dom]:

gx)id = K(g(to); 9(x)i:h):d;  hag(x)i:h 2 f g(to):hg;

"ures" kilénben
giv = KEm):gx)ih)v; - hag(x)i-h 2 g(m):hg,
- "ures" kilénben

Figeljuk meg, hogy ez a megoldas egy a gyakorlatban sokszor hasznos eszkozt
haszndl, az utolsé utani elem bevezetésad extremalis elemmel).
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A jobb attekinthebség érdekében a fliggvényt most komponensenként fogjuk
felimi.f :Ng! T KO DOf =(fy;f,;f3):

f(©) = (hi;"ures";"ures")
< fi(i); hafa(i) = Xj+1 1K _

(f2(i) & Xj+1 :k ™ f3(i) ="eures");
hiext (f1(i); (f2(i);f3(i))); haf2(i) 6 Xj+1 k™ f3(i) 6 "eures":
f2(i); haf2(i) = Xj+1 :k;

Xi+1 :K;  hafz(i) 6 Xi+1 :k:
Xi+1 V(F3(i)); hafa(i) = X+ k;
Xi+1 :V(Xij+1 :d); hafa(i) 6 Xi+1 k:

fa(i +1)

fa(i+1) =

fa(i+1) =

Ezt a fuggvényt hasznélva a feladat speci kacidja:

A=X T
X t

B =X
X0

Q:(x=x9

R :(t = f1(x%dom))

Ez a feladat visszavezetloeta fajlra felirt rekurzivan megadott fliggvény
helyettesitési értékének kiszamitasara:

open(x)
sx; dx; x : read
t;ak; ad := hi;"ures"; "ures"
SX = norm
n ak = dxk /
n ad = "eures" /
ad:= dxv(ad) [ sKIp \t  hiext (ak; ad)
ak := dxk
ad = dx:v(dx:d)
sx;dx; x : read

Az x absztrakt fajl muveleteinek megvalositasa:
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| sx;dx;Xx :read |
—— T
h dx:k = extr /
SX = SX := norm
abnorm | sm = norm _ Stp = norm

sm = abnorm _

sto = abnorm _

dx:v :="eures"

Sto; dto; to : read

sto; dto;to : read

sm;dm; m : read

dx:v := dm:v

(sm = sto sm = stg ° (sm = sto
n AN dto:k <dm:k ) dto:k = dm:k n A dto:k > dmik )
dx:k := dto:k dx:k = dmk dx:k := dm:k dxk :=
dx:d := dto:d dx:d := dto:d dx:d :="eures" extr

dx:v := dm:v

sm;dm; m : read

| open(x) |
—

sm;dm; m : read

stg; dtg; to : read

dx:k :="eures"

A transzformacio elvégzésének megvalésitasaraazsztrakt fajlt hasznaljuk:

|ad := dx:v(p) |
—
dx:v = "eures"
n
n dx:v:t n dx:v:b n dx:v:j
ad = =" " =" " =" "
p n p = "eures Iy~ P="eures /n p = "eures
HIBA ad :="eures" |ad:= dxiv:d |HIBA |HIBA ad := dx:vid
ad = ad:= p|ad:=
"ures" "ures"

A fenti megoldasi médokat 6sszehasonlitva lathatd, hogy minél magasabb abszt-
rakciés szintu fogalmakat hasznalunk, annal egyszerubben tudjuk kezelni a feladatot.

Nagyon sok esetben az adat- és fliggvényabsztrakcio is alkalmazhaté egy feladat
megoldasakor,at mint azt az iménti példa mutatja, a lekombinacidja is egy lehet-

séges ut.
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Megoldés fliggvénykompoziciéval. Olyan megoldast is adhatunk a feladatra,
amelynek a speci kacidjdban az utofeltétel egy kompozicidval adott fliggvény kisza-
mitasa, ahol a kompozicié egy rekurziv médon megadott fliggwtddegy eset-
szétvalasztassal de nialt fliggvémyllall. Ebben az esetben nincs sziikség utolsé utani
elemre.

A=X T
X t

B =X
XO

Q:(x=x9

R:(t= HIEXT (f1(x%dom); (f o(x%dom); f 3(x%dom)))) ;

aholf :Ng! T K D9

f(O) = i;"ures";"ures")
3 (Fa(i)if2(i)ixiva v(fa(i))) s haxisg ik = f5(i);

3 (hiext(f1(i); (F2(i); f3(i)));
T Xisn K Xi1 V(X4 :d)); haxi+1 :k 6 fo(i);

f(i+1)

ésHIEXT :T (K D9Y! T,

HIEXT (tk:d)= ?lext (t; (k;d)); bhad 6 "eures";

had = "sures":

Az f figgvény kezdértékének de nicidjaban szeredEXT R kulcsérték tetsaleges
olyan kulcsérték lehet, amely egyik fajlban sem fordual. el

Mivel az utofeltétel fliggvénykompoziciéval adott, a megoldas egy szekvencia
lesz, amelynek etsrésze af , masodik része pedigldlEXT fliggvényt szamitja
ki. Az f fuggvény egyes komponenseinek rendteak; ad valtozok felelnek meg.
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open(x)

sx; dx; x : read

t;ak;ad := hi;"ures

, dures

SX = norm

ak = dx:k /

ad =

dx:v(ad) t

ad := dx:v(dx:d)

: hiext (ak; ad)

ak := dxk

sx;dx;x : read

t: HIEXT (ak;ad)

Az x absztrakt fajl muveleteinek megvalositasa:

| sx;dx; X :read |

——

N sm = norm _ Sto = norm
SX 1= norm SX =
sm = abnorm _ (sm = sto sm = stg * sto = abnorm _ (sm = sto| gbnorm
A dtork <dmek ) diock = dm:k | A dtotk > dmek )
dx:k = dto:k dx:k = dm:k dx:k = dm:k
dx:d := dto:d dx:d := dto:d dx:d :="eures"
dx:v :="eures" dx:v = dm:v dx:v := dm:v
Sto; dto; to : read sto; dto; to : read sm;dm; m : read
sm;dm; m : read
| open(x) |
T
sm;dm; m : read
stg; dtg; to : read
Az ad := dx:v(p) transzformacié elvégzésének megvalésitdsa ugyanaz, mint az

elobb.
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14.4. Feladatok

14.1.

14.2

14.3.

14.4.

14.5.

14.6.

14.7.

Adott az egész szamokat tartalmazdektor. Valogassuk ki ag sorozatha a
vektor pozitiv elemeit!

. Adott két vektorban egy angol-latin szétar: az egyik vektedik eleme tar-

talmazza a masik vektaredik elemének a jelentését. Valasszuk ki egy vek-
torba azokat az angol szavakat, amelyek széalakja nem egyezik meg a latin
megfelebjével.

Adott egyx sorozat, ami egy vallalat dolgozéinak adataibdl all. Egy dolgozorél
a kovetkep adatokat tudjuk:

azonosité szam;

sziletési adatok (@ hely, anyja neve);
lakcim;

iskolai végzettség;

a munkaviszony kezdete;

beosztas;

zetés.

Adott még azy sorozat, amely azonositékat tartalmaz. Mindkét sorozat az
azonosité szam szerint rendezett. Adjuk megsarozatban azoknak a dolgo-
zb6knak az adatait, akiknek az azonositéja szengiian, és a munkaviszonyuk
kezdete egy adott évnél régebbi!

Az x sorozat egy szoveget tartalmaz. Tomoritsuk a széveget ugy, hogy min-
denutt, ahol tébb sz6kdz van egymas mellett, csak egy szokdzt hagyjunk meg!

Adott egy szdveg, ami mondatokbdl all, és a mondatok végén pont van. Mé6-
dositsuk a széveget Ugy, hogy minden mondat végét jgdntot pontosvessze
cseréliink! A mondatokban lehetnek idézetek, és az idézetek is tartalmazhatnak
idézeteket tetsdeges mélységben (az idézetet egy ket mjel vezeti be és

egy zaro idéajel jelzi a végét). Azok a pontok, amelyek egy idézet belsejében
vannak, nem jelentik a mondat végét! Feltessziik, hogy a szévegben az idéz
jelek kiegyensulyozottak.

Adott azx sorozat, amely egy szdveget tartalmaz. Masoljukét az sorozatba
ugy, hogy a kerek zaréjelek kdzé irt szoveget elhagyjuk! (A zaréjelekkel egyiitt.)

Egy szekvencidlis fajl (megengedett muveletsazdx; x : read) szdveget tar-
talmaz, melyben a szavakat szokdzok (esetleg tébb sz6k6z) valasztjak el. Sza-
moljuk meg, hany jelnél révidebb sz6 van a szévegben!
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14.8.

14.9.

14.10.

14.11.

14.12.

14.13.

14.14.

Adott egy szekvencidlis f4jl (megengedett muvelesazix; x : read), ami egy
bank tranzakciéit tartalmazza: egy ugyfél adatait tartalmazé rekord utén olyan
rekordok kovetkeznek, amelyek az tigyfél tranzakcidit irjak le.

Ugyfél = (Azonositd, Szamla 6sszege)
Tranzakcio = (Kivét-betét, Osszeg)

Allitsuk elo azt a fajlt, ami az ligyfeleknek a bankbandepillanatnyi 6sszegeit
tartalmazza tgyfél tipusu rekordokban!

Adott egy karakterektl all6 szekvencialis fajl (megengedett muvelet az
sx; dx; x : read). Szamoljuk meg, hogy a szdveg hany szo6bal all, ha ginél
hosszabb szavakat két szénak tekintjik! (A szavakatdktges szamu sz6kdz
vélaszthatja el.)

Adott azx szekvencidlis fajl (megengedett muveletsag dx; x : read), amely
egy szoveget tartalmaz. Allapitsuk meg, hany olyan sz6 van a szévegben, amely
tartalmaz ,,R” betut!

Adott azx szekvencidlis fajl, melynek elemei egy vezetéknevet és egy kereszt-
nevet tartalmaznak. A f4jl a keresztnevek szerint rendezett. Gyujtsik ki a fajlbol
a kulonbop keresztneveket és azt, hogy hanyszor szerepelnek!

Az x sorozat egy szoveget tartalmaz, ahol a szavakat egy vagy t6bb székéz
valasztja el. Szamoljuk meg, hogy a sorozatban Habgtunél hosszabb szé
van!

Adott egy évfolyam-nyilvantartas névsor szerint a kévetkadatokkal: név,
csoportszam, atlag. Félévenként modositjak a nyilvantartast, ekkor az alabbi
véaltozasok térténhetnek:

jéhetnek Gj hallgatok az évfolyamra;

elmehetnek hallgatok (t6rélni kell a nyilvantartas-bol);

véaltozhat a hallgato atlaga;

megvaltozhat a hallgaté csoportszama.
A véltozasok is névsor szerint rendezett fajlban vannak. Végezzik el az adatok
frissitését.

Végezzik el egy aruhaz osztalyain kint éé&rukészlet nyilvantartdsanak napi
frissitését. Az adatbazisban az arukrdl nyilvan van tartva, melyik osztalyon
arusitjak, mi a neve, mennyi az ara, €s hany db vaoléel boltban. A nyilvan-
tartas osztélyok szerint, azon belll &runév szerint rendezett. Egy madositéfajl
tartalmazza ugyanigy rendezve a napi fogyast, egy masik az (j szallitméanyt, egy
harmadik pedig az arvaltozasokat.
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14.15.

14.16.

Adott egy raktarnyilvantartas (aru, mennyiség) adatokkal, névsor szerint ren-
dezve. Minden nap érkezik harom f4jl:
a gyartétol: szallitas; melyik &rubdl mennyit hozott;
a bolthdl: igénylés; melyik arubdl mennyit rendel a bolt;
a fonokol: selejtezés; csak aruneveket tartalmaz, amiket tordlni kell a nyil-
vantartasbol.

Végezzik el az adatok mddositasat. Ha nincs annyi aru, amennyit a bolt igényel,
akkor ezt jelezziik, de amennyit lehet, adjunk ki a boltnak. Ha egy aru mennyi-
sége 0-ra csokken, akkor toroljik ki a nyilvantartasbol. Ha a gyarté olyan arut
hoz, amilyen még nincs, azt fel kell venni a nyilvantartasba.

Adott a virdgokrél egy nyilvantartas (viragnév, szin, magassag) adatokkal,
virdgnév szerint noveloen rendezve egy fajlban. Adott tovdbba harom
ugyanilyen szerkezetu modositoféf; b; 9. Végezzik el ax fajl frissitését
a kovetkepk szerint:

Ha egy virag benne vaarban, akkor szlrjuk bg-be.

Ha egy virdg benne vamben, akkor modositsuk-et ab-beli rekorddal.

Ha egy virag benne variben, akkor téroljiukk-bol.

Ha egy rekord aa; b; cfajlok kozil tdbben is benne van, akkor a médositasokat
a fenti sorrendben kell elvégeznigskora, majdb ésc).






15. fejezet

Megoldasok

15.1. Alapfogalmak

1. JeldljeA azm elemu ésB azn elemu halmazt.

a) A\ B lehet Ures is, legalabb nulla, legfeljebtin f n; mg eleme van.
b) A[ B-nek legaldbbmaxfn; mg, legfeljebbn + m eleme van.

c) A B-nek minden esetbam m eleme van.

d) A nB-neklegalabbnaxfO;m ng, legfeljebbm eleme van.

2. a) Két részre bontjuk a bizonyitast, egy balrél jobbra és egy jobbrél balra
irdnyra.
=) : Egyrészt minderH reléciéra teljesil, hogyl)) H D x4 R 4.
Masrészt(x;y) 2 Dy R y eseténx 2 Dy =) 9 b 2 B
(x;b) 2 H, valaminty 2 Ry =) 9 a2 A : (a;y) 2 H, igy a
bizonyitand¢ éllitas bal oldalan szerepéltétel szerin(x;y) 2 H.
Ezzel belattuk, hogf2) Dy R y H.

(1)-bol és(2)-bol kbvetkezik, hogyH = Dy R . Tehatk = Dy
ésL = Ry valasztassal készen is vagyunk.

(=:LegyenK A,L B,H =K L.Ha(a;b;(c;d) 2 H, akkor
a;c2 K ésh;d2 L =) (a;d)2 K L =H.Ezzeleztaziranytis
belattuk.

b) HaH 6 ;, akkor nyilvanvalo, hogK = Dy ésL = Ry.
HaH = ;, akkorK = ; vagyL = ;, a masik pedig tetsteges.
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3.R YB)=fa2DgrjR(a) Bg= Dr

4. H = 1(1;1);(1;2);(1:3):(2:1):(2,2): (3: 1)g
Mivel R determinisztikus, az inverzkép ésa@zkép megegyezik,

RO DMH)= R Y(H)= f(1;1);(2;1g.

5R (N N) (Z Z)ésDg=N N.
8(u;v) 2 N N:R((u;v)= f(u+ v;v);(u v;v)g.

RCDMH)= f(u;v) 2N Njf(u+v;v);(u v;v)g\ H 6 ;g =
f(uuv) 2 N Nj(u+v;v)2Hvagy(u v;v)2Hg=
f(u;v) 2 N Nj(u+ v;v2 Nésu+2v < 5)vagy
(u v;v2Nésu< 5)g=
f(uuv) 2 N Nju+2v<5vagy(u>v ésu< 5)g=
f(1,1);(2:1);(3;1):(3;2); (4 1); (4, 2); (4 3)g

R I(H)= f(u;v)2 N Njf(u+v;v);(u v;v)g Hg=

f(uv) 2N Nj(u+v;v)2Hés(u v;v)2Hg=

f(uuv)2 N Nj(u+v;v2 Nésu+2v < 5)és
(u v;v2Nésu< 5)g=

f(u;v)2 N Nju+2v< 5ésu>vg=

f(2;1)g

6. Mivel R determinisztikus, az inverzkép és@gkép megegyezik,
RO DMH)=R Y(H)= f(u;v) 2N Njf(u;v)+ v<5g.
7. R (B nQ) azon pontok halmaza, amelyekibiztosarB nQ-ba jutunk, vagyis
Dr-bol azokat a pontokat hagyjuk el, amelyekieljuthatunkQ-ba:

R {(BnQ)=fa2DrjR(a) BnQg=
= Drnfa2 AjR(a)\ Q6 ;g = Dr nR( D(Q).

Mivel Dr A ésR 1(Q) R( D(Q),

DrnRCD(Q) AnRCP(Q) AnR Q).
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TehatR (B nQ) AnR (Q).

A forditott iranyU tartalmazas azonban nem all fenn, ugyanis pédaul A
esetérBa2 AnDg :a2 AnR 1(Q),deazR (B nQ).

8. Ha létezik olyana 2 DR, amelyreR(a) val6di részhalmaza az értékkész-
letnek, akkorR(a) osképea 2 R (R(a)) miatt biztosan nem ures. Tehat
8a 2 Dr : R(a) = Rg feltétel szilkséges, és nyilvanvaléan elégséges is.
Pontosan azok a relaciok lesznek megfedél amelyekre ez teljesul.

PéldaulR = f(1;1)g, R = f(1;1);(1;2)g, R = f(1;1);(1;2);(2;1); (2; 2)g.

9. F = f(a; b j baza-nakvalddi osztojg, G = f(a; b) j baza-nakfeleg.
a) G F egy természetes szamhoz @szes paros valddi osztojanak felét
rendeli:
G F=f(agh2N Nj2haés2b6 ag.
b) G F egy olyan természetes szamhoz, amelymikden valédi osztéja
paros azok felérendeli:
G F=1@%2)jkl2Noésl k 2g.
c) F( D G Y egy természetes szamhokétszeresének valddi tébbszo-

roseitrendeli. Mivel az 1.5. példa alapjan’ ¥ G( D =(G F)( b,
az a) pont felhasznélasaval:

FOCD GO =(G F)( D=1f(b;a2N Nj2baés2b6 ag.
d F 3G Y(Y)=F (fa2 Nj2aés3 2f1;299) =

=F Yf2;49)= fa2Dr jF(a) f 2;49g9=
=f Dr jfb2 Njbaésb6 1 ésb6 ag f 2;4gg = f4;8g.
P_Z{Z_F}li io {’lz g 99 g

van valodi osztéja  minden valddi osztéja benne
van af 2; 4g halmazban

e) Az a)pontalapjatG F) 1(Y) azontermészetes szamok halmaza, ame-
lyeknek van péaros valddi osztdjaés minden paros valodi osztéjuk fele
benne van ax = f1;2g halmazban. Tehat olyatettonél nagyobb paros
szadmokhalmaza, amelyeknetinden paros valddi osztojpenne van a
f 2; 4g halmazban.

(G F) Y(Y)=fa2Nj2aésa> 2és
fb2 Nj2jbéshaésh6 ag f 2;49g=
= f4;8g9[f 2pj p primg.
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10.

11.

12.

13.

f) Az a) pont alapjar(G F)( Y egy természetes szamhokétszeresének
valodi tébbszoréseitendeli:

(G F)( D=f(b;d 2N Nj2baés2b6 ag.

Mivel f figgvény,df e= bf c = f1;2;3; 5g.
df Re=f24g,bf Rc=f1;2;3;4q.

Nem igaz, ugyanis az 1.5. példa alapjan:

QY RUD=(R Q(Ve6(R QD
MegjegyzésMivel R Q R Q,ezért((R Q) D Q¢ D RO D,
A kompozicidk de niciéjabdl adddik, hogps ¢ D ¢ ¢, valamint8a 2
Dcr:G F(a)= G(F(a)) és8a2D¢ ¢ : G F(a)= G(F(a)). Ezeket
felhasznalva:

(G F) Y(Y)=fa2Dgs rjG(F(a) Yg
f a2De rjG(F(a) Yg=(G F) “(Y).

Mivel az 1.6. példa alapjagfG F) (Y)= F (G (Y)), eblol azt kapjuk,
hogy:

(G F) (Y) F XG *(Y).

A forditott irAnyu tartalmazés azonban nem all fenn, ugyanis példaul a 15.1.
abran(G F) (f1,2g) = fl1g,deF (G (f1;2g9))= F (f1g) = ;.

Ha G vagyF fliggvény, akkolG F = G F miatt:
(G F) '(Y)=(G F) YY)=F %G “(Y)).
Egyik iranyl tartalmazas sem all fenn. Egyrészt a 15.1. &GranF = ; =)
(G F)(D=: deF( D G(D=1f(;1);(2;1)g, tehat:
F(CD GgDx (G F) D,

Tovabba a 15.2. abrg® F)( Y = f(1;1);(1;2)g,deF(¢ Y GO D =,
tehat:
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F G
A B c

15.1. &bra. Ellenpélda

A

15.2. abra. Ellenpélda
(G A Dx pCDH GOD,

Ha G vagyF fuggvény, akkolG F = G F, és felhasznalva, hogy az 1.5.
példa alapjafG F)( D =F( D G( D

(G F)Y D=(G F)Y D=F(D gD F(H Gl

A forditott irAnyu tartalmazas azonban ilyenkor sem &ll fenn (Id. 15.2. abra).
14. De nicio szerintDg ¢ D g F.

15.Ha8b 2 Rr\D; : f(b = hamis, akkor mindena pontraf R(a)
fhamisg, tehatdf Re= bf Rc=;.

Példaulf = Hamis, R tetsoleges.

16. Igaz, ugyanis felhasznalva, hogy az 1.5. példa alag@n F)( Y
F(CD gD
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(RCD)2Z=R(D R(D=(R R) D=(RY( D,

17. Nem igaz. Tekintslk példaul a 15.3. 4brat, és legylen f 1;2g. Ekkor ugya-
nis:

R (R L(H))= R X(f1g)= ;, de (R?) Y(H)= flg:

R R
A A A

15.3. abra. Ellenpélda

MegjegyzésR (R (H)) (R? (H) azonban teljesiil (Id. 12. feladat).

18. Q egy paros természetes szamtaprimosztoitrendeli, igyQ¢ v egy prim-
szamhoannakparos tobbszérdserendeli:

QU Y =1f(b;a 2N Nj2jaésbaésbprimg.

a) P egy természetes szamhoxzalddi osztéirendeli.

— Q P egyparos tsszetett szamhaparos valddi osztdinak primosz-
téit rendeli:
Q P=f(ac2N Nj9b2 N:haésb61 ésb6 aés
2jb éscjbésc primg.

—a 2 Dg p-hez kell, hogya-nak legyen valodi oszt6ja, tovabba
P(a) D g miatt az 6sszes valodi osztéjanak parosnak kell lennie,
ezérta-nak nem lehet paratlan primténggz. Igy:

Q P=1(2%2)jk2Neésk 2g.

b) P egy természetes szamhozasztoitrendeli.

-Q P=1f(a002N Nj9b2 N: bhaés2jbéscjbéscprimg=
=f(a;) 2 N Nj2aéscjaéscprimg= Q.
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—a2Dgqg p-hezP(a) D g-nakteljesulnie kell, vagyia 6sszes 0sz-
téjdnak parosnak kellene lennie, de mivellaminden természetes
szamnak osztéja, ez nyilvan nem teljesiilhet. Tehat:

Q P=;.

19. a) De nicié szerint igaz.
b) De nicid szerint igaz.
c) Az a) pont alapjan elég belatni, hoBys; 4 = Dg H -
:Dec v D g n denicié szerint teljesil.

:a2Dgu 09 b2B:(ajb2H ésb2Dg. ViszontjH (a)j
1 miattilyenkorH (a) = fbg D ¢ =) a2Dg 4.

d) De nici6 szerint igaz.

20. Mindkét kompozici6 asszociativ.

ay(F G) H-=
=f(a;d)2A Dj9bp2B:(a;h2H¢ésb;d2F Gg=
=f(a;d)2A Dj9bp2B:9c2C:(a;bh2H és
(b;902 Gés(c;d 2 Fg=
f(a;d2 A Dj9c2C:(a;00)2G Hés(c;d2Fg=
F (G H).

b)(F G) H=
=f(a;d)2A Dj9b2B:(a;h2Hés(b;d2F Gés
H(@ D Fr c0=
=f(a;d)2A Dj9p2B:9c2C:(ajbh2Hés(b;g2Geés
(c;cd)2FésH(a) D g ¢ €ésG(b D fo.

Tovabba, felhasznalva, ho@a 2 Dg y : G H(a) = G(H(a)):

F (G H)=
=f(a;d)2A Dj9c2C:(a;0)2G Heés(c;d2F és
G H(a D eg=
=f(a;d)2A Dj9bp2B:9c2C:(a;bh2H és(b;g2 Gés
(c;d)2F ésH(a) D g ésG(H(a)) D g

Tehat csak azt kell belatnunk, hogy a két megjeldlt kifejezés ekvivalens:
H(@ D Fr cesG(h) D r
H(@a) D césG(H(a)) D r ésG(bh D |
H(@ D g ésG(H(a)) D .



232 15. MEGOLDASOK

Ugyanis(a;b) 2 H =) b2 H(a), tehataG(H(a)) D ¢ feltételtol
G(b) D g kovetkezik.

21. a) Egyikiranyu kovetkeztetés sem teljesiil:
=F : LegyenA = f1;29,Q = f(1;1)g, R = f(1;1);(1;2);(2; 1); (2; 2)g,
S = f(1;1);(2;2)g. Ekkor ugyanisQ( D = f(1;1)g, R = ; és
8= 1(1,2);(2;1)g, tehat:
Q R=; S,deQ(d 8§=f2;19* R.
(=:LegyenA = f1;29,Q = f(3;1)g R = f(1;1)g, S =
Ekkor ugyanisQ( 1V = f(1;1)g, R = (1;2);(2;1);(2;2)g és
8= 1(1,1);(1;2);(2;1); (2; 2)g, tehat:
Q R=f(1;1)g* S, deQ( D 8§=; R,
b) Nem-szigord kompozici6 esetén az Adllitas igaz, mindkét iranyd
kovetkeztetés teljesil:
=) : Tegyikfel,hogyQ R S, éslegyer(x;z) 2 Q( Y 8. Ekkor:

9y 2 A:(xy)286és(y;z)2Q0 Y
9y 2 A:(1)(xy) 2Sés(2)(z;y) 2 Q.
Ezek utan tegyik fel indirekt médon, ho@y;, z) 2 R =) (x;2)2 R

€s(2) (z;y) 2 Q miatt (x;y) 2 Q R, amilol a feltétel miatt
kovetkezik, hogy(x;y) 2 S, ami ellentmond afl) allitdsnak. Tehat:

QR S= QY 8§ R

( = : Tegyik fel, hogyQ( V' 8 R, éslegyen(x;z) 2 Q R. Ekkor
9y 2 A (D) (x;y) 2 Rés(2)(y;z) 2 Q. Ezek utan tegyik fel
indirekt mddon, hogy(x;z) 2 S=) (x;z) 2 8 és(2) (y;2) 2 Q
miatt(z;y) 2 Q¢ D =) (x;y) 2 QC D 8, amibol a feltétel miatt
kovetkezik, hogy(x;y) 2 R, ami ellentmond arl) allitasnak. Tehat:

QR S(=0Q'bY & R

22. a) lgaz, ugyanis:
(@92R QO
9b2B:(a;h2Qés(h;g2RésQ(a) D r =)

9b2B:(a;h2Qés(b;g2SésQ(a) D s |
(;002S Q.
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23.

24,

TehatR Q S Q.

b) Nem igaz, ugyanis példaul a 15.4. és a 15.5. &ranR = f(1;1)g, de
Q S=;.

R Q
15.4.abraQ R

T

S Q
15.5.4braQ S

a)R=f(a;th2N Njb=avagyb=2ag,Dr = N.
Q=f(a; 2N Nj2aésb= §g,Do = fa2 Nj2jag.
b) R=f(a;) 2 N Nj9I 2 Ng:b=2" aésl kg, Dg« = N.

c)Q R=f(a;h2N Nj(263ésb= a)vagy(2jaésb2fa;59)g=
=f(a;p2N Njb= avagyb= g,

DQ R — N.
dQ R=f(a;h2N Nj2aés(b= avagyb= $)g,
Do r =fa2 Nj2ag.

a) lgaz, ugyanis:

D r=fa2Aj9%2B:(ajb)2 F ésh2Dg ésF(a) D gg=
=fa2Dg jF(@) D gg=F 1(Dg).
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b) Nem igaz, ugyanis:

Dcr=fa2Aj9%2B:(a;b2F ésbh2Dgg=
= faZDF]F(a)\D c 6 g = F( 1)(DG).

25.Dp = fa2 Ngja6 1l ésanem pring

Mivel a nullanak minden természetes szam osztBjaa nullahoz az 0sszes
egynél nagyobb természetes szamot hozzarendeli.

a) D= No, P = f(1;2)g[f (a;b) 2 Ng Ng j bjaésbprimg.
b) DP:: Dpfnf09= N,tehé.t:

P= Pnf(0;b)jb2 Nog= f(1;1)g[f (a;0) 2 N Njbjaésbprimg.

26. R
Rj

f(1;1);(2;2)g[f (2%;2)jk;l1 2 Nésl<kg,
Rj = idNnd e-

27. LegyenR A A olyan, hogyDr = A, ekkor ugyanif = R= ;, éslegyen
= Hamis,igyRj =; =) Rj =ida =) D R= Dr = A.

MegjegyzésHa R = ida, akkor nem csak az értelmezési tartomanyok
egyeznek meg, haneRj = R is teljesil (Id. 1.10. példa).

28R A A,DrR=R (Dr)()8 a2Dr:R(a) D g, tehataDg-beli
pontokbdl indulva biztosan nem jutunk Riz -bol. igy:

Dﬁ: Dﬁz A nDg, R=R= idAnDR'

29. Dﬁ = NO,

fOg; haa=3kvagya=3k+1 (k2 Np);
f29; haa=3k+2 (k2 Np):

D== Nonf3k+1jk2 Nog, 8a2D=:R(a) = R(a).

30. a) dPqeminden eleme Osszetett szand Pqe D r =) RjPg = Rjgp,e-
Tovabba mivel dsszetett szang egy pozitiv egész kites hatvanyanak
legnagyobb valodi osztéja nem lehghatvanya, vagyiga 2 Dgjp, :

RjPq(a) = R(a) ZDgjp,. TehatDg;5-= N.
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b) Haqprimszam, akkok > 1esetérR(q¢) = fo¢ g, deR(qg) = ;, mivel
g-nak nincs valddi osztéja. Vagyis:

fg¢ 'g; haa= g ésk> 1;

RiPq(a) = fqg; haa = q:
TehétDm = NndPqe.
31. R= R = f(3;3);(5;5)g.
32.
. _ fa 3g; haa > 2 és paratlan
RI@®=  f3jk2Ng haa=1:
8 :
- _ < fékjk2 Ngg; haa=1;
Rj (@ =Rj (a)= : fa 3g; haa > 2 és paratlan

fag; haa paros

33. a) De nici6 szerint igaz.
b) De nici6 szerint igaz.
¢) Belathato, hogy igaz, de a bizonyitas nem egyszeru.

d) Belathat6, hogy igaz, de a bizonyitas nem egyszeru.

34.8x2d e:Rj (x)=fx 1g,aholx 12d e I’gyDW: D?: No.

fag; haa pératlan, vagy = 0;

Rj (@=Rj (@)= fa 1g; haa> 0és paros

MegjegyzésVegylik észre, hogy a feladatban szeoeRl Ng N kikotés
miatt R(0) 6 f 1g, hanemR(0) = ;, vagyisO 2 Dr. Fontos tehat, hogy

egy relacio megadasahoz mindig hozzatartozik az is, hogy milyen direktszorzat

részhalmaza.

35. Jeldlie azm hosszlsagu ésazn hosszlUsagu sorozatot.

a) kon(red( );red( )) legalabk?, legfeljebbn + m hosszuségu. Kivéve ha
valamelyik vagy mindkét sorozat Ures, ugyanis ilyenkor nyilvan ldhet
illetve 0 hosszisagu is.
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b) red(kon(; )) legalabhl, legfeljebbn+ m hosszusagu. Kivéve ha mind-
két sorozat Ures, ugyanis ilyenkor nyilvAmosszisagu.

36. De nici6 szerint igaz.

37. Nem igaz, ugyanis példaul egy csupa kilonbéemiwnl allé sorozat vetiilete
allhat akar csupa azonos eleohs.

Legyen példauh = N; N, ahoIN; = N (i =1;2) és
= h(1;2);(1;2);(1;3)i.
Ekkor ugyaniged( )= , viszont:

prn,( )= h1;1;1i =) red(prn,( )) = hli.

38. a)prg( )= h(1;1);(1;1);(1;1); (4 1); (4;5); (4;5); (4;5);
(14;5); (14;19); (14;19); (14;19);:::i

b) red(pro( )) = h(1;1);(4;1);(4:;5); (14;5); (14, 19);:::i

15.2. A programozas alapfogalmai
LoapS)=1fC:):C;):C:):C:):0:):50:) 0

b) S megoldjaF -et, ugyanis teljesiiinek a megoldas feltételei:

—De=f g f ;i 9=Dpys:
-p(S)()= f g fi g=F(,
pSO= f 559 f 55 9g=FQ .

2. Egyik allitas sem teljesdil.

a) c)d) Nem igaz, ugyanis a megoldas de niciojaban szer@a 2 D¢
p(S)(a) F(a) feltétel megengedi, hogyS) egy adota 2 D ¢ ponthoz
keveseblpontot rendeljen, minE . Tehat attél, hogyr nem determinisz-
tikus, S ésp(S) még lehet az.

Legyen példauh = f1;2g, és

F = f(11):(1;2)g,
S = f(1;h1i);(2;h2i)g.
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b) e) Nem igaz, ugyanis a megoldas feltételei semmit sem kdvetelnek meg a
programnak &Dg -en kivili pontokban vald viselkedésér Azokban a
pontokban lehe8 ésp(S) nemdeterminisztikus akkor is, Ha minden
pontban determinisztikus.

Legyen példauh = f1;2g, és

F = f(1;1)g9,
S = f(1;hl1i);(2;h2i);(2;h2;1i)g.
f) Ellenpélda:

S = f(1;h1i);(1;h1;2;1i);(2;h2i);(2;h2;2;:::0)g

3. lgaz, ugyaniDs = A miatt:

Dp(s):faZDst(a) Ag:S l(A )

4. A megoldas két feltételének teljestilését kell belatnunk:

q2Dr =) S( A 0 D F D s

a2Df =) p(S)(@) F(d 0 8 q2Dr:p(S)(a) F(9).
Tehat a feladatban megfogalmazott feltétel nem csupan elégséges, hanem a
megoldas de nicidjanak egy ekvivalens atfogalmazasa:&@yDr pontban
pontosan azt kdveteljik meg, hogy egyrészt legyen ott értelmezve a prog-
ram programflggvényeS(a) A , masrészt pedig, hog¥S)(a) F(a)
teljesiljon.

5. Nem azonosalDg, = Dg,,deF, F1, tehatF, szigorabb, minE;. Ugyanis
F,-ben azt is megkotjiik, hogy az elkomponens ne valtozzon.

Példaul:((4;1); (2;2)) 2 F1,de((4;1);(2;2)) 2 Fs.

6. lgaz, ugyanis a 2.3. példa alapjan belathatjuk a megoldas két feltételének telje-
sllését:
i Mivel S; ésS; is megoldjaF -et,Dr D ,s,) €sDF D s,), tehat:
Dr D p(si) \D p(sz) = Dpgsal s
i 8a2DF :p(S1)(a) F(a)ésp(Sy)(a) F(a),tehat:
P(S1[ S2)(a) = p(S1)(a) [ p(S2)(a)  F(a).
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7. LegyenX = f1;2;3;4;5;6;7,89, H = X X, az allapottér pedighA =
H H H, ahol mindegyikH komponens egy-egy babu helyzetét hatdrozza
meg a sakktablan.

Ezek utan aF relacié megadhat6 az alabbi formaban:

F=f((a;aza);(b;kp;b) 2A Ajby = a;éshy = az és
etesbena;; az; b)g,

ahol azetesber{a;; a; b) feltétellel azt adjuk meg, hogy lapozicié aza; és
a, pozicion léw béastya itésében alljon:

utesber(as; a; b) = utesber((x1;y1); (X2:y2); (X;y)) =
8
< x=xgésminfy;;y,g<y <max fyi;y»g;, haxi= Xz;
= y=yrésminfxy;Xxog<x<max fXi;Xp09; hayi = yy;
(X = x1 sy = y,) vagy(x = X ésy = y;)  egyébként

MegjegyzésVegyik észre, hogy ha a megadbtozicidé megegyezik valame-
lyik bastya pozicidjavall{= a; vagyb= ay), illetve ha a két bastya pozicidja
megegyezikd; = ay), akkor azetesber{a;; ay; b) feltétel nem teljesul.

8. Igaz, ugyanis egg 2 A pont esetén;

S(@* A aZDpys) =) azDg,
p(S)(a) * F(a) =) az2Dg.

Mivel a megoldas de nicidja szerird 2 Dr esetéra 2 D sy ésp(S)(a)
F (a) is teljesul.

9. a) Nem igaz. Legyen ugyan&s = f1;2g, F = f(1;1)g, S pedig olyan
program, amelyrg(S) = f(1;1);(1;2)g. EkKkorDgp = D = flg,
viszontS nyilvan nem oldja megr -et.

b) Igaz. HaS megoldjaF -et, akkorDgp = Dg, ugyanis:
cFP=F\ p(S) =) D gp D k.
. Legyena 2 Dg. Ekkor mivel S megoldjaF-et,a 2 D) és
p(S)(a) F(a),tehat(1) 9(a;b) 2 p(S), amelyrep(S)(a) F(a)
miatt nyilvan(2) (a;b) 2 F is teljesil. igy(1) és(2) miatt(a;b) 2
F\ p(S): FP,tehata2 Dep .
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15.3. Speci kacio

1. p(S) = 1(2;1);(2;4);(4;1);(4,2);(4,4);(5;4)g =) d If (S;R)e=;

2. df (S;lgaz)e= fa2 D) jp(S)(a) dIgaze= Ag= Dys), tehat:

If (S;1gaz) = P(Dpys))-

3. Allitas:
(1) (On 2 N:If(S;Qn)) ) I (S;(9n 2 N:Qn));
viszont:
2) (N2 N:If(S;Qn)) @ 1f(S;(9n2 N:Qp)):
Bizonyitas:
Eloszor is értelmezniink kell a feladatban szerekﬂtv{Pgikai fliggvényt,
amit konnyebbé tehet, ha(@n 2 N : :::) kifejezéseke{ |, :::) alakban
irjuk fel:

W S
—dn2N:If(S;Qn)e=d ,\If(S;Qn)e=,,\df (S;Qn)e
Tehat(9n 2 N : If (S;Q,)) igazsaghalmazaban olyarpontok vannak,

amelyekre létezik olyaf,, hogya 2 dIf (S; Q,)e, azaza-bol p(S) sze-
rint biztosandQ,, e-ba jutunk.

— df (S:(9n 2 N : Qn))e= df (S;WnZNQn)e.

Tehatlf (S;(9n 2 N : Qp)) igazgﬂphalmazéb@n olyarpontok vannak,
amelyekiol p(S) szerint biztosad | ,, Qne= | ,\dQne-bajutunk.

Ezek utan a fenti két allitast bizonyithatjuk a kdvetdezppen:

(1): Legyena 2 d9n 2 N : If (S;Q,‘)e, ekkor a fentiek alapja®m 2 N :
a2 dif (S;Qm)e Mivel Q) n Qn trividlisan teljesil, af mono-
tonitasa m'wtf (5:Qm)) IF(S; ,onQn) tehata 2 dif (S;Qm)e=)
a2dif (S; ,,yQn)e=df (S;(9n 2 N: Qn))e. igy:

ON2N:If(S;Qn)) ) IfF(S;(9n 2 N:Qp)).
MegjegyzésA bizonyitas soran nem hasznaltuk Bia2 N : Q; ) Qj+1
feltételt, igy az(1) allits tetsmlegesQ; : A ! L (i 2 N) fuggve-

nyekre teljesil. Ezért tekinthetaz If tulajdonsagai kdzott kimondott
4) If (S;Q) _If (S;R) ) If (S;Q_ R) alliths megszamlalhatéan sok
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fuggvényre vonatkozé altalanositdsanak. (Véges sok fliggvényre az ere-
deti allitas alapjan nyilvanvaléan teljesil.) Ezek alapjan kimondhatjuk,
hogy tetsmlegesl véges vagy megszamlalhaté halmazgs: A ! L
(i 2 1) figgvények esetén:

W W
i21 F(S:Q)) (S5 5 Qi).

(2) : LegyenA = N,dQje=fx 2 Njx ig(i2 N),tehat8i 2 N: Q;)
Qi+1 nyilvan teljesil. Legyers olyan program amelyrg(S)(1) = N.
Ekkor 1 2 dIf (S;@n 2 N : Qn))e ugyanisl 2 D sy ésp(S)(1)
dn 2 N:Qne= | ,\0Qne= N.Viszont@ 2 N:12dif (S;Qn)e,
hiszen mindem 2 N esetértQ, e véges f elemu) halmaz, de(S)(1) =
N, igy p(S)(1) * dQne. Tehat:

ON2 N:If(S;Qn) @ fF(S;(9n2 N:Qp)).

MegjegyzésA feladat egyfajta folytonossagi tulajdonsagot fogalmaz meg az
If -re, amely az analizisth ismert atviteli elvvel an@yﬁg. Arrél van sz6 ugyan-

is, hogy ha8n 2 N : Q, ) Qn+1 teljesil, akkor |, Qn tekintheb ezen

Q, feltételek hatarértékének, és igy a feladatban agg, vizsgaljuk, hogy az egyes
Qn-ekre kapottf (S; Qn) fliggvényértékek hatarérteke (,  If (S,\pn)) meg-
egyezik-e &, -ek hatarértékeben felvett fliggvenyertekkel(s; |, Qn)).
RogzitettS esetén ugyanis af egy feltételekhez feltételeket rendefligg-
vénynek tekinthet.

Azonban a fentiekben bizonyitd®) allitas alapjan ez a folytonossagi tulajdon-
sag nem teljesul. Fontos megjegyeznink viszont, hogy ez azon mdulott, hogy
a modellinkben megengedink olyan programokat is, amelyek programfligg-
vénye korlatlanul nemdeterminisztikus, azaz létezik legaldbb egy olyan pont,
amelyhez végtelen sok kilonb®pontot rendel. Ha ezt nem engednénk meg,
illetve ha csak véges sdR, esetén vizsgalnank, akkor a feladatban szerepl
tulajdonsag teljesiilne.

. lgaz, ugyanis a 2.3. példa alapjan:

df (Sj_ [ S,; R)e: faz2 Dp(Sl[ S5) j p(Sj_[ Sz)(a) d Reg:
=fa2Dps,) \D ps,) i P(S1)(a) [ p(S2)(a) d Reg=

=fa2 Aja2Dygs,) ésp(Si)(a) d Reés

a2 Dpys,) esp(Sz)(a) d Reg=
= df (S1;R)e\dIf (S;;R)e= dif (S1;R) N If (S2;R)e

Es mivel feltettiik, hogyf (S1;R) = If (S2;R),

If (S1[ S2;R) = If (S1;R) ™ If (Sz;R) = If (S1;R) _If (Sz;R).
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5. Nem igaz, ugyanis a feladatban szecosfgllitétel azzal ekvivalens, hogy:

8y 2 A:p(S1) '(fyg) = p(S2) *(fyg).

Tehatp(S1) ésp(S,) relaciok szerint csak a pontonként vesképekol tudjuk,
hogy megegyeznek, anubnem kovetkezik, hogP,s,) = Dy(s,). Tekintsik
példaul a 15.6. abrat.

MegjegyzésHa barmely halmaonsképe megegyezik a két programfiiggvény
szerint, akkor a programok ekvivalensek (Id. kbvetkédadat).

[ ||
T

P(S1) p(S2)
A A A A

15.6. abra. Ellenpélda

6. lgaz.
— Dy(s,) = Dy(s,), UgyanisH = Igaz vélasztassal:
Dp(s,) = df (Sy;1gaz)e= df (Sz;lgaz)e= Dys,).

— Mindena 2 Dys,) = Dys,) eseténp(Si)(a) = p(Sz)(a), ugyanis
dHie = p(S1)(a), illetve dHze = p(S;)(a) valasztassal adodik a kol-
csondos tartalmazas:

a2dif (S;;Hi)e= df (Sp;Hi)e= p(Sz2) H(p(S1)(a)) =)
p(S2)(a)  p(S1)(a),
és hasonléan:
a2dif (Sy;H2)e= df (Si;Hz)e= p(S1) *(p(S2)() =)
p(S1)(a)  p(S)(a).

7. df (S;H)e=fx2 Njx 3(mod4)vagyx 0 (mod4)g



242

15. MEGOLDASOK

8.

10.

11.

Nem azonosalDg, = Dg,,deF, Fi, tehatr, szigordbb, minE;. Ugyanis
F,-ben azt is megkdtjik, hogy az elkét komponens ne valtozzon.

Példaul:(a;b) = ((2 ;1;hamis); (1; 3;igaz)) eseténa;b) 2 F,, de(a;b) 2
Fo.

. Legyena 2 N. Ekkor egyrészt:

Fi((a%b) = f(a%a);(a%; a)g * f(a%a)g= Fa((a;h),
masrészt pedig:
Fi(( a%b)=; + f( a% a)g= Fo(( a%b).

TehétF]_ * F, éSF2 * Fq.

ViszontDg, D ¢, és8a 2 D¢, : Fz(d) F1(a), tehatF, szigorubb,
mint F4.

MegjegyzésVegylk észre, hogy a feladatban adott speci kacio a 3.2. allitas
értelmébemem j6 speci kacipugyanis & elofeltétellml nem tudjuk leolvasni

a feladat értelmezési tartomanyat, ezért nem létezik olyan program, amely telje-
sitené a speci kacio tételének feltételeit. Ezt ugy keriilhetnénk el, Qaeto-
feltételben kikotnénk, hogy 0. (llyen kérdésekkel részletesebben a 11. és
18. feladatok kapcséan foglalkozunk.)

Az m ésn valtozék egy intervallumot hataroznak meg,ié2 [m::n] esetén
g(i) = 1 pontosan akkor teljesul, Haazf fliggvény egy maximumhelye az
[m::n] intervallumon, egyébként pedgfi) = 0. Tehat a feladat az, hogy adjuk
meg aZ fliiggvény[m::n] intervallumon vett maximumhelyeinek szamat.

A speci kacié tételének kimondasakor is hangsulyoztuk, hogy a tétel altalaban
nem megfordithatd, és a 3.2. allitdsban megfogalmaztjék speci kaciéra
vonatkozo kritériumokat. Az aldbbiakban arra mutatunk példat, hogy ilyen
feltételekre valdban sziikség van, vagyis ha ezek nem teljesiilnek, a tétel nem
feltétlentil megfordithato.

Legegyszerubben olyan ellenpéldat adhatunk, ahol létezik dlyAanB para-
métertérbeli pont, amelymdQne € ;, dedRpe = ;. Ekkor ugyanis nem létezik
olyan program, amely teljesitené a speci kaci6 tételének feltételeit, hiszen egy
ilyen b 2 B pontra tetsalegesS program esetén (dt (1) tulajdonsagat fel-
hasznélva):
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df (S;Rp)e= df (S;Hamis)e= ;.

TehatdQpe € ; miatt dQpe * df (S;Rp)e, vagyisQp ) If (S;Rp) nem
teljesdl.

Tekintsik példaul a 15.7. abrat. Legydn = f1;2g,B = f; g, F1 =
f(1;, ):(2; )a.Fz2=1(; 1)g, F = f(1;1)g. Ekkor nyilvan teljesul, hogy:

Fr A B,F, B AésF=F, Fj.
LegyenS olyan program, amelyrp(S) = F. EkkorS megoldjaF -et, viszont:

dQ e=f2g * : = df (S;R )e tehatQ ; If (S;R ).

F=p(S)

15.7. abra. Ellenpélda

Altalaban azonban az ilyen speci kaciokat — éppen ezért — keriilni szoktuk,
olyanF, ésF, relaciokat adunk meg, amelyekRe-, D f,. Viszont ekkor

sem teljesll minden esetben a speci kacié tételének megforditasa, ugyanis a
kiilénboéod b 2 B pontokhoz tartoz@Qpe halmazok nem feltétlenil diszjunk-

tak.

Tekintsik példaul a 15.8. abrat. Legyén= f1;2;39,B = f; g, F; =
f(1; );(2 )2 )3 )a Fz = f(; 1);(; 2)g. EkkorF = F2 Fy =
f(1;1);(2;1);(2;2); (3; 2)g, €sS legyen olyan program, amelyS) = F,
tehatS nyilvan megoldjaF -et, viszont:

Q ; If(SSR) ésQ ; If(S;R).

Tehéat a paramétertér egyetlen pontjdban sem teljesil a speci kacio tételének
feltétele, de a8 program megoldja ag feladatot.
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15.8. 4bra. Ellenpélda

12. Afeladat az, hogy adjuk megapozitiv egészhez legktdzelebloegggyik) prim-
szamot.F egy (k;q) parhoz olyan(k; p) part rendel, amelyre primszam, és
nem létezikk-hozp-nél kbzelebb esprim ( nem minden esetben egyértelmu).
Ezek alapjan:

F((10;1)) = f(10;11)g es F((9;5)) = f(9;7);(9;11)g.

13. D¢, = Dg, ésF1  F», tehatF; szigorabb, minf,. UgyanisF; egy(a;b; 9
ponthoz olyar(a; b; d pontot rendel, amelyré aza ésblegkisebb k6z6s tobb-
szOrések; pedig olyan(a; b; & pontokat, amelyekreaza ésbszamoknak egy
a szorzatuknal nem nagyobb kdzds tdbbszorose.

Példaul: F1(4; 6; 1) = f(4;6; 12)g,
F2(4;6;1) = f(4,6;12); (4, 6, 24)9.

14. Nem azonosakDg, = Dg, ésF; F,, tehatF; szigoribb, mint,. Két
fontos kulonbség is van a feladatok kozott, ugydhisben azf fliggvénynek
az [m::n] intervallumon vettelso maximumhelyét keressiik Ugy, hogy azcels
két valtozé (az intervallum hatarai) ne valtozzéa;ben pedig aim::n] inter-
vallumon vettvalamelyikmaximumhelyet keressik és azel@t komponens is
megvaltozhat.

Megjegyzésvegyiik észre, hogy a feladatban adott két speci kacio a 3.2. allitas
értelmébemem j6 speci kacipugyanis & elofeltétellol nem tudjuk leolvasni
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15.

16.

17.

a feladat értelmezési tartomanyat, ezért nem létezik olyan program, amely telje-
sitené a speci kacio tételének feltételeit. Ezt mindkét esetben agy kerulhetnénk
el, ha aQ elofeltételben kikotnénk, hogsn  n. (llyen kérdésekkel részlete-
sebben a 11. és 18. feladatok kapcsan foglalkozunk.)

A feladat szovegesen megfogalmazva az, hogy 6sszegeaziik\a! f 0;1g
fuggvényt ag1::n] intervallumon. Vegyuk észre, hogy az allapottérnek egyetlen
komponense van, amelynek értédéiem fligg a feladat, vagyis minden pont-

hoz ugyanazt rendeli. (Az szam ugyanis nem az allapottér egyik komponen-
sében adott, hanenvdiiggvényhez hasonléan rogzitett.) Tehat nincsenek olyan
komponensek, amelyek paraméterezik a feladatot, ezért most nem az allapottér
egy alterét valasztjuk paramétertérnek, hanem egydietses egyelemu hal-
mazt, és aF; relacié minden allapottérbeli ponthoz hozzarendeli ezt az elemet.

A =N
s

B=+fg

Q : lgaz

A= N N
n d

B = N
no

Q:(n=n9

R :(Q"dn)

A= N N
n d

B =N
no

Q:(n=n%9a2N:(an”a6l” a6 n))
R:(Q"din"d61~d6 n)
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18. A feladat szévege alapjan kézvetlenil az aldbbi speci kacié adodik:

A= N N
n d

B = N
no

Q:(n=n9

R:(Q"din~"d61~dé n)

Azonban vegyik észre, hogy a fenti speci kaciéban nem foglalkoztunk azzal,
hogy nem minden természetes szamnak |étezik valodi osztoja. igy Blyés

F, relacidkat kaptunk, amelyekre & = F, F; feladat értelmezési tarto-
manya nem egyezik mefg, értelmezési tartomanyaveDg D g,), tehéat a

Q elofeltételwl nem tudjuk leolvasni a feladat értelmezési tartomanyat. Vagyis
ez a speci kacio nem teljesiti a 3.2. allitasban megfolgalmazott kritériumokat,
nem j0 speci kacid Léteznek ugyanis olyab2 B paramétertérbeli pontok (a
nem osszetett szamok), amelyekii@,e 6 ;, dedRpe = ;, ezért nem létezik
olyan program, amely teljesitené a speci kacio tételének feltételeit. Hiszen min-
den ilyenb 2 B pontra tetsalegesS program esetén (df (1) tulajdonsagat
felhasznalva):

df (S;Rp)e= df (S;Hamis)e= ;.

TehatdQpe € ; miattQp ; If (S; Rp). Ezért az ilyen speci kaciokat nyilvan
kertilni fogjuk.

Erre jelen esetben is, mint ahogy &ltalaban, két megoldas kinélkozik. Az egyik
az, hogy mar eleve kikotjilk azafkeltételben, hogy csak dsszetett természetes
szamokra van értelmezve a feladat. Ekkor pontosan ugyanazt a speci kaciot és
szbvegesen megfogalmazva is ugyanazt a feladatot kapjuk, mimzgfela-
datban. Vegyilk észre, hogy ez a speci kaci6é ugyana® azF, F; relaciot
hatédrozza meg, mint az eleént felirt valtozat (habdF; nem ugyanaz), de a
speci kaci6 tételének alkalmazasa szempontjabdl nagyon lényeges kiilonbség
van a ket kdzott.

A masik megoldas, hogy atfogalmazzuk a feladatot agy, hogy minden termé-
szetes szamra értelmezhdegyen: dontsik el egy természetes szamrol, hogy
van-e valddi osztdja, és ha van, akkor adjunk meg egyet. Ekkor az allapotteret is
bovitenlink kell egy logikai komponenssel, és nyilvan egy teljesenoeifgeci-
kaciot kapunk, teljesen mas programok oldjak meg ezt a feladatot, mint az
elozoeket.
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19.

20.

21.

n I
B = N
nO
Q:(n=n9
R:(Q"=(9a2N:(an*a6l1l”a6 n)*l! (dn*"d&1"rd6 n))
A= N H
n h
B = N
nO

Ahol H = fX 2 }(N)jjXj < 1g = F(N), azazN véges részhal-
mazainak halmazad bevezetése azért sziikkséges, rhéR) nem megszamlal-
haté halmaz, ezért de nicié szerint nem szerepelhet allapottér komponenseként.

Q:(n=nf
R:(Q"h=fd2Njdin"d61" dé ng)

MegjegyzésEbben a feladatban nem okoznak gondot a nem @sszetett szamok,

ugyanis azoknak is ugyanugy létezik a valodi osztéik halmaza, nevezetesen az
Ures halmaz.

A =

B =

S =z S5 2
©

0
Q:(n=n°"ns61)
R:(Q"pn”prim(p)~8g2 N:((gn” prim(q)! g p)

A természetes szamok kozil egyediil az 1-nek nincs primosztoja, ezért azt az
elofeltételben kizartuk.
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22.

23.

Q:(n=n9
Pl
R:(Q"s= oszta(k; n))
2

Aholoszto: N N !f 0;1g,

N 1, hakjn;
osztok; n) = 0 kildonben

MegjegyzésEbben a feladatban sem okoznak gondot a nem dsszetett szamok,
azok valodi osztéinak szama nulla.

Az [m::n] egész intervallumot minden esetben ugy értjik, hagy m + 1

eleme van, tehat dres intervallumot pontosan akkor kapunk, ha a végpontja
eggyel kisebb a kezppontjanal, azam = m 1. Ezért egyim::n] interval-

lum megadasanal megkdtjilk, hogy n + 1, illetve ha az intervallum nem
lehet Ures, akkom  n.

Mivel nem minden intervallumba esik 0sszetett szam, ezért be kell vezetniink
egy logikai valtozoét, és a feladatot az aldbbi pontosabb megfogalmazéas szerint
kell értelmeznunk: adjuk meg, hogy fm::n] intervallumban talalhat6-e olyan
szam, amelynek van valédi osztoja, €s ha igen, akkor adjuk megaityets

A= N N L N

m n I i
B = N N
m©° no

Q:(mMm=m"n=n°"m n+1)
R:(QAI=(9 2[mzn]: G)A1! (i2[mzn]~ ()
8 2m:zi 11:: ()

Ahol :N! L,d e=fa2Nj9b2 N:baésb61 ésb6 ag, vagyis (a)
pontosan azorn 2 N szdmokra lesigaz, amelyeknek van valodi osztoja.

MegjegyzésEz a feladat a 12. fejezetben megfogalmalintaris kereséegy
konkrét esete.

Az elozo feladathoz hasonléan itt is sziikséglnk lesz egy logikai valtozéra is,
és pontositanunk kell a feladatot, ugyanis nem minden intervallumban van 6-tal
nem oszthat6 szam.
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A= N N L N

m n [ i
B = N N
m©° no

Q:(Mm=m*n=n°"m n+1)
R:(@QMI=(9 2[m:n]:66j)" 1! (i 2 [m:n]” 66ij
8 2 [mun]:(66jj! f(j) f(i))

Ahol azf : N'! Ng figgvény egy természetes szam valodi osztoinak szamat
adja meg:
K 1
f(n)= oszto(k; n);
k=2

aholoszto: N N!f 0;1g,

1, hakjn;

osztokin) = 5" Liilenben

24. Az elozo két feladattal ellentétben most nem engedjik meg az Ures inter-
vallumot, kikétjik, hogym  n.

A = N N N
m n i

B = N N
mO no

Q:(mMm=m*n=n"m n)
R:(Q7i2[m:n]r8j 2 [min]:f() f(i)

Ahol f az ebzo feladatban de nialt figgvény.

15.4. Kiterjesztés

1L Fo=f((q;a;(nb) 2A Ajr=q+1lg

2. Nemigaz. Legyen példaél = f1;2g f a;bg,B = f1;29,S A A
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S=1 ((1;a);h(;a):;(@2;bi); ((1;0);h(1;b);(2;a)i);
((2;8);h(2;2);(1;0)i); ((2;b);h(2;b);(1;a)i) g

Ekkorprg (S) = f (1;h1;2i); (2;h2; 1i) g, tehat:

pra(S)°=f ((L;a);h(L;a);(2;@)i); ((1;0);h(L;b);(2;D)i);
((2;2);h(2;8); (1;@)i); ((2;D);h(2;b);(1;b)i) g

MegjegyzésVegyiik észre, hogy egy program projekcidja nem is feltétlenil
program (Id. 4. feladat).

3. LegyenB altere azA allapottérnekS B B program,S°azS kiterjesz-
tettjieA-ra. Ekkor nyilvanS® A A, tehat azt kell belatnunk, hogy teljesiil

i: S%de niciéjabol adadik, hogyBa 2 A : SYa) 6 ;, tehatDso = A.

i Legyen 2Rso=)9 a2 A:(a; )2S%°=) (prg(a);prs( )) 2 S.
Mivel S program,prg( ) = red(prg( )), tehdt = red( ), ugyanis
8i 2 D : prgo( i) = prgo(a) miatt az sorozat két tagja pontosan
akkor lesz azonos, hapag () sorozat megfelel tagjai azonosak.

i Legyena 2 A és 2 S%Ya). Ekkor (prg(a);prs( ) 2 S =)
jpre( )j & 0 ésprg( )1 = prg(a). Tehatj j& 0, prg( 1) = prg(a)
ésprgo( 1) = preo(a), vagyis 1 = a.

4. LegyenS olyan program, amelyre:

S((L;4::51))=Ffh @ L5L::51); (2,51::051); (2,21, 0005 0); 0t
(2;2;,:::;2,1); (2,2,2;:::;2)i Q.

LegyenB az A egy valddi altere. Ekkor létezik olyan 2 [1::n], amelyreAy
nem szerepel B komponensei kozott, iggrs (S) az(1;1;:::;1) 2 B pont-
hoz egy olyan véges sorozatot rendel, amelynkkés(k + 1) : tagja azonos,
tehat nem lehet redukalt.

5. a) Nem igaz. H&F = pra(F%, akkorF® F° FOa legmvebb ilyen
tulajdonsagu relacio, hiszen minden olyan rendezett part tartalmaz, amely-
nek vetlletd- -beli.

b) Mivel a projekci6 fiiggvénypr{ ¥ (F) = pr, !(F).



15.5. PROGRAMKONSTRUKCIOK 251

6.

pra V()= pra*(F)= fx 2Dy, jpra(x) 2 Fg=
=f(ah2B Bjpra((ab)2Fg=F°

Megjegyzésdeldlésben altaldban nem kiilonboztetjik mega: B !
Aésapra :B B! A A fluggvényt, de itt nyilvan az utébbirdl van
sz0, ezérDy,, = B B. Tovabba mivepra (x) egyA-beli elemet jeldl,
nem pedig egy egyelemu halmazt, @gkép de niciéjabar? jelet kell ir-
nunk a helyett.

A kiterjesztés de niciéjabol adédik, hogy:

FO = f((a;a);(b;h)) 2B Bj(ah2Fg,
FO = f((aja);(b;)2C Cij(ajb2Fyg,
FO0= f((a;a;ap);(b;h;kp) 2D Dij(ajb 2 Fg.

JeldlieF azF %kiterjesztéséD-re. EkkorF D D,

f((a;21;82); (b; b 02) j pre (((a;21;82); (b3 ;b)) 2 FOY=
f((a;21;82); (b; b 02)) | ((&:82); (b b)) 2 F %Yy =
f((a;a1:82); (bib;bp)) j (ash) 2 Fg= FO°

Tehat belattuk, hogi %%z F “kiterjesztés® -re.

Mivel F °ésF %A -ra vett projekciojd , ezért ©azF °A-ra vett projekcidjanak
kiterjesztése€ -re, és hasonldah®azF °°A-ra vett projekcidjanak kiterjesztése
B-re.

F

. Nem igaz. Tekintsuk példaul a 15.9. abrat. Legyesr B C,B = f1;2g,

C=f gF=1(1;2g=) F=1(@1; )2 )g=) F.=1f(; )g Ekkor:

FO= (L 1@ i@ )@ n:@ )@ N:i@ )@ No
prc(FP = f(1;1);(1;,2);(2;1);(2;2)g 8 f(1;2)g= Fa.

15.5. Programkonstrukciok

1.

a) (S1;S) = f 1! 1463 1! 1451:::; 1! 12:::;
21 2132132::; 3! 361:::; 4! 4636
41 45134 41 4512% 5! 5636
6! 612132:: g

P((S1:S2)) = f(4:1);(4,4);(4,6);(5:6)g
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Fi1

Fa prc (FP

15.9. abra. Ellenpélda

b) IF( 1:S1; 2:S2) =
=f 1! 14 1! 12:::; 21 2132
3! 36 41 463 41 451 gl
[ f 1! 134 1! 121 3! 36
41 463 4! 451:::; 5! 5632 gl
[ f 6! 6::: g =

=f 1! 14 1t 12:::;, 1! 134
1! 121, 2! 2132 3! 36
41 463 4! 451 41 451:::;
51 5632 6! 6::: g

p(IF) = 1(2;2);(3;6);(5;2)g

c) Vezessiink be néhany jelélést, hogy kénnyebben le tudjuk irni a ciklust.
Ha egy sorozat valamely részsorozata folott egy vonas szerepel, akkor az
jelentse azt, hogy ott a megfedelészsorozat véges sokszori ismétlésével

kapott 6sszes sorozat allhat. Tehat az aladbbi halmazt jeldli:

f(a;kon(;5; ) j9n2N:! =kon( Y; 2;:::; M) és
8 2[Lmn]: "= g

Ha pedig egy sorozat valamely részsorozata fdlotiel szerepel, akkor
az jelentse a megfelelrész végtelen sokszor torgismeétiésével kapott
sorozatot. Tehat:

! = kon(;;;;:iro).

Ezen jeldléseket hasznalva:
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DO = f 1! 14636 1! 1|2: B 1! |14TSZL4636
1! 14512:::; 1! 1451:::; 2! 213:::;
3! 36 4 |4636 4! 4514636
41 4512:::; 41 451::: o
[f 5! 5 6! 6 g,

p(DO) = (3;6); (5;5); (6;6)g.

MegjegyzésEbben a feladatban a programokban szerdplt ha;b;c;:::i)
parokat az egyszeruség kedvéart abc::: alakban adtuk meg.

2. |F( 1:51; 2:52; 3283) =

=f 1! 12:::; 1! 12 21 23 21 24
3! 3456 3! 3:::; 40 463 41 43
41 432 50 5::1; 6! 63::: o}

Dpary = 2,49, p(IF ) = 1(2;3);(2;4); (4;2); (4;3)g.

MegjegyzésAz elozo feladathoz hasonléan a programban szergplha; b; c;:::i)
parokatittisa! abc:::alakban adtuk meg.

3. Nem igaz. Ugyanis egg 2 A pont esetérs, Si1(a) = Su( (S1(d)),
tehatRs, s, R s,,VviszontR(s,s,) * Rs,. (Példaul minderR s, -beli
végtelen sorozat de nicié szerint benne \Ryx, .s,)-benis.)

Ugy is gondolkozhatunk, hogy amikor képezzilk a S; kompoziciot, akkor

azS; altal az allapottér egyes pontjaihoz rendelt sorozatokb6l csak a véges so-
rozatok végpontjai maradnak meg, a végtelen sorozatokat és a véges sorozatok
tobbi tagjat elveszitjik. Viszont a szekvencia de niciéja szerinRag -beli
sorozatok minden tagjara sziikségiink van, t8hat  S; nem egyezhet meg

(S1; S2)-vel.

Legyen példauh = fa; g,

S; = f(a;ha;bi); (b;hb;b;:::i)g,
S, = f(a;hai);(b;hbi)g.
Ekkor ugyanis:
(S1;S2) = f(a;ha;bi);(b;hb;b;::i)g= Sy,
S, Sy = f(a;hbi)g.
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TehatS, S; 6 (S;;Sy), sot egyik irdnyu tartalmazas sem all fenn.

Megjegyzésvegyuk észre, hog$, S1 nem is program.

4. a) lgaz, ugyanis felhasznalva a de niciokbdl egyszeruen adddor =
F 1(Dg) 6sszefiiggést:

Dp(s) = Dp(s) p(si) = P(S1) *(Dps,)) = df (S1;P(Dys,)))e

b) Igaz, ugyanis egyrészt:
df (Si;If (S2;R))e =
=fa2Dpyes,) Jp(S1)(a) dIf (Sp;R)eg=
=fa2Dpes,) ip(S1)(a) f b2Dys,) jp(S)(b) d R)egg=
=fa2Dpys,) i P(S1)(a) D ps,) esp(S2)(p(S1)(a)) d R)eg
Masrészt pedig felhasznélva, hoBy, ¢ = F (Dg) és8a2 D¢ F :
G F(a)= G(F(a):
df ((S1;S2);R)e =
=fa2Dys,) ps,) iP(S2) p(S1)(a) d Reg=
= fa2 p(S1) Y(Dps,)) i P(S2)(p(S1)(a)) d Reg=
=fa2Dys,) i P(S1)(a) D ps,) €sp(S2)(p(S1)(a)) d Reg

5. LegyenA egy tetspleges allapottér, és a 8. fejezet de nicidival dsszhangban
vezessik be 8KIP és azABORT jel6léseket két specialis programra:

SKIP
ABORT

f(a;hai)2 A A ja2Aqg,
f(a;ha;a;:::i)2A A ja2Ag.

A SKIP ésazABORT program is felirhaté mindharom programkonstrukcio
segitségével. Legyed tetsoleges program, tetsoleges feltétel. Ekkor:

SKIP = (SKIP ;SKIP)

SKIP = IF(Igaz:SKIP) = IF( :SKIP;: :SKIP)

SKIP = DO(Hamis;S)

ABORT = (ABORT ;S) = ( SKIP ;ABORT)

ABORT = IF (Igaz : ABORT) = IF( :ABORT;: :ABORT)
ABORT = IF (Hamis : S)

ABORT = DO(lgaz;SKIP )
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6. Ciklusként nem irhat6 fel minden program, csak szekvenciaként és
elagazasként. Legyed egy tetsmleges allapottéren adott program. Ekkor az
elozo feladatban bevezetett jel6lésekkel:

a) S=(SKIP ;S)=(S;SKIP)
b) S=1IF(lgaz:S)=IF( :S;;: :S) ( tetsoleges feltétel)
c) Legyen példauh = fa; by,
S = f(a;hai);(a;ha;bi); (b;hbi)g.
S nem irhat6 fel ciklusként. Tegyik fel ugyanis indirekt médon, hogy
létezik olyan feltétel ésSy program, amelyekr® = DO( ;S o). Ekkor:
— azd e =) Sy(a) = fhaig,
—a2de=)8 2Sy(a)\ A : ()2d e=)h ai 2Sy(a).
Mivel S programra egyik sem teljesi®,6 DO( ;S o).

, 8
7. Nem igaz. (d ke \ D ps,)) azona pontokat tartalmazza, amelyekre van

olyan aga gzl elagazésnak, amelynek a feltétele agaan, és a megfelelS
program biztosan terminatbdl indulva. Ezzel szembéy, (¢ y-ben csak olyan
a pontok szerepelnek, amelyekre legalabb egy feltétel teljesijrédenolyan
Sk program, amelyhez tartozo feltétel igaz, biztosan termarigl.

Haa 2 Dy(g )y, akkor nyilvan9k 2 [1:n] : a 2 d yeésa 2 Dys,), tehat

Dpeir) (d e\ D psy,))- Aforditott iranyu tartalmazas azonban nem all
k=1

fenn. Legyen példauwk = f1;2g,d ;e= f1;29,d ,e= flg,

Sy
S,

f(1;h1;1;:::0);(2;h2i)g,
f(1;h1i);(2;h2;2;:::1)g.

8
EkkorDpry = f2g, viszontk (d ke\D ys,)) = 1,29
=1

8. Dps) = 0 Si[ S2[ [ Sn minden ponthoz rendel végtelen
sorozatot.
Dpaey=A A | feltételek lefedik a teljes allapotteret, €s minden

Sk program aza 2 d e pontokhoz csak véges
sorozatot rendel.

Példaul: 1 = Hamis, S; = ABORT,
k = lgaz, Sk = SKIP (k 2 [2::n]),
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aholSKIP ésABORT a 8. fejezetben bevezetett programok.

9. Nem igaz, egyik irAnyu tartalmazas sem all fenn. Egyrészt@ déladatban
lattuk, hogyDpry * Dy(s), tehatp(IF ) * p(S). Masrészt legyen peldaul
Sk = SKIP, ¢ = Hamis (k 2 [1::n]), aholSKIP a 8. fejezetben beve-
zetett program. Ekkor nyilvap(IF ) = ;, dep(S) = p(SKIP ) = ida, tehét
p(S) * p(IF ).

10. lgaz, ugyanis:

Dpary=fa2Aja2d je[d 2eésa2d ;=) a2Dygs,) €s
a2d 2e=) a2Dpys,)9=
=fa2Aj(a2d jeésa2d reésa2Dys,) €sa2Dygs,)) vagy
(a2d jeésazd ,eésa2Dygs,)) vagy
(aZd jeésa2d ,eésa2Dys,))g=
:(d e\d .,e\D p(Sl)\D p(Sz)) [ ((d 1endze)\D p(sl))[
[ ((d2end€)\D ys,))-

11. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezet de nicioira.

S; = f(1;h1;20);(2;h2;41);(3;h3;3;:::1);(4;h4;4;:::1)g
S, = f(1;hli);(2;h2i);(3;h3i);(4;hdi)g
IF = f(1;h1;2i);(1;h1i);(2;h2i);(3;h3;3;:::1);(4;h4;4;:::1)g

12. a) Mivel a szekvencia programfiiggvénye a két komponensprogram prog-
ramfliggvényénegzigorukompoziciéja p(S) = p(Sz) p(S1)), F pedig
a ket feladat kompozicioja, ez&t D sy nem mindig teljesuls nem
feltétlendl oldja med- -et.

Tekintsik példaul a 15.10. 4bréat. Legykr= f1; 2g,
Fi=1(1;,1);(1;2)g, F2 = f(1;1)g,
S; = f(1;hli); (1;h1; 20);(2;h2;2;:::0)g,
S, = f(1;h1i);(2;h2;2;:::0)g.
Ekkorp(S;) = F1 ésp(S;) = F», tehatS; megoldjaF;-et, S, megoldja
F»-t, viszont:
S=(S1;Sy) = f(1;h1i);(1;h1;2;:::0);(2;h2;:::0)g,
F= Fg Fl = f(l,l)g
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15.10. &bra. Ellenpélda

Tehatp(S) = ;, igy S nem oldja med- -et.

b) Mivelitt F a két feladaszigordkompoziciéjaS megoldjaF -et.
Tudjuk, hogyS; megoldjaF;-et, S, megoldjaF,-t, tehat:

(1) DFl D p(S1) (3) DFZ D p(S2)
(2)8a2D¢f, :p(S1)(a) Fi(a) (4)8a2Dgr, :p(S)(a) Fa(a)

Ezeket felhasznalva lassuk be a megoldas két feltételének teljestilését:

it De, iy D opsy) psu)s
i. 822D, £, :p(S2) pS1)(@) F. Fi(a).

i: Legyena 2 D, f,. Ekkor felhasznalva a de niciokbol egyszeruen
adédoDg y = H %(Dg) dsszefuggést:
a2Df, r, = Fy 1(DF2) 0

az D|:1 ésFl(a) D F, =) 10:@3)

az2 Dp(Sl) ésFl(a) D p(S2) :) (©)

a2Dps,) ésp(S1)(a) D ps,) 0

a2 p(S1) *(Dpcsy)) = Dpsy) pes)-
Tehat belattuk, hogipr D ).

i Legyena 2 D¢, g, rogzitett. Ekkor a fentiek alapjg®) a 2 D,
és(6) Fi(a) D f,.Felhasznélva,hoga2Dg 4 : G H(a)=
G(H (a)):

P(S2)  P(S1)(@) = p(S2)(P(S1)(8)) © @
P(S2)(F1(a)) @@ Fp(Fi(a)) = F2  Fa(a).

Tehat belattuk, hog@a 2 D¢ : p(S)(a) F(a).
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13. Egyik sem teljesil. Tekintsuk példaul a 15.11. 4brat. Legyen f 1; 2; 3g,

Fi=1(1;1);(2,2)9, F2 = 1(1;1);(3;3)g,
Sy = S, = f(1;hli);(2;h2;2;:::1);(3;h3;3;:::1)g.

15.11. &bra. Ellenpélda

Ekkorp(Sz) p(S;) = F,  Fp = f(1;1)g, tehatS megoldjaF, Fi-et,
viszontp(S;) = p(Sz) = f(1;1)g, tehatS; nem oldja med-;-et, ésS, nem
oldja megF,-t.

w 8
14. a) Nem, ugyanis hB¢ * d ie= d e, akkor létezik olyara 2 D¢
i=1 i=1

8
pont, amelyr@ 2 d je tehataZD, ey =)D ¢ * Dyur).
i=1

1=
Legyen példauF = ida, k = Hamis, Sk tetsoleges(k 2 [1::n]).
Ekkor8k 2 [1::n] esetérFjy o = ;, tehat tetsalegesSy program meg-
oldja, viszont3k 2 [1::n]: k = Hamis miatt nyilvanp(lF ) = ;, tehat
IF nem oldja med- -et.
b) Ez kovetkezik a c) pontbdl, ugyanisdt, _ ,_ _ ,e= A.
c) Igen. Tudjuk, hogk 2 [1::n] esetérS, megoldja a# jq , ¢-t, tehat:
(1) 8k2 [1:n]:De \d ke D p(sy)»
(2) 8k2[1:n]:8a2Dg\d e:p(Sk)(a) Fjg (@)= F(a).
Ezeket felhaszndlva lassuk be a megoldas két feltételének teljesiilését.
i: Legyena 2 D¢ .SEkkor egyrészt a feladatban szeefeltétel miatt

az2d e= d je masrészBk 2 [1::n] esetén ha 2 d ke,
i=1 i=1
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akkor (1) miatta 2 D s, ), tehata 2 D (¢ . Ezzel belattuk, hogy
De D parF)-

ii. Legyena 2 D rogzitett. EKkora 2 D p(i¢ y, tehat:

8 S
p(IF )(a) = P(S)ia ve(@) = P(Sk)(a).
k=1 k2[1l:n];a2d e

Mivel mindenk 2 [1::n] ésa 2 d ke esetén2) miatt p(Sk)(a)
F (a), ezen halmazok Unidja is réskda)-nak. Ezzel belattuk, hogy
8a2Dk :p(lIF)(a) F(a).

15. lgaz. Tudjuk, hogyF megoldjaF -et, tehat:

8
(1) D D pury 0 8 a2Dg: (a2 djees8k2][l:n]:
i=1

(@2d ve=) a2Dys,))),
(2) 8a2Dk :p(IF)(@ F(a).

Legyenk 2 [1::n] rogzitett, és lassuk be, ho§y megoldjaF jg , e-t.

i: Dej, e = Dr \d ke D pes,), ugyanismindem 2 D \d (eesetén
(1) miatta 2 D s, )-

i Legyena2 D \d erogzitett. Ekkol(1) miatta 2 D p(;¢ ) €s(2) miatt:

8
p(IF )(a&) = . P(S)ia e(@)  F(a).

Mivela2d ke Fjg  e(a) = F(a) ésp(Sk)ia ,e(8) = p(Sk)(a). Tehat:

P(Sk)(@) = P(Sk)ia e(@)  P(IF)(@)  F(a)= Fjq e(a).

Ezzel belattuk, hog$a 2 D¢, e “P(S)(a)  Fia e(a).

16. Nem. Legyen példauh = f1;2g9,d ve= A (k 2 [1::n]) és

Fi1=1f(@;1)g, S;=1(1;h1i);(2;h2;2;:::i)g;
F« = f(2,2)g, Sk = f(1;h1;1;:::0);(2;h2i)g (k 2 [2:n]).

Ekkor Sy megoldjaF-t (k 2 [1::n]), viszontp(IF ) = ;, tehatlF nyilvan
nemoldjamegaf = F1[ :::[ F, 6 ; feladatot.
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17. lgaz, ugyanis ez a feladat specidlis esete a 15. feladatnak, aedyattuk,
hogy igaz. Itt meg van adva egy plusz feltétel, de azt nem kell kihasznalnunk a
bizonyitashoz.

18. Nem, tekintsuk példaul a 16. feladatban adott ellenpéldat. Megjegyezzik
azonban, hogy 8k 2 [1::n] : Dg, = d (e szigorUbb feltétel mellett belathato,
hogylF megoldjaF -et.

19. Egyenbek, tehat ekvivalensek is. Tekintsiik a struktogramjukat:

IF, ClFE,

1 —Z
1 2 1 1N 2 2
51 Sz 31 Sl[ SZ SZ

Az elagazas de nicibja szerii®a 2 A esetén:

g Si(a); haa2d iendse
Sy(a); haa2d send 1€

2 S1(@)[ S(a); haa2d 1™ €

" fhaja;:::ig; haazd ; e

|F2(a): = |F1(a)

20. Nem egyerbek és nem is ekvivalensek. Tekintsiik a struktogramjukat:

! ”:1 ! ! |F2 !
—> —2
1 2 1 2N 3 2N g
3 4
S: S; S3 S4
S3 S,

Elso rAnézésre azonosnak tunnek, de nem azok. Ody@n A pontok estén
kilbnbézhetnek, amelyeke 2 d 1e,a 2 d ,e dea 2d zeésa 2d 4e
Ekkor ugyanisiFss(a) = fha;a;:::ig, IF1(a) = Si(a) [ IFs(@ =
Si(a) [th a;a;:::ig, viszontlF,(a) = Si(a).

Legyen példauls; = S; = S = SKIP, ahol SKIP a 8. fejezetben
bevezetett program,i-k pedig olyan feltételek, amelyek@a 2 d ; ~ ,*

3" e Ekkor ugyanisa ZD (g ,), dea 2 Dy(g,). TehatlF; éslF»
nem egyerd €s nem is ekvivalens.
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21. Igen. Tudjuk, hogys, megoldjaF -et, tehat:

(1) D D pso)s
(2) 8a2DF :p(So)(a) F(a).

Ezeket felhasznalva lassuk be a megoldas két feltételének teljestilését:

b DE= D o) = Dy
ii: 8a2Dg—:p(DO)(a) = P(So)j (8)  Fi (a).

Mashogy fogalmazva azt kell belatnunk, hogy emy2 A pont esetén ha
a2 Dﬁ, akkor egyrésza 2 Dm, masrészip(So)j (a) Fj (a).
Bontsuk a bizonyitast harom részre: 2 d eésa 2 Dg)vagy @ 2 d e

ésa 2 Dg) vagy pediga 2d e

— Haa2d eésa2Dg,akkora2 Dgj ,Fj ()= fag,tehéta%Dﬁ.

— Legyena 2 d eésa 2 D¢, és tegyik fel, hogy 2 D ;. Ekkor nem
létezik olyan végtelen sorozat, amelynek taggaltél indulvakFj relacié
egymas utani alkalmazasaival kapjuk. Bbpedig kdvetkezik, hog¥
egymasi utani alkalmazasaival nem juthatuhle n Dk -be, tehat amig
nem jutunk kiDg; = d e-bdl, addig biztosar -ben maradunk, ezért
(1) és(2) miatt minden igy kapotk pontrax 2 D ps,) €sp(So)(X)

F (x). Vagyis a-bdl indulvap(Sp)j egymas utani alkalmazésaival csak
olyan sorozatokat kaphatunk, amelyekgt szerintis megkapunk. Ebb

pediga 2 D miatt kdvetkezik, hogy egyrésat 2 Do masrészt
P(So)i (@) Fj (a).
- Haa 2 d e akkor nyilvana 2 D¢ €sa 2 Dy ésFj (a) =

P(So)j (a) = fag.

Ezzel mindera 2 A pontra belattuk, hogy ha 2 Dﬁ, akkora 2 Dm és

p(So)i (a) Fj (a),tehatadO( ;S o) program megoldja agj feladatot.

22. Haszndljuk a 8. fejezetben bevezetit|IP ésABORT programokat.

a) Nemigaz. Legyen példagl= ABORT és = Hamis . Ekkor ugyanis
DO(;S )= SKIP ,tehét:

p(DO) = ida * ; = p(S).

b) Nem igaz. Legyen példa8 = SKIP és = lIgaz. Ekkor ugyanis
DO(;S )= ABORT, tehat:
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p(DO) = ; + ida = p(S).

23. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezet de nicioira.

S((2;4)) = th(2;4);(0;4);(1;4);(3;4);(5;4);(7:4);(9;4); :::ig
S((3;7)) = fh(3;7);(0;7); (1;7);(3;7):(5:7);(7; 7)ig

15.6. Levezetési szabalyok

1. LegyenDO( ;S o) ciklus, amelyre teljesiinek a ciklus levezetési szabalyanak
feltételei, tehat:

(1) Q) P,

2 P": ) R,

3 P~ ) t>0,

(4) P~ ) If(So;P),

(5) PA ~Mt=1ty) If(Soit<ty).

a) Nem. Tegyik fel ugyanis indirekt médon, hod® » Re = ;. Ekkor(2)
miatt nyilvandP ~: e= ;, vagyis(6) dPe d e és miveldQe 6 ;,
(1) miattdP e $ ;. Legyena 2 dP e, ekkor(6) miatta 2 d e és(3) miatt
t(a) > 0. Tovdbb&4) és(5) feltételekiml adddik, hogya 2 dIf (Sp; P)e
ésa 2 dif (Sp;t <t (a))e, tehat biztosan Iétezik olyan2 p(Sp)(a) pont,
amelyreb 2 dPe ést(b) <t (a). Viszont(6) miatt ekkorb 2 d e, igy (3)
miattt(b) > 0. Vagyis belattuk, hog$a 2 dPe: 9b2 dPe: 0<t (b <
t(a). Mivel azonbarq 2 dPe, a fentiek alapjar® 2 dPe* : | = q
€s8i 2 N:0<t( j+1) <t( i). Tehata( ;) értékek egy természetes
szamokbdl allé szigordan monoton cstk&erégtelen sorozatot alkotnak,
ami nyilvan ellentmondas. Ezzel belattuk, haly* Re nem lehet Ures.

b) Nem, ugyani¢2) miattdP ~: ~ Re= dP *: e, amelyol pedig az a)
pontban belattuk, hogy nem lehet Ures.

2. Nem. Legyen ugyaniBO ( ; S o) ciklus, amelyre teljesiinek a ciklus levezetési
szabalyanakl) — (5) feltételei. Ekkor a tétel alapjd@ ) If (DO;R), tehat:

dQ" e dQe dlIf (DO;R)e
Tovabba:

R e O dPr e @ df(SyP)e
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igydQ~ e dIf (Sp;P)e\dIf (DO;R)e, és miveldQ » e nem iires,
df (Sp;P)e\dIf (DO;R)esem lehet Ures.

3. LegyenDO( ;S o) ciklus, amelyre teljesliinek a ciklus levezetési szabalyanak
(1) — (5) feltételei.

a) lgaz, ugyanis a ciklus levezetési szabalyanak bizonyitasizkehondott
1. allitasbhol kovetkezik.

b) Igaz. Lassuk b& szerinti teljes indukcioval.

— Hak = 0, akkorb 2 ¢°(g) \d e\dPe= fgg=) b= q=)
t(h) = t(q) O

— Tegyilk fel, hogysb 2 g“(q) \d e\dPe: t(b) t(q Kk, és
legyenc 2 g1 (g)\d e\dPe=)9 b2 ¢g“(q) : ¢ 2 g(b.
Ekkor az a) pont alapjab 2 dPe, tovabbab 2 d e, ugyanis
kilénbeng(b) = p(So)jq «(b) Ures lenne. Tehat az indukcids fel-
tevés alapjam(b) t(g) k, tovabbéa az5) feltételml adddik, hogy
b 2 dif (Sp;t <t (b)e, tehat8x 2 p(Sp)(b) : t(x) < t(b). Mivel
azonbarc 2 g(b) = p(Sp)(b), ezértt(c) <t(b) t(q Kk, igy
t(c) t(g (k+1).

Ezzel az allitast belattuk.

¢) lgaz, ugyanis:
g =(p(So)ia &)i = P(So)id el idd enp,s, = P(So)i -

d) lgaz. Ebszor is vegyik észre, hogy ha valamilyler2 No-ra g<(q)
d: e teljesil, akkor(k + 1)-re is teljesul, ugyanidy d e miatt
g“* (o) = 9(g“(q)) = ;. Tehat ha létezik ilyek  t(q), akkork = t(q)
is ilyen.

Legyen tehak = t(q), és tegyiik fel indirekt médon, hogyf (g) * d: e
=)9 x 2 ¢g“(g) \d e Ekkor az a) pont alapjar 2 dPe s teljesiil,
igy a b) pont miatt(x) t(gq) k =0. Viszontx 2 dPe\d e, ezért
(3) miattt(x) > 0, igy ellentmondasra jutottunk. Ezzel belattuk, hogy

g@(@ d e

4. lgen. Legyen példauh = f1;2g, dQe = fig, dQ% = f1;2g, dRe = f2g,
S1 = S, = f(1;h1;21);(2;h2i)g. EKkor ugyanisS = S; = S,, tehat:

dQe = fig f 1,29 = df (S;;QY%e,
dQ% = f1;2g f 1,29 = df (S;;R)e,
dQe = fig f 1,29 = df (S;R)e.
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ViszontdQe\dRe= ;,dQe\dQ%= f1g6 ; ésdQ%\dRe=f2g86 ;.

5. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezetben szerajmehiciokra és alli-
tasokra. AzSp a de nicidja alapjan megegyezik az alabbi struktogrammal
megadott programmal:

<
1]
<

=

A feladat szévegesen megfogalmazva az, hogy &s azy valtoz6 értékét
csokkentsiik ay értékével. AzZSy program pedig minden ciklusiteracidéban az

X és azy értékét eggyel csokkenti, tehéat a ciklusinvaridnsban azt kell megfogal-
maznunk, hogy ax és azy az eredeti értékéhez képest ugyanannyival csdkkent,
vagyis:

P=(9z2N:(x=x% zry=y0 2)):

igy ciklusfeltételnek = (y 6 0) megfeleb lesz, ugyanis ekkor nyilvan
teljesll a ciklus levezetési szabalyan@j pontja. Tovabba mivey értéke
teljestilése esetén pozitiv, és minden iteracidoban csoékkery megfeleb ter-
minalé figgvény.

Ezek utan a szekvencia és az elagazas levezetési szabdlyanak felhasznalasaval
a 12. fejezetben szereplevezetések soran alkalmazott médszerekkel forma-
lisan is belathatd, hogy erre@O programra a fent megadd®, ést esetén
teljesliinek a ciklus levezetési szabalyanak feltételei.

6. Ebben a feladatban hivatkozunk a 8. fejezetben szarejgehiciokra és allita-
sokra. AzS = ( Sy1; (S2; S3)) program struktogramija:
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S k:=5
a>b a b
Sz:
Xx=a b Xx=b a
S3: i=i+1

Vezessiink be eg®P és egyQ®koztes feltételt:

Q=(Q"k=5),
Q%= If (S3;R)= R "1 =(a=a%" b= P rk (i+1) x).

Ekkor a 12. fejezetben szereplevezetések soran alkalmazott médszerekkel
belathatd, hogy(1) Q ) If (S1:Q9, (2) Q%) If (Sz;QY, tovabbaQ®?

de niciojabol adodik, hogy(3) Q%) If (Ss;R). Ekkor a szekvencia leve-
zetési szabélya alapjan(a) és(3) allitasokbdl kovetkezik, hogyd) Q°)

If ((S2;S3); R), valamint az1) és(4) allitasokbdl kdvetkezik, hogy:

Q) If((S1;(S2;S5)):R) = If (S;R).

MegjegyzésVegyik észre, hogy ebben a feladatban a levezetési szabalyokat
helyességbizonyitastaasznaltuk, azaz egy mar megbéprogramrol bizonyi-
tottuk be, hogy megold egy adott feladatot. Azonban a 12. fejezetben bemutatott
levezetési mbdszer soran nem ezt az utat kovetjik, hanem a feladatbél (annak
speci kaciéjabdl) kiindulva, azt a levezetési szabalyok mentén részfeladatokra
bontva allitunk eb egy eleve helyes megold6 programot.

15.7. Elemi programok

1. a) De nici6 szerint igen.

b) A kiterjesztés de nici6jabdl adddik, hogy, elemi program, dél nem
feltétlendl. Legyen példalt C C olyan program, amelyre:

M ((2;a))
M ((x;y))

fh(2;a);(2;b); (2;a);(2;b);(2;a);:::ig és
S1((x;y)), ha(x;y) 6 (2;a).

Ekkorpra (M) = S is teljesul, nem csak az, hody ekvivalensS-sel
A-n, viszontM nyilvan nem elemi program.

2. If(xy = F(y)R) = If (xy == yixix<y)=(x<y) YW X=y<
X.
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3. Legyen F olyan feladatA-n, amelyet aSKIP program megold. Ekkor
p(SKIP ) = ida miatt Dg A, és8a 2 D :ida(a) = fag F(a).
Tehat aSKIP program pontosan azokat a feladatokat oldja meg, amelyekre
idp, F.

4. Mivel p(ABORT ) = ;, ezértDr D pasort ) CSakF = ; esetén teljesil,
tehat azABORT program csak aE = ; feladatot oldja meg.

15.8. Tipus
1. LegyenTs = (H;ls; F), ahol
H = [0::99999]
ls = lgaz,
F = fFg; Feo.

Felhivjuk a gyelmet arra, hogy mindegyik feladatban a 10.1. és 10.2.
példakhoz hasonléam; elemeit az egyszeruség kedvééft; x) helyett x-
szel jeldljuk, ésTr helyett T-t irunk, igy T = dise H. Jelen esetben

T =H =[0::99999]

Ac=T,Fc  Ax Ay,
Fe = f(a;a) ja’= fy(a)g,
aholf : T ! T,

F(x) = x+1; hax 699999;
K= hax = 99999;

Ae=T,Fe Ae Ae,
Fe = f(a;a%) ja’= fe(a)g,
aholfo: T! T,
fo(x) = x 1, hax 60;
€ B 99999 hax =0:

Adjunk a tipusspeci kacibnak megfeleltipust. A feladat szévege alapjan
adodik, hogy reprezentaljuk a tipusértékeket a 10-es szamrendszerbeli
alakjukkal, mint decimdlis szamjegyek sorozataval, amire két kézemfekv
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megoldés kinalkozik. Az egyik az, hodggfeljebbdt hosszisagu sorozatokat
engediink meg, és megkotjik, hogy nullaval csak akkor é@lzettnek, ha egy
hosszlak, a mésik pedig az, hogy a sorozatok mipdigtosanét hosszuak.

Ekkor egyes esetekben hosszabb reprezentdld sorozatokat kapunk, viszont az
| invarians felirasa és a muveletek megvalésitasa egyszerubb, ezért ezt az utat
valasztjuk.

Legyen tehdT = (%;!;S), aholE =[0::9],1 :E ! L,
de=f 2E jj j=5g¢;
% E T,8 2E
% )= fa( ),
aholg:E ! T,8 2E
pPi

=1

o )= 1071

S=fSy;Seg, aholBy = E ésSy By B, olyan program, amelyre:

pS)=f(; 9j 2deés °2dlieésg( )= fr(g( )g;

Be= E ésS. B, B, olyan program, amelyre:

P(Se)= f(; 9 2dieés °2dlieésg( )= fe(g( )g.

Ekkor ez a tipus megfelel a fenti tipusspeci kacidnak, ugyanis egy¥zni-

cidja alapjan nyilvanval6, hogy a reprezentacié helgsl(e) = T), masrészt

a programflggvények és a reprezentacios fliggvény megadasabol egyszeruen
adadik, hogy a programdkén keresztil megoldjak a megfedefleladatokat.

2. Vegyuk észre, hogy aF feladat nem mas, mint az 6sszeadas 10 szerinti
maradékkal. Legyeii = (%;1;S), aholS = f Sg. Az elozo feladathoz hason-
I6an az els gondolatunk itt is az lehetne, hogy miel= f0; 1; 2g, reprezen-
taljuk a tipusértékeket a 3-as szamrendszerbeli alakjukkal.

Ekkor% E T,8 2E

% )= fa( )g,

aholg:E ! T,8 2E
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pi
o)=L I

i=1

Azonbanigy aztak : E ! L tipusinvarianst kapnank, amelyre:
de=f 2Ejjj:3é51 1éS(1:1:) 2= 3:O)g.

Es nyilvan a muvelet megvaldsitasa is viszonylag bonyolult lenne.

Probaljunk meg inkabb olyan reprezentaciot adni, amely mellett kdnnyebben
tudjuk megfogalmazni a muveletet a reprezentalé sorozatokon, mint az els
esetben. Vegyik észre, hogy semmi sem kdveteli meg, hogy 3-as szamrendszer-
ben val6 reprezentacidban gondolkozzunk. Sokkal egyszerubb reprezentéciot
kapunk akkor, ha ag elemei koziil csak az egyiket (példaul az 1-et) hasznalva
egy T-beli elemet egyszeruen az értékével megegyleassziusagu sorozattal
reprezentalunk,teh8# E T,8 2E

% )=1 g
l:E ! L,
de=f 2E jj j<10és8i2[L: jl: i=1g.

Ekkor ugyanis a muvelet megvaldsitasa sokkal egyszerubbé valik. Légjyen
E E E éS B B olyanprogram, amelyre:

p(S)=f((;; )(% % %) 2deés 2dleés °2dleés
= %s = 9%sj 9=nh( ;i o,

aholh : Ng Ng! No,

ha:b) = a+ b; haa+ b < 10;
' a+b 10, haa+b 10

Vegyik észre, hogy sehol nem hasznaltuk ki, hogy a sorozatok minden tagja

azonos, tehat a tipusinvariansb@®ia2 [1:;j j] : ; = 1 kikotés el is hagy-

hat6. Ekkor olyan reprezentaciét kapnank, amely nem kélcséndsen egyértelmu,

ugyanis%y e( Y nem determinisztikus, ez azonban nem okoz gondot.

A muvelet megvaldsitasa még ennél is egyszerubbé valna akkor, ha Gigy moédo-
sitanank a reprezentaciét, hogy eg2 T elemet nem feltétlentul az értékével
megegyea hosszUsagu sorozattal reprezentalunk, hanem egplegss olyan
sorozattal, amely hosszanak tizzel valo osztasi maradéka megegyeaik
tehato E T,8 2 E
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% )= fazj j 10-zel valo osztasi maradéka

Ekkor ugyanisl a fentiek alapjan valaszthaté ak#&raz-nak is, és a muvelet
egyszeruen két sorozat konkatenaci6javal megvalésithatd. Azonban ilyenkor
%al e( Y nem determinisztikus,o8 korlatlanul nem determinisztikus! Raada-

sul a muveletlink is olyan, hogy tébbszor alkalmazva mindig egyre hossz-
abb sorozatokat eredményez, ezért egy ilyen reprezentacio a gyakorlatban nem
hasznélhato.

6. A tipusértékhalmaz a természetes szamok halmaza, amelyre az alabbi két fela-
datot fogalmaztuk meg:

F1 : adjuk meg egy természetes szam 8-cal val6 osztasi maradékat;
F, : dontsik el két természetes szamrél, hogy azonosak-e.

Egy természetes szamot a 8-as szamrendszerbeli alakjaval reprezentalunk.
Mindkét esetben megkdtjik, hogy egy reprezentald sorozat legalabb egy
hosszUsagu és az a) esetben még azt is, hogy nullaval csak akkodkegzda

egy hosszlsagu (vagyis ha a nullat reprezentélja). Tehat a b) esetben a reprezen-
taciénk nem kdlcsondsen egyértelmu, ugya%yse( Y nem determinisztikus.

Az S; program egye 2 E elemhez olyan sorozatot rendel, amelynek tagjai
utolsé valahany tagjat tartalmazzak, mégpedig minden tag eggyel kevesebbet,
mint az ebzo, igy a sorozat utolsé tagja &zutolsé tagjabol alkotott sorozat
lesz. Példaul:

S1(h4;1;7;31) = thh4;1;7;3i;h1;7;3i;h7;3i;h3iig .

Tehatp(S;) egye 2 E elemhez az utolsé tagjabol alkotott sorozatot rendeli,
amely nyilvan aze altal reprezentélt szdmnak a 8-cal valé osztasi maradékéat
reprezentélja.

Az S, program egy(e;d;l) 2 E E L elemhez olyan sorozatot rendel,
amelynek(ee; dd; Il) tagjaibanee ésdd mindig eggyel hosszabb keaszelete
e-nek, illetved-nek, ésll pedig azt adja meg, hogse és dd megegyezik-e,
egészen addig, amig valamelyik sorozatnak a végére nem ériink. Példaul:

S,((h4;1;7;3i;h4;1;7;3;2i;h)) = fh (h4;1,7;3i;h4;1,7;3; 2i; h),
(h4i;h4i;i),
(h4; 1i;h4; 1i;0),
(h4;1;7i;h4;1;,7i;1),
(h4;1;7;3i;h4;1,7,3i;i) ig.
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10.

Tehat p(S;) egy (e;d;l) 2 E E L elemhez olyan(e%d%19 2

E E L elemetrendel, amelyré® ésd® azonos hosszlsagu kestelete
e-nek, illetved-nek, ugy hogye = €°ésd = dkoziil legalabb az egyik teljesiil,
1°pedig azt adja meg, hogy ésd® megegyezik-e.

Ezek alapjan lathatd, hogy a reprezentacié az a) és a b) esetben egyarant helyes,
tovabba hogyS; mindkét esetben megoldja; -et %n keresztil. Azonban a

fenti példabdl is latszik, hogy, nem oldja megF,-t %n keresztiil, ugya-

nis egyrészp(S;) nem minden esetben tartja meg mindkét sorozatot (csak ha
azonos hosszusaguak), és olyankaegéz valaszt ad, amikor a két sorozat nem
egyezik meg, csak az egyik kexskelete a masiknak. Tehat a tipus egyik eset-
ben sem felel meg a speci kacionak.

. A tovabbiakban az egyes feladatok kapcsan csak azt vizsgaljuk meg, hogy

milyen reprezentaciot érdemes valasztani, ez alapjan mar a 10. fejezetben
szerepb példakhoz és az@to feladatokhoz hasonléan megadhaté a tipusspeci-
kacio és a tipus.

Ebben a feladatban a legtermészetesebb reprezentacié az, hogy a sikvektorokat
valamilyen bazisban vett koordinataikkal irjuk le. Ekkor a sziikséges muveletek
kénnyen megvalodsithatok. Tehat ha példaul a tipusértékeink egy rogzitett bazis-
ban vett egész koordinat4ju vektorok, akkotehet az egész szdmok halmaza,

és igy minden vektort le tudunk irni egy ketiosszlsagu sorozattal.

. Az elozo feladathoz hasonl6an a térvektorokat is reprezentalhatjuk egy rogzitett

bazisban vett koordinataikkal (harom hosszlsagu sorozatokkal), és igy nyilvan
a muveletek is egyszeruen megvaldsithatok.

. Ebben a feladatban egy komplex szamot az algebrai alakjanak & + ib)

megfeleben érdemes reprezentdalni, ekkor ugyanis az sszeadas és a képzetes
rész meghatarozas egyszeruen megvaldsithatd. Ha példaul csak a Gauss-egé-
szekkel foglalkozunk (vagyis azon komplex szamokkal, amelyeknek a valos és

a képzetes része is egész szam), akker Z vélasztassal minden tipusértéket
reprezentélhatunk egy kethosszisagu sorozattal.

Ebben a feladatban a tipusértékeink ugyanigy komplex szamok, mint az
elozoben, viszont mas muveleteket kell megvalésitanunk. A szorzasoaa el

feladatban szereplreprezentacié esetén is kénnyen megvalésithato, viszont
a természetes kiteju hatvanyozas sokkal egyszerubb abban az esetben, ha
egy komplex szamot nem az algebrai, hanem a trigonometrikus alakjanak
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megfeleben reprezentalunk. Ekkor ugyanis egy r(cos' + isin' ) komp-

lex szamn. hatvanyaf 2 N): z" = r"(cogn' ) + isin(n')). Tehat
feltéve, hogy van egy olyan tipusunk, amelyben egy a valés szamok halmazat
.elég surun” lefed szamhalmazt a szokasos aritmetikai muveletekkel meg-
valositottunk, akkor ezt a tipusértékhalmazt valas#vaek, egy komplex
szamot reprezentalhatunk a trigonometrikus alakjanak megégletgy keth
hosszUségu sorozattal, amelynek az egyik tagja a komplex szam abszolltértékét
hatarozza meg, tehat arrél meg kell kétniink, hogy nemnegativ.

MegjegyzésEmlékeztetiink arra, hogy egy allapottér komponensei de nicié
szerint legfeljebb megszamlalhatéak lehetnek, igy a komplex, illetve a valés
szamok halmaza nem szerepelhet tipusértékhalmazként.
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15.9. Levezetés

1.

Speci k&cio:
A= Z 4 Z Z
m n | b
B= Z Z
m? n°

Q:(m=m%2n=n°"m n)

R:(Q"b2[m:n]”12[m:n]”8i2 [m:n]:f(b) f(i) f(l)

A speci kaciobdl kiolvashatd, hogy nem engedjik meg az lres intervallumon
val6 futtatast, illetve az eredményt az allapottér két valtozdgs(, jelentése
rendre legnagyobb, legkisebb index) szolgaltatja.

Megoldas:

A feladatot az intervallumokon megadott programozasi tételeknél hasznalt moé-
don oldjuk meg, eszdr megadjuk a figgvenyt.

"(m;n;b;l;be;le = (b2 m:n] A 12 man] ™ ()= le™ f(b) = ben

8i 2 [m:n]:be f(i) le)

Ezzeld -veligazabdl a feladat egy szigoritasat oldjuk meg, ami azt is megadja,
hogy mik a fliggvény értékek a szobandgwontokban.

Ennek megfeleen a szigoritott utdfeltétel, az invarians tulajdonsag &°.a
illetve Qallitas:

R=(Q"M"b2[m:n]r 12 [m:n]rf()=le” f(b)= ber8i 2 [m:n]:
be f(i) le)

P=(Q"k2[m:n]” b2 [mzk]”~ 12 [m:k]” f(l)=len f(b)= be”
8i 2 [m:k]:be f(i) le)

Q°=(Qrk=m~2b=m~1=m" le= be=f(m))
QW=(Qrk+12[m:n]* b2 m:k+1] 212 [m:k+1]~f()=ler
f(b)= ber8i2 [m:k+1]: be f(i) le”t=tp)

S; ak;b;l;be;le:= m;m;m;f (m);f (m) értékadas. De vajon mi leh&?
A megoldas természetesen egy elagazas lesz, amiReRa ~ t = tp )
If (S2; Q% kdvetelményt kell teljesitenie.

\§2\
T
f(k+1) le f(k+1) be le f(k+1) be
l[le:=k+1;f(k+1) |b;be= k+1;f(k+1) SKIP

Vizsgaljuk meg ezt az elagazast!
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W
LP~ ~At=tg)

i=1
f(k+1) le_f(k+1) be_le f(k+1) be, (f(k+1) le_
f(k+1) be_le f(k+1) ~ (f(k+1) le_f(k+1) be_be
f(k+1)) , igaz. Esigazra minden kovetkezik.

2.8i2[Ln]: P~ At=to” ;) If (Si;Q%

(@ f(k+1) le:
Q@M k2[m:n 1Mb2 Mkl 12 [mzk]~f()=1Ile” f(b =
ber8i 2 [m:k]l:be f(i) lert=toNf(k+1) le)
)?
If(;le = k+1;f(k+1);Q%9 = (Q " k+1 2 [m:un]~ b2
[m:k +1] » k+1 2 [m:k +1] ~ f(k+1) = k+1 »~ f(b) =
be’\ffiZ[m::k+1]:b{eZ f(i) f(k+11’\t:to))

8i2[m:k :be f(i) f(k+l)~f(k+l) f(k+1)

p

(b) f(k+1) be Hasonldéan

©le f(k+1) be
QA K2 [m:n 107 b2 [mak] A 12 [mak] A f(1) = len f(b)=
ber8i2 [m:k]:be f(i) lert=to~le f(k+1) be
)?
If (SKIP;Q%9=(Q"Ak+12[m:n]” b2 [m:k+1] 712 [m:k+
U7 f)=lerf(b)=bergi2[mk+ilibe f(i) lent=

8i2[m:k :be f(i) lerbe f(k+l) le

)
k;b;l; be;le:= m;m;m;f (m);f (m)
k6 n
f(k+1) e f(k+1) be le f(k+1) be

le:=k+1;f(k+1)b;be=k+1;f(k+1) SKIP

k=k+1
2.
Speci kacio:

A= N N N
X y a
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B= N N
XO yO
Q:(x=x"y=Yy9
R:(Q" a= Inko(x;y))
Megoldas:
A megoldas egy ciklus, melynek az invariansa:
P=(Q"a2[l:x]” b2 [1l:y]" Inko(a;b = Inko(x;y))

Ellenorizziik le a ciklus feltételeit:

1.Q) P

A szokasos modon bevezetjiik azdfjallapotot, amire mar teljesiil ez az allitas,
tovabba megadjuk azt & programot is, amive® ) If (S1;QP).

Q°=(Q"a=x"b=y)
S =(a;b:=x;y)

22P”: ) R

Ez a feltétel keziinkbe adja a ciklusfeltételt, hisBeBsR dsszehasonlitdsabol
-rea = badddik (hiszen aa = b= Inko(a;b) csak igy teljesulhet). Tehat
=(a6 b).

a;b:= x;y
aéb

3P~ ) t>0
Jelen esetben e » a 2 [L:x]~ b2 [1:y] » Inko(a;b) = Inko(x;y) )
t> 0. Tehatt := a+ begy megfelad terminaléfiiggvény.

5P~ NMt=1tg) If (Sp;t<ty)
Ellenorizziik, hogy a kdvetkezprogram biztositja ezt a tulajdonsagot:

\§O\
T
a<b
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w
5/1.P"N "Nt=tg) [
i=1

Ez nyilvan teljesul (st az is igaz, hogy a teljes allapotteret leirjuk).
5/2.8i 2 [Ln]: P~ ~Mt=tg”N ;) If (S;t<ty)

(@ asb:P” ~a+b=ty)’ If (b:
to (hiszena > 0)

)a_ bPA ~a+b=ty) If(a:
to (hiszenb > 0)

b ajt<tg)=a+b a=b<

a bjt<tg)=a b+b=ac<

4PN ) If (So;P)

A mi esetlinkben:

Q™ a2 [1uix] » b2 [L:iy] ~ Inko(a;b) = Inko(x;y) » a 6 b) )?
If (So; P)

41.P 1~ ) i
i=1

4/2.8i 2 [L:n]: P~ N ) If (Si;P)

(@ a<b:Pr ~a<b) If(b:=b aP)
(Q™ a2 [Ll:x]™ b2 [1:y]” Inko(a;b) = Inko(x;y) » a<b)

)
If (b:=Db F;\;P) =(QMa2[lx]*b a2][l:y]” Inko(a;b a)=
Inko(x;y))
)a BP~A ~a>b) lf(a:=a b;P)
(Q™ a2 [Ll:x]”™ b2 [L:y]” Inko(a;b) = Inko(x;y) » a>Dh)
)?
If (a:= a
Inko(x;y))

pPiP)=(Q"a b2 [Lix]" b2 [Liy]”~ Inko(a  b;B =

Ezen kovetkezések felismeréséhez sziikséges az alabbi tétel:

Inko(x;y) = ) Inko(x Vy;x)= @; hax>y:

Bizonyitas:

C=fc2N:cx”"cyg)8 c2C:(9%;n2 N :kc=x~nc=y" k>
n*(k n)c=x y))8 c2C:cgx vy

UgyanakkoD = fd2 N:djx ~ djx yg)8 c2C:djy

Teh&tC= D = fe2 N:gx " gy " gx yg. De ha a kozds osztok halmaza
pontosan egyeal(és véges), akkor a maximalis elem (az Inko) is egyezik. Ezzel
a tételt megmutattuk.
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a;b:= x;y
aé b
a<b
b=b a a=a b
Speci kacio:
A= N N N
X y a
B= N N
X0 YO

Q:(x=x"y=Yy9

R:(Q" a= Ikkt(x;y))

A speci kaciobdl kiolvashatd, hogy az eredményt az allapatedltozéja szol-
géltatja.

Megoldas:

A speci kacionak megfeled megold6é program egy szekvenciabdl fog allni,
aminek els fele a méar ismertett legkisebb kdz6s 0szt6 szamito algoritmus (2.
feladat). Ennek utéfeltételét nevezzBRnek:

R%=(Q" a= Inko(x;y))

Nézziik most a szekvencia levezetési szabalyat:

(Q) If(So;RY™ R If(S1;R))) (Q) If ((SoiS1);R))

A feltétel rész els felét a 2. feladat bizonyitasa igazolja, tehat mi cR4K

If (S1;R) allitast bizonyitjukS; := (a:= %) programra.

If (S;;R)=(Q" % = Ikkt(x;y)), ahola = Inko(x;y) ( gyelembe véve
R%t). Tehat a matematikabol jol ismert tételtkt (x;y) = W) jutot-
tunk. '

a;b:= x;y
a6 b

a<b
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1. megoldas
Speci kacio:
A= Z N Y4
X n r
B= Z N
x0 n®
Q:(x=xn=n%°"ne0)
R:(Q"r=x"
Megoldas:

Most keressik meg a speci kaciénak megfelehegold6é programot! A
megoldast Ugy sejtjik, hogy egy ciklussal talalhatjuk meg. Nos, mi legyen
ennek a ciklusnak az invariansa?

P=(Q"k2[Ll:n]"r=x5
Ellenorizziik le a ciklus feltételeit:
1.Q) P

Q°=(Q"rk=1"r=x)
Q% PésQ) If(kr=1;x,Q%=Qr1=1~x=x, Q.

2P~ ) R
P ésR dsszehasonlitdsdbol -rek = n adodik. Tehat = (k 6 n).
k;r:=1;x
kén

3P~ ) t>0
Jelenesetbene@ * k2 [1xn 1]~ r=xX) t> 0.Tehatt:=n Kk
egy megfelad terminalofiiggveény.

4/5.P " Nt=1tg) If (So;P Mt<ty)

A megoldéast egy szekvencia adja, amely kozb@kapotanak alf (k :=
k+1;P)"t=tgallithst valasztjuk.

Q=(Q M k+12[L:n]~rr=xk1 =x xknt=tg)

Ebbe az allapotb® ™ t = to-bol azr := x r értékadassal juthatunk,
ugyanisP szerintr = xk.

Qrk2[Lin 1rr=xkrt= &9)? If (r:==x Q% =qQ~"
k+12[Lin]~rx r=x xkAt=tg

QArKk+12 L Ar=x =x xkAan k=to) If(k:=
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|<+1;P)"t6to=Q"k+12[1::n]’\r=xk+1:x xk A
n k 1<ty

kir =1;x
k6 n
r=xr
ki=k+1
2. megoldas
Speci kacio:
A= Z N Z
X n r
B= Z N
x© n?®
Q:(x=x"n=n%°"ne60)
R:(Q"r=x")
Megoldas:
Az elso megoldastél csupan a 4./5. pontban tértink el. Az Gj ciklusmag:
2k n ‘
kir:=2 Kkir r kir == k+1;r x ‘

Az, hogy ez az elagazas csokkenti a terminald fliggvény értékét trivialitas.

4P~ ) If (So;P)
w

411.P N ) :
i=1

A fenti formaju egyszerusitett eldgazasoknal ez mindig igaz, hiszen a ma-
sodik feltétel igazabol az elspontos negaltja, igy az allapottér 6sszes
pontjaban igaz ketjik valamelyike.
4/2.8i 2 [Ln]: P~ N ) If (S;P)
@k 2 n:
Q™ k2J[L:in 1]"pr: XAk 2 n)’ QA2 k2[Ln]A
ror=x2k=xk xk
(b) k 2>n:
QM k2[L:n 1]AF5 =xkrk 2>n )? QM k+12[L:n]”
rox=xk1 = xk x
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k;r:=1;x
k6 n
2k n
kir:=2 Kkir r kir = k+1;r x

Figyeljik meg, hogy ebben a masodik megoldasban ugyanahhoz a ciklus-
invarianshoz irtunk egy mashogy mul@diklusmagot.

3. megoldas
Speci kacio:
A= Z N Z Z
X n r b
B= Z N
x0 n?
Q:(x=x*n=n"ne60)
R:(Q"r=x")
Megoldas:

P=(Q"k2[0:n]" x"=r )
Ellenorizziik le a ciklus feltételeit:

1.Q) P

QO:(Q/\ k=n~b=x"r=1)
Q%) PésQ) If (kib;r:=n;x;1,Q9) = Q.

2P~ ) R

P ésR 0Osszehasonlitasabdl -re k = 0 adodik. Tehat = (k 6 0).
(Megjegyzés: jelenleh = 1-re is gondolhatnank, de az a feladat ddéisi
részté tekintve nem lenne célszeru.)

K;b;r:=n;x; 1
k60
S

3P~ ) t>0

Jelen esetbene@ ™ k 2 [1:n]~ x" = r B) t> 0.Tehatt := k egy
megfeleb termindléfiggvény.

5P~ At:to) If (So;t<to)

Mivel t = k, a megoldas csdkcsokkentése lehet. Nézziik az aldbbi struk-
togramotS,-ként:
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2jk
Kib:=k=2;b b kiri=k ILr b

Annak bizonyitasat, hogy ez az elagazas mindig cstkkenti k értékét, az
olvaséra bizom.

4PN~ ) If (So;P)
Ezen allitAs igazolasdhoz az elagazas levezetési szabalyanak feltételeit kell
ellerorizniink:

w
4/1.P N ) i

i=1
A fenti form4ju egyszerusitett elagazasoknal ez mindig igaz, hiszen a ma-
sodik feltétel igazabol az edspontos negéltja, igy az allapottér dsszes
pontjaban igaz kedfik valamelyike.
4/2.8i 2 [Lin]: P~ 2~ ) If (Si;P)

(@) 2jk:
Qrkz2 [1'p'n]" "= A 2jk)? Q"N k=22 [0:n]~ x" =
r (b b2
(b) : (2jk): .
Q~rk2 [1::n]’F\)xn =r B2 (2k)) QA k 12 [0:n]A
x"=r b b1
k;b;r:=n;x; 1
k6o
2jk
kib:=k=2;b b kir:=k 2Lr b
Speci kacio:
V = vekt(H; z)
A=V Vv Z
X y r
B= V Y
X0 y0
Q:(x=x% y=y% x:dom = y:dom)
R:(Q"
xdgm 1

r= - (Xsucci (x:lob ) * Ysuccl (y:Iob)) (Xsucci (xlob)  Ysucci (y:Iob)))
=
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Megoldas:
A megoldo ciklus invariansa:

P=(Q" k2 [0:x:dom]
P 1

A= =0 (Xsucc‘ (x:lob ) * Ysucci (y:Iob)) (Xsucci (x:lob) Ysucci (y:Iob)))
1=

Ellenorizzik le a ciklus feltételeit:

1.Q) P

Q°=(Q~k=0"r=0)
Lathato, hogyQ®) P ésQ) If (k;r :==0;0;Q% = Q.

2P~ ) R
= (k 6 x:dom).

A program eddig igy néz ki:

kir:=0;0
k 6 x:dom
S,

3.P~ ) t>0
Jelen esetbenef@ N k 2 [0:x:dom  1]*r= )) t> O,tehata
t = x:dom k fiiggvény egy megfelelterminaléfliggvény.

4/5.P " Nt=1tp) If (So;P NMt<ty)

Szekvencia legyen &&;, kézbll® allapot:

QU= (If (k:=k+1;P)"t=19)=(Q" k+1 2 [0:x:dom]*
R

Aro= . (Xsucc'(x:lob) * Ysucci (y:Iob)) (Xsucc'(leob) Ysucci (y:Iob))) Nt = to)
i=

If (P A M=o = +(Xsucck(leob) + ysucck(y:lob)) (Xsucck(leob)
?
ysucck(ylob)))) QO'p

Q= (If (k := k+1; P)"t—tob If (k:= kK+1;P A t<to)= If (k:=

k+ 1P~ [ (k= kit <to)

x:dom k 1<t
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k;r :==0;0
k 6 x:dom

r=r +(Xsucck(x:lob) + ysucck(y:lob)) (Xsucck(leob) ysucck(y:lob))
k=k+1

Megjegyzés: ha nem tekintjuk megengedett muveletnek a programban a
succ valamelyik hatvanyara valo hivatkozast, akkor a kérdéses fliggvényeket
helyettesithetjik valtozéval, ekkor az alabbi programot kapjuk:

xi;yi;r; k = pred(x:lob); pred(y:lob); 0; 0
k 6 x:dom

r=r+ ( Xsucc(xi) + YSucc(yi)) (Xsucc(xi) YSucc(yi))

k;xi;yi = k+1;sucdxi);sucdyi)

Tovabba, ha a vektort (kevéshe altalanos modeekt(Z;Z) alakunak
képzeljuk, akkor asucc (x:lob) kifejezéshez hasonlo formuldk 6sszeadasra,
azazx:lob + i alakura egyszerusodnek:

k;r :=0;0
k 6 x:dom

r:=1r+(Xxiob+k + Yylob+k)
(Xxtob +k ~ Yy:lob+k)

k:=k+1
8.

Speci k&cio:
V = vekt(Z;Z)
A=V Z

X r
B=V

X0
Q: (x=x9

x{pib )

R: Q~r= (1) x
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Megoldas:
A megoldashoz tartozé ciklusinvarians:

& .
P= Q~"k2[xlob 1:xhib]”r= (1) x
i=x:lob
Ellenorizzik le a ciklus feltételeit:

1.Q) P
Q°=(Q" k= xllob 1~r=0)
Q% PésQ) If (kir:=xilob 1,0,Q9 = Q.

2P~ ) R
= (k 6 x:hib).

k;r ;== xilob 1;0

k 8 x:hib
S,
3.P~A ) t>0 )
Jelen esetben ef@Q * k 2 [x:lob 1:x:hib 1]~ r = )) t> 0, tehat
a terminald fuggvényt := x:hib k. Ez a fliggvényP ~  esetén nyilvan

pozitiv.

4/5P "N ~Nt=1ty) If(So;PMt<ty)

A megoldast szekvenciaként keressik, aminek méasodik utasitaséként a
k + 1 tunik praktikusnak, igy @Q%feltételt azlf (k := k+1;P) ~ t = tq
alakban irjuk fel;

P1 .
Q%= QA k+12([xlob 1:xhib]”r = (1) xi~t=tg
i=x:lob
Q%t pedig azSy = r:=r+( 1T x,1  értékadassal érjik el a
szekvencia etsrészében.
R .
P~ Mt=tg=(Q"k2[xilob l:xhib 1]~ r = (D'xs~rt=
i=x:lob
to) ) If (Sp1:Q% =(Q~ k+1 2 [xlob L:xhib] A r+( 1K xuq =
1 .

(D xi~rt= to)p

i=x:lob

QW= If (k:= k+1;P) A t=1to)
k+1;P) A If (k:= k+1;t<to))

?

p!f (k= k+1;P " t<to)=(If (k:=
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k;r ;= xilob 1,0
k 6 x:hib
re=r+(( DT Xya)
ki=k+1
9.

Speci k&cio:
V = vekt(Z;z2)
A=V Z 4 L L f 1,29 Z

\' Z1 Zo I1 P r sz
B=V Z Z

v Z9 29

Q:(v=Vv0"rzy =297z, = 20" 2,6 z)

R:(Q"8i2[1:2]:1i =(9 2 [vilob:vihib] iz = vj) ~ (12~ 1) ! (r =

1$ 9(z1) <g(z) M (127 l) b r=1" (270 1) ! r=27"(y _

) ! rsz = z), ahol

Dg = fx 2 Zj9i 2 [vilob:v:hib @ vi = xg;8x 2 Dy : g(x) = i, ha

i 2 [vilob:v:hig] » vi = x A8 2 [vilobi 1] :v; 6 X

Informalisan: g(x)x elso elofordulasanak indexét adja meg a vektorban. A
speci kacié tehat azt irja le, hogy a két logikai valtoz6 kilon-kilén mutatja a
program lefutasa végén, hogy#&rdulnak-e az adott egész szdmok. Ha mind-
ketto elofordul, akkor a kordbban@lordul6 szamot tartalmazzaz és a hozza
tartozo ,indexet’r. Amennyiben csak az egyik szam fordubghkkor azrsz

ezt a szamot, mig azaz ,indexét” tartalmazza.

Megoldas:

Hasznaljuk az intervallumon megadott programozasi tételeknél megismert
modszert azzal a megjegyzéssel, hogy most 1; n szerepév:lob 1;v:hib
fogja atvenni.

"(myn;zazoslgslasnrsz) = (81 2 [1:2] i = (9 2 [min] iz = vp) M
(1M1t (r=1% g(z1) <g(z)) M (L")t r=17 (270 1p)!
r=2"(y_1)! rsz=1z)

Ennek felhasznalasaval:

R=(Q" " (vilob;v:hib; z; z;11;12;1;r52))

P=(Q" k2 [vilob 21:v:hib] » ' (vilob;k;::)) = (Q ™ k 2 [v:lob
Livhib] 81 2 [1:2] : 5 =(9) 2 [vilob:K iz = vj) » (11~ 1) ! (r =
1$ 9(za) <g(z) M (a7l b r=1" (270 1) ! r=27(y _
o) ! rsz = z)

Q°=(Q~rk=wvilob 17" (vilob;k;:)=(Q"k=wvilob 17 1=
hamis ~ |, = hamis)
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Q=(If (k:=k+1;P)"t=1ty)=(Q" k+12[vilob 1:v:hib]*8i2
[1:2] 1 =(9) 2 [vilobzk+1]: zi=vi) N (I~ 1) ! (r=1% 9(z1) <
gz) My~ d) b r=1r(UxM 1)t r=27(y 1) ! rsz=
z, Mt =tp)

A kezdeti értékaddk; ;1> := v:lob 1;hamis; hamis .

k;l1;15> := v:lob 1; hamis; hamis
k 6 v:hib
k=k+1

A ciklus mag els részprogramjanak (a ciklusvaltozo névelésstgegy olyan
S, elagazasnak kell lennie, ami teljestti®  ~ t = tg) If (Sp; QY feltételt.

Technikai okokbdl a szokasos stuktogram formatdl eltériink:

11 M 15, akkorSKIP
Z1 6 Vg+1 N Z2 6 Vi41, akkorSKIP

sl N1 N W = zg, akkorly;rrsz = igaz; 1 zg,
sl NI N ey = 2z, akkorly;rrsz = igaz; 2; zp,

Dl My N v = 73, akkorly = igaz,
g ™Mo N w1 6 z1, akkorSKIP
Dl Mg N e = 2z, akkorl; = igaz,
Z5, akkorSKIP .

o

N PR FRAR et ]

w
LP~ ~At=tg)

=1
A feltételek kdzos diszljunkci(’)jénak mindig igaz.
2.8i2[1xn]: P~ ~At=ty™ ;) If (S;Q%

(CYRERAN P

Q"N k2 |[vilob 1:v:hib 117 8i 2 [1:2] : 1; = (9] 2 [vilob:K :
zi=v) N (M) (r=18% g(z1) <g(z) " (Inn: 1)t r=
INUa N )b r=22 (0 _ 1) rsz=2z)N (11 ™ 1) Mt =t

) If (SKIP;Q% = (Q~ k+1 2 [vilob Z1:v:hib] » 8i 2 [1:2] :
i =(9) 2 [vilob:k+1]:zi = vi)» (11 M 1) ! (r=18 g(z1) <
g(Zz))A(|1A:|QB! r:1"(I2":I1)! I'ZZA(|1_|2)!

rsz =z ~t=tp)
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(b) 216 Vk+1 N 226 V41
Q™ k2[viob 2L:v:hib 1]78i 2 [1:2]:1; = (9] 2 [vilob:K :
zi=v)N (M 1) ! (r=18% g(z1) <g(z)) M (i i 1) ! r=
IrM(Ux ™) r=22 Uy _ 1)t rsz=2)" 216 W 22,6
Vk+1 M= 1o
) If (SKIP;Q% = (Q A k+1 2 [vilob ZL:v:hib] ~ 8i 2 [1:2] :
i =(9 2 [vilobzk+1]:z=v)* (I 1) (r=18% g(z1) <
g(z2)) ~ (I ™ |2a! r=1"(x": ) r=2"(1_1Ip)!
rsz =z ™ t=tp)

© ™ MW =29
Q™ k2[viob 2L:v:hib 11781 2 [1:2]:1; = (9] 2 [vilob:K :
zZi=v)N (M 1) ! (r=1% g(z1) <g(z2)) M (i i 1) ! r=
IM (1) r=22 (U1 _ 1)) rsz=2z)™ W =220 I M
. |2 M=t
Y If (lurrsz = igaz;1;21;Q% = (Q A k+1 2 [vilob  1:v:hib] A
igaz = (9j 2 [vilob:k+1]: z; = vj) M 12 = (9] 2 [vilob:k+1]: 25 =
vi)*(igaz~ 1) (1=18% 9(z1) <9(z)) ~ (igaz™: Iza I 1=
1IN (Ipnigaz) ! 1=27(igaz _ 1) ! zp=2z1 Mt = tg)

@)l N e = 22

hasonldan
@ ™M™V = 7n
QM k2 [vilob 1:vihib 11780 2 [1:2]:1; = (9] 2 [v:lob:K :

zi=v)N (M) (r=18% g(z1) <g(z) " (Ih": 1)t r=
INM (g™ d)) )t r=22(1 1) rsz=2z)"2z1= V1 M2 N
Mt =t

Y If (I3 := igaz;Q% = (Q ~ k+1 2 [vilob 1:v:hib] A igaz =
(9) 2 [vilob:k+1]: z1 = vj) M 12 =(9) 2 [vilobik+1]: zo = vj) °
(igaz * 1) ! (r=18% g(z1) <g(z)) " (igaz *: lz)j r=1"
(Ionh:igaz) ! r=2" (igaz _1y)! rsz=2z "Nt=tp)

0 LM 8279

Q™ k2[viob 2L:v:hib 11781 2 [1:2]:1; = (9] 2 [v:lob:K :
zi=v)N (M 1) (r=18% 9(z1) <g(z2)) M (i e ) ! r=
IN (g™ d))t r=22(1 _ 1) rsz=2)" 216 W M N
:|1At:to

Y If (SKIP;Q% = (Q " k+1 2 [vilob 1:v:hib] » 8i 2 [1:2] :
i =(9) 2 [vilob:k+1] 1z = vi)* (11~ 1) ! (r=18% g(z1) <
g(Zg))A(|1A:|2a! r:1"(I2":I1)! r:2"(I1_I2)!
rsz =z ™ t=tp)

@ 2™ 1™ Va1 = 22
hasonldan, mint (e).
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(h) : 127 1™ Ve 6 22
hasonléan, mint (f).

10.

Eloszor egy kicsit egyszerubb feladatot oldunk meg: a vektor egy konkrét el-
emét visszik a helyére.

MegjegyzésEzt a feladatot és aebsmegoldasat eredetileg Hoare vezette be, a
gyorsrendezés részekébtaz alabbi megoldast adta (aminek helyességét azon-
ban nem bizonyitjuk, csak egy allapottér magyardzé tablazattal szolgalunk):

A | arendezenalvektor

i | balrdl Iépked mutatod

j | jobbrol lépked mutaté (a végén mutatja a pivot elem Uj indexét)
p | avektor alsé indexe, egyben a pivot elem indexe

r | avektor fel® indexe

X i) = Alpl;p+1;r

i<j
Afli] x7™i<j
i=i+1
Al x™Mi
j=i 1
i<j
AlILAL] = AL AI]
— - X SKIP
i =i+l 1

Al 1;Alp] = Alpl; Ali]

Mi egy masik megoldést, nevezetesen Lomu megoldasat vesszik alaposan
szemigyre. Ez annyiban is eltér Hoare megoldasatol, hogy azelgett az
utolso elemet teszi helyre.

Speci kacio:

=V z
X i
V = vekt(Z;Z)
B=V
X0
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R :(x 2 perm(x9 ~ i 2 [x:lob::x:hib] A x[i]= x%hiv A8k 2 [x:lobz:i 1] :
Xk Xi "8k 2 [i +1:x:hib]:xk >Xx;)

x 2 perm(x% azt irja le, hogy ax vektor elemei ugyanazok, mint a2-¢,
csupan a sorrendjik kilonbozik.

Megoldas:

A megoldast kénnyedén (egy megengedett szimultan értékadassal elérhetnénk),
ha mar teljestlin®° allapot:

RO=(x 2 perm(x% ~ i 2 [xlob 1:x:hib 1]” x:hiv = x%hiv ~ 8k 2
[x:lob::i] : xx  xthiv A8k 2 [i + 1:x:hib 1] : x¢ > x:hiv )

Tuzzuk ki tehat ] utdfeltételnelR®t és ha oda eljutunk, akkor a szekvencia
levezetési szabalyat alkalmazzuk majd a meglénogramra és aR-be vezed
i;Xi+1;x:hiv ;= i +1;x:hiv;x .1 értékadasra, hogy a teljes megoldd progra-
mot kapjuk.

Most irjuk fel az 0j utofeltételhez elvezefttiklus invariansatP = (x 2
perm(x9) ~ j 2 [x:lob:x:hib] A i 2 [xlob 1z 1]~ x:hiv = x%hiv A
8k 2 [x:lob::i] i xk  xthiv A8k 2 [i+1:j 1]:xk >x:hiv)
Ellenorizzlk le a ciklus feltételeit:

1.Q) P

Q°=(Q”i=xlob 1] = xlob)
Lathato, hogyQ®) P ésQ) If (i;j := xilob 1;x:lob; Q% = Q.
2Pr: ) RO

Ebbol a pontbdl kapjuk meg a ciklusfeltételt, hiszéh és R® dsszehason-
litasdbol: -rex:hib = j adodik. Tehat = (j & x:hib).

i;j := x:ilob 1;x:lob
j 6 x:hib
i;Xi+1  X:hiv =0 +1;x:hiv;X 41

3.P~ ) t>0

Jelen esetben eg:2 [x:lob::x:hib 1]~ ) t> 0. Tehatt ;= xthib |
egy megfeled terminalofiiggvény.

4.P N ) If (So;P)

Nézziik az alabbi struktogram8g-ként:
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Xj  Xhiv

G XX =

P+ 15) + 15X Xis1 J=il

Annak bizonyitasat, hogy ez az eldgazds mindig nopeértékét (és igy
csokkenti a terminal6 fliggvényt), az olvaséra bizom.

4PN ) If (So;P)
Ezen allits igazoldsidhoz az eldgazéas levezetési szabalyanak feltételeit kell el-
lenorizniink:

w
4LP oy
4/2.8i 2 [1zn]: P~ ~ ) If (S;P)

(@) xj  xhiv:
x 2 perm(x9) ~ j 2 [xlob:x:hib 1]~ i 2 [xlob 1z 1]~
x:hiv = x%hiv ~ 8k 2 [x:lob:i] : xx  xthiv A8k 2 [i+1:j 1]:
Xk >x:hiv A x; x:hiv
)?
If (s i+15% = i +1;] +1;X;Xi+41;,P) = (y 2 perm(x9 ~ j +
12 [y:lobzy:hib) A~ i +1 2 [ydlob 1:j]” y:hiv = x%hiv ~ 8k 2
[y:lob:i+1]: yx  y:hiv A8k 2 [i +2::]: yk > y:hiv, aholy:hib =
x:hib ~ y:lob = x:lob "p8h 2 [xdlob;x:hib]nfi+1;jg:yn = X °
Yier = Xj MY = X

(b) x; > x:hiv :
x 2 perm(x9) ~ j 2 [xlob:x:hib 1]~ i 2 [xlob 1z 1]~
x:hiv = x%hiv ~ 8k 2 [x:lob:i] : xx  xthiv A8k 2 [i+1:j 1]:
Xk > X:hiv  x; > xthiv
)?
If(j :=j+1;P)=(x2 perm(x9) ~ j +1 2 [xlob:x:hib] » i 2
[xlob 1:j]1~ x:hiv = x%hiv ~ 8k 2 [x:lob::i]: xx  x:hiv 2 8k 2
[i +1:j]: %k >xhiv)

Ezzel megkaptuk a szakmaban helyrevisznek becézett feladat megoldasat (ez
volt a mi egyszerusitett feladatunk).
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rhelyrevisz
—
i;j = x:ilob 1;x:lob

j & x:hib

Xj  x:hiv
B X1 X = oo
i+15) + 15X X+ 1=+l
i;Xij+r ;X:hiv = i +1;x:hiv;X+1

Am nekiink az volt a feladatunk, hogy egy adott elemet vigyiink a helyére.
Egészitsuk ki a speci kaciot ennek megfeleh:
A=V Z Z

X n i
V = vekt(Z;Z)
B= Z Z

x0 n°

Q:(x=x% n=n% n2 [xlob:x:hib])

R:(n=n%"x2 perm(xy ~ i 2 [xlob:x:hib] » x; = x% ~ 8k 2
[x:lob:i 1] :xk X 8k 2 [i +1:x:hib] : Xk >X;)

A szekvencia levezetési szabalyaval bizonyithatd, hogy ezt a feladatot az alabbi
program oldja meg:

Xn: X:hiv = x:hiv; X

i;j == xilob 1;x:lob

j 6 x:hib
Xj  xhiv
B X a1 Xj o= oo
i+ 1) +1;%;Xi+1 =gl
X+, X:hiv := i +1;xhiv; X+

A most megismert algoritmus legnagyobb jetes#ge, hogy a jelenleg ismert
leggyorsabb (és egyben ,leghébortosabb”) rendelgoritmus szerves része.
Az érdekesség kedvéeért itt kozoljik egy olyan verzidjat ennek a reneééz
ami a modell kereteibe igazabdl (példaul a rekurzié miatt) nem illik, de in-
tuitiven megérthet A rendep mély targyalasat az Algoritmusok és adatsz-
erkezetek cimu targy keretei k6z6tt hallgathatjuk meg.
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11.

-helyrevisz (x;i;p;r) -
1

b =p Lp
|61
X] Xr
X e X = o
i+1;) +1;%); X+ =i+l
Xt Xr = 0+ 15X X4

gyorsrendezes(x; p;r)
[

p<r

helyrevisz (x;i;p;r)

gyorsrendezes(x; p;i 1)

p=i+1

Speci kacio:

M = vekt(Z;vekt(Z; 2)), invariansai (x) = ( 8i 2 [x:lob;x:hib] : x;:lob =

x:lob ™ x;:hib = x:hib)

A= M z
t r
B= M
tO
Q:(t=19 I
thb P
R: Q*r= ti
i=tlob j=tlob
Megoldas:
A megoldo ciklus invariansa: !
. R p
P= Qnk2l[tlob 21:thib]”r= ti
i=tlob j=tlob

Ellenorizzik le a ciklus feltételeit:

1.Q) P
Q°=(Q~rk=tlob 17r=0)

Lathato, hogyQ®) P ésQ) If (k;r := tlob 1;0;Q% = Q.
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2P~ ) R
P ésR dsszehasonlitdsabol -rek = t:hib adddik. Tehat = (k 6 t:hib).

kir ;= tlob 1;0
k 6 t:hib

3.P~ ) t>0 )

Jelen esetben ef@Q ~ k 2 [t:lob 1:thib 1]~ r = )) t> 0, tehét
a terminald figgvényt := tthib k. Ez a fuggvényP ~  esetén nyilvan
pozitiv.

4/5.P N Nt=1tg) If(So;P Mt<ty)
Ezt a pontot a szokasos alaku ciklusmaggal biztositjuk, ami egy szekvencia. A
szekvencia masodik utasitasa a ciklusvaltozét noveli.
QW= (If (k:=k+1;P)"t=1ty)= !
) L S
QM k+12f[tlob 1:thib]”r= tij "t=to
i=t:lob j=t:lob
A szekvencia elsrésze @ ~ "t =ty ) If (So1; Q% feltételt kell tel-
jesitse! Nézzlik kozelebbirezt a feltételt §o; -et egyedre SKIP-nek tekintve):

(1 p
QM k2J[tlob 1:thib 1]7r = ti; At=to)
i=tlob j=tlob
L S
QM k+12f[tlob 1:thib]”r= tij ~t=to,
i=t:lob j=t:lob I
) R p 1
, QMNk+12[tlob 1:tthib]™r =( tij) + tic+1 |
i=tlob j=tlob j =tlob

=1t

So1 nem lehet egyetlen értékadas, mert akkor a nem megengedett szummat kel-
lene hasznélni a jobb oldalan.RA”* ~ t = to és aQ%allapot sszekotésére
egy ciklus alkalmas. Az invariansat gy kapjuk, hogy42ben a masodik
szumma hataskoérét csékkentjik:
PO=(Q ™ k+1 2 [tlob 1:thib] ~ g 2 [tlob 1u:k+1] ~ r =
R P P
( tij)+ tk+1j/\t:t0)
i=tilob j=tlob j =tilob
A belso ciklus levezetéséhez sziikséges tovabbi allapotok:
Q%% (QM k+12]Jtlob 1:thib]~ g=tlob 17
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R p
r=( tij) " t=to),
i=tlob j=tlob
Q =(Q"k+12[tlob 1:thib]” g+1 2 [tlob Lk+1] ~r =
(3 P P1
tij)+ tis1 ).
tlob =1 j = t:lob j=tlob
Q kir:= tlob 1,0
Q k 6 t:hib
g:=tlob 1 p A
g 6 k+1 QOOO
r= r+tk+lg+1 pon O
g=g+1 Q
k:=k+1 Q%
R

16.
V = vekt(Z;f0;1;, ;90)

A feladat megoldasa soran hasznalni fogjuk a kévetkes fliggvényt:
x:dgm 1 )

f(x):= Xxhib i 10 (8x 2 V)

=0

p1 ,
a(x; 1) = Xxlob+1 i 1 10 (8x 2 V : 8l 2 [0;x:dom])

i=0
Az f figgvény egy vektorban abrazolt szam értékét szamitja kigmgyanezt
teszi, de csak az aisl szamjegyet veszi gyelembe. Vegyik észre, hogy

g(x; x:dom) = f (x).
Speci kacio:

A=V No

X d
B=V

XO
Q: (x=x9
R:(Q"d=f(x))
Megoldas:

P=(Q" k2 [0;x:dom] " d = g(x; k))
Q°=(Q"k=0"d=0)
Ellenorizziik le a ciklus feltételeit:

1.Q) P
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20.

Q) If(k;d:=0;0,Q9= Q.

2P”: ) R
P ésR t6sszehasonlitasahol -rek = x:dom adodik. Tehat = (k 6 x:dom).

k;d:=0;0
k 6 x:dom

3.P" ) t>0
t ;= x.dom k valasztassal ez az allitas trividlisan teljesdil.

4./5.P N At:to) |f(So;PAt<t0)

Egy szekvenciaval, aminek kdzbdlteltétele:

QW= (If(k == k+1;P) "t =1)=(Q" k+1 2 [0;xdom] ~ d =
gix;k +1) Nt = tg)

Ez azért j0 valasztas, mert eflbaz &llapotbdl ak := k + 1 utasitassal
eljuthatunkP " t<t o-ba.

A szekvencia levezetési szabdlya szerint szikséges "~ t = tg )
If (S1;Q% allitast pedig a’S; = (d := d 10 + Xyi0b + k) Programmal tel-
jesithetjik, hiszen:
(P~ Mt=t)=(Q"k2[0xdom 1]*d= g(x;k) " t=tp)
) If (%;QO‘) =(QMk+12[0;x:dom] A d 10+ Xyqop+k = g(X;k+1) A
t= to) .
P 1 _
Ugyanis,g(x;k) 10+ Xxiob+k = (  Xxiob+k i 1 10) 10+ Xuiop+k =
-

m . P
( Xxtob+k i 10 1) 10+ Xxiop +k 107 = (
1 i=

Xx:lob +k i 10): g(x; k+1).
=0

k;d:=0;0

k 6 x:dom
d:=d 10+ Xyiob +k

ki=k+1
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V = vekt(Z;f0;1, ;99

A feladat megoldasa soran hasznalni fogjuk a kovethkes fliggvényt:
xdgn 1 )

f(x):= Xxhip i 10 (8x 2 V)

i=0

p1 _
a(x;l) == Xxhib i 10 (8x 2 V :8l 2 [0; x:dom])

i=0
Az f fuggvény egy vektorban abrazolt szam értékét szamitja kigfgyanezt
teszi, de csak az utoldszamjegyet veszi gyelembe.

Hax ésy azonos értelmezési tartomanyd vektorok, akkor y vektoron egy
olyan az emlitettekkel azonos értelmezési tartomanyu vektort fogunk érteni,
amelynek minden eleme a két vektor megfelelemének 6sszege. Formalisan:

8i 2 [x:lob;x:hib] : (x y)i == X + ;.

Speci kacio:

A=V \Y, Y, z L

X y z k c
B=V Y
X0 Y0

Q:(x=x% y=y% x:dom = y:dom= z:dom” x:hib = y:hib = z:hib)
R:(Q"f(x y)=10%0m (o) + f(2))

Megoldas:
Vegyuk észre, hogl(w) = g(w; w:dom) mindenw vektorra. Ezt kihaszalva a
ciklusinvarians:

P=(Q" k2 [0:xdom]® g(x y;k)=10% (0 + g(z:k)

Ellenorizzik le a ciklus feltételeit:

1.Q) P

Q%°=(Q”" o= hamis * k=0)
Lathato, hogyQ®) P ésQ) If (o;k:= hamis; 0;Q% = Q.

2P~ ) R
Ez a feltétel keziinkbe adja a ciklusfeltételt, hisBeBsR 6sszehasonlitasabdl
-rek = x:dom adodik. Tehat = (k 6 x:dom).

c;k := hamis; 0
k 6 x:dom
S,
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3.P~ ) t>0
t ;= xxdom k valasztéssal ez az allitas trivialisan teljesul.

4/5P "N ~Nt=1ty) If (So;P"Mt<ty)

A ciklusmagot egy olyan szekvenciaként irjuk fel ismét, amiben a masodik
utasitas csupan a ciklusvaltozo6 névelésgondoskodik, és igy @°Ckozbiilo
allitas a kovetkez:

QW= 1If(k = k+1;P) ~ t = tp = (Q "~ k+1 2 [0:x:dom] ~

g(x y;k+1)=10%T (0 + g(z;k+1) Mt = to)

Ebhol az allapotbdl & := k + 1 utasitas eljuP " t<t o-ba.

A nehezebb kérdés az, hogy a ciklusmag elején fenialld "~ t = tg
allapotbdl milyen programmal jutunk €%be. Ennek megoldasahoz nézziik

meg, hogy hogyan irhato fg{w;j + 1) valamilyen értelmef esetén:
) i+p 1 . Ip1 . .
g(w;j +1)= Xxhib i 10 = Xxhb i 10+ Xyxnp j 10
i=0 _ i=0
= g(w;j)+ Xxhb j 10

Ezt hasznaljuk feQ%egy Gjabb alakjanak felirasahoz:
Q®=(Q ™ k+1 2 [0uxdom] ~ g(x y;K)+ X Yy ynib k 10€ =
10T (O + 9(z:K) + Zznib k 10C " t = to)

igy mar felismehed, hogy az alabbi programmal kell eléi” -bol Q%t:

c
C, Z¢chib k= Ci Zchib k=
1+ Xehib k+ Yyhib k10 Xxhib k * Yyhib k10
1+ Xxhib k + Yyhib «k mod10 Xxhib k * Yyhib k Mod10

P =(Q" k2 [0xdom]~ g(x  y;k)=10% () + g(z;K))
Hiszen:

W - 7 . ..
LP7 ) i Nyilvan teljestil.

i=1

2.8i2[Lin]:P~ ~t=t™ ;) If (S;Q%9
@chkPn "t:to’\c)? (Q™ k+1 2 [0:x:dom] ™ g(x  y;k)+ x

Yxhip k106 =105 (14 Xenip  + Yichib p k 10) + g(z; k) +
(1+ Xxhib Kk * Yxhib k mod10) 10K~ t = to)
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26.

() :cPA Ac) (QAK+1 2 [0mxidom] A g(X YiK)+ X Yenb
10¢ = 104" (Xuhb K + Yio & 10) + g(z; k) + ( Xxhib « +
Yxhib k Mod10) 1K~ t = to)

Q c;k := hamis; 0
QO k 8 x:dom
c P~
Ci Zehib Kk = Ci Zchib Kk =

1+ Xxhb k+ Yyhib k10| Xxnhib k+ Yyhio k10
1+ Xxhib k + Yyhib k MOA10l Xxhib k + Yyhib k Mod10

k:=k+1 Q0
R
Speci kacio:
V = vekt(Z;Z)
A=V
X
B= V
X0

Q : (x = x% dom(x) 6 0)

R : (x 2 perm(x% ~ x csokkemen rendezext

De nialjuk a csokkenoen rendezefbgalmat: x vektor adottk indexéig
csokkemen rendezett, h@8i 2 [x:lob:k 1] : x; Xi+1) ™ (81 2
[k+1:x:hib]: xk  X;). Tovdbba vektor csokkenen rendezett, hax:hib -ig
csokkemen rendezett. A de niciokbol kdvetkezik, hogyvektor csokkenen
rendezett akkor is, hax:hib  1-ig csdkkemen rendezett. Ezért mostantél ezt
értjik ezalatt. Mindewx vektor legyen de nici6 szerint:lob  1-ig csokkemen
rendezett.

Megoldas:
P = (x 2 perm(x) ~ k 2 [xlob 1::x:hib 1] ~
x k-ig csokkemen rendezeit

Ellenorizzik le a ciklus feltételeit:

1.Q) P

Q%°=(Q" k=xlob 1)
Q%) P (hiszenx x:lob  1-ig mindig csokkenen rendezett)

ésQ) If(k:=xlob 1,Q9= Q.
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2P~ ) R
Ez a feltétel adja a ciklusfeltételt, -rek = x:hib 1 adodik. Tehdt = (k 6
x:hib  1).

k:=xilob 1
k& x:hib 1

3P~ ) t>0 N

Jelen esetben efQ ~ k 2 [x:lob L1ix:hib 2]~ )) t> 0, tehat
a terminald figgvényt := x:hib k. Ez a fliggvényP ~  esetén nyilvan
pozitiv.

4/5.PN Nt=1tg) If(So;P Mt<ty)

A ciklusmagban szereplszekvencia kozbiitsQ%allapota legyen a kévetkez
QW= If (k:== k+1;P) "t =1tg=(x2 perm(x) * k+1 2 [xlob
1:x:hib  1]” x k + 1-ig csokkemen rendezett t = tg)

Milyen programmal juthatunk el allapotbaP ~ ~ t = tq allapot-
bol? Egy olyan szekvenciaval, aminek@®kle megkeresi a vektor hatra &v
részébl a maximalis értéku elemet, a masodik fele pedig felcseréli &zt & -
edik elemmel.

Tehat Q@ = (x 2 perm(x9) ~ k+1 2 [xlob 1:xhib 1] ~

X  k-ig csokkemen rendezett® t = to A i 2 [k + 1:x:hib] ~ 8] 2

[k + Luxhib] @ x;  Xi)). Vegyuk észre, hogR®en szeregl i azontul,
hogy a legnagyobb elem indexe a vekko# 1 mogotti részében, egy olyan
elem indexe is, ami a csokkean rendezettség de nicidja szerint sziikségesz-
eruen kisebb, mint barmelyik elem a vektoelotti részében. Ezért igaz az az
allitas, hogyQ®9) If (Xk+1;Xi := Xi;Xk+1;Q%.

Mar csak azt aBy;9 programot kell megtalalnunk, amivel» "t = tg)

Q%9 Ez a maximumkereséshez nagyon hasonlé (de vektorrészleten ajukod
program, aminek levezetése a maximumkeresés programozési tételének lev-
ezetése ismeretében trivialis, ezért itt csak a stuktogramot kdzoljik a kész prog-
ram részeként:
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Q k:=xlob 1
QP k6 xhib 1
i;jymax = k+1;k+1;Xg+1
j 6 x:hib
Xj+1 > max

ibmax = j +1;Xj+

SKIP

ji=j+l

Xk+1 3 Xi = Xj; Xk+1

ki=k+1

QOOO
QOO
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15.10. Visszavezetés

1.
A=Z Z N
m n d
B=Z Z
m® n°
Q: m=m®n=n"m n+1
R: Q~d= Oo<f{MHrfG 1)<0)
j=m+1

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétellm n | Paraméter: { Szigoritas: -
Megfeleltetés: o E—
- M+l i;d:=m;0
n n i6n
i i O<f(i+1)~f(i)<O
d d . d=d+1 | SKIP
() o<f(H)"f(G 1<0O =i+l
2.
A= N
n
B=N
no
Q: n=n°
R . QM=92[n 1]:@2-j~jjn"

It (i2[2n 17 (2-inijn))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: ha van, keressiik meg, melyik az
Megfeleltetés: - -
m 2 i;l :=1;hamis
n n 1 1M1 6 n 1
I I =2 -i+172i+1jn)
i i =i+l
() 2-j~jin)
3.
A=N N L
n i |
B=N
no
Q: n=n%"2<n
r- QM=% 2[2n 1:@2-jrjjm"
Y P20 M @-iNMijn)n8j 2020 1]:(2jj _j -n)

1. Visszavezetés: lineéris keresés 2.8.
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Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: -
Megfeleltetés: - -
m 2 i;1 :=1;hamis
n n 1 1M i6n 1
I I =2 -i+17i+1jn)
. i i S i=i+1
() (2-j™jjn)
4,
V = vekt(Z; 2)
A=V V Z Z
X 'y max i
B=V V
X0 O

. x=ny=y®
Q: 8j 2 [y:lob;y:hib] :y; 2 [x:lob;x:hib]* 0 < x:dom ~ 0 <y:dom
R Q7 i2[y:lob;y:hig)» max = xy, ~8] 2 [y:lob;y:hib] : xy,  max
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméterx;y | Szigorités: -
Megfeleltetés:
m y:Io_b max;i;K := Xy, ;y:lob;y:lob
n y:hib k & y:hib
max max
: : max Xy,
K K max;i := Xy,,, ;K+1| SKIP
a b a b k:=k+1
f() Xy,
5.
V = vekt(Z; Z2)
A=V Ng
x d
B=V
XO
Q: x=x° !
vfpib o
R: Q~d= (xj <j)
j=v:lob

1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméterx \ Szigoritas: -
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Megfeleltetés:

m v:lob
n v:hib
i i
d d
() Xj <]j
6.
V = vekt(Z;2)
A=N N
n i
B=N
no

Q: n=n%2 n

R: Q"2 inijnni-nngj2]2i

1. Visszavezetés: linearis keresés 2.

Feltétel: - | Paraméter: -
Megfeleltetés:
m 2
I [
i i
()  qinrj-n
7.
A=Z7Z Z Np
m n d
B=7Z Z
m® n®

Q: m=m*n=n"m

R : Q“d=_m @jif@)"ai)=1)
1. \ﬁsszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
Megfeleltetés:
m m
n n
i i
d d
() 2jf@d)~a()=1

Szigoritas: -

n+1

i;d:=viob 1,0
i 6 v:hib
Xi+1 <i+1
d:=d+1 SKIP
=i+l
Djen_ijf
i;l :=1;hamis

=i+ljnNi+1 -1

i+1
i=i+1

i:d:=m 1,0

i6n

2jf(i+1)~rgi+1)=1

di=d+1 | sKkiIP

i=i+1
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8.

A= 7 Z L
m n |

B=Z Z
m? no

Q: m=m*n=n"m n+1
R: Q7i2[m;n]*8j 2 [m;n]:f(j)mod10 f(i)mod 10
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: { Szigoritas: adjuk meg a szamjegy értékét is
Megfeleltetés:
m m max;i;k := f (m) mod 10; m;m
ma>r<] r]max k& n
: i max f(k+1) mod 10
k Kk max;i := f(k+1) mod 10;k+1 | SKIP
a b a b k:=k+1
f@) f(j) mod 10
9.
V = vekt(Z;C)
A=V L
x |
B=V
X0
Q: x=x°

R: Q7 I=8j2[0;xidom 1] :Xxiob+j = Xxhib j
1. Visszavezetés: lineéris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméterx \ Szigoritas: adjuk meg az el€ltérés helyét is
Megfeleltetés: - -
m 0 i;l .= 1;igaz
n x:dom 1 I~i6 xdom 1

I co | = Xxlob+i+1 = Xxchib i 1
I I i=i+1
() Xxclob +j & Xxchib |
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10.
NNM = vekt(Z;V)
V = vekt(Z; 2)
Innm (X) = 8i 2 [x:lob; x:hib] : (xj:dom = x:dom ” x;:lob= x:lob)

A = NNM N Z
t k d
B =NNM N
t0 KO
Q: t=t9k=k"k, tdom” k tdom
tpib '
R: Q~d= t;j
j = tlob
1. Visszavezetés: 6sszegzés
Felt: - | Paramétert;k | Szigorités: -
Megfeleltetés:
?n tlob i;d:=tlob 1,0
n t:hib i 6 thib
d d d=d+ T +1
i i =i+l
f() ti
11.
A=272 Z N L z Z
m n Kk | max i
B=2 Z N
m° n® kO
Q:gm=m’*n=n"k=k"m n+1 1
QM I=9) 2[mn]:kjf{)"
R:@ i2[mn]*max=f(@i)~kjf@)» A

. 8 2[m;n]:kjf()! f(j) max
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés
Feltétel: - | Paraméterk | Szigoritas: -
Megfeleltetés:
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m m n n I |
max max i i k p
a b a b|f(j) f(G)| () kjf(j)
[;p:= hamis;m 1
p6é n
k-f(p+1) kjf(p+1) ~: | kjf(p+21) ™1
SKIP I;i;max := max f(p+1)
igaz;p+1;f(p+1) [i;max := p+1;f(p+1) [ SKIP
p=p+1
12.
A=N Ng
n d
B=N
r]0
Q: n=n°
Pl o
R : Q“d=,2 @jji~jin)
J:
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
m Z\n n 1\i i\d d\ G) 2jj"jjn
13
A=272 Z L Z Z
m n | i max
B=272 Z
m% nO
Q:Om:mo"n:no"m+1 n 1 1
. f()<f (G 1»
] . ) e fa)y<f@a
R : i2m+1;n 1] max = f(@i)" . . A
¥ % ()<t f1§|/\)<f(|+1)
8 2[m+1;n 1]: . . f(j max
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés
Feltétel: - | Paraméter: 4 Szigoritas: -
m m+1 n n 1 | |
max max i i k k
. . . f()<f (G 1»
a b a blfG)  f0) | G) 1y<td 1

fa)<f(+1)
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14.
A= Z Z Z L Z
m n k | i
B=Z Z Z
m® n% KO

Q: m=m®*n=n"m n+12k=Kk°
R: Q2I=9 2[m;n]:kjf@)~1! (i 2[m;n]~kjf(i))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméterk \ Szigoritas: els ilyen argumentumot keressiik meg
m m|n n|l |i i| () kjf(Q)
15.
A= Z Z Z L Z Z

m n k | max i
B=2z2z 2z Z

m® n® KO
Q: =m2n=n"m n+12k=Kk° 1

QM I=9) 2 [m;n]:f(j)<k”

R:@ i2[m;n]*max=f@)~f()<kr A

PY g 2 min] f() <k ! f(j) max

1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméterk | Szigoritas: -

m m n n I I
max max i i k p
a b a bjf() f£G) | @) f()<k

16.

V = vekt(Z; P)
P=(x:2;y:2)

A=V P ZzZ L Z

v ¢ r | i

B=V P Z
vo P r0

Q: v=Vorc=crr=1¢0
R Q" = 9j 2 [vilob;v:hib] : (vi:ix  cx)2+(vjiy cy)?  r2A
1Y P2 [vilobyvihig A (vicx  ex)2+(vity cy)? or?
1. Visszavezetés: lineéris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméterv;c;r \ Szigoritas: az etsilyen pontot keressiik meg
m wvilob|n wvhib|l I[i @] () (vix cx)2+(viy cy)?
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17.

A=272 Z Z Z L 4 Z
m n a b | max i

B=2z2z zZz zZ Z

ml n® a® p°
Q:gm=m’"n=n"m n+i1ra=a"b=1
QMI=9)2[m;n]:a f() b
R:@II i2[mn]*max=f(@)"a f@) b A
"8 2[mn]:a f() b! f() max
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paramétera; b | Szigoritas: -
m m n n I |
max max i i k k
a b a b|f() f£G) | @) a f(j)
18.
A= Z Z Z Z Z Z Ng
m n a b ¢ d p
B=2z2z 2z zZz zZ2 zZ Z
me n® &% B & d°

Q: m=m*n=n"m n+12a=a"b=tPrc=c*d=d°

P . .

R: Q%p= (@ f(G) b_c f() d
j=m

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paramétera; b;c;d | Szigoritas: -
m m|n nfi i|d p| () a f(@G) b_
19.
A=27Z Z Z L z z
m n k | max i
B=z 2z Z
m® n® kO
Q:gm=m’"n=n"m n+1"k=Kk° 1
QrI=9 2[m;n]:kjf() 10
R:@ i2[mn]rmax=f(@i)~kjf@) 10 A

|
I 8 2[m;n]:kjf() 1! f() max
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméterk | Szigoritas: -
m m n n I I
max max i i k k
a b a b|f() fG) | @) kjf(@)

b
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20.

A=272 72 Z Z Z
m n N max i

B=2z2 zZ Z

m® n® NO
Q: m=m®*n=n"m n~AN=N?
R - QMi2[m;n]” max = f(i)»
8 2[m;n]:f(j)modN max modN
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | ParaméterN \Szigorl'tés:-
m m n n max  max

i i k k|la b amodN bmodN
fG) @)
21.
A=272 Z Z Z Z Ng
m n Xg Yo © d
B=2z2z z zZ Z 2Z

—
o

m n® x§ 8
Q: m=mn=n"m n+172x0=x3"yo=y§"r=r°
P , .
R: Q~rd= (fG) xo0)?+(g9G) yo)* r?
j=m
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméterxo;yo;r \ Szigoritas: -
m m|n n|i i|d d| () (f@G) x0)?+(9() yo)? r?

22.
A=27Z Z Z Z L
a b n i |
B=z2z zZ Zz
a B n°

n
Q:p@=a"b=tra brn=n° 1

QM I=9 2[a:(f(G)=0"f({)<n)"
R:@, i2[ad~(f(@)=0f(@)<mn A

8 2[a;i 1]:(f(j)60_f() n)

1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paramétem | Szigoritas: -
m aln bl I]i i| () (fG)=0"f()<n)
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23.
V = vekt(Z; 2)
A=V V Z No
x y k d
B=V V Z
X0 yO KO

o o x=x0y=yo0n k= K028 2 [y:lob;y:hib] : y; 2 [x:lob; x:hib]®
Q: 8a;b2 [y:lob;y:hib) : (ya5 Yo! a= Db
y[pib '
R: Q~d= K Xy,
j=y:lob
1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméterx;y;z \ Szigoritas: -
m ylob|n yhib|[i i|d d| () kjxy
24,
V = vekt(Z;C)
A=V L
x |
B=V
N
Q: x=x°

R: Q7 I1=9 2[xlob;x:hib]:x; 2 [ae'i'o'u ]
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméterx \ Szigoritas: keressik az elsmaganhangzé helyét is
m xlob|n xhib |l I[i i| () x 2[a'e/iou ]
25
A=2Z2 Z Z Z Z Z L Z
m n a b c¢c d | i
B=2z2z zZ zZ zZ Z Z
me n® a® B & d°

Q: m=m*n=n"m n+172a=a"b=Prc=c"d=d
r- QMI=9 2[mn]:a f() brc f() o
Sl (i2[mn]ra f(i) brc (i) d)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paramétera; b;c;d\ Szigoritas: elg ilyen elemet keressiik meg
m m|n nfl I]i i| () a f(G) brc f() d
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26.
V = vekt(Z;C)
A=V Ng
X d
B=V
X0
Q: x=x° !
x{Aib '
R: Qnd= (x; 2 [a')e'i'/o''u" )
j =x:lob

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméterx | Szigoritas: -
m xlob|n xhib|i i|d d| () x5 2[aeiou ]
27.
A= Z Z Z
m n Kk
B=Z Z
m® n°

Q: m=m®*n=n"m+1 n
R: Q"k2[m+1;n]*"8j2[m+1;n]:f(j) f(G 1) f(k) f(k 1)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: mondjuk meg a kilonbség mértékét is
m m+l n nj| max max
ik k pla b a b

fG)y tG) fG 1)

28.
A= Z Z L Z
m n | i
B=7Z Z
m® n®

Q: m=m®*n=n"m n+1

r - QMI=9 2[mn]:2jf(j)"

Y i 2[myn]r2jf(@i)n8) 2 myn]2jf () f() f()
1. Visszavezetés: feltételes maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: a legnagyobb értéket is adjuk meg
m m n n I I

max max i i k k

a b a bjf(j) f£G) | @) 2jf()
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29.
V = vekt(Z; 2)
A=V N L
x i |
B=V
X0
Q: x=x°
R - Q7M1= 9 2 [xlob;x:hib 1] :XxjXj+1 < O*

It (i 2 [xlob;x:hib 1] xjXj+1 < 0)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel:0 < x:dom | Paraméterx | Szigoritas: els ilyet keressiik meg

m xlob|n xhib 1|1 1]i | () XX+ <O
30
A=272 272 Z
m n d
B=2z2 Z
m® no

Q: m=m*n=n"m n+1
P .
R: Q~d=  jf(G) oG

=m
1. Visszavezetés: Osszegzés
Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: -
m o min nfd dli Qi|[fG) Q) o0
31.
V = vekt(Z; 2)
A=V V Np
X b d
B=V V
x0 B
Q: x=x%p=1¢
x:dgm 1
R: Q~*d= - (Xxtob +j = Ditob+j mod b:dom )
1. \ﬁsszavezetés:J szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: -

m O|n xdom 1|i i|d d| (j) Xxiob+j = buiob+j mod bdom
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32
A=N N L
n i |
B=N
no
Q: n=n°

R: Q7I=9 2[2Zn 1]:jjn~I! (i2[2Zn 1]Mijn)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: legkisebb valodi osztot keressiik
m 2|n n 1|1 I|i i| (G) jin
33.

- f 1+ f (x+1
o) = f(x) FEFE

A= Z Z Z
m n i

B=Z Z
m% n°

Q: m=m®*n=n"m+1 n 1
R: Q*i2[m+1;n 1]7"8j2[m+1;n 1]:9(G) 9(i)
1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: £ Paraméter: 1 Szigoritas: adjuk meg az eltérés mértékét is

m m+ n n max  max
i k k a b a b
fG4)  90)
34.
V = vekt(Z; Z2)
A=V N L
x i |
B=V
X0
Q: x=x°

R: Q7 I=9 2[xlob;x:hib]:jjx; 11 (i 2 [xlob;x:hib]™ijx;)
1. Visszavezetés: lineéris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméterx \ Szigoritas: elg ilyen elemet keressiik meg
m xlob|n xhib |l I|i i| () jix
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35.

V = vekt(Z; vekt(Z; 2)) |

| (t) = 8i 2 [tIOb t-hib 1] . t] :dom = t] +1 ‘dom® ’
viy= o 2 [tlob Lt g : tj:lob= tj4; :lob

J .
g(i) = tilob + m h(i) = t:lob+ i mod t¢ o, :dom

A=V Z L
tn |
B=V Z
tono
Q- t =1 n=n% t.dom> O"

8] 2 [O;X:dom Xx:lob :dOM 2] :tg(j Y:h() tg(j +1) :h(j +1)
R - QM 1= 9 2[0;x:dom Xyjop :dom 1] :tggyngy = N°
[ 12 [0 x:idom Xyop :dom 117 tygiyngy = N

1. Visszavezetés: logaritmikus keresés

A tillob = typ :lOb

Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
m 0 n x:dom Xyjop :dom 1 i i
k n u u Y, Y,
| | a<b a<b f(]) tg(j);h(j)
u;v;l:=0;x:dom Xyop :dom 1;hamis
i RV Y
i — u+v
2
tyGiyn(y <N LgGiyney) = N Lgiyn(y >N
u=i+1 | := igaz vi=i 1
36.

V = vekt(Z; S;)

A=V N L
x i |
B=V
N
Q: x=x°

R - Qr I_= 9j 2 [x:Iob_;x:hib] PXj = 'vilagoskék™
"1 (i 2 [xilob; x:hib] ~ x; = ‘vilagoskék’)
1. Visszavezetés: logaritmikus keresés

Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: -
m x:lob n x:hib [ i
k 'vilagoskék' u u %

\
| | a<b a b|f() X;
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37.
V = vekt(Z;P)
P=(x:2;y:2)
A=V P
v p
B=V
VO
Q: v=\°
R - QNi 2 [vilob;v:hib» p= v*

8j 2 [vilob; v:hil @ v X2 + vjiy?  pix? + py?
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméterv \ Szigoritas: keressik a vektorban elfoglalt helyet
m viob|n v:hib max p
i k k |a b ax?+ay?> bx+by
f4) v
38.
A=2zZ Z L Z
m n | i
B=2z <z
m® no

Q: m=m2n=n"m n+1
R - QMI=9 2[mn]:0<f ()"

1Y i2[mn]r0<f (i)”r8)2[m;i 1]1:0 f(j)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8. alt. valtozat

Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
m n n m I i
sucqi) i::=1i+1 |pred(i) i:=1i 1| () 0<f{(j)
39.
V = vekt(Z;f0; 19)
A=V N
x d
B=V
X0
Q: x=x° I
thp 3 Xj = Xj+2 =0n
R: Q~d=
j = tlob Xj+1 = Xj+3 =1

1. Visszavezetés: szamlalas
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Feltétel:3 < t:dom | Paraméterx | Szigoritas: -

. . . . Xj:Xj+2:OA
m tlob|n thib 3|i i|d d| ()
Xj+1 = Xj+3 =1
40
A= Z Z Z L Z
m n k | i
B=Z Z Z
m® n% kO

Q: m=m®n=n"m n+12k=k°
R: QMI=9 2[m;n]:rprim (f(G);k™11 (i 2 [m;n]” rprim (f (i); k)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: els ilyen értéket keressik meg
Megfeleltetés:
m m — - -
n n il :=m . 1; hamis
[ [ InMién
i P _ |1 := rprim (f (i +1) ;K|
() rprim (f (j); k =11
2. Visszavezetés: lineéris keresés 2.8. =1

Feltétel: - | Paraméterk \ Szigoritas: hol lesz ,nem relativ prim”
Megfeleltetés: 1= rprim (F (i + 1) :K) |
m 2 :
n . k ii;| :=1;igaz
S 71 6 K
() jif+1)7jjk |3=ii+1“-f(ij-1)_ii+1-k
41 h=1+1
A=Z Z L
n i |
B=Z
r-]0
Q:=n%"2 n 1
QMI=92[2n 11:(Gjn”: prim() X"
R:@I! i2[2n 17 (ijn”: prim (i) A A
8 2[Zi 1]:( -n_prim(j))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: -
m 2/n n 1|1 |i @] () (@Gin~:oprim())

2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméteri; n \ Szigoritas: hol lesz ,nem prim”
m 2|n il I|i Q| () i+ljnrjji+l
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42.
A= Z Z Z Z Z Z Z L
m n a b k i j I
B=Z Z Z Z Z
me n® a® B kO

Q: m=m®*n=n"m n+12a=a’"b=pPrk=Kk°
r. QMI=9p2[min]:9q2[ah:f(p)+ g(q)= k"
1)y (i 2[mn]~j 2o~ f@i)+g()= k)

1. Visszavezetés: lineéris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paramétera; b;k\ Szigoritas: els ilyet talaljuk meg

m m|n nfl I]i i (® 9 g2ab:f(p+ 9=k
2. Visszavezetés: logaritmikus keresés

Feltétel: - | Paramétera; b;i;k | Szigoritas: -
m a n b i j
k k u u v v
I | |la<b a b|f() fi+1)+ g()
43.
V = vekt(Z;vekt(Z; 2))
g:VvV zZ! L
o(t;j ) = 8k 2 [tj:lob;t thib] : tjx O
A=V L Z
t i
B=V
tO
Q: t=1t°

R: Q~I1=9 2[tlob;t:hib]: g(t;j) 1! (i 2 [t:lob; t:hib] " g(t;i))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paramétert | Szigoritas: -
Megfeleltetés: i;l := tlob 1;hamis
m tlob 171 6 thib
n t:hib —_—
| | 1= g(ti +1) |
i P =i+l
(i) at;j)

2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paramétert; i \ Szigoritas: -
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Megfeleltetés:

[1:=g(ti +1) |
-
ii;] ;= tj+1:lob 1;igaz
| ~ii 6 tj+q :hib
= tis1iva O
=i +1

m ti+1 :lob
n ti+1 :hib
| o
i ii
() tis1; >0
44,
V = vekt(Z;C)
g:VvV Vv z! L
g(x;b;j) = 8k 2 [O;b:dom 1] :Xj+k = Doiob+k
A=V V L
x b |
B=V V
x0 B

Q: x=x% b= " b:dom x:dom
R: Q~1l=9 2[xlob;x:hib b:dom : g(x;b;j)
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméterx; b \ Szigoritas: adjuk meg az elelofordulas helyét
Megfeleltetés:
m Xlr?g bd i;l := x:lob  1; hamis
"; lx ‘o b-dom 1716 xhib b:dom
i [ [1:=g(x;b;i+1) |
(i) g(x;b;j) =i+l
2. Visszavezetés: lineéris keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméterx; b;i | Szigoritas: - 1= g bi+1) |
Megfeleltetés: f
m 0 i;l ;== 1jigaz
r; bildom 1 I ~ii 6 b:dom 1
: i = Xi+1+ i +1 = Dotob+ii +1
(J) Xi+1+j 6 bo:lob+j =i+l
45,
g:Z! L
g()= 92 [m;j 1]:f(j) <f (k)
A=27Z Z L Z
m n | i
B=Z Z
m® no

Q: m=m“n=n"m n+1
R: Q*I=9 2[m;n]:g()" 1!

(i 2 [m;n]" g(i))
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1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: | Szigoritas: els ilyen értéket adjuk meg
m m|n nfl L[i i () dG)

2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter \ Szigoritas: elg ilyen értéket keressuk
m mi|n il I]i ii| () f@+1)<f()
46.

g:Z2 Z!' L

giin)=9k 2 [j +1;n]:f(j)= f(k)

A=272 2Z L Z
i

m n |
B=Z Z
m% no

Q: m=m®*n=n"m n+1
R QMI=9 2[mn 1]:g(;in)"
ol i 2[m;n 1M g(i;n) 28 2 [m;i 1] g(;n)
1. Visszavezetés: lineéaris keresés 2.8.
Feltételm n \ Paraméter: 4 Szigoritas: -
m m|n n 1[I L[i i| () o9dGn)
2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméteri;n | Szigoritas: adjuk meg, hol fordul@hz elem méasodszor

m i+2|n n|l I]i di| () f@i+1)=1()
47.

M = vekt(Z; vekt(Z; 2))

g: M Z! L
a(x;j ) = 8k 2 [xj:lob;x; :hib] : tjx =1
A=M Z L

x i
B=M

X0
Q: x=x9

R: Q71=29 2[xlob;x:hib]:g(x;j)" 1! (i 2 [x:lob;x:hib]” g(x;i))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméterx \ Szigoritas: elg ilyen sort keressik meg

m xlob|n xhib |l I[i i| () 90j)

2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméterx; i \ Szigoritas: adjuk meg, hol leszoslzor nem 1
m  Xsiob|n o xugchib [ oo L[ i | () Xiag 61
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48.
A=Z Z Np
a b d
B=2 Z
a
Q: a=a*b=Kra b+1
R: Qrd= ' (prim()
=a
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
Megfeleltetés:
m a
n b
i [
d d
() prim (j)

2. Nem megengedett elagazasfeltétel kitranszformala

| := prim (i +1)

3. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: -
Megfeleltetés:

m 2
n i
| o
i ii
() jji+l
49
A=N Np
n d
B=N
nO
Q: n=n°
P1
R: Q~d= (rprim (j;n))

j=2
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -

i;d:=a 10
i6b
prim (i +1)

d:=d+1 | SKIP
i=i+1

sa i;d:=a 1,0
i6b
[ :=prim(i+1) |

d=d+1]SKIP

i=i+1

Paraméteri \ Szigoritas: hol lesz ,nem prim”

[l:= prim (i +1) |

x
ii;l :=1;igaz

[~ii 6

l=ii+1-i+1

=i +1
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m 2|n n 1]|i i|d d| () rprim(;n)
2. Nem megengedett elagazasfeltétel kitranszformalasa
| :=rprim (i+1;n)
3. Visszavezetés: Iineéris keresés 2. 8
Feltétel: - "
m 2|n |+1\I:I\| ||\(J) jji+12jijn
50.
V = vekt(Z; S;)
g:V V N! N
a.

) fom
g(a; b;j) = (j+k 1)mod adom)+l = bk

A

I
V<o <

B

Tg<oc<

Q : a= a’ b= B~ alob= b:lob=1* 1 <a:dom = b:dom
R : Q7i2]Jalob;a:hig”8j 2 [a:ilob;a:hib : g(a;b;j) g(a;b;i)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: -
Megfeleltetés:
m a:lob max;i;k := g(a;b;a:loh; a:lob; a:lob
. f‘r;g;(b k 6 achib
i i max g(a;b;k+1)
K K max;i = g(a;b;k+1);k +1[ SKIP
a b a b ki=k+1
() g(a; b;j)
2. Figgvény helyettesitése valtozéval
d:= g(a;b;j)
3. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: -

m O0|n adom 1|i ii|d d| () ag+i 1)mod adom)r1 = b
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d:=g(a, b, a.lob _—
‘f—%————b |d = g(a;b;j)
max;i;k := d;a:lob;a:lob e E—
k 6 a:hib ibd = 1,0
1d = g(a,b,k+1) i 6 axdom 1
o d aj+ii)mod adom)+1 = Bi+1
max;i .= d,K+1 | SKIP d:i=d+1 [ skip
K=K+1 i =i +1
51.
g:Z2 Z z2! Z
. P .
g(m;n;j)= (f(:k)=0)
k=m
A= Z Z Z
m n d
B=Z Z
m® n°
Q: m=m*n=n"m n+1
P .
R: Q~d=  g(minij)
j=m
1. Visszavezetés: 6sszegzés
Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
m m|n n|d d|i i|fG) go(mn;j)

2. Fuggveény helyettesitése valtozovat€ g(m;n;i +1))

3. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: -

m m|n nl|i ii|d z| ()
52.
V = vekt(Z; vekt(Z; 2))
g:VvV Z! Z
t,p;
atj)= (tix 60)
k:H:Iob
A=V N
t d
B=V
tO
Q: t=1t°

tpib

o | !
R: Q~"d= (atj)=1)

j =tilob
1. Visszavezetés: szamlalas

Paraméterm; n;i | Szigoritas: -
f(i+1;j)=0
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Feltétel: - | Paramétert | Szigoritas: -

m tlob|n thib|i i|d d| () otj)=1
2. Fliggvény helyettesitése valtozévat£ g(t;i +1))
3. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paramétert;i | Szigoritas: -
m tiagcdob|n tagchib [i 0 [d oz | (j)  tis; 60
53.

g:Zp Z Z! Z
g(j;m;n)=k (F)=13G)

=m

A= Z Z Z

m n max
B=Z Z
m% nO

Q: m=m®*n=nm n
R: Q”9i2[m;n]:max = g(i;m;n)*8j 2 [m;n]:g(j;m;n) max
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - LﬂParaméter: L Szigoritas: adjuk meg, hol veszi fel ezt az értéket

m n max  max

i k kla b a b

fG) gGmn)

2. Figgvény helyettesitése valtozovat£€ g(k + 1;m;n))
3. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
m m|n nli ii|d z| () f(@()="f(k+1)
54.
g:2Z2 272! Z
ip1
g(m;j) = () <t (k)
k=m
A=272 Z Z
m n i
B=2zZ Z
m® no

Q: m=m®n=n"m n
R: QMi2[min]*8j 2 [min]:g(m;j) g(m;i)
1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: nL Paraméter: 1 Szigoritas: adjuk meg, hany elenozl meg
m n n| max max

i i k k|la b a b
f(4) almj)
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2. Fuggveény helyettesitése valtozovat€ g(m;k + 1))
3. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméterk; m | Szigoritas: -
m m|n k|i i|d z| ¢) f(k+1) <f()
55.

M = vekt(Z;V) V = vekt(Z;Z)

Im (x) = 8i 2 [x:lob; x:hib] : (x;:dom = x:dom " x;:lob= x:lob)

g: E{I Z! L
9ti)= e tmi

A=M Z V4
t max i
B=M
tO
Q: t=1t°

R : Q7i2[tlob;thib]™ max = g(t;i) ~8j 2 [t:lob;t:hib]: g(t;j) max
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paramétert | Szigoritas: -
m  tlob n thi max  max
i k k |a b a b —
fG) o) 2= 9(t tlob)
max;i;k := g(t; tlob); t:lob; t:lob max;i;k = z; tlob; t:lob
k8 thib k 6 t:hib
max g(t;k +1) |z = g(tk+1)l
max;i = g(t;k +1);k+1 | SKIP max z
ki=k+1 max;i := z;k+1[ SKIP
k:=k+1
2. Fuggveény helyettesitése véaltozoval
z:=g(tk +1)
3. Visszavezetés: 0sszegzés -
Felt: - | Paramétert;k | Szigoritas: - |z:=g(tk +1) |
Megfeleltetés: = L
m tlob ii;jz ;== tlob 1;0
n k i 6Kk
d z Z:=Z+ tjiv1 ka1
i i i =i +1
f() Lk +1
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56.
M = vekt(Z;V)
V = vekt(Z; 2)
Im (X) = 8i 2 [x:lob;x:hib] : (xj:dom = x:dom ” x;:lob= x:lob)
g: M Zz! Z
g(t;j) =max fty; jm 2 [} + 1;t:hib]g
A=M Z
t  max
B=M
tO
Q: t=1t°
R - Q"9i 2 [tlob;t:hib 1] : max = g(t;i)»

8j 2 [tlob;t:hib  1]:g(t;j) max
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paramétert | Szigoritas: adjuk meg, melyik sorban van
m  tlob n thib 1| max max

[ k k a b a b
f(G) o(ti)
2. Fliggvény helyettesitése valtozovat£ g(t;k +1))
3. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméterk:t | Szigoritas: adjuk meg e helyét is
m k+2 |n thib max vy
i k kk |a b a b
f()  teery
57.
V = vekt(Z;vekt(Z; Z))
g: ¥ zZ! 7
atj)=" ., (tx 80)
A=V Ng
t d
B=V
tO
Q: t=1° |
tib . '
R: Q~d= (a(tj)=1)
j=tilob

1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paramétert | Szigorités: -

m tlob|n thib|i i|d d| () otj)=1
2. Flggvény helyettesitése valtozéval (z:=g(t,i+1))
3. Visszavezetés: szamlalas
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Feltétel: - | Paramétert;i | Szigoritas: -
m tigcdob|n o tagchib i 0 [d oz | (j)  tis; 60
58.
V = vekt(Z; P)
P=(x:2;y:2)
E=(p:P;q:P)
g:Vv z! z
h:P P! Z
g(v;j)= m 2 [v:lob;v:hib] : (8q 2 [v:lob; v:hib] : h(vj;vq)  h(vj;vm))
h(p;d) =(pxx  gx)*+(py qy)?
A=V E
vV max
B=V
VO
Q: v=\0
R - Q" 9i 2 [vilob; v:hib] : max = (Vi; Vge;i))*

8j 2 [vilob;v:hib] : (vj;vgvj)) max
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméterv \ Szigorités: adjuk meg a vektorban elfoglalt helyet is
m  v:ilob n v:hi max  max

i k k a b h(ap;aig h(b:p;b:q

f (J ) (Vi V(v ))

2. Fuggvény helyettesitése valtozoval
zZ:= (Vk+1 ;Vg(v;k +1) )

max; i;K := (Vyiiob ; Vg(viviiob )): V:lob; v:lob | Z 2= (Vvitob 5 Vg(vivilob )) |
k 6 v:hib max;i;k = z;t:lob;t:lob
h(max:p; max:q) k 6 v:hib

N((Vk+1 ; Vgevik+1) ) 1P (Vira 5 Vg(vik +1) ):0) 2= (Vios  Vgvksn) ) |

max;i = (Vk+1;Vgvk+1) );K+1 | SKIP max_ h(zp.z4
k:=k+1 max;i := z;k+ 1] SKIP

3. Visszavezetés: maximum keresés ki=k+1
Feltétel: - | Paraméterv; k \ Szigoritas: keressik a vektorban elfoglalt helyet is

Megfeleltetés:
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| Z 1= (ke 5 Vg(uik+1) ) |

m v:lob I
n v:hib .
max 7 Z;ii; kk = (Vk+1 ; Vyiiop ); V:loOb; vilob
i i e
K Kk k:( 6. \{.h.lct;
a b h(a:p;a:9  h(b:p; b:g Z:p;z.
() (Vis1 1)) N((Vic+1 5 Vi +1 )15 (Vs 5 Vik+1 ):0)
Z;ii = (Vk+1 ; Vik+1 ); Kk +1 | SKIP
59, kk := kk +1
M = vekt(Z;V)
V = vekt(Z; 2)
Im (x) = 8i 2 [x:lob; x:hib] : (x;:dom = x:dom " x;:lob= x:lob)
zZ! 7

g(t;j ) = Ezi?:lob tl'ik

A=M Z
t i

B=M
tO

Q: t=1°

R : Q7i2]Jtlob;thib]~8j 2 [tlob;t:hib] : g(t;j)  o(t;i)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paramétert \ Szigoritas: mondjuk meg, hany pontja van a nyertesnek
Megfeleltetés:
m tlob max;i;k := g(t; t:lob); t:lob; t:lob
. :;hég k 6 thib
i : max g(t;k +1)
K K max;i := g(tk +1);k+1 | SKIP
a b a b k=k+1
f() 9(t;j)
2. Fuggvény helyettesitése valtozoval
z:=g(tk+1)
3. Visszavezetés: 0sszegzés
Felt: - | Paramétert;k | Szigorités: -
Me?;eleltetets:iOb 2= gtk +1) |
n t:hib ii;z :=tlob 1,0
. i 6 thib
FG) ey 272t v
=i +1
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60.
g:Z Z! L
glb;iy=8j 2 [(i+1);b:f()<f (i)

A=7Z Z Ng

a b d
B=272 Z
a P

Q: a=a’“b=Hra b+1
P .
R: Q~d= (g(bj)

j=a
1. Visszavezetés: szamlalas

Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: -
m a\n b\i i\d d\ (G) ob:))
2. Figgvény helyettesitése valtozéval
;= g(b;i+1)
3. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paramétern; b \ Szigoritas: adjuk meg, hol tér elosiz6r
m i+2|n bl I]i Q| (G) f@G) f(+1)
61.
M = vekt(Z;V)
V = vekt(Z; 2)

Im (X) = 8i 2 [x:lob; x:hib] : (xj:dom = x:dom ” x;:lob= x:lob)
g: M Z Z! L
. 0; haj + k< 0_t:dom | + k;
o(tjik ) = oA mies p_neom
teiob +j+ktiob +j; ha0 j + k <t:dom:

t max i
B=M
tO
Q: t=1°
0 tdgm 1 1
QMNi2[ ttdom+1;t:dom 1]” max = o(t;i;p)»
. =0
R : tddgm 1 P
8j 2[ tdom+1;t.dom 1]: o(tj;p) max

p=0
1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
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m t:dom+1 n tdom 1| max max
i k Kk a b a b
) tddgm 1 ]
f() atisp)
p=0
tdgm 1
max;i;k = g(t; tdom+1;p); ttdom+1; tdom+1
p=0
k6 t.dom 1
tdgd 1
max gtk +1;p)
p=0
tdgm 1
max;i := otk +1;p);k+1 SKIP
p=0
ki=k+1

P
2. Fliggvény helyettesitése valtozovat$ ;‘:’8’“ Lotiip))
3. Visszavezetés: 0sszegzés

Felt: - | Paraméter: - Szigoritast; k

P~ :
Megfeleltetés: z:= 8" totjp)]|
m 0 :
. .: 1.
n ttdom 1 B.2 - .0
d 7 p6 t.dom 1
i p 0 tlob+ k+1+ p+1 <t:dom
f() gtk +1:j) 27 '= ttiob + k+1+ p+ltiob+k+1l | zZ:=0
z:=2z+ 2z
p=p+1

4. Fuggvény helyettesitése valtozéval

zz=g(tbk+1;p+1)
5. Visszavezetés: esetszétvalasztassal de nialt figgvény helyettesitési értékének a
kiszamolasazz := g(t;k +1;p+1))
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62.
g:Z!' (N Z L)
gm 1)=@;m 1 hamis)

2 (L;i+1;igaz); haf (i+1)=1 ~ g(i)1 =0;
9(i+1)= _ (9()1 +1:9()2:9()s); haf (i+1)=1 " g(i)1 > 0;
" (059(i)2: 9(1)3); haf (i +1)=0:
A=z Z L Z
m n | i
B=2z2 2z
m% nO

Q: m=m®n=n"m n

R - QMI=9 2[mn]:f()=1"

b (12 [mn]”8) 2 [min]:g(j)1 6 9(i)1)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: Adjuk meg mekkora a leghosszabb sorozat
Megfeleltetés:
m m 1 (max;i;1);j;k :=g(m 1)ym 1,m 1
N ; - kén
ma)? j(max"’ ) (max;i;1)1  gk+1)1
K K (max;i;1);j := g(k+1);k+1 | SKIP
a b a b ki=k+1
f() q(i)
2. Rekurziv fuiggvény helyettesitése véaltozoval
z:=gk+1) z:=(0;m 1;hamis)
(max;i;l);j;k == z;m  1Im 1
k6 n
| Z:=g(k+1)]
max z;
(max;i;1);j = z;k+1 [SKIP
k:=k+1

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-
szamitasa
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Z:= gi +1) z..—((.),m 1; hamis)
(max;i;l);;k :==z;m Lm 1
k6 n
f(k+1)=1" f(k+1)=1" _
z,=0 z,>0 fk+1)=0
z=(1;k+1igaz)| zz:=2z1+1 z1:=0
max Z1
(max;i;l);j := z;k+1 | SKIP
ki=k+1
63.
g:Z! Np
gm 1)=0
gi+1)= g(i)+ f(i+1)
A=27Z Z L
m n |
B=7Z Z
m® n®

Q: m=m®*n=n"m n

R: Q*l1=9 2[m;n]:g(j)< 0

1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: -

m m|n nfl I]i @] () g9(G)<o0

2. Rekurziv figgvény helyettesitése valtozoval
z:=g(i +1)

64.
g:Z! Ng
g(m 1)=0¢
oli +1)= g(i)+1; haf(!+1)<0;
(0 haf (i+1) O:
A=2Z Z Ng
m n d
B=Z A
m® n°

Q: m=m®*n=n"m n
P .
R: Q~rd= (9()=1)
J=m
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: 4 Szigoritas: -

Szigoritas: adjuk meg, hol leszskor negativ
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m m|n nli i|d d| () 9(j)=1
2. Rekurziv fuggveény helyettesitése valtozoval
z:=g(i+1)
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt —
fuggvény helyettesitési értékének a kiszamitasa T E 0_?n 1
z:=g(i+1) =
id:=m 1,0 |.6n
NIEHELY
gi+1)=1 ) = Z:12._
d:=d+1 | SKIP d=d+1[SKIp
=i+l i =1+1
65.
g : No! (No;No)
9(0)=@;n)

< 190215 ha2-g(i)s;
wi+D= . e

- 0,52 5 ha2jg(i)z:
A=N N

n k
B=N
nO

Q: n=n°

R: QMgk)=1

1. Visszavezetés: linearis keresés 2.
Feltétel: - :
mo1[1 i k] () gi)a=1

2. Rekurziv figgvény helyettesitése valtozéwai{ g(k + 1))

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-

szamitdsaz:= g(k +1))

z:=(0;n)
k;| := 0; hamis ki1 := 0;hamis
o |
= gk+1)1=1 2
k=Kk+1 ) z:=(0 i72) (1 2.1
| = 2=1
k:=k+1

66.
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P=(a:Z;b:2)
g:Z! (NO No Z)

g(m) = (@ ;m;m)
gi+1)= (M1 *+1ig0)zii+1); haf (i) <f (i +1);
(L;i+1;i+1); haf (i) f(i+1):
A=z Z P
m n i
B=2z2 Z
m® n°

Q: m=m®*n=n"m n
R: Q7iajicb 2 [m;n]”i:a=g(i:b),78k2 [m;n]:g(k): 9o(i:b);
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: 4 Szigoritas: adjuk meg a leghosszabb szakasz hosszat
m m n n|lmax (Max;ia;ip)

i k Kk a b a b
fG4)  90)

2. Rekurziv fuggvény helyettesitése valtozowal< g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt figgvény helyettesitési értékének a ki-
szamitasaz:= g(k +1))

67.
g : No! (No;No)
90 =@;:x)
A1) < 192 1 ha2-g(i);
I = . i . .
Lo g('z)z : ha2j g(i)»:
A=N Ng
X d
B=N
XO
Q: x=x° |
dlopzne ) ’
R: Qrd= " (g0):=1)
]:
1. Visszavezetés: szamlalas
Feltétel: - | Paraméter: - Szigoritas: -
m 1|n dlogne|i i|d d| () g()=1

2. Rekurziv fuggvény helyettesitése valtozowal< g(i + 1))

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-
szamitasaz(:= g(i +1))

68.
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V = vekt(Z;C)
g:Z!' (Np 2
g(x:lob 1)2(6);x:|ob)

(9(i)1+1:9(i)2); haxj+ 6'):
A=V Z
X i
B=V
XO
Q: x=x°

R : Q7i2[xlob;x:hib]~8j 2 [x:ilob;x:hib] : g(j)1 9(i)1
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméterx \ Szigoritas: adjuk meg, mekkora a leghosszabb sz6
Megfeleltetés:
m X1|0_b 1 (max;i);j;k == g(xlob 1);x:lob  1;x:lob 1
ma>r<] ?r::z:\t:('i) k 8 x:hib
i i ’ (max;i);s g(k+1),
k Kk (max;i);j =gk +1);k+1 | SKIP
a b a b k=k+1
f() 9i)

2. Rekurziv figgvény helyettesitése valtozowal{ gk + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-

szamitasaz(:= g(k +1)) z := (0; x:lob)
z = g(xilob 1) (max;i);j;k := z;x:lob  1;xilob 1
(max;i);j;k := z;x:lob  1;xilob 1 k 6 x:hib
k 6 x:hib Xisg =90
z:= g(k +1) 2=0;i+2) | zn=2z+1
max V43 max Z1
(max;i);j = z;k+1 [ SKIP (max;i);j = z;k+1 | SKIP
k:=k+1 ki=k+1
69.

g:48! (No 2) 9()=(0;a)

y _ (fFGE+1) <f ()~ f(i+1) <f (i+2)
g(i+1)=§(0’l+l)' ha _ "i+16D _
(fF@i+1) f@)_f@i+1) f(i+2)

2 (g(i)1 +1;9()); ha Siii- b
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A=272 2Z Z
a b i
B=2z2 Z
a® B
Q: a=a"b=Kra b+l
R: QMi2[aH"8) 2[asb:g()1 9(i):

1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméter: -| Szigoritas: adjuk meg, mekkora a legszélesebb hegy
Megfeleltetés:
m a
n b (max;i);i;k = g(a);a;a
max (max;i) K6 b
[ i
k k (max;i)y  g(k+1);
a b a by (max;1);1 =
tQ)  90) gk +1);k+1 | SKIP
2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése véaltozdval K=Kk+1
z:=gk+1) :

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-
szamitasaz ;= g(k +1))

z:=(0;a)
(max;i);j;k = z;a;a
kéb
fai+1) <f@" fi+1) f(i)_
fi+1) <f (i+2)» f(i+1) f(i+2)_
i+16b i+1=b
z:=(0;k+1) z1:=71+1
max z;
(max;i);j := z;k+1 SKIP
k:=k+1
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70.

V = vekt(Z; 2)

g:Z!' (N Z L)
g(x:lob 1)=(p;x:|ob 1; hamis)

(9(i)1 +1;9(i)2;igaz); haxij+ < 0;

i+ 1) =
ofi + 1) O;i +2;9(i)3); haxj+1 O:
A=V L Z
x i
B=V
X0
Q: x=x°
R - Q" 1= 9j 2 [xilob;x:hib] : x; < O*

[T (i 2 [xlob;x:hib]”~8j 2 [x:lob;x:hib] : g(j)1  9(i)1)
1. Visszavezetés: maximum keresés

Feltétel: - | Paraméterx | Szigoritas: adjuk meg mekkora a leghosszabb sorozat
m xilob 1|n xhib | max (max;i;l)

i k k a b a b
fG4) 90)

2. Rekurziv figgvény helyettesitése valtozéwal{ g(k + 1))
3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-
szamitdsaz:= g(k +1))

71.
g:Z! N
g@ 1)=0
g(i +1)= g(i)+ x(i) y(i)
A=2Z Z Z
a b i
B=2zZ Z
a

Q: a=ab=pra b+1
R: Qni2[a Lb~8j2[a Lb:g() o)
1. Visszavezetés: maximum keresés
Feltétel: - h Paraméter: - Szigoritds: adjuk meg a latogatdk szaméat is
m a n ax  max
i k klja b a b
fG4)  90)
2. Rekurziv fuggvény helyettesitése valtozowai{ g(k + 1))
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72.

V = vekt(Z; 2)

g:Z! (Zz L L)
g(tlob 1)= (Q ; hamis; hamis )
(0; hamis; hamis );
(ti+1 ;igaz; hamis);

ha: g(i)2" tji+1 6 a*ti;1 6 b
ha: g(i)2 " (tisa = a_tia = b
ha 1

egyébként

tisa 6 a™tivg 6 b Nog(i)s

o+ 3 (9(i)1;igaz; hamis);
~ (9(i)1;igaz;igaz);
1= g(i)2" tiva = 9(i)1_
A=V Z Z Z L
t a b k |
B=V Z Z
t0 a® 1P
Q: a=a*b=pPrt=1°
R - QM I=9j 2 [tlob; thib] : g(j )3

Feltétel: -
m tlob

Paraméter: -
|n thib | I

(95 2 [tlob; t:hib] : (g(j)s ™ k = 9(j)1))
1. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Szigoritas: -

[ \ [

() 9@)s

2. Rekurziv fiiggvény helyettesitése valtozowal«{ g(i + 1))

3. Visszavezetés: Esetszétvalasztassal de nialt fliggvény helyettesitési értékének a ki-

szamitdsaz:= g(i +1))

k;11;1> := 0; hamis; hamis

i;l := tlob 1;hamis

1N i 6 thib
M (G B al ™ (tiv, = a [o™: I3 M tivg = k| I3 _Ix M tjy 6 KN
Ati+l 6 b) _ti+l = b) \Q+1 6 a_ti+1 6 b) ti+1 = a_ ti+1 = b)
k;li;1o = k;Iy;1o = k;li;1 = kKili;1o =
0; hamis; hamis | tj.; ;igaz; hamis k;igaz; hamis k;igaz;igaz
| = |2
i=i+1
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73.

% = igaz !
8 2 [Li]:(xi 2 [L;n]?

8k2[1j 1]:x56 x™%x; i k86 xg)

A=N L N
n | x
B=N
no
Q: n=n°

R: QMI=9y2N 1% ()" 1! (% (X))

1. Visszavezetés: visszalépéses keresés

Feltétel: - | Paraméter: d Szigoritas: Az els ilyen értéket adjuk meg
Megfeleltetés:
ioxi|lion| Id
2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.
Feltétel: - | Paraméter: ¥ Szigoritas: - 1= U%er (X) |
Megfeleltetés: I —
m 1 i;1 :=0;igaz
n m [~i16m
il : | ! [:= Xm+1 6 Xj+1 ™ Xm+1
, jm+1 jj€ X
i) Xme1 = Xj_ J ' 'JJ i+1
Xm+1 ] M+1  jj= X =i+l
74.
% = igaz |
8 2 [Li]:(x; 2 [1L,n®
%= 9(X1;::1;Xi) 8 2[5 0 2 [hin]
8k2[1j 1]:x 6 xc™%; i k86 xk)
%= %
N= [fl:::ing
A=N L N
n | d
B=N
no
Q: n=n%xdgm=n"xlob=1
R: Qnd= L% ()

< (o0;)
1. Visszavezetés: visszalépéses szamlalas
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Feltétel: - | Paraméter: nj Szigoritas: -
Megfeleltetés:

i i ‘ i ni' Id
2. Visszavezetés: lineéaris keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: \Szigorités:Adjuk meg a helyét is
m 1|n m[l : I|i il () mal = j_ omer jM+Ljj=
76.
% = igaz
%= 9(x1;:inxi) 0 8 2 [Li] itk "8k 2 [1;]  1]:x; 6 Xk
%= %dom

N= "ofl:::ing
NNM = vekt(Z;vekt(Z;L))

Innm (X) = 8i 2 [x:lob; x:hib] : (xj:dom = x:dom ” x;:lob= x:lob)
V = vekt(Z; Z)

A = NNM L V
t I X

B=NNM
t

Q: t=1t%xilob= tlob=1" x:dom = t:dom = n

R: QMI=9y2N 1% (y)" 1! (% (X))

1. Visszavezetés: visszalépéses keresés

Feltétel: - | Paraméter: q Szigoritas: Az els ilyen értéket adjuk meg
Megfeleltetés:
i Xj ‘ i t:dom | ' Id

2. Visszavezetés: linearis keresés 2.8.

Feltétel: - | Paraméter: x, q Szigoritas: Adjuk meg a helyét is
82.
H=(x:N;y:N)
T=(h:H;e:N;t:N;fazon : N;j : L)
F = file (T)
A= F seqH) seqT)
X t z
B= F
XO
Q: (x = x9

R:(t="fi(x9 " z=fo(x9)
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ahol f; ésf, elemenként feldolgozhat6, és egy-egy elemet feldolgoz6 val-

tozataik:
e2T
_  fexhg; ha:ej;
f1(feg) = ; egyébként
feg, hae:t> 20;
fafeg)=

; egyébként

Tehét ez egy egyvaltozds kétértéku elemenkénti feldolgozas.

zZ.=<>

t=<>

sx; dx; x : read

SX = norm
;o dxj
t : hiext (dx:h) SKIP
dx:t> 20
Z : hiext (dx) SKIP
sx;dx; x : read

83.
F = file (N)
A= F F F
k v z
B= F F
KO V0

Q: (k= ko7 v =07 kOnovekw * v°novekw)

R:(z=f (k%)

aholf elemenként feldolgozhatd, és egy elemet feldolgoz6 valtozata:
f(feg;;) = feg

f(;;feg)=;

f(fegifeg) = ;

Tehat ez egy kétvaltozds egyértéku elemenkénti feldolgozas. Méghozza (a fel-
adat betuzését hasznalva és fajlokra atirva) az alabbi:
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Z=<>
sk;dk; k : read

sv;dv;v:read

sk = norm _ sv= norm

sv 6 norm _ sk = norm ~ sk 6 norm _
(sk = norm ~ sv = norm A (sk = norm ~
sV = norm " dk = dv sv = norm "
dk <dv) dk > dv)
Z . hiext (dk) sk;dk; k : read
sv;dv;v:read
sk; dk; k : read sv;dv;v: read

84.
Tekintsik az alabbi fuggvényt = f0;1g No Z;f :Z! H

_ (1;x;x); hax > 0;
Fe)= (0; x;x); hax O:

file (2))
F H
X
F

F
A
max
B =
XO
Q:(x = x% x%om 1)
R: (9 2 [L:x%om] : f (x?) = max ~ 8] 2 [1:x%dom] : f (xP) “max)

ahol azH tipuson értelmezett rendezés™a oly mddon, hogy az etskom-
ponenst veszi gyelembe legesebben, a masodikat ,kevésbé”. A keresett sza-
motmax 3. komponense tartalmazza. Latva ezt az utéfeltételt, megprébalhatjuk
a feladatot maximumkeresésre visszavezetni, ehtesz@l irjuk fel a maxi-
mumkeresést sorozatokra:

max = f (x:lov)

x:dom 6 0

f (x:lov) “max

max := f (x:lov) SKIP

X : lorem
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Innen mar egyszerubb az étiras fajlra. Tudjuk, hogyxamem Ures, ezért
két ebolvasast is végezhetunk. Valamint alkalmazzukiszamitadsanak mod-
jat, majd helyettesitsik (dx)-et valtozéval (ekkorz-t mar rekordnak is
tekinthetjuk):

sx;dx; x : read

max = f (dx)

sx; dx; x : read

SX = norm

f(dx):1>max:1_ f(dx):1=max:1” f (dx):2> max: 2

max = f (dx) SKIP

sx;dx; x : read

sx;dx;x : read
dx>0
z = (1;dx;dx) z:=(0; dx;dx)

max = z

sx; dx; x : read

SX = norm

dx> 0
z :=(1;dx; dx) z:=(0; dx;dx)

z1>max:1_z:1=max:1” z:2>max: 2

max = z SKIP

sx;dx; x : read

85.
K=(n:N;o:0;v:V;m:M)
F = file (K)
A= F F F
X y z
B= F

x0
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Q:(x=x9
R:(y=fi(x9 " z=f,(x9)

Egyvaltozés kétértéku elemenkénti feldolgozasrél van sz6, ahol a két ele-
menként feldolgozhat6 fiiggvény egy-egy elemet feldolgoz6 valtozatai:

- hae:06 'mexikd’;
feg, hae:o= 'mexikd':

o hae:v 6 'piros';

fa(€):= feg; hae:v= 'piros':

fi(feg) :=

A megold6program:

Y,z =<> <>

dx; x : lopop
dx 6 extr
dx:o = 'mexiké'
y : hiext (dx) SKIP
dx:v = 'piros'
Z : hiext (dx) SKIP
dx; x : lopop
87.
NEV = seqCh)

F = file ((nev:NEV;0: 2))
A= F NEV L

X n I
B= F

X0
Q:(x=x9

R:(I=(9 2 [1:x%om]:x% 0)~ 1! (9i 2 [1L:x%om]: (x%0 0~
n=xPknev~8j 2 [L:x%dom]: (x:0 0! xXo x:.0)))

Feltételes maximumkeresésre vezathessza a feladat.



15.10. VISSZAVEZETES

343

88.

| := hamis

sx; dx; X : read

SX = norm
dx:o< 0 dX,:\q | 0 dx;o 07|
I:max = dx:o max dx:o max
SKIP igaz; dx:o max = dx:0
SKIP
n := dx:nev n := dx:nev
sx; dx;x : read
F = file (2)
V = vekt(Z;N)
S = se(qZ2)
A=V F
X y
B: V F
X0 yO

Q:(x=x%"y=y% xOngvekw * yonévekw ” 8j 2 [y%lob;y*hib 1]:

y) > 0~ y%hiv < 0)
R=(z=f(k%Vv9)

aholf elemenként feldolgozhatd, és egy elemet feldolgozé valtozata:

f(feg;;)= feg
f(;;feg) = feg
f(feg;feg) = feg

Tehat ez egy kétvaltozds egyértéku elemenkénti feldolgozas.
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Z=<>

dy;y : lopop

k:=xilob 1

dy O0_ k6 x:hib

dy<0_
(dy 0O~ k6 x:hib
" xlk+1] <dy)

dy O0* k6 xhib
N x[k+1] = dy

k = x:hib _
(k& xhibrdy O
N x[k +1] > dy)

z : hiext (x[k + 1])

Z . hiext (x[k +1])

k=k+1

k=k+1

z : hiext (dy)

dy;y : lopop

dy;y : lopop

Megjegyzés: a kbzépsagbaz : hiext (dy) is irhato.
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15.11. Absztrakcios stratégia

1.

Legyen
V = vekt(Z; Z)
S = seqZ)
A=V S
X y
B=V
XO
Q: (x=x9
R:(y=f(x9)

Tekintslik a vektor elemeit csupa kulonlbdek. Ezt megtehetjuk, hiszen min-
den eleme helyettesitlieégy (index, elem) parral. Legyen

[ ) = hae O0;
f(x)= f (feg) ésf (feg) = feg hae>0:’

e2f xg

A 12.1 tétel alapjari elemenként feldolgozhaté fliggvény, igy az egyvaltozés
elemenkénti feldolgozas vektorra és az esetszétvalasztassal de nialt fliggvény
kiszamitasanak tételét felhasznalva:

y:= hi

i ;== x:dom
i60

Xxlob+i 1> 0

y : hiext (Xxiob +i 1) SKIP
i=1 1

LegyenS = seqD);T = seqAZON); D = (azon : AZON;sza :
SZA;lc : LC;iv :1V;kezd: N;beoszt: BEOSZT;fiz : N);

A= S T N S
X y ev z

Transzformaljuk az allapotteret:
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A= S S N S
X u ev z
B%= S S N
x9 u® eV

Az y és azu kozotti kapcsoladom(u) = dom(y), és8i 2 [l::dom(u)] :
uj:azon = yj:azon. Az u; tébbi része megegyezik azu;:azon azonositéju
elemének tdbbi részével, ha van ilyen elem, barmi lehet egyébként.
Q:(ev=eWw” x = x° u= u®r novekw(x)°" ndvekw(u9)
R:(ev=eWw” z=f(x%u9)

ahol novekeo(x% = 8i 2 [1::dom(x9] : x%:azon < x?,, :azon.

Az f fliggvény de nicidja:

f(x;u)= [ f (s1(e);s2(€)); ahol
e2f xg[f ug

s1(6) = feg; hae2f xg; $2(6) = feg; hae2f ug; és

o hae 62 kg; o hae 62 ig
f(feg;)=1;
f(;;feg) = ;;

feg; haekezd <ey,

f(feg feg) = ; egyébként

Az egyszeruség kedvéért a datumokat egy évszadmnak tekintjuk (azaz egy ter-
mészetes szamnak), és a honapokat, napokat nem taroljuk.

Tehat ez egy kétvaltozés egyértéku elemenkénti feldolgozas.

z:= hi

x:dom6&0 u:domé60

udom=0 _ x:dom=0 _
(u:domé o0~ x.dom 60 (x:dom &0
x:dom60 u:dom €0 " u.domé0 ~
x:lov:azon < X1'°‘_’|132_°” N x:lov:azon >

u:lov:azon) u:lov:azon u:lov:azon)

x:lov:kezd < ev

z : hiext (x:lov) |SKIP
X : lorem u : lorem
X : lorem

y : lorem
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Mivel az u elemeinek csak az azonosité részei szerepelnek a programban, azok
pedig éppen elemei, aai:lov:azon  y:lov helyettesitéssel kapjuk a megold6
programot az eredeti allapottéren.

Elso megoldas
LegyenX = seqCh), és az allapottér
A= X X .

X y

Transzformaljuk az allapotteret.

LegyenU = sedS),S=(Ch%H);Ch®= Chnf""gésH = sed (f"" g),
azazH sz6kdzok nem lres sorozatai,\éga legyen igaz a kdvetkeznvarians
tulajdonsag:

ly(u) = 8i 2 [1l:dom(u) 1]:ui:H 6 uj+; :H, azazu nem sz6koz karak-
terek és sz6kdz sorozatok sorozata.

A= U X
u y
Az x és azu kdzotti kapcsolatseqxjCh) = sequjCh).

Transzformaljuk tovabb az allapotteret. Legyer file (Ch):

A®= T X
t y
B®= T
tO

At és azu kodzotti kapcsolatdom(t) = dom(u) és

. RO
8i 2 [1:dom(t)] : tj = Ui hau;:Ch®,

; hau;:H
Ekkor a feladat:
Q:(t=19
R:(y=19

Ha valéban létezne egy ilyenfajl, akkor a feladat egy egyszeru elemenkénti
feldolgozas lenne az identikus leképezéssel, mint elemenként feldolgozhat6
figgvénnyel. Folirjuk az absztrakt masol6 programot és az absztridt
muveleteit.



348

15. MEGOLDASOK

open(t)

st;dt;t : read

y = hi

st

y : hiext (dt)

st;dt;t : read

rst;dt;t :read:
e

x:dom 6 0

st := norm

dt := x:lov

dt=""

x:dom6&0 ™ xilov=""

X : lorem

X : lorem

st := abnorm

Az open(t) program ebben az esetben nem csinal semmit, akgw

Mésodik megoldas

LegyenX = seqCh). De nialjuk a kovetkeo fuggvényt:f 2 Ng X !

X L,
f (0) = ( hi; hamis)
g (hiext (f (1)1;Xi+1 ); hamis);  haxXi+
f(@i+1)= _ (hiext(f (i)1;xi+1);igaz); haxi1

f(i); haxi.1

Ezutan a feladat speci kacidja:

A= X X.
X oy
B= X
XO
Q:(x = x9

R:(y = f(dom(x9)1)

" és: f(i)g;
' ésf (i)

In 1 o
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A megolddprgram a rekurziv formulaval adott fliggvény helyettesitési éaiekér
sz0106 tétel alapjan:

y; | := hi; hamis
x:dom 6 0
n xlove"® n Xlov="" 701 xlov="" "
y : hiext (x:lov) y : hiext (x:lov) Skip
| := hamis | .= igaz
X : lorem

Elso megoldéas
LegyenF = file (Ch), és az allapottér
A= F No

X d

Transzformaljuk az allapotteret, vezessiik be a "sz6" és az "elvalaszto rész" fo-
galméat.Ch®= Chnf"" ¢g;SZ0 = seq (Ch9;ELV = seq (f"" g): Legyen
S=(SZO;ELV) ésU = seqS), a mar ismert invarians tulajdonsaggal:

ly(u) = 8i 2 [1:dom(u) 1]:u;:SZO 6 uj+ :SZO:

Ekkor az uj allapottér
Al= U No
u d
és azx és azu kozotti kapcsolaseqxjCh) = sequjCh) lesz.
Mivel az elvélaszté részekre nincs szikséglnk, az allapottér Gjabb transzfor-
malasaval el is hagyjuk azokat, azaz
A= v No , aholV = seSZ0) éssequjSZ0) = seqVvjSZ0):
% d

Végll, mivel csak a szavak hosszara van sziikségiink, legyerfile (N),
A=y No ésdom(y) = dom(v) és8i 2 [1::dom(y)] :y; = dom(v;):

y d
B=Y
yO
Q:(y=Y9
dorp(y°)

P 0
R:(d= . (y'>5))
1=
A megoldo program megszamlalas (absztrakt) szekvencialis fajlra.



350

15. MEGOLDASOK

open(y)
sy;dy;y: read
d:=0
sy = norm

dy<5

d:=d+1 SKIP

sy;dy;y: read

Az absztrakt fajl muveletei:

-open(y) -
—
sx; dx; x : read

sx = norm ~ dx =""

sx;dx; X : read

'sy;dy;y: read:
A
SX = norm
Sy := norm
dy:=0

sx=norm " dx6""

dy:=dy+1 sy := abnorm

sx; dx; X : read

sx = norm "~ dx =""

sx;dx;x : read

Masodik megoldas

Flggvényabsztrakciét hasznalunk utols6 utani elemmel. Legyen=
kon(x; hextri), ChE = Ch[f extrgésF = file (ChE).
A’= F No

y d
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B= F
yO
Q:(y=Y9
R : (d= f (dom(y%)1); ahol

f(0)=(0;0)és

8
< (f(i)i;f(i)2+1); hay« 2 Ch%
f(i+1)=  (f(i)1+1;0) hay;+1 62Ch%és0<f (i), < 5;
T (); hayi.; 62Ch%ésf (i), = 0 vagyf (i)»

a

Alkalmazva a rekurziv fliggvény tételt absztrakt szekvencialis fajlra:

open(y)
sy;dy;y: read
d;h:=0;0
Sy = norm
dy 2 Ch° dy 62Ch® dy 62Ch
n n h>0"h<5 | (h=0_h ©5)
h:=h+1 d;h:=d+1;0 Skip
sy;dy;y: read

Az y absztrakt fajl muveletei:

-open(y) -
—
sx; dx; x : read

dy:=""

1sy;dy;y:read:
e i
dy 6 extr

Sy := norm

SX = norm

sy := abnorm
dy := dx

dy := extr
sx; dx; x : read
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Eloszoér de nialjuk a feladatban szerepiipusokat.
U = (azon: AZON;o0ssz : Z)

T = (tipus : fkivét; betéy; ossz: N)
Y=(u:U;t:T)

F = file (Y)
FO= file (U)
A F FO
X z
B: F
X0

Q: (x=x%" (x%ov:u _ x%dom = 0))

Az elofeltételben szerepix%lov:u. mivel R egy egyesités, azt fejezi ki, hogy a
bemeneti 4]l ele rekordja tgyfél rekord kell, hogy legyen.

Elso megoldas

Mielott az utofeltételt felirnank, transzformaljuk az allapotteret. Legyen
(u:U;s:S),aholS = seT) ésH = seqV):
A°= H FO
h z
Az x és ah kozotti kapcsolatseq xjf U; Tg) = sedhjf U; Tqg).
Tovabb transzformalva az allapotteret,
A= F[O EO
t z
A h és at kdzotti kapcsolat:

dom(t) = dom(h) és8i 2 [1::dom(t)] : ti:azon= h;:azonés

hj Xdom
tj:0ssz= h;j:u.0ssz+ e(h;:s; :tipus)h; s; :0ssz; ahol
j=1
e _ 1, hah;:s;:tipus = kivét;
e(hi's; ‘tipus) = 1, hah;:sj:tipus = betét

Ezen az allapotéren a feladat mar nagyon egyszeru, egy identikus egyvaltozés-
egyértéku elemenkénti feldolgozés.
AOO: = 0 E 0
t z
B 00— E 0
tO
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Q%: (t=19
R%: (z =19

open(t)
st;dt;t : read

z:= hi

st = norm
Z : hiext (dt)
st;dt;t : read

A t absztrakt fajlra vonatkoz6 olvasas lényegében egy rekurziv fliggvény
(6sszeq) helyettesitési értékének kiszamitasa.

rst;dt;t :read:
o
SX = norm
st := norm
dt := dx

sx; dx; x : read

sX = norm ” dx:t
st ;= abnorm

dx:tipus = betét

dt:ossz ;= dt:ossz :=
dt:ossz + dx:ossz dt:ossz dx:ossz

sx; dx;x : read

~open(t) -
—
sx;dx;x : read

Ez a program garantdlja, hogix = h;:u mert foltettiik, hogy tgyfél rekord-
dal kezabdik.

Masodik megoldas
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Flggvényabsztrakciét hasznalunk utolsé utani elemmel.

Legyeny = kon(x; h(extr; 0)i):

A= F  FO
Yy 4
B= F
0

Q: (y=y°" y%lov:u)
R :(z = f (dom(y9)1);
ahol azf flggvény de nicidja:

f (0) = ( hi;"ures";0) és

f(i+l)=
8 . . .
% (hiext (f (i)1; (f (i)2;f (1)3); Yi+1 :@zon; yi+1 :08s2);  hayi+1 :u
ésf (i), 6 "sures";
(f (i)1;Yi+1 :@2Z0ON; Y41 :0SS2); hayi+; :u
ésf (i), ="sures";
(f(i)1;F ()2;F ()3 + e(Yi+1 :tipus)yis1 :S); hay;.1 :t; ahol
- _ 1; hayj. :tipus = kivét;
&(¥is1 :tipus) = 1, hayj. :tipus = betét

Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt absztrakt szekvencialis fajlra:

open(y)

sy;dy;y: read

z;a;s:= hi;"ures"; 0

sy = norm

WA n n TWA —_n n
n dy:u” a6 "eures ndy.u a=".ures" |

dy:t

n dy:tipus = kivét

z : hiext(a;s) a;s = s:=s

dy:azon; dy:ossz

a;s:= dy:azon;dy:0Ssz | dy:ossz +dy:0ssz

S =S8

sy;dy;y: read

Az y absztrakt f4jl muveletei:
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-open(y) -
—
sx; dx; x : read

dy :="eures"

18y;dy;y:read:
A
dy 6 extr

sy := norm

SX = nhorm

sy := abnorm
dy := dx

dy := extr

sx; dx; X : read

9.
Speci kacio:
F = file (Ch)
A= F No
X d
B= F
X0
Q:(x=x)

A feladat megoldasai nagyon hasonléak a 7. feladat megoldasaihoz.
Elso megoldas

A feladatot adatabsztrakcioval oldjuk meg, az absztrakt fajl természetes
szamokbol all, amelyek a konkrét fajl széhosszainak felelnek meg.

LegyenSzO = sed (BETU);ELV = seqd (BETU);E = (SzO;BET) és
S = seqE):

open(t)
—
sx;dx;x : read

SX = norm ” dx =

sx; dx; x : read
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rst;dt;t :read:
e
SX = norm

st := norm
dt:=1

sx;dx; x : read

sX = norm ™ dx 6

dt:=dt+1

st := abnorm

sx; dx; X : read

sSX = norm " dx =

sx;dx; x : read

Ezzel az absztrakt fjjllal a feladat mar egyszeruen visszavepetbgy
O0sszegzésre (ahol aszerint a fliggvény szerint 6sszegziink, ami csak 12-nél na-
gyobb argumentumra 2, egyébként 1).

FO= file (N)
AP= FO N
t d
B0= F°
tO
Q% (t=19
tgib
RO: (d= f (t9)
i=tolob
f(e) = 2; hae> 12;
T 1 egyébként
d:=0
open(t)
st; dt;t : read
st = norm
dt> 12
di=d+2 d=d+1
st; dt;t : read
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10.

Méasodik megoldas

F = file (Ch).
A= F No
y d
B= F
yO
Q:(y=Y9

R : (d = f (dom(y%),); ahol

f(0)=(0;0)és

8
E (f(@)+1;f(i)2+1); bhay.« 2 BETUes

fFli+1)= _ (F(1)1;0);
2 (F(Duf()2+1); hayi+1 2 BETU és

(f ()2 = 0 vagyf (i)2 = 12);
hayj+; 62BETU;

f(i),60 ésf (i), 6 12:

Alkalmazva a rekurziv fiiggvény tételt szekvencialis fajira:

sy; dy;y: read
d;h:=0;0
Sy = norm
dy 2 BETU? dy 2 BETU_ dy 62BETU
n(h=0_h=12) n hé0”h612 n
dh=d+1;h+1 h:=h+1 h:=0
sy;dy;y: read

Elso megoldas
Speci kacio:

Transzformaljuk az allapotteret. Legy¥n= file (L) és

F = file (Ch)

A= F No
X d

Al= Y No
y d

A kapcsolax ésy kozétt:dom(y) = dom(x) és

8i 2 [L:dom(y)] :yi =(x; = "R"):
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BO= Y
yO
Q:(y=y)R:(d=

A megoldoprogram szamlalas:

dop(y)
")

open(y)
sy;dy;y: read
d:=0
Sy = norm

dy

SKIP

di=d+1

sy;dy;y: read

Az y absztrakt fajl muveletei:

1sy;dy;y:read:
e A

SX = norm

Sy (= norm

dy := hamis
sx=norm " dx 6""
dy :=dy_dx="R"

sx; dx; X : read

st := abnorm

sX = norm N dx=""
sx;dx;x : read

open(y)
—
sx;dx;x : read

sXx=norm ™ dx=""
sx; dx; x : read
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Méasodik megoldas

F = file (Ch).
A= F No
y d
B= F
yO
Q:(y=Y9

R :(d= f (dom(y9),); ahol

f(0) = (0:;0) és

g (fF()r+1:f(i)2+1); hayy =" R" ésf(i), =0;
fi+1)=_ (f(i);0); hayi+; 62BETU;
Cf(); hayi+1 2 BETU ésf (i), 6 0:

Alkalmazva a rekurziv figgvény tételt szekvencidlis fajlra:

sy;dy;y: read
d;h:=0;0
Sy = norm
dy="R"" dy 62BETU dy 2 BETU?
n h=0 n n(dy6"R"_h60
dh:=d+1;h+1 h:=0 Skip
sy;dy;y: read
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