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18. Rendezés linearis idoben

Ebben a fejezetben olyan rendezé algoritmusokkal foglalkozunk, amelyek képesek linearis
nagysagrendi idében rendezni az inputsorozatot, azaz ha az inputsorozat hossza n, az
algoritmusok O(n) idé alatt sorba rendezik az elemeit, amennyiben bizonyos sziikséges
feltételek teljesiilnek a kulcstartomdanyra. Ezek az algoritmusok ugy hatarozzak meg az elemek
sorrendjét a sorozatban, hogy nem végeznek 0Osszehasonlitist az elemek kozo6tt, hanem
valamilyen alternativ moédon helyezik el az elemeket, igy ezekre nem vonatkoznak az
Osszehasonlit6 rendezések esetén kimondott tételek.

Ez azonban egyaltaldin nem jelenti azt, hogy az Osszehasonlitdé rendezések feleslegesek,
ugyanis a nem oOsszehasonlité rendezések sok esetben nem alkalmazhatdk, illetve kevésbé
hatékonyak. Altaldban elmondhaté, hogy ezeket a moédszereket olyankor lehet érdemes
hasznalni, amikor a lehetséges kulcsok szdma a rendezendd elemek szamahoz viszonyitva nem
tul nagy.

Edényrendezések

Leiras:

Az edényrendezd algoritmusok elve, hogy a bemend sorozat elemeit halmazokba soroljak,
amelyeket edényeknek neveziink, és e halmazok alapjan allapitjak meg, hogy az elemek melyik
helyre kertilnek a rendezés soran. Az elemek altalaban kulcs-érték parok, ahol a rendezésben
természetesen a kulcs rész jatszik szerepet. Az edények nem a kulcs teljes értékére, csak annak
egy részére, komponensére - szdm esetén példaul egy szadmjegyre - vonatkoznak. Két
megkozelitést targyalunk: el6re-, illetve visszafelé halad6 rendezést, annak fliggvényében, hogy a
kulcs mez6it milyen sorrendben dolgozzuk fel.

Edényrendezés eldre:

Elve, hogy a bemend sorozat elemeit a kulcs elsé mezdje szerint szétvalogatjuk edényekbe,
majd az egyes edényekben 1év6 elemeket a kulcs masodik mezdje szerint tovabbi edényekbe
tessziik, és igy rekurzivan tovabb folytatjuk az eljarast, amig a kulcs végére nem ériink.

A szintek szamat altalaban a kulcs hossza (a komponensek szdma) hatarozza meg, mig az
egyes szinteken 1év6 edények szamat az, hogy a megfelelé kulcskomponensnek - példaul egy
szoveg egy karakterének vagy egy szam egy szamjegyének - hany lehetséges ertéke lehet.
Példaul, ha 16-os szamrendszerbeli, 0 és FFF kozotti szdmokat szeretnénk rendezni, akkor
Osszesen 3 szintre van sziikségiink — mert a legnagyobb szadm 3 szamjegybdl all -, és szintenként
16,16-16 , illetve 16 -16- 16 edényt kell nyilvantartanunk. El6fordulhat, hogy az edények
szdma komponensenként valtozik. Példdul datumokat rendeziink, amelyek év, honap és nap
komponensekbdl allnak. Ekkor el6szor év szerint rendeziink, ami igénybe vehet 2009 edényt.
Ezt kovetik a hdnapok, ami 12 edény évenként, végiil a hénapokat (legfeljebb) 31 napra bontjuk.

Legyen a kulcsok hossza d, és az elemek szdma n, ekkor a miiveletigény aranyos ezek
szorzataval, teha ©(d - n)t. Ha a kulcsok hossza konstans, akkor a miiveletigény 0 (n)-es. Tehat
lathaté, hogy ez egy gyors algoritmus, csak nagyon memaériaigényes. Példaul az emlitett datumos
esetben 2009 + 2009 - 12 + 2009 - 12 - 31 db edényt kell nyilvantartanunk a memoriaban még
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akkor is, ha csak 10 datumot szeretnénk rendezni. Ez elfogadhatatlan, ezért ez az algoritmus a
gyakorlatban altalaban hasznalhatatlan (kivéve binaris szdmok rendezését, 1. késébb).

Edényrendezés vissza:

Javitsunk a korabbi probléman. Induljunk ki az elsé helyett az utolsé kulcskomponenstd], és
haladjunk visszafelé (példaul datumok esetén el§szor valogassunk napok szerint, majd hdnapok
szerint, végll évek szerint), tovabba egy rendezési fazis utdn az adatokat vegyiik ki az
edényekbdl, és helyezziik 6ket egy listdba, megdrizve azt a sorrendet, amelyet ez az iteracié
eredményezett. A kovetkezd szétvalogatas el6tt toroljiik az edényeket — vagy haszndljuk 6ket a
kovetkez fazishoz -, igy azok helye a memoériaban felszabadul, és a kovetkezd iteracié edényeit
oda helyezhetjiik a memoriaban.

Koénnyen belathatd, hogy ez a modszer is rendezett sorozatot eredményez (a k. iteracié utan
az elemek az utolsé k mez6 szerint rendezve lesznek), ellenben mindossze annyi edényre van
szlkségiink, amennyi a kulcsok legnagyobb komponensében a lehetséges értékek szama, tehat
az évszamok esetében elegend6 2009 edény, mig tizes szamrendszerbeli szamoknal minddssze
10 edény sziikséges fiiggetlentil attoél, hogy hany jegyliek a szamok. Ha a miiveletigényt nézziik,
pusztan a fazisonkénti listaépités adodik a korabbihoz, tehat maradt a O (d - n)-es 1épésszam, de
sokkal kevesebb memoriara volt sziikség.

Példa:

Rendezziik a kovetkez6 sorozatot el6re halado6, illetve visszafelé haladdé edényrendezéssel:
kj T, uht, abs, oim, zhm, ahT, uhs. Tegyiik fel, hogy a lehetséges karakterek az angol abécé
betlii, azaz 6sszesen 26 edényre lesz sziikséglink minden karakterhez.

El6re halad6 rendezéssel:

1. Felvesziink 26 edényt a 26 karakternek. A szétvadlogatds utdn az Osszes lires lesz a
kovetkezok kivételével: A: abs, ahf, K: kjF, 0: oim, U: uht, uhs, Z: zhm.

Lathatd, hogy két edény maradt, amelyekben tobb elem is el6fordul.

2. Felvesziink minden edényhez tovabbi 26 edényt, azaz osszesen 676 edényt. Az 0sszes lires
lesz a kovetkezbk kivételével: AB: abs, AH: aht, KJ: kj F, Ol: oim, UH: uht, uhs, ZH: zhm.

Még mindig maradt egy edény, amelyben tobb elem van, ezért folytatjuk az algoritmust.

3. Felvesziink minden edényhez 26 edényt, azaz 0sszesen 17576 edényt. Az Gsszes lires lesz a
kovetkezdk kivételével: ABS: abs, AHF: ahf, KJF: kjf, OIM: oim, UHS: uhs, UHT: uht,
ZHM: zhm.

4. Az utolsé lépésben az eredmények tartalmat Osszefiizziik, igy egy rendezett sorozatot
kapunk: abs, ahf, kjf, oim, uhs, uht, zhm. Ehhez 0sszesen 4-7 = 28 lépésre volt
szlikségiink, illetve 18278 edényre a memoridban.
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kjf, uht, abs, oim, zhm, ahf, uhs

A | abs, ahf K| kj O | oim U | uht, uhs Z | zhm
B | ab ahf J | kjf | oim H | unt, uhs H | zhm
Slabs | F|anf | F| kif | M| oim | S| un uht | M| zhm

Visszafelé halad6 rendezéssel:

1.

Felveszliink 26 edényt a 26 karakternek. A szétvalogatas utan az 0Osszes lires lesz a
kovetkezdk kivételével: F: kKj T, ahf, M: oim, zhm, S: abs, uhs, T: uht. Ezutan az edények
tartalmat osszefiizziik: Kj F, ahf, oim, zhm, abs, uhs, uht, és az edényeket Kiiiritjiik.

A sorozatot a 2. karakter szerint Gjra szétvalogatjuk a 26 edénybe: B: abs, H: ahf, zhm, uhs,
uht, I: oim, J: KJ T, és a kapott sorozatot 6sszeolvassuk: abs, ahf, zhm, uhs, uht, oim kjf.

A sorozatot az 1. karakter szerint Gjra berakjuk a 26 edénybe: A: abs, aht, K: kjf, 0: oim,
U: uhs, uht, Z: zhm, és a kapott sorozatot 6sszeolvassuk: abs, ahf, kjf, oim, uhs, uht,
zhm. Igy egy rendezett sorozatot kaptunk, amihez 2 -3 -7 = 42 miiveletet végeztiink, és
mindossze 26 edényre volt sziikségiink.

18.1. Feladat:

Rendezziik az aladbbi sorozatokat el6re-, illetve visszafelé halad6 edényrendezéssel:

a)
b)
<)
d)
e)
f)

460,314,831, 12, 7,953 (decimalis szamok);

012,111,120, 122,110,001, 022 (harmas alapt szamrendszerbeli szamok);
12,367,111, 100, 73, 5 (oktalis szamok);

43f3,98aa, 1841, e49a, 12bc, e24c (hexadecimalis szamok);

bsu, nvo, nja, uhs, mpc, nno, upu (angol abécé bettii);

2003.01.25,1999.09.30, 2001.09.14, 2001.01.30, 2002.12.30, 2003.01.14.

18.2. Feladat:

Adott egy n alapu szamrendszerben leirt szamok sorozata, amelyekben a szamjegyek szama k.
Osszesen s adatunk van. Adjuk meg, hogy elére-, illetve visszafelé haladé edényrendezés
esetében mekkora miiveletigény segitségével rendezhetjiik a szamokat, és mennyi edényre lesz
szlikségiink. Van-e olyan k, n, s kombinaci6, amely mellett az elére halad6 edényrendezés
gyorsabb a visszafelé haladonal?
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18.2.1. Feladat:

Tegytik fel, hogy adottak az alabbi, 1901 és 2000 kozotti datumok: 1963.02.11, 1988,08.30,
1960.11.03, 2000.11.18, 1988.04.15, 1911.07.28. Végezziink egy linearis keresést az
évszamokon, és csak a talalt évszamoknak hozzunk létre edényeket, igy rendezziik a sorozatot.
Vizsgaljuk meg, mennyi miiveletigény-novekedést, illetve memériacsokkenést von maga utén a
valtoztatds ahhoz képest, ha mind a 100 évnek megfelel6 edényt 1étrehozzuk.

RADIX rendezések

Leiras:

Mivel a szamitastechnikdban mindent bindrisan abrazolunk, a rendezéseket is gyakran
kozvetleniil a binaris szdmokon érdemes lefolytatnunk, ami gépi kéd szintjén némileg nagyobb
hatékonysagot jelent, mintha nem az adatok binaris 4brazolasin dolgozndnk. Az
edényrendezések binaris szamokon dolgozé valtozatait RADIX rendezéseknek nevezziik. Itt is
megkiilonboztetjiik az elére haladé (MSD, most significant digit), illetve visszafelé haladé
rendezést (LSD, least significant digit).

A RADIX MSD rendezés értelemszertien minden fazisban két részre bontja a sorozatot, annak
fiiggvényében, hogy az adott helyi értéken 0 vagy 1 szerepel. Ennek mddja, hogy két mutatdval
haladunk a sorozatban, egyikkel az elejérdl, masikkal a végérdl kiilon-kiilon. Amennyiben az
elejér6l haladva 1-est, és a végérdl haladva O-t taldlunk, megcseréljiik a két szadmot, majd
lépkediink tovabb, amig a két mutat6 ugyanarra az értékre nem 1ép vagy at nem lép egymason.
Ahol ez megtorténik, két részre bontjuk a tombot - ezek felelnek meg az egyes edényeknek -,
majd az eljarast rekurzivan folytatjuk a kialakult résztombokre a kovetkezdé szamjegytdl.
igy végiil egy rendezett sorozatot kapunk, és a rendezést az eredeti helyen végeztiik - csupan
egy tovabbi helyre volt sziikséglink a cseréhez. A mddszer alkalmazhatésdga tehat azon mulik,
hogy binaris szamok esetén minden pozicion csak kétféle érték szerepelhet, igy az egymasba
agyazott edények megvaldsithatok a tomb rekurziv felosztasaval, nem kell kiilon-kiilon
tarolnunk 6ket.

A RADIX LSD rendezésnél abbdl indulunk ki, hogy minden fazisban két edényre van
sziikségiink, és ezek egyiittes mérete mindig megegyezik az eredeti inputsorozat méretével.
Tehat, ha az eredeti sorozatunk egy tomb, vegylink fel egy ugyanakkora méretii segédtombot, és
az els6 fazisban pakoljuk at ide az elemeket, majd a masodik fazisban vissza az eredeti tombbe,
és igy tovabb, tehat a paratlan fazisokban a segéd-, a paros fazisokban pedig az eredeti tombot
toltjuk fel.

A pakolas torténjen a kovetkez6képpen:

1. Olvassuk be az adatokat egymas utan a kezdd tombbdl, és amelyiknek az utolsé jegye 0, azt
rakjuk a segédtomb elejére egymas utan, amelyiknek az utolso jegye 1, azt pedig rakjuk a
tomb végére egymas elé.

2. Ezutan a segédtombben a beolvasas szerinti sorrendben foglalnak helyet a 0-ra végz6do
szamok, majd ezt kovetik a beolvasas szerinti forditott sorrendben az 1-re végzdddek.
A tomb két részének hatarindexét taroljuk el.
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3. Ismételjiik meg az el6bbi 1épéseket az utolsotdl visszafelé az 6sszes tobbi szdmjegyre, azzal a
modszerrel, hogy a tombbdl ellrél olvasunk be, amig el nem értiik az elébb eltarolt indexet,
majd ezutan a végétdl visszafelé olvasunk be a hatarig.

4. Miutan az els§ szamjegyre is lefuttattuk a rendezést, az eredményt helyezziik el a masik
tombben gy, hogy az utoljara eltarolt indexig el6refelé olvasunk be a témbbdl, majd ezt
kovetben a végétdl visszafelé olvasunk be a hatarig.

Végiil egy rendezett sorozatot kapunk. Ha a szdmok hossza d volt, szdmossaguk n, akkor
0(d - n) miiveletigénnyel végeztiik el a rendezést, MSD esetben n + 1, LSD esetben pedig 2n
memoriaigénnyel. Tehat ezen algoritmusok esetében mar nem hatalmasodik el a memdriaigény,
mint az altaldnos edényrendezésnél, cserébe d értéke megndéhet, de csak konstansszorosara.

Példa:
Rendezziik Radix MSD rendezéssel a kovetkezo6 értékeket: 011, 010, 111, 000, 100, 001.

s sz

helycseréket.

011 011 000 000
010 010 001 001
111 001 010 010
000 000 011 011
100 100 100 100
001 111 111 111

Lathatd, hogy az eljaras végén megkaptuk a rendezett sorozatot. Most rendezziik Radix LSD
rendezéssel a fenti értékeket. Az eredmény nyilvan ugyanaz lesz, csupan az eljaras fog valtozni.
Tekintsiik szévegesen a miiveleteket.

1. Utolsé szamjegy szerint a segédtomb elejébe tessziik a 010, 000, 100 értékeket, a tomb
végébe a 011, 111, 001 értékeket, tehat a tomb: 010, 000, 100, 001, 111, 011, és
megjegyezzlk, hogy a 3. szam utdn van a hatér.

2. A segédtombot rendezziik a masodik szdmjegy szerint, az eredeti tomb elejébe tessziik a
000, 100, 001 értékeket, a végébe a 010, 011, 111 értékeket, tehat a tombiink: 000, 100,
001,111,011, 010, és ismét a 3. szam utan van a hatar.

3. A tombot rendezziik a segédtombbe az els6 szamjegy szerint, az elejébe 000, 001, 010, 011,
a végébe 100, 111 keriil, azaz a tomb: 000, 001, 010,011, 111, 100, és a 4. szdm utan van a
hatar.

4. Minden szadmjegyen végighaladtunk, olvassuk 6ssze a segédtombot dgy, hogy most mar
rendezve legyenek a szamok az eredeti tombben, amely igy 000, 001, 010, 011, 100, 111
lesz.

18.3. Feladat:
Rendezziik Radix MSD, illetve LSD rendezéssel az alabbi bitsorozatokat:

a) 1001,1110,0110,0000,1100,0101;
b) 1100,0001,1111,0111,1010, 0010;
c¢) 00010,11000,11110,00101,01110,00011;
d) 11001,10010,11100,00101, 00001, 11111.
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18.4. Feladat:

Rendezziik az alabbi szamokat visszafelé haladé edényrendezéssel, majd a binaris megfelel6iket
rendezzlik Radix LSD rendezéssel. Vizsgaljuk meg, hogy viszonyul az egyik eset memoria, illetve
miiveletigény sziikséglete a masik esethez: 101 (01100101), 230 (11100110), 45 (00101101), 3
(00000011),89 (0101011001), 192 (110000000).

Leszamlalo rendezés

Leiras:

Tekintstik azt a feladatot, ahol az inputsorozat elemeit kulcsok segitségével azonositjuk,
amelyek egy adott k szdmnal nem nagyobb természetes szamok - a kés6bbieknek bemend
adatoknak csak ezeket a kulcsokat tekintjiik -, amelyek kozott ismétlés is el6fordulhat.

Rendezziik ezeket a szdmokat egy olyan eljarassal, amely az elemek el6fordulasi szama alapjan
hatarozza meg helyiiket.

A leszamlalé rendezésben tegyiik fel, hogy az adatokat egy A tomb tartalmazza, valamint
vegyliink fel egy ezzel azonos méretd B tombot, ide keriil a rendezett sorozat. Végiil sziikségiink
lesz egy C segédtombre, amelynek mérete k + 1, és 0-t6l van indexelve. Az algoritmus harom
egymads utani ciklussal végzi el a rendezést:

1. A C tombbe irjuk bele, hogy az egyes kulcsokbo6l (elemekbdl) mennyi taldlhat6 az A tombben.
Ehhez el6szor € minden elemét allitsuk be nullara, majd az A témbot egyszer végigolvasva
minden A[i] elemre noveljik meg eggyel C[A[i]] értékét.

2. Szamoljuk 6ssze a C tombben, hogy egy adott értéknél nem nagyobb kulcsokbdél mennyi
talalhat6 az A tombben. Ehhez nincs mas dolgunk, mint a € tomboét végigolvasva minden
eleméhez hozzaadni az el6tte 1évét.

3. Végil vegylk egymés utdn az elemeket az A tdmbbdl, és tekintsiik 6ket indexnek, majd
keressiik meg az ennek az indexnek megfelel6 értéket a C tombben. Miutan ezt is kiolvastuk,
tekintsiik indexnek, és a B tombben erre a helyre tegylik be az A-beli elemet. Réviden
képlettel: B[C[A[i]] = A[i]- Ezt kovet6en a megadott helyen csokkentsiik eggyel a C
tombben tarolt értéket.

Az utols6 ciklus végeztével a B tombben rendezve kapjuk meg az elemeket, amihez 0 (k) +
O(n) + 0(k) + O(n) miiveletet végeztink, azaz az algoritmus @ (n + k) futasidével dolgozik.

Konnyen belathatd, hogy az algoritmus altalanosithaté a természetes szamokon kiviil
barmilyen olyan halmazra, amelynek elemei diszkrétek és felallithat6 egy rendezési relacid
rajtuk - tehat a kulcshalmaz kélcsonodsen egyértelméien megfeleltethetd egy [0.. k] halmaznak -,
példaul egész szamokra vagy karakterekre. Ehhez minddssze C definici6jan kell médositanunk
vagy egy cimfliggvényt bevezetniink, amely a C megfeleld helyére képezi le az A-beli elemeket.

Példa:

Végezziik el az alabbi bemeneten a leszamlal6 rendezést: 2, 3,0,2, 3, 1.

1. Toltsiik fel a € tdmbot aszerint, hogy mely elembdl mennyi taldlhaté az inputsorozatban. Ha
tombot 0-tdl indexeljiik, a kovetkez6t kapjuk:

c: |1 ]1 |2 |2
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2. Eztan adjuk hozza a C tomb értékeihez az 6ket megel6zd értékeket:

C: |1 (|2 |4 |6

3. Végiil haladjunk végig az A tomb elemein, és rakjuk 6ket a megfelel6 sorrendben a B tdmbbe,
amelyet a C tombon keresztiil kapunk meg. Kézben csdkkentsiik a € tomb megfeleld értékeit.
Els6 1épésbe i = 1 n -re vessziik az A[1] -t, ami 2, a 2-es indexen a C tombben a 4 szerepel,
tehat a B tomb 4. mez6jébe helyezziik a szamot, és csokkentjiik C[2]-t eggyel, és igy tovabb.
A ciklus lefutasat az alabbi tablazat szemlélteti:

i [Ali] c B
o|l1|2[(3|1|2|3|4|5]6
1(2 [1]2]4]6 2
203 [1]2]3]6 2 3
3lo [1]2]3]5]0 2 3
4|2 Jol[2[3]5]o0 2|2 3
53 [of[2]2[4]0 2 2[3]3
6|1 |o[1][2][4o1|2]2]3]3

4. Lathatd, hogy az eredményiil kapott B tombben az elemek rendezve taldlhaték, ehhez
Osszesen4 + 6 + 4 + 2 - 6 = 26 1épést kellett megtenniink.

18.5. Feladat:

Végezziik el a leszamlalé rendezés algoritmusat az aldbbi sorozatokon:
a) 1,0,2,1,3,20;

b) 0,8,4,4,2,1,6,0,1,8;

c -2,011,-1,20,-2;

d) a,fb,eeab,a,d

18.6. Feladat:

Adjuk meg a leszamlalo6 rendezés algoritmusat struktogram segitségével arra az esetre, ha

a) akulcsok 0 és k kozotti egész szamok;

b) akulcsok m és m + k kozotti egész szamok, és a € tomb tovabbra is 0 és k kozott indexelt;

c) a kulcsok -k és +k kozotti paros egész szamok, ahol k paros szam, és a C tomb tovabbra is 0
és k kozott indexelt.

18.7. Feladat:

Adott a kovetkezd inputsorozat: 6, 3, 1, 7, 6, 1, 0, 8. Végezziik el a sorozaton a leszamlalo, a
kupac-, illetve a versenyrendezés algoritmusat. Szamoljuk ki az egyes algoritmusok
miiveletigényét, memoriasziikségletét, és hasonlitsuk 6ssze a kapott eredményeket.

10
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18.8. Feladat:

Adjunk meg egy olyan algoritmust, amely 0 és k kozotti n db egész szamot el6zetesen feldolgoz,
majd ©(1) idében eldonti, hogy az n egész szambol hany esik az [a..b] intervallumba. Az
algoritmus @ (n + k) eléfeldolgozasi id6t hasznalhat.

18.9. Feladat:

Rendezni szeretnénk egy 1024 rekordbdl all6 adathalmazt. A kulcsnak két mezdje van,
testmagassag (32 kiilonbozo6 érték) és életkor (16 kiillonbozd érték). A rendezés: testmagassag
szerint, azon beliil évszam szerint. Hany 1épésben, illetve mekkora memoriaigénnyel oldhaté meg
a feladat, ha

a) kupacrendezést hasznalunk, amely egyben kezeli az 6sszetett kulcsot;

b) el6bb egyenletesen 32 edénybe rakjuk a kulcs 1. mezdjének hasitasaval a rekordokat (tegyiik
fel, hogy mindbe 32 rekord jut), és utdna a kulcs 2. mezdje alapjan minden edényt
kupacrendezéssel rendeziink (vegyes mddszer);

c) el6bb egyenletesen 32 edénybe rakjuk a kulcs 1. mez6jének hasitdsaval a rekordokat (tegyiik
fel, hogy mindbe 32 rekord jut), és utana a kulcs 2. mez6je alapjan minden edényt leszamlalo
rendezéssel rendezziink.

11
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19. Hasitotablak

Az adathalmazokban az egyes elemeket, adatrekordokat azonositani szoktuk ugynevezett
kulcsok segitségével, amelyek Aaltaldban egész szamok. Ezek a szadmok egy nagyobb
intervallumban mozoghatnak, de szamossaguk ennél altaldban jéval kisebb. Példaul van 1000
rekordunk, amelyek kulcsai az 1 és 1 millio kozotti tartomanyban mozognak, és lehetnek
ismétl6dé kulcsok is. Ezeket a rekordokat szeretnénk leképezni egy kisebb tartomanyra. Ennek a
megvaldsitasat hasitdsnak (hash-elésnek) nevezziik.

Leiras:

A hasitdas sordn az inputsorozat kulcsaira alkalmazunk egy leképezést, amelyet
hasitéfiiggvénynek szokas nevezni. Ez a fliggvény mondja meg, hogy az adatokat hova helyezziik
el az ugynevezett hasitétdbldban. Persze mivel a kulcsok lehetséges értékei joval meghaladjak a
hasit6tabla méretét, kulcsiitkozések 1éphetnek fel, amelyeket valamilyen médon kezelniink kell.
Ennek megfelel6en az eljarasnak két valtozatat kiilonboztetjiik meg.

Hasitas lancolassal:

Hasitotablanak egy tombot vesziink, amelynek elemei lancolt listak fejmutatéi. Besztraskor
az 0j adat kulcsara alkalmazzuk a hash-fliggvényt, amely megadja a tomb egy indexét, és ekkor
az igy megadott listaba fiizziik az adatot. Cimiitkézéskor egy listaba tobb adat is keriilhet,
amelyek sorrendjére nem tesziink megszoritast.

A beszuras miveletigénye - a hasitéfliggvény kiszamitasa, illetve a listdba valé befiizés -
konstans, hiszen a hasitofliggvény altal szolgaltatott helyre csak betessziik az elemet. Keresésnél,
illetve torlésnél - mivel az egyes listdkban meg kell keresniink linedrisan az elemet -, a
miiveletigény O(k), ahol k az adott lista hossza. Ez a legrosszabb esetben megegyezhet az
inputsorozat hosszaval - ekkor a hasitofiiggvénylink minden kulcsot ugyanarra az indexre
képezett.

Hasitas nyilt cimzéssel:

Hasit6tablanak egy tombot vesziink fel, és ebben szeretnénk tarolni az adatokat, tehat -
szemben a lancolassal - a tarolhatd elemek maximalis szadma rogzitett. Az adatokat
alapértelmezés szerint a hasitéfiiggvénynek megfelelé helyre tessziik, kulcsiitk6zés esetén
azonban valahogyan keresniink kell egy még iires mez6t. Ezt tobbféle modszerrel is
megtehetjiik, amelyek lényege, hogy egy segédfiiggvénnyel egészitjiik ki a hash-fiiggvényt, mely
az elhelyezési probalkozasok szamanak (legyen ez i), a tombméretnek (legyen ez M), illetve az
aktualis kulcsnak (legyen ez k) a fiiggvénye. A 3 elterjedt segédfiiggvény:

a) linearis prébalkozas: H;(k) = (h(k) — i) mod M;
i+1

3 2
b) négyzetes probélkozas: H;(k) = (h(k) -1 |2 )mod M;

¢) masodik hash-fiiggvény: H; (k) = (h(k) — i - h'(k)) mod M.

Példa:

Nyilt cimzéssel, linearis prébalassal és a h(k) = k mod 9 hasitofiiggvénnyel hasitsuk a
kovetkezd sorozatot: 7, 10, 3, 24, 16, 5, majd ezt kovetSen keressiik meg, és toroljiik ki a 16-os
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elemet. Alkalmazzuk a hash-fiiggvényt egymast kovetéen a bemend adatokra, és rakjuk ket a
megfeleld indexre:

7 mod 9 = 7, betessziik a 7-es index{i helyre.

10 mod 9 = 1, betessziik az 1-es index{ helyre.

3 mod 9 = 3, betessziik a 3-as index{i helyre.

24 mod 9 = 6, betessziik a 6-o0s index{ helyre.

16 mod 9 = 7, a 7-es index{ hely foglalt, linearis prébalassal csokkentsiik az indexet. Az els6
préba a 6-os pozicio, amelyik szintén foglalt, a masodik préba az 5-0s pozicio, amelyik
szabad, ezért ide tessziik be a 16-ot.

s wihhpE

10 3 16|24 |7

t It

6. 5mod 9 = 5, az 5-0s index{ hely foglalt, ezért linearis probalassal a 4-es helyre keriil.

10 3 |5 [16(24|7

t

7. Most toroljiik ki a 16-os elemet. El6szor alkalmazva a hasitéfliggvényt, a 16-ost a 7-es helyen
keressiik, am az nem talalhato ott, ezért linearis probalassal arrébb 1épilink a 6-o0s, majd az
5-0s indexre, ahol megtalaljuk és kitoroljik a 16-ot.

10 3 15

X 1247
it
19.1. Feladat:

Fogalmazzuk meg az alabbi algoritmusokat nyilt cimzés és osztomddszer esetén stuktogrammal.
A kulcsiitkozés feloldasara hasznaljuk az Of fset(s) fiiggvényt, ahol s a probalkozas szdma -
tehat ezt nem kell megvaldsitani.

a) Elem beszurasa (Insert);
b) Elem keresése (Find);
c) Elem torlése (Delete);

d) Hash-tabla méretének megvaltoztatasa (Resize).

19.2. Feladat:

Tegyiik fel, hogy egy h véletlen hasito fliggvényt hasznalunk, amely n kiillénb6z6 kulcsot képez le
egy m hosszusagu tdblazatba. Mi a kulcsiitkozések varhatd szadma? Pontosabban, mi a
{(x,y)|h(x) = h(y)} halmaz elemeinek a varhat6 szamossaga?

19.3. Feladat:

Miért nem jok a kovetkezd hasitéfiiggvények?
a) h(k) =5-kmod 10;

b) h(k) = 6k mod 32.

13
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19.4. Feladat:

Nyilt cimzéssel, h(k) = k mod 11 hasitéfiiggvénnyel hasitsuk a kovetkezd sorozatot: 18, 28, 36,
17, 62, 48, 50. Rajzoljuk le a Kkeletkezett tablat - amely kezdetben iires volt -, ha a
kulcsiitkozések esetén

a) linearis prébalast alkalmazunk;
b) négyzetes probalast alkalmazunk;

c) kettds hasitast alkalmazunk, h'(k) = k mod 7 + 1 fiiggvénnyel.

19.5. Feladat:

Nyilt cimzéssel és szorz6 modszerrel kapott hasitofliggvénnyel hasitsuk a kovetkez6 sorozatot:
15, 7, 12, 18, 23, 5. A kulcstitkdzést linearis probalassal oldottuk fel. Rajzoljuk le a kapott
tablazatot, ha

a) A=1/2 és M=8;
b) A=1/3 és M=16.

19.6. Feladat:

Mutassuk meg miért sziikséges a kettds hash-elésnél, hogy h' (k) és M relativ primek legyenek.

19.7. Feladat:

Legyenek h(k) = k mod M, M = 2P — 1, tovabba a kulcsok 2P alapu szamrendszerben felirt
szamok. Legyen x kulcs egy kétjegy(i szam, és y az x szamjegyeinek a felcserélésével kapott kulcs.
Mutassuk meg, hogy h(x) = h(y).

19.8. Feladat:

Adott egy nyilt cimzés(i hasitétdbla, amelyben még nem toroltiink elemet. Tegytik fel, hogy a
tablaban az elemek szadma k, a tabla mérete M. Legfeljebb hany elem bekeriilése esetén lehetett
kulcstitkozés, ha:

a) minden masodik cellaja iires, és kulcslitkdzés esetén linearis préobalast alkalmaztunk;
b) minden masodik cellaja iires, és kulcstlitkdzés esetén négyzetes probalast alkalmaztunk;
¢) minden harmadik cellaja tires 3| M, és kulcstitkozés esetén linearis probalast alkalmaztunk;

d) minden negyedik cellaja iires, 4|M, és kulcsiitkozés esetén négyzetes probalast alkalmaztunk.

19.9. Feladat:

Adott egy nyilt cimzésli hasitotabla, amelynél a kulcsiitkozések feloldasara linearis probalast
alkalmaztak. A hasitétabla a H[0..M — 1] vektorban van abrazolva. Adjunk eljarast, amely
megallapitja, hogy legfeljebb hany kulcsiitkozés lehetett. Feltételezhetjiik, hogy nem volt torlés a
tablabol.

14
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19.10. Feladat:

A hasitétabla tipusanak miiveletei:

e Empty: lUires tabla létrehozasa;

e [sEmpty(ht): megadja, hogy lires-e a tabla;

o [nsert(ht, q): beszur egy Gj kulcsot a tablaba;

o Delete(ht, q): kitorol egy adott kulcsot, ha az megtaldlhat6 a tablaban;

e Find(ht, q): visszaadja egy Keresett kulcs helyét a tablaban, illetve -1-t, ha nincs benne;

e [sFull(ht): megadja, hogy a tabla tele van-e, természetesen csak nyilt cimzésli megvaldsitas
esetén.

Val6sitsuk meg az aldbbi a miiveleteket stuktogram segitségével. Segitség: ha nyomon kovetjiik,
hany elem talalhat6 a tablaban, akkor egyszer(ien megkapjuk a valaszt bizonyos kérdésekre.

a) osztomodszer és lancolt abrazolas esetén;
b) osztomodszer és nyilt cimzési abrazolas esetén linearis probalassal;
c) osztomddszer és nyilt cimzésli dbrazolas esetén négyzetes probalassal;

d) szorzémaddszer és nyilt cimzésli abrazolas esetén linearis prébalassal.
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20. Grafok alapfogalmai, abrazolasa

A grdf az utolso, de igen 1ényeges adatszerkezet-forma, amelybe betekintést nyeriink a targy
sordn. Mint ismert, a grafokat legkonnyebben ugy irhatjuk le, mint pontokat, és az Gket
0sszekotd éleket. EbbOl a targybol altaldban egyszerii grdfokkal foglalkozunk, amelyekben
nincsenek parhuzamos, illetve hurokélek. A szokasos matematikai jeloléssel egy G grafot egy
G = (V,E) parral adunk meg, ahol V a csiicsok halmaza, E €V XV pedig az élek halmaza.
(Megjegyezziik, hogy ez a formalizmus nem egyszer(i grafok esetén valdjaban pontatlan.) Sok
feladatban el6fordul, hogy a graf éleit sulyozzuk. Ilyenkor egy G = (V, E, @) stulyozott grafrél
beszéliink, ahol ¢: E — R a sulyfiiggvény. Tovabba megkiilonbodztetiink irdnyitott és irdnyitds
nélkiili grdfokat. Iranyitatlan grafok esetén egy u-bol v-be vezetd és egy v-bdl u-ba vezet6 élt nem
kiillonboztetiink meg, tehat eltekintiink az élek iranyitasatdl. A tovabbiakban a graf csicsainak
szamat n-nel, az élek szamat pedig e-vel fogjuk jeldlni.

A grafok sok gyakorlati feladat reprezentalasara alkalmazhatdk, ennek megfelel6en szamos
tulajdonsag szerint lehet osztdlyozni 6ket, sok kérdés mertl fel veliik kapcsolatban, és egy
kérdésre tobb kiilonbdz6 algoritmus is megoldast nytjthat.

A grafok alapvet6en kétféleképpen abrazolhatdk, fiiggetleniil att6l, hogy irdnyitottak-e,
illetve sulyozottak-e.

Az egyik megkozelités a csiucsmdtrix (C), amely leginkdbb egyszerl grafok abrazolasara
alkalmazhat6. Ekkor a graf csdcsai a matrix indexei fliggélegesen, illetve vizszintesen is, és a
matrixban megadhaték az egyik pontbdl a masikba vezetd élek. Sulyozatlan esetben logikai
értékekként adhaték meg az élek, tehat Clu,v] = igaz, ha van él az u csicsbdl a v csucsba,
kiilonben hamis. Salyozott esetben végtelent irunk oda, ahol nincs él, mig a stulyértéket, ha van.
Amennyiben hurokéleket nem akarunk abrazolni, a féatléba altalaban 0 értékeket irunk (hiszen
egy csucsbdl onmagaba 0 stlyozottsagu él vezet). Amennyiben a grafunk iranyitatlan, akkor a
matrix szimmetrikus lesz, hiszen C[u, v] = C[v, u]. T6bbszoros éleket csticsmatrix segitségével
nehezen tudunk abrazolni, ezért ilyenkor érdemes inkabb az alabbi médszert alkalmazni.

A masik dbrazolasi lehet&ség az éllista. Felvesziink egy tombot (Adj), amely a csicsokkal van
indexelve, és listdk fejmutatéit tartalmazza. Minden ilyen listdban helyet kapnak az abbdl a
csucsbdl indulé élek, igy egy listaelem adat része a célcsticsbdl, valamint az esetleges sulyozasbol
fog allni. Tehat Adj[u] megadja az u csticsboél indul6 élek listadjat. Amennyiben a graf iranyitatlan,
akkor minden élt kétszer vesziink fel a listakra, tehat mindkét iranyitasat eltaroljuk.

20.1. Feladat:

a) Egy fogadas alkalmaval a résztvevék kézfogassal lidvozlik egymast. Mindenki mindenkivel
kezet fog, kozben mindenki megjegyzi, hogy hany emberrel fogott kezet. A fogadas végén a
fénok osszegzi ezeket a szamokat. Mutassuk meg, hogy az eredmény paros szam. Igaz ez
akkor is, ha nem fog kezet mindenki mindenkivel?

b) Egy kilenc tagd tarsasagban mindenki pontosan 6t mdasik embernek &atad 100Ft-ot.
Bizonyitsuk be, hogy az ajdandékozas utan van két olyan ember, akinek ugyanannyi forinttal
valtozott a pénze.

c) Tiz csapat kormérkdzeést jatszik. Mindegyik par pontosan egyszer mérkdzik, és a mérkozések
nem végzédhetnek dontetlennel. A gy6zelemért 1 pont, a vereségért 0 pont jar. Bizonyitsuk
be, hogy a csapatok pontszamainak négyzetdsszege nem lehet tobb 285-nél.
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d)

Egy klubesten 7 lany és 7 fia vett részt. Az est végén mindenki felirta egy cédulara hany
kiilonb6z6 partnerrel tancolt (tegyiik fel, hogy csak kiilonb6z6 nemiek tancoltak egyiitt). A
cédulakon az alabbi szamok szerepeltek: 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6. Bizonyitsuk be,
hogy valaki tévedett.

Bizonyitsuk be, hogy egy 6 tagu tarsasdgban van 3 ember, akik ismerik egymast, vagy van 3
ember, akik kozil egyik sem ismeri a masik kett6t.

20.2. Feladat:

a)
b)

c)

d)

g)

Bizonyitsuk be, hogy egy iranyitatlan grafban a paratlan foku csicsok szama paros.

Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitatlan grafban a csdcsok fokszamainak 6sszege megegyezik
az élek szamanak kétszeresével, vagyis Y.,,cy d(u) = 2|E|.

Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb kétpontu, egyszerd, irdnyitas nélkiili grafban mindig van
két olyan pont, amelyek fokszama azonos.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy G = (V, E) iranyitott vagy iranyitatlan grafban tetszéleges u,v €
V csucsok 6sszekothet6k uttal, akkor ezek a csticsok egyszerti uttal is 6sszekothet6k.

Tegyiik fel, hogy a G 6sszefiiggd, iranyitatlan graf leghosszabb atjanak a hossza m. Mutassuk
meg, hogy amennyiben van két m hosszu ut, akkor ezeknek van k6z6s pontjuk.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy irdnyitatlan graf minden csticsanak a fokszama legalabb kettd,
akkor van a grafban kor.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n pontu egyszerd, iranyitatlan grafban minden pont fokszama
legaldbb n, akkor a graf 6sszefliggd.

20.3. Feladat:

Az alabbi abran lathaté karikak egy telken all6 fakat jelképeznek. Az A jelli fan egy cinke a B jeli
fan egy rigd iil. Percenként mindkét madar atrepiil a t6le északi, déli, keleti vagy nyugati
iranyban 1év6 legkozelebbi fara (atlds irdny tilos). Lehetséges-e, hogy valamikor mindkét madar

azonos fan lesz?

© OO O0OO0o >»
©O OO O0OO0oOO0o
© OO O0OO0oOO0o
© OO0 O0OO0o0OOo
O OO O0OO0oOOo
O OO0 00w

20.4. Feladat:

Egy n pontu iranyitatlan, teljes graf éleit (felvaltva egy-egy élt) az A és B jelli jatékosok
Kiszineznek pirosra. Az veszit, aki els6ként hoz létre piros kort. Melyik jatékosnak van nyer6
stratégidja, ha A kezdi a szinezést?
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20.5. Feladat:

Egy orszagban n varos van. Barmely két varos kozott vezet egy egyiranyu, kozvetlen ut.
Bizonyitsuk be, hogy kijelolhet6 egy varos ugy, hogy minden varos elérhetd a kijelolt varosboél
legfeljebb egyetlen masik varos érintésével.

20.6. Feladat:

Adjuk meg az alabbi algoritmusok leirdsat struktogram segitségével csticsmatrixos, valamint
éllistas abrazolas mellett iranyitott, illetve iranyitas nélkiili, silyozott, illetve stilyozatlan grafon.

o Uj (adott koltségii) él besztirasa két cstics kozé (AddEdge (u, v, c)).

e Két csucs kozotti él torlése (DeleteEdge(u, v)).

e Annak megallapitasa, hogy egy cstics szomszédja-e egy masiknak (Adjacent(u, v)).
e Egy csucs szomszéd halmazanak megallapitasa (Adjacents(u)).

e Egy csucs (kimeneti, illetve bemeneti) fokszdmanak megéallapitdsa (OutDegree(u) és
InDegree(u), illetve iranyitatlan esetben Degree(u)).

20.7. Feladat:

Adjunk algoritmust, amely meghatdrozza egy irdnyitott graf esetén a graf csucsainak kimeneti
fokat és bemeneti fokat. A program az értékeket a kifok[1..n] és befok[1..n] tombokbe irja be,
amely tombok a csucsok sorszamaval vannak indexelve.

a) A graf csticsmatrixos dbrazolassal van megadva, az algoritmus futési ideje legyen 0 (n?).

b) A graf éllistas abrazolassal van megadva, az algoritmus futasi ideje legyen O(n + e).

20.8. Feladat:

Adjunk algoritmust, amely egy graf csicsmatrixos abrazoldsabol el6allitia a grafot éllistas
abrazolasban.

a) A graflegyen élsulyozas nélkiili.

b) A graflegyen élstlyozott.

20.9. Feladat:

Adjunk algoritmust, amely egy graf éllistds abrazolasabdl elballitja a grafot csucsmatrixos
abrazolasban.

a) A graflegyen élsulyozas nélkiili.

b) A graflegyen élstlyozott.

20.10. Feladat:

Adjunk O(n + e) ideji algoritmust egy éllistaval dbrazolt G = (V, E) iranyitatlan és sulyozatlan
graf éllistas abrazolasban megadott egyszerisitett grafjanak, G’ = (V, E')-nek az eldallitasara.
G' = (V,E") graf a G = (V, E) egyszerdsitett grafja, ha E' ugyanazokat az éleket tartalmazza, mint
E, azzal a kiillonbséggel, hogy E'-ben egy éllel helyettesitjiik az E-beli tobbszoros éleket, és a
hurokéleket elhagyjuk.
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20.11. Feladat:

Adjunk algoritmust, amely el6allitja egy irdnyitott graf transzponaltjat/megforditottjat. G =
(V,E) iranyitott graf transzponaltja a GT = (V,ET) iranyitott graf, ha ET = {(u,v) €V X
V |(v,u) € E}, azaz G-t gy kapjuk G-bél, hogy minden él irdnyitasat megforditjuk.

a) Csucsmatrixos dbrazolas esetén, konstans mennyiségli tobbletmemoria felhasznalasaval.
b) Ellistas abrazolas esetén, tetszdleges mennyiségil tobbletmemoria felhasznalasaval.

c¢) Ellistas brazolas esetén, konstans mennyiségii tobbletmemoria felhasznalasaval.

20.12. Feladat:

Adott G = (V,E) és G' = (V, E") véges, éllistés, silyozatlan, iranyitott grafok. Adjunk algoritmust,
amely eldonti, hogy G’ részgrafja-e G-nek

a) mas adatszerkezet hasznalatanak elkeriilésével.

b) egy n hosszu indikatortomb haszndalataval, amely logikai értékeket vehet fel.

20.13. Feladat:

Adott G = (V,E) és G' = (V,E") véges grafok. Adjunk algoritmust, amely eldonti, hogy G’ feszitett
részgrafja-e G-nek

a) Iranyitatlan grafok esetén.

b) Iranyitott grafok esetén.

20.14. Feladat:

Adott G irdnyitott vagy iranyitatlan, silyozatlan graf. Adjunk algoritmust, amely eldallitja G
komplementergrafjat (azt a grafot, amelyben az élek pont forditottan allnak az eredetihez
képest)

a) egy masik grafban csicsmatrixos reprezentacié mellett.
b) egy masik grafban éllistas reprezentaci6 mellett.

c) ugyanabban a grafban éllistds reprezentacié mellett, ugy, hogy felvesziink egy n hosszu
indikatortombot, amely logikai értékeket vehet. A tombot hasznaljuk arra, hogy eltaroljuk,
mely éleket kell a komplementerben felvenni.

20.15. Feladat:

Adott egy szamparokat tartalmazé sorozat, ahol a szamparok egy konvex sokszog sikbeli
koordinatait tartalmazzak. frassuk ki az atlékat csticspontjaik koordinataival.

20.16. Feladat:

Csucsmatrixos abrazolas esetén a legtobb grafalgoritmus futasi ideje @(n?), azonban van kivétel.
Egy iranyitott graf csticsa univerzalis nyeld, ha bemeneti foka n — 1 és kimeneti foka 0. Mutassuk
meg, hogy eldonthetd O(n) id6 alatt, hogy egy csticsmatrixszal megadott iranyitott grafban van-e
univerzalis nyeld csucs.
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20.17. Feladat:

Turnamentnek hivunk egy olyan iranyitott grafot, melyben barmely két pontot pontosan egy él
kot 6ssze. Amennyiben teljes kormérkoézést jatszik n versenyzd, olyan sportagban, ahol nincs
dontetlen (pl.: ping-pong), akkor az eredményeket egy n pontd tournamenttel abrazolhatjuk,
ahol i-bél j-be vezet él, ha i-edik versenyz6 legy6zte a j-edik versenyzét. Adjunk algoritmust,
amely eldonti, hogy van-e abszolut gy6ztes (aki mindenki mast legy6zott).

20.18. Feladat:

Adott egy n pontt irdnyitatlan graf. Adjunk algoritmust, amely eldonti, hogy van-e a grafnak
olyan pontja, amely minden mas ponttal 6ssze van kotve! Nevezziik ezt a pontot roviden teljes
pontnak.

20.19. Feladat:

Adott G = (V,E) iranyitott graf. Allitsuk el6 a G’ = (V,E") iranyitott grafot, ahol
E'={(u,w) eV xV|3v €eV:(u,v) €EEés(v,w) € E}.

a) A graf csicsmatrixos abrazolassal van megadva.

b) A graf éllistas dbrazolassal van megadva.
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21. Szélességi bejaras

Leiras:

A legalapvet6bb feladat a grafokkal kapcsolatban, hogy fel tudjuk térképezni azok
szerkezetét, azaz meg tudjuk hatdrozni egy kezddcsucsbdl indulva milyen éleken tudunk eljutni
az egyes csucsokhoz. A feladatnak két megoldasa van, a szélességi (breadth-first search, BFS),
illetve a mélységi (depth-first search, DFS) bejdrds. A szélességi bejaras alkalmas egy forrasbol
indulé legrovidebb utak keresésére is, ha minden él koltségét azonosnak tekintjiik, vagyis ha
legkevesebb élbdl all6 utakat keresiink. Ezen kivil mindkét algoritmusnak szamos tovabbi
alkalmazasa van, amelyek koziil néhanyat feladatok formajaban targyalunk.

A szélességi bejaras egy kezd6 csucsbdl feltérképezi annak szomszédait, majd ezeket sorba
veszi, és azok szomszédait is feltérképezi, és igy tovabb, tehat minél hosszabb ut vezet egy
csucshoz a kezdGcsutcsbdl, annal késébb keriil sorra.

El6szor minden csucs tavolsagat végtelenre, sziilld csdcsat pedig NIL-re allitjuk, kivéve a
kezd6csucsnal, amelynek tavolsaga O lesz. Amikor az algoritmus elér egy csucsot (el6szor a
kezdGcsucsot), akkor berakja azt egy sorba. Majd kiveszi a sor els6 elemét, és az 6 szomszédait is
berakja a sorba (S), ha még kordbban nem keriiltek bele, és addig dolgozik, amig van elem a
sorban. Nyilvan fel kell jegyezniink a mar elért csicsokat, hogy ne kertiljenek bele djra a sorba.
Az elkiilonitést végezhetjiik tigy, hogy egy kiilon halmazba gyfijtjiik az elért csticsokat (ELERT
vagy Reached) vagy szinezést vezetliink be, és fehérek lesznek a még el nem ért csucsok, sziirkék
pedig az elértek. Gyakran bevezetnek egy harmadik szint is (fekete) a feldolgozott cstucsok
jelolésére. Ezen feliil feljegyezziik egy tombben a kezd6cstcstol vett tavolsagot (d tomb), illetve a
kozvetlen sziil6 csucsot (I1 témb), azaz hogy mely csticsbél jutottunk el az adott cstcshoz.

Az algoritmus O(n + e) lépésben eléri egy véges graf Osszes olyan csucsat, amely a
kezd6pontbol elérhetd, ez teljes indukcioval igazolhat6. Amennyiben a graf irdnyitatlan és
Osszefliggd, illetve iranyitott és gyokeresen Osszefliggd - azaz a kezd6pontbdl, mint gyokérbdl
minden tovabbi pontba létezik iranyitott Ut -, akkor az algoritmus eléri a graf 6sszes csucsat.

Példa:

Futtassuk le az algoritmust az alidbbi irdnyitott grafon az 1-es csucsbdl kiindulva. Az
algoritmus lépéseit dbrazoljuk egy tablazatban.

Az algoritmus els6 1épésben eléri az 1-es csucsot, feljegyzi,
hogy az &6 tavolsaga 0, beteszi az ELERT halmazba, a sziil6jét 1 » 2 > 3
pedig NIL-re allitja. Az 1-es csdcs szomszédai a 2-es és a 4-es, T
ezért azokat beteszi az S sorba. v

Ezzel a modszerrel az algoritmus felt6lti a d és IT tomboket, 4 » 5

és egészen addig halad, amig az S sor ki nem {riil.

Végiil az ELERT halmaz tartalmazni fogja az 6sszes csticsot, ugyanis mindegyik elérhetd a
kezd6csucsbol.
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Az algoritmus lefutasa:

S ELERT d n

112345 1 2 3 4 5

11 |1 0|oo|oo|o |oo| NIL | NIL | NIL | NIL | NIL

2(2,4(1,24 0|1 || 1 || NIL 1 NIL 1 NIL

3(431(1,23,4 0121 |oc]| NIL 1 2 1 NIL

413,5(1,23,45 |0 1]2|1|2]| NIL 1 2 1 4

5(5 [1,2345 (0|1 |2|1]2] NIL 1 2 1

6 1,2,3,45 (0| 1|2 |1]2]| NL 1 2 1 4

21.1. Feladat:

Adjuk meg a szélességi bejaras algoritmusat stuktogrammal. Hasznaljunk egy sort az aktualis
csucsok tarolasara, és egy halmazt az elért csticsok tarolasara.

a) A grafot tekintsiik ADT szinten, hasznaljuk a Szomszéd (u) fliggvényt.
b) A grafot dbrazoljuk csticsmatrixszal.

c) A grafot abrazoljuk éllistaval.

21.2. Feladat:

Szemléltessiik a szélességi bejarast az alabbi grafon az 1-es csticsbol kiindulva. Adjuk meg a sor,
az ELERT halmaz, valamint a d és a IT tdomb tartalmat menetenként. (Egy menet egy csics
kivétele a sorbol és feldolgozasa.)

A [ 2 D) [ > 2 J 3
\4
3 4 4
D1y o 2 > 3 D 1k 2 ‘E
A 4 A 4 v A 4 A
4 E o 6 4 SE

21.3. Feladat:

Milyen szélességi fat hataroz meg az alabbi I tomb, melyet egy szélességi bejaras utan kaptunk?
n=12,6,2,7,10,0,10,7,2, 6]

21.4. Feladat:

Elemezziik a szélességi keresés miiveletigényét.
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21.5. Feladat:

Adjunk algoritmust, amely a szélességi bejaras lefuttatadsa utdn kiirja egy v € V csucsra az egyik
legrovidebb s ~» v utat.

21.6. Feladat:
Adott egy G iranyitatlan graf. Adjunk algoritmust, amely eldonti, hogy paros-e a graf.

a) G osszefliggd.

b) G nem biztos, hogy 6sszefiiggd.

21.7. Feladat:

Adott egy G iranyitatlan graf. Adjunk algoritmust, amely eldonti, hogy G tartalmaz-e kort.
(Irdnyitatlan esetben kornek legalabb 3 pontbol 4116 részgrafot tekintiink.)

a) G osszefliggd.

b) G nem feltétleniil dsszefiiggd.

21.8. Feladat:

Adott egy G iranyitott graf. Adjunk algoritmust, amely eldonti, hogy G tartalmaz-e - iranyitastoél
eltekintett - kort. (Iranyitott esetben egy két pontbo6l all6 részgraf is tekinthet6 kornek.)

a) G gyokeresen o0sszefiiggd egy s cstuicsbol.

b) G nem feltétleniil 6sszefiiggd.

21.9. Feladat:

Adott egy G iranyitatlan graf. Adjunk algoritmust, amely G komponenseit Kiszinezi. (Az
azonos komponensbe esd csticsokat azonos, a kiilonb6zé komponensbe es6 csticsokat kiilonbozé
szin(re.)

21.10. Feladat:

Adott egy G iranyitott graf. Adjunk algoritmust, amely G (gyengén) 6sszefliggé komponenseit
kiszinezi. (Az azonos komponensbe es6 csucsokat azonos, a kiilonb6zé komponensbe esd
csucsokat kiilonboz6 szintire.)

a) Csucsmatrixos abrazolas estén.

b) Ellistas abrazolas esetén.

21.11. Feladat:

Adjunk algoritmust, amely megoldja az aldbbi feladatot. Adott egy n X n-es sakktabla, egy
huszarral (16val), egy indulé mez6rdl jussunk el egy célmezére a lehetd legkevesebb szabalyos
lépéssel.
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21.12. Feladat:

Legyen G egy élsulyozott graf, amelynek minden élstilya természetes szam. A szélességi bejaras
algoritmusat atalakitva adjunk algoritmust, amely minden csicsra megadja egy s € V csucsbdl
az illet6 csucsba vezetd legkisebb koltségli utat.
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22. Minimalis koltségii utak: Dijkstra

Leiras:

Gyakran el6fordul, hogy élsulyozott grafok egy adott cstiicsdbdl szeretnénk meghatarozni a
legrovidebb utat egy vagy tobb masik csdcsba. Ilyen feladat példaul a legrévidebb vagy
leggyorsabb autoéut, illetve a legolcsébb repiildut meghatarozasa. Az elsd algoritmusunk erre a
problémara a Dijkstra-algoritmus, amely negativ koltségli éleket nem tartalmazé grafokra
alkalmazhato.

Az algoritmus a szélességi bejarashoz hasonléan nyilvantartja a csticsok megel6z6ét (I1), a
tavolsagot a kezd&csucstol (d), illetve, hogy befejeztiik-e az adott csucs feldolgozasat, azaz kész
van-e a csucs. Egy csdcsot akkor mindsitiink késznek, ha mar megtaldltuk az oda vezetd
legrovidebb utat. Ennek jelolésére bevezethetiink egy KESZ (vagy Finished, Ready, Processed)
halmazt, illetve szinezhetjiik a csticsokat. Itt hdrom szint szoktak haszndlni: fehérrel szinezziik a
nem elért csucsokat, sziirkével az elérteket, feketével pedig a készeket.

A szélességi bejarassal ellentétben egy-egy él vizsgalatakor nem egyet adunk a tavolsaghoz,
hanem az él koltségét. Az algoritmus minden iterdcidban az eddig legkisebb tavolsaggal elért
csucsot valasztja ki a nem készek koziil, majd megvizsgalja, hogy a szomszéd csicsokba a
kivalasztott csicson keresztiil vezet-e az eddig megtalaltnal rovidebb at. Amennyiben igen,
akkor lecseréljiik a csics megel6zéjét, illetve tavolsagat. Az algoritmus addig dolgozik, amig ki
nem valasztott minden elérhetd csdcsot, vagyis mindegyik be nem keriilt a készek halmazaba.

A tavolsagokat szokas egyszer(i tombbel, illetve kupaccal is nyilvantartani, utébbi esetben a
gyors minimum-kivalasztds érdekében. Persze ekkor gondoskodnunk kell a kupac
esetben O(n? + e), kupacos esetben O((n + e)logn). A szélességi bejarashoz hasonléan az
irdnyitatlan és Osszefiiggd, illetve iranyitott és a kezd6pontbdl gyokeresen Osszefliggé grafok
esetén az Osszes csucsot eléri.

Ha a grafban vannak negativ élkoltségek, akkor a Dijkstra-algoritmus nem alkalmazhato,
nem megfeleld az a mohd kivalasztasi modszer, amelyet kdvet (minden iterdciéban a minimalis
tavolsagl nem kész csucsot valasztjuk). Erre az esetre majd a Bellman-Ford-algoritmus fog
megoldast nyujtani.

Példa:
3 13
Futtassuk le az algoritmust az alabbi iranyitott 1 > 2 » 6
grafon az 1-es csucsbdl kiindulva. 5 10 A
Az algoritmus el6szor minden cstcs tavolsagat 4 1
beallitja végtelenre, sziil6jét pedig NIL-re. Els6 \ 4
lépésben eléri az 1-es csucsot, feljegyzi, hogy az 6 3 [« - 4 > > O

tavolsaga 0. Az 1-es csucs egyetlen szomszédja a 2-es,

ezért annak tavolsaga ezutan 3 lesz, sz6l6je az 1-es, mig az 1-es csucs bekertil a kész halmazba.
Hasonléan a 2-es csticsbdl elérjiik a 4, 5, 6 csticsokat, és a 4-esbél a 3-ast.

Amikor a 4-esbdl is elérjiik az 5-0st, az 6 korabbi tavolsaga 13 volt, mig a 4-esé 7 volt, igy az
Uj uton 9 tavolsaggal taldltuk meg, és mivel ez rovidebb a korabbindl, feliilirjuk a 5-0s csucs
szllejét a 4-esre, tavolsagat pedig 9-re.
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Nézziik a teljes lefutast tablazaton keresztiil.

KESZ d n

123 [4|5]|6 1 2 3 4 5 6
1 0 oo | o [0 | o | oo | NIL | NIL | NIL | NIL | NIL | NIL
2[1 0|3 | o || o | o | NIL 1 | NIL | NIL | NIL | NIL
31,2 03| o |7 [13]|16]| NIL 1 NIL 2 2 2
4)1,2,4 0/3|14|7 ]9 |16]| NIL 1 4 2 4 2
5(1,2,4,5 03147 ]9 |10]| NIL 1 4 2 4 5
6(1,24,56 03147 1] 9 |10]| NIL 1 4 2 4 5
711,2,4563 [0 3147 | 9 |10 NIL 1 4 2 4 5

22.1. Feladat:

Szemléltessiik a Dijkstra-algoritmus miikodését az alabbi grafokon az 1-es cstcsbdl kiindulva.
Adjuk meg menetenként a KESZ halmazt, valamint a d és IT tombok tartalmat. (Egy menet egy
csucs prioritasos sorbdl valo kivétele és feldolgozasa.)

a)
10
1 o 2
A A
3
2 4
3 |« 4
1
4
b) Iy /2

b)

d)

7 2
1 > 2 > 3 1
A
3 5
2 Tl L
v/
4 (< 6 2
10
1 8
1 < 3 —» 5
4 2
11
10
4 > 2 > 7
12
1 3
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22.2. Feladat:

A Dijkstra-algoritmus lefuttatdsa utdn a d tdmbok alabbi, menetenkénti sorozatat kaptuk.
Mi lehetett a graf? Probaljuk behuzni azokat az éleket, amelyek a d-beli értékekbdl
kovetkeznek, és probaljuk eléallitani a IT tombok menetenkénti sorozatat.

1 2 3 4 5 6
0 o0 o o] o) 0
0 2 © | oo 3 o)
0 2 6 4 3 0
0 2 5 4 3 9
0 2 5 4 3 9
0 2 5 4 3 9

22.3. Feladat:

Adjuk meg a Dijkstra-algoritmust az abrazolas szintjén stuktogram vagy pszeudokdd segit-
ségével

a) csucsmatrixos abrazolas esetén;

b) éllistas abrazolas esetén.

22.4. Feladat:

Mivel a Dijkstra-algoritmus nem miikédik negativ élsilyok esetén, ha a grafunk tartalmaz
negativ élsulyt, keressiik meg a legkisebb élsulyt, és ennek abszoluat értékével noveljiik meg az
Osszes él sulyértékét. Ezutan a graf mar nem tartalmaz negativ élsulyt. Ezutan lefuttatva a
Dijkstra-algoritmust, megkapjuk a legrévidebb utakat, melyeknek valddi koltségét az eredeti
sulyértékek felhasznaldsdval mar konnyen kiszamithatjuk. Tegyiik fel, hogy a grafunk nem
tartalmaz negativ 6sszkoltségii kort. Bizonyitsuk vagy cafoljuk a fenti elgondolast.

22.5. Feladat:

a) Adottak repiildjaratok indul6 és cél dllomassokkal, tovabba a repiil6jegyarakkal. Jussunk el
repiilével A varosbdl B varosba a legolcsobb uton.

b) Adott egy olajfiré torony és néhany olajfinomitd. Milyen cséhalézatot épitsiink ki a torony
és a finomitok kozott, hogy az olaj szallitdsa minimalis 0sszkoltségli legyen? Tegyiik fel, hogy
a csOvezetékeknél és az olajfiro toronynal nem iitkoziink kapacitasi korlatokba, és ismerjiik
az egyes pontok kozott 1étesithet6 vezetékeken egy egységnyi olaj szallitasanak koltségét.

c) Altalanositsuk az el6z6 feladatot k olajfiiré torony és m olajfinomité esetére.

22.6. Feladat:

Egy kommunikacids haldzatot egy iranyitatlan graffal modelleziink, ahol (u,v) € E él, az u-t és
a v-t 0sszekoté kommunikacidés csatornat szimbolizalja. Az élekhez hozzarendeltiik annak
valoszin(iségét, hogy a csatorna miikddik (nem sérilt). Az egyes csatorndk miikodéképessége
egymastdl fliggetlen. Adjunk algoritmust két pont kozotti legmegbizhat6bb tt el6allitasara.
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22.7. Feladat:

Adott egy iranyitott halézat, amelynek minden éléhez hozzarendelliink egy nemnegativ
kapacitasértéket. Adjunk algoritmust két pont kozotti legszélesebb (legnagyobb kapacitasu) at
megkeresésére. Egy Ut kapacitasa alatt az utat alkoté élek kapacitidsanak minimumat (a
legsziikebb keresztmetszetet) értjiik.

22.8. Feladat:

Egy kitlizott id6pontban A varosbél elindulva menetrendszerinti jaratokkal minél gyorsabban
jussunk el B varosba. Adottak a hasznalhaté kozlekedési eszkézok menetrendjei (repiil6k, hajék
vonatok stb.). Tekintslink el egy varoson beliil az egyes érkezési-indulasi helyszinek (reptér-
kikotd stb.) kozotti eljutasi id6ktdl.

22.9. Feladat:

Legyen G sulyozott graf c: E — {0, 1} sulyfiiggvénnyel. Valésitsuk meg a Dijkstra-algoritmust a
szélességi bejaras modositasaval, amelyben egy kétvégii sort hasznalunk (azaz a sor mindkét
végére helyezhetiink be 4j elemet, és vehetiink ki elemet).

22.10. Feladat:

a) Legyen G sulyozott graf c:E — {0, ..., W — 1} egész értékili sulyfiiggvénnyel. M6dositsuk a
Dijkstra-algoritmust, hogy a miiveletigénye O(W - n + e) legyen.

b) Moddositsuk az el6z6 részben kapott algoritmust O((n + e) log W) futasi idej(re.
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23. Minimalis koltségii utak: Bellman-Ford

Leiras:

A Dijkstraval ellentétben a Bellman-Ford-algoritmus mar negativ élkoltségeket tartalmazo
grafokra is alkalmazhatd, viszont nyilvan tovabbra is ki kell zarnunk a negativ 6sszkoltségli
koroket, hiszen ebben az esetben bizonyos csticsok kdzott nem létezik legrovidebb ut.

Mivel negativ korok nincsenek, ezért minden uthoz taldlhaté egy nala nem hosszabb
egyszer( ut, igy elég csak ilyeneket keresniink. Egy n pontt grafban egy egyszer( ut legfeljebb
n — 1 élbdl allhat, ezért az algoritmus n — 1 iteraciot hajt végre, és mindegyikben minden egyes
él mentén megproébalja javitani a végpontjdhoz feljegyzett d és II értékeket (a kezd6pontjaba
talalt Ut folytatdsaval). Ez a javitds ugyandgy torténik, mint a Dijkstra-algoritmusban, a
kilonbség abban all, hogy itt nem tudunk olyan mohd kivalasztasi modszert kovetni, igy egy
csucsbol kivezetd éleket nem elég egyszer megvizsgalnunk, minden iteraciéban barmelyik élre
szliikség lehet. A kezdeti inicializalas megegyezik a szélességi bejarasnal és a Dijkstra-
algoritmusnal latott modszerrel.

A Bellman-Ford-algoritmus az i-edik menet végére minden csicsba megtalal egy olyan
egyszer( utat, amelynek koltsége nem nagyobb, mint barmelyik legfeljebb i élbdl all6 ut koltsége.
Vagyis az algoritmus ,el6reszaladhat”, az i-edik iterdcidban i-nél tobb élb6l all6 utakat is
megtalalhat, ugyanis az egyes menetekben felhasznaljuk az aktudlis menet részeredményeit is.
Vagyis az (n — 1)-edik iteracié végére megtaldljuk minden csticsba egy legrovidebb (egyszeri)
utat.

Az algoritmus miiveletigénye 6(n-e), azaz nagysagrendileg lassabb, mint a Dijkstra-
algoritmus.

Példa:

Futtassuk le az algoritmust az alabbi iranyitott grafon az 1-es csucsbdl kiindulva.

Els6 1épésben az algoritmus feliilirja a 2-es, 3-as 4
és 4-es csucsok tavolsagat, hiszen azok a 1-es
csucson keresztiil kisebb értékkel elérhetdek, mint a -3 )
végtelen. Masodik 1épésben az algoritmus mar az 1, 1 5
2, 3, és 4 csucsokbol elérhetd csucsokoat vizsgalja, és
példaul a 3-as cstics a 4-esen keresztiil -11 nagysagu 3
uton érhetd el, mig korabban 1 nagysaguval értiik el, -8 7
ezért feliil kell irnunk az értékét.

[EY
\ 4
N

<
<

A
o
) 4
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Az algoritmus teljes lefutasa:

d I
1| 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1|1 0| o | oo | o | oo | NIL | NIL | NIL | NIL | NIL
20| 4 1 -3 | o | NIL 1 NIL
3(0] 2 |-11| -3 7 NIL 4 4 1 4
40| 2 |-11| -3 0 NIL 1 2

23.1. Feladat:

Szemléltessiik a Bellman-Ford-algoritmus miikodését az

tombok tartalmat iteracionként (1..n — 1).

alabbi grafon. Rajzold fel a d és I1

a) 1 b) 4 7
1 s 1 > 2 » 3 1
7y A
3 4
2 4 2 5 3
A /
2 2
3 |« 4 4 [« . 6
1
1 8
g |1 "2 d |1 3 —> 5
7
-1 9 \ 4 3\ / 2
- 4
; / v
10
4 S 4 » 2 » 7
y\ -6 2
2 1 3
5 | — 6 5

23.2. Feladat:

Készitsiik el a Bellman-Ford-algoritmust az dbrazolas szintjén stuktogram vagy pszeudokod
segitségével

a) csucsmatrixos abrazolas esetén;

b) éllistas abrazolas esetén.

23.3. Feladat:

Mikddik-e iranyitatlan grafokon a Bellman-Ford-algoritmus, és ha igen milyen feltételek
mellett?

30



Algoritmusok és adatszerkezetek feladatgy(ijtemény ELTE Informatikai Kar

23.4. Feladat:

a) Gyorsitsuk a Bellman-Ford-algoritmust gy, hogy ha egy iteraciéban nem volt valtozas,
akkor megallunk.

b) Gyorsitsuk a Bellman-Ford-algoritmust ugy, hogy bizonyos éleket nem vizsgalunk.

c) Tegyiik fel, hogy az egyszer(i utak élszama legfeljebb konstans k. Gyorsitsuk a Bellman-
Ford-algoritmuson.

23.5. Feladat:

Egészitsiik ki a Bellman-Ford-algoritmust ugy, hogy egy logikai valtozéban visszaadja, hogy a
grafban van-e negativ 0sszkoltségli kor vagy sem, mivel az algoritmus altal kiszamitott
tavolsagok csak akkor érvényesek, ha ilyen kor nincs a grafban.

23.6. Feladat:

Adott egy sulyozott, irdnyitott graf. Amennyiben tartalmaz negativ 6sszkoltségii kort, irassuk
ki egy ilyen kor mentén 1évé csicsokat.

23.7. Feladat:

Adottak valutak és valutaarfolyamok, azaz egy olyan iranyitott graf, amelyben a csicsok az
egyes valutdk, és az élek sulyai az arfolyamok. Az u-bél v-be mend él stlya megadja, hogy
egységnyi u valutdért mennyi v valuta kaphato. Valtsuk at u valutat v-re agy, hogy a lehetd
legtdbb v-t kapjunk.

23.8. Feladat:

Arbitrazs a valutavaltasi arfolyamokban rejlé egyenlétlenségek olyan hasznositasa, amikor egy
valuta 1 egységébdl elindulva, egy valutavaltasi sorozat lefolytatdsa utdn ugyanazon valuta 1
egységénél nagyobb értékére tesziink szert. (Pl.: 1 dollarért vesziink 0,7 fontot, majd a fontot
atvaltjuk frankra 9,5-es szorzdval, majd a frankot ismét dollarra valtjuk 0,16-os szorzoval, ekkor
0,7%9,5%0,16=1,064. Tehat 6,4%-os haszonra tettiink szert.) Adjunk algoritmust, amely
meghatarozza, hogy létezik-e a valutaknak ilyen sorozata, és ha létezik, adjunk meg egy ilyet.

23.9. Feladat:

Adott egy élsulyozott, iranyitott vagy irdnyitas nélkiili véges graf. Tovabba adott egy s € V
forras (kezd6csucs) és v € V célcsdcs. Adjunk algoritmust, amely meghatarozza s-bdl v-be
vezet§ leghosszabb utat és annak hosszat. Milyen esetekben tudjuk megoldani a feladatot?
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24. Legrovidebb utak és tranzitiv lezart

Floyd algoritmus

Leiras:

A feladatunk most az, hogy nem csak egy csdcsbdl, hanem az 6sszes csucsbdl kiindulva
meghatarozzuk a legrévidebb utakat. Erre nyilvan a legegyszeriibb megoldast az jelenti, ha
minden csucsb6l kiindulva lefuttatjuk a Dijkstra vagy a Bellman-Ford-algoritmust, annak
fiiggvényében, hogy a graf tartalmaz-e negativ koltségii élt. Amennyiben igen, akkor O(n2e)
miveletigényt kapunk, ami siir(i grafok esetén O(n*). A Floyd algoritmus azonban egy
nagysagrenddel gyorsabban, 0(n?) idében oldja meg ezt a feladatot.

Floyd algoritmusdban induljunk ki egy egyszer(, irdnyitott vagy irdnyitatlan, sdlyozott
grafbdl, amely tartalmazhat negativ élkoltségeket is, de negativ 6sszkoltségli koroket nem. Az
algoritmus a k-adik iteracidban eldéllitja azokat a legrovidebb utakat, amelyeknek kozbiilsé
csucsai k-ndl nem nagyobb sorszamuak. (Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy
V ={1,2,..,n}.) Ezen utak hosszat taroljuk a D™ matrixokban (k=0,1,..,n). Ekkor DO
megegyezik a graf csiicsmatrixaval, D(®)-t pedig az alabbi formulaval kaphatjuk meg D *~D-b4l.

p{ = min{p™, D™ + DE P} wijev

Ennek megfelel6en az algoritmus n menetet végez k =1,..,n értékekre, és minden
menetben minden i,j € V csucsparra végrehajtunk egy D[i, ] : = min{D[i,j], D[i, k] + D[k, j]}
értékadast. Kezdetben pedig a D matrix a graf csticsmatrixaval egyezik meg. igy nyilvan egy
0(n3)idejli algoritmust kapunk, amely miikoédik negativ élkoltségek esetén is, tehat
nagysagrendileg sikeriilt javitanunk a Bellman-Ford-algoritmus tobbszori futtatdsanak
miiveletigényén.

Példa:
Szemléltessiik a Floyd-algoritmust a kovetkez6 4 3 2 2
csucsbadl allg irdnyitatlan grafon. Els6 1épésben vegyiik
fel D matrixnak a graf csticsmatrixat, azaz legyen 1 4
0 3 2 oo > 1
po—[3 0 @ 2| 3
2 oo 0 1
o 2 1 0

Elsé iteracios 1épésben vegyiik kozbiils6é csticsnak az 1-es cstcsot, vagyis vizsgaljuk az 1-es
csucsbdl kiindulo éleket, és ekkor a 2 és 3 csudcsok kozott talalunk egy 3 + 2 = 5 hosszu utat, ami
jobb, mint a korabbi végtelen, ezért feliilirjuk, és az alabbi D) matrixhoz jutunk.

A masodik iteraciéban olyan utakat kerestink, amelyeknél a belsd csucs sorszama legfeljebb
2. Ekkor sikeril talalnunk utat az 1-es és 4-es csucsok kozott, ahol korabban nem volt Gt. Ennek
hossza 3 + 2 =5 lesz.

A harmadik iteracidban mar csak javitd utakat vizsgalunk (hiszen a matrixban mar nincs
végtelen érték). A 3-as cstcson atmend, 1-b6l 4-be vezet§ Ut hossza 3, ami rovidebb a
korabbindl, ezért azt feltlirjuk.
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Végiil, a negyedik 1épésben megnézziik a 4-es csicson athaladé utakat, és talalunk a 2-esbél
3-asba vezet6, 3 hosszu utat (ezt javitjuk), és a 2-esb6l az 1-esbe vezetd 5 hosszu utat (ezt nem
javitjuk), igy megkapjuk a végeredményt.

[0 3 2 o

D@D = D@ =

2
1
0
] D(4) =

N U1 O
= o Ul

D(3) =

WNWS gy w

o Ul N
S RLr N W

N UTO W
WNWo 1IN WO

N WO Ww NMNun1ow
RO wN PO UTN
O RLr NW O RPN Ul

24.1. Feladat:

Alkalmazzuk a Floyd-algoritmust az alabbi grafokra, és minden lépésben dbrazoljuk a valtozast a
csucsmatrixon:

a) b) 1

Warshall algoritmus

Leiras:

Egy graf tranzitiv lezdrtja az a graf, amelyben két csucs kozott pontosan akkor van él, ha az
eredeti grafban van Ut a két csucs kozott, tehat egy olyan grafot szeretnénk el6allitani, amelynek
élei az eredeti graf utjai, és ehhez meg kell allapitanunk minden csdcsparra, hogy az eredeti
grafban van-e ut kozottiik. (Nyilvan a probléma inkabb iranyitott grafokra érdekes.)

Ez a feladat nagyon hasonlit a Floyd-algoritmus feladatara, a kiilonbség minddssze annyji,
hogy nem az élkoltségekre vagyunk kivancsiak, pusztdn az élek létezésére, azaz elég logikai
értékeket hasznalnunk. Igy kapjuk a Warshall-algoritmust, amelynek miiveletigénye nyilvan
megegyezik a Floyd-algoritmuséval, de a gyakorlatban gyorsabb lehet, hiszen logikai értékekkel
egy szamitogép hatékonyabban tud miiveleteket végezni, mint szdmokkal.

Kezdetben vegyiink egy olyan W logikai matrixot, amelyben Wi, j] pontosan akkor igaz, ha
van él i csicsbol j-be vagy i = j. Ezutan minden k-adik iterdciéban minden i,j € V csdcsparra
végrehajtunk egy Wi, jl: = WI[i,jl v (WIi, k] A W]k, j]) értékadast.
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Példa:

Tekintsiik a kovetkezd irdnyitott grafot, és
alkalmazzuk ra a Warshall-algoritmust. Induljunk ki 1
egy olyan matrixbdl, amely csak azt tartalmazza, hogy
két csucspont kozott van-e él, tehat legyen:

A
N

[ihiih]

|i @ h h i 3 [ 41 5
w®O=|p h i h hl

hoioid 4

h h h i i

Els6 iteracidban nézziik meg, hogy az 1-es csticson mint kdzbiilsé csticson keresztiil vezet-e
Uj 4t a matrixban. Ilyen lesz a 2 -1 -3, és a2 - 1 — 4 ut, ezeket bevessziik a matrixba.
Masodik iteraciéban a 2-es cstcson keresztiil haladé utakat vizsgaljuk, igy bekeriilla4 -2 - 5
ésa4 — 2 - 11t tehat a 4-es csticsbdl mar minden csucs elérhetd lesz. A harmadik iteraciéban
a 3-as csucsbol nem vezet ki él, ezért Gjabb utat nem talalunk a matrixban, ellenben a negyedik
1épésben a kovetkezé utakat taldljuk:1 -4 -2,1-4-52-555-4-525-54-52->515->
4 - 3.

[i h i i R [ h i i h [ii i 1
[i @ i@ i i i @ i i i AR A S
WO =lph b i h k|l W®=lh i h h|] WH=wO®=[p h i B n
h i Qi 4 P i i iiJ PR
h h h i i h h h i i h i Qi J

Az utolsé 1épésben az 5-0s cstcson atmend utakat vizsgaljuk, amelyek nem jelentenek
tovabbi valtozast. Az eredményiil kapott W matrix alapjan pedig elkészithetjiik a graf tranzitiv
lezartjat (ami mar nem lesz sikba rajzolhato).

\4/

24.2. Feladat:

Alkalmazzuk a Warshall-algoritmust az aldbbi grafokra, és minden lépésben abrazoljuk a
valtozast a csticsmatrixon:

a) b) 2

/ \
1 4
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24.3. Feladat:

Adjuk meg a Warshall-algoritmust az abrazolas szintjén struktogram vagy pszeudokod
segitségével

a) csucsmatrixos abrazolas esetén;

b) éllistas abrazolas esetén.

24.4. Feladat:

Ha a Warshall-algoritmus matrixdban mar minden értéket igazra valtottunk, akkor
természetesen a tovabbi iteracidékat nem kell lefuttatnunk, hiszen tgysem talalndnak djabb utat.
Gyorsitsuk tehat az algoritmust azzal, hogy ha mar minden értéket igazra valtott, akkor alljon le.
Ezt az otletet finomithatjuk agy, hogy ha egy adott sorban minden érték igazza valt, akkor a
tovabbi menetek sordn azt a sort kihagyjuk.
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25. Minimalis koltségii feszitofak

Piros-kék és Kruskal algoritmusok

Leiras:

Allitsuk elé egy iranyitatlan, 6sszefiiggd grafnak a minimdlis kéltséqii feszitéfdjdt, vagyis azt a
részgrafjat, amely fa, minden cstcsat lefedi, és ezek koziil a legkisebb az 6sszkoltsége (ha vannak
azonos élkoltségek, akkor ez nem feltétleniil egyértelmii).

Az absztrakt piros-kék eljdrdsban a célunk, hogy a feszit6faba keriilé éleket kékre (kék
szabdly), a nem faba Kkeriil6 éleket pedig pirosra szinezziik (piros szabdly) amig van nem
szinezett él a grafban. A kék szabdlynal vdalasszunk ki egy olyan XSV, X #0,X #V
csucshalmazt, amelybdl még nem vezet ki kék él, és szinezziik a legkisebb koltségii kivezetd élt
kékre. A piros szabalynal valasszunk egy kort a grafban, amely még nem tartalmaz piros élt, és
szinezziikk a legnagyobb koltségli élt a korben pirosra. Bizonyithatd, hogy az eljaras soran a
szinezés végig Un. takaros lesz - azaz nem szineziink olyan élt kékre, amely nem kertilhet be a
minimalis feszit6faba, és nem szineziink olyan élt pirosra, amely nem hagyhaté ki beléle -,
tovabba nem akad el, amig minden él szines nem lesz, és a végén egy minimadlis feszit6fat
kapunk.

Az absztrakt piros-kék eljaras egyik megvalositasa a Kruskal-algoritmus, amely abbdl indul
ki, hogy a graf minden pontjat egy kék fanak veszi (ezeket eltarolhatjuk valamilyen halmaz
adatszerkezet segitségével vagy a csucsok szamozasaval), majd minden 1épésben kivalasztja az
egyik minimalis koltségli, még be nem szinezett élt a grafban. Ha az él két végpontja azonos
faban van, akkor az élt pirosra szinezi, kiillonben kékre, és 0sszevonja a két csticshoz tartozé fat
egy faba. Az algoritmus akkor ér véget, ha mar csak egy kék fa taldlhat6é a grafban, amely egy
minimalis koltségl feszitéfa lesz.

25.1. Feladat:

Hatarozzuk meg az aldbbi grafok minimalis koltségli feszit6fajat. Alkalmazzuk a piros, kék
szabalyokat felvaltva, amig lehet.

a) 4 2 b) 1 2
1 2 3 1 2 3
4
4 8 3 5 2 2 1 5
2 4 2
4 5 4 5 6
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c) d)

25.2. Feladat:

Megoldhat6-e a minimalis koltségl feszit6fa keresése
a) csak piros szabaly alkalmazasaval;

b) csak kék szabaly alkalmazasaval?

25.3. Feladat:

Tegyiik fel, hogy a piros-kék eljarassal a G graf egy minimadlis feszit6fajat mar eldallitottuk.
Hogyan lehet modositani ezt a fat, ha G-hez hozzavesziink egy j csucsot és az ehhez kapcsolodé
éleket?

25.4. Feladat:

Hatarozzuk meg a 7.7.1. feladatban megadott grafok egy minimalis feszit6fajat a Kruskal-
algoritmus segitségével. Hasonlitsuk 6ssze az eredményt a piros-kék algoritmus eredményével.
Ha vannak eltérések, azok milyen okra vezethetdk vissza?

25.5. Feladat:

Valésitsuk meg a Kruskal-algoritmust csicsmatrixos vagy éllistas abrazolas esetén tigy, hogy a

csucsokat szadmozzuk aszerint, hogy melyik kék faba tartoznak, és a fak Osszevondasanal

valamelyik fa csticsaihoz tartozé értékeket atirjuk.

a) A minimalis koltségli szintelen él kivalasztasahoz hasznalhatunk egy (u,v): = MinArc(C)
fliggvényt, amely visszaadja a megfelel6 él u és v végpontajiat.

b) Az élek kivalasztasat valdsitsuk meg oly mdédon, hogy el6szor az éleket a koltségiik szerint
novekvé sorrendbe rendezve eltaroljuk valamilyen adatszerkezetben, majd ebben a
sorrendben dolgozzuk fel 6ket.

25.6. Feladat:

A Kruskal-algoritmus kritikus része a fak abrazolasa. Hogyan oldhatnink meg ezt minél
hatékonyabban?
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Prim algoritmusa

25.7. Feladat:

Szemléltessiik a Prim-algoritmus miikodését a 7.7.1. feladatban megadott grafokon. rjuk fel a
minQ prioritdsos sor, valamint a d és II tombok tartalmat menetenként (minden minQ-bol
torténd kivitelnél).

25.8. Feladat:

Irjuk fel a Prim-algoritmust
a) csucsmatrixos abrazolas esetén, linearis minimumkeresés mellett;

b) éllistas abrazolas esetén, kupac felhasznalasaval.

25.9. Feladat:

Tegyiik fel, hogy a G graf egy minimalis feszit6fajat mar el6allitottuk. Milyen gyorsan lehet
modositani ezt a fat, ha G-hez hozzavesziink egy 0j csuicsot és az ehhez kapcsolodo éleket?

25.10. Feladat:

Tegyiik fel, hogy a G iranyitatlan, sulyozott graf élsulyai [1..W] egészek. Hogyan lehetne
gyorsitani a Prim-algoritmust?
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26. Mélységi bejaras

26.1. Feladat:

Szemléltessiik a mélységi bejarast az alabbi grafokon. Minden cstics mellé rogzitsd a mélységi és
befejezési szadmokat, az éleknek pedig adjuk meg a tipusat (faél, eldreél, visszaél, keresztél).

A [ o 2 D) [ > 2 J 3
A
\4
3 o 4 4
[ o 2 > 3 D 1k 2 ‘E
A 4 A 4 v A 4 A
4 E 6 4 5

26.2. Feladat:

[rjuk fel a mélységi bejarast a reprezentacio szintjén
a) csucsmatrixos abrazolas esetén;

b) éllistas abrazolas esetén;

€) csucsmatrixos abrazolas esetén ugy, hogy az algoritmus Kkiirja az élek tipusat is (ehhez
hasznaljuk az absztrakt Write(u, v, type) fliggvényt).

26.3. Feladat:

a) Elegend6 lenne-e a mélységi bejaras soran csak két szint hasznalni?
b) Iranyitott graf esetén hogyan lehet a szinezés alapjan azonositani az egyes éltipusokat?

c) Iranyitatlan grafoknal milyen éltipusok lehetnek, és a mélységi bejaras soran hogyan
azonosithatjuk azokat?

d) Lehet-e olyan eset a mélységi bejaras soran, hogy egy iranyitott graf u csicsa a keresés utan
egy olyan mélységi faba kertil, amely csak az u cstcsbél all, annak ellenére, hogy G-ben
vannak u-ba bevezetd és u-bol kivezeto élek?

26.4. Feladat:

Adott egy G iranyitatlan graf. Adjunk algoritmust, amely G komponenseit Kiszinezi. (Az
azonos komponensbe esd csicsokat azonos, a kiillonb6zé komponensbe es6 csticsokat kiilonboz6
szinfire.)

26.5. Feladat:

Adott egy G iranyitott graf. Adjunk algoritmust, amely G (gyengén) 6sszefiiggé komponenseit
kiszinezi. (Az azonos komponensbe es$ csucsokat azonos, a kiilonb6zé komponensbe esd
csucsokat kiillonb6z6 szintire.)
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26.6. Feladat:

A G grafon lefuttattuk a mélységi bejarast, de sajnos a grafot és a IT tombot kitoroltik, csak az
mszam (beszam) és a bszam (kiszam) tombjeink maradtak meg. Adjunk algoritmust, amely
eléallitja a mélységi feszit6 erddt, azaz a IT tombot.

26.7. Feladat:

Adjunk algoritmust annak eldontésére, hogy egy grafban barmely u,v € V csucsra legfeljebb
egy egyszeri Ut vezet u-bol v-be

a) iranyitatlan graf esetén;

b) irdnyitott graf esetén.

26.8. Feladat:

Adjunk hatékony, az er6forrasgraf topologikus rendezésén alapuld eljardst holtpontok
megel6zésére.

26.9. Feladat:

Adjunk O(n+e) futdsi idejli algoritmust egy iranyitott graf komponensgrafjanak a
meghatarozasara. Ugyeljiink arra, hogy legfeljebb egy él kosse ossze az algoritmus Altal
el6allitott komponensgraf csucsai.
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29. Huffman-kod

Leiras:

A Huffman-kédolds egy olyan eljaras, amelyben a bemenet szimbélumait a gyakorisaguk
alapjan kodoljuk kiilonb6z6 hosszisagu bindris sorozatokkal, igy probalva helyet megtakaritani.
Példaul ha egy szoveg nagy része 'a’ betlikbdl all, akkor nyilvan célszeri az 'a’ betli kodjanak egy
nagyon rovid binaris szamot venni, példaul az 1-et, mint egy hosszabb kddot, hiszen igy rovidiil
le a legjobban a széveg. Fontos azonban, hogy amikor az egyes szimbdlumokat nem azonos
hosszusagu bindris sorozatokkal kédoljuk, akkor valamilyen mas médon kell biztositanunk,
hogy a szimbo6lumok hatarai felismerhet6k legyenek. Erre egy kézenfekvd lehetdség, hogy un.
prefixmentes kddot (prefixkodot) allitunk el6, vagyis az egyes szimbdélumok kddsorozatai kozott
egyik sem valddi prefixe a masiknak.

A Huffman-kédolas 4 1épésbdl all. Az els6 1épésben megszamoljuk, melyik szimbélumbél
mennyi taldlhaté az adatsorozatban. A szimbdlumokat és el6fordulasi gyakorisagukat
(frekvencidjukat) egy minimum-kivalaszté prioritasos sorban taroljuk. Ezt felhaszndlva a
masodik 1épésben felépitjiik az tigynevezett Huffman-fdt, amelybdl a harmadik 1épésben minden
szimbolumnak ki tudjuk olvasni a kddjat, és létrehozzuk a kodtablat. Az utolsd 1épésben a
kodtabla alapjan szimbdélumonként kédoljuk a bemenetet.

A Huffman-fa egy binaris fa, amelynek levélcsicsai a szimbdlumokat tartalmazzak, a
gyokértdl az egyes levelekbe vezet6 (egyértelmi) utak élei pedig a megfeleld szimbolum kodjat
irjak le oly médon, hogy egy elemtdl a bal gyereke felé haladva 0-t, a jobb gyereke felé 1épve
pedig 1-t olvasunk a k6dhoz. A fat a kovetkez6 eljarassal épitjiik fel:

1. Kivessziik az els6 két elemet a prioritasos sorbol.

2. Létrehozunk egy 1j sziilécsucsot, amelyhez ez a két elemet hozzakapcsoljuk. Az 1) részfa
frekvencidja a két gyereke frekvenciajanak 6sszege lesz.

3. Az\jrészfat hozzaadjuk a prioritasos sorhoz.

4. Ha mar csak egy elem maradt a prioritasos sorban, akkor az az eléallitott Huffman-fa,
kiilonben pedig ugorjuk az 1. 1épéshez.

A Huffman-kédoldsnak tobb tovabbfejlesztett valtozata van, pl. n-aris faval dolgozas,
kédhossz megszoritasos, sablon frekvencias. Az algoritmust példaul a JPEG képformatumnal, az
MP3 hangformatumnal és a ZIP tomoritésnél hasznaljak.

Példa:

Vegylik a kovetkez6 adatsorozatot: 1423132101321321552514312421. Tegyiik fel, hogy
eredetileg minden szamjegyet 3 biten abrazoltunk. Igaz, 3 biten mar 8 kiilonb6zé szimbolumot
tudunk meghatarozni, de 2 biten még csak 4-t, ezért mindenképpen legalabb 3 bit kell. Ekkor az
adatsor hossza 28 - 3 = 84 bit.

1. Hatarozzuk meg az adatsorozatban talalhat6é értékeket (0,1,2,3,4,5) és frekvencidjukat
(1,8,7,5, 3, 3). Az ezekbdl alkotott rendezett sorozat: (0,1), (4,3), (5,3), (3,5), (2,7), (1,8).

2. Epitsiik fel a Huffman-fat:

1. A (0,1) és a (4,3) parokat kivessziik a prioritasos sorbol, ezek sziil6je (* ,4) lesz (jelolje a
* azt, hogy ez egy belsé csucs), amit betesziink a sorba: (5,3), (*,4), (3,5), (2,7), (1,8).
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2. Az (5,3) és a (*,4) parokat kivessziik, ezek sziil6je (*,7) lesz, amit betesziink a
prioritasos sorba: (3,5), (2,7), (x,7), (1,8).

3. A (35) és a(2,7) parokat kivessziik, ezek sziiléje (*,12) lesz, amit betesziink a
prioritasos sorba: (*,7), (1,8), (*,12).

4. Az (*,7) és (1,8) parokat kivessziik, ezek sziiléje (*,15) lesz, amit betesziink a
prioritasos sorba: (*,12), (*,15).

5. A (x,12) és (*,15) parokat kivessziik, ezek sziil6je (*,27) lesz, amit betesziink a
prioritasos sorba:(*,27).

6. A sor mar csak egy elembdl 4ll, ez lesz a menet kdzben mar felépitett fa gyokere.

* (27
O/\l
* (12 * 115
3 |5 2 |7 * 1 (8

7
2D
3] |* |4
AN
1 ||4

3

3. A fa alapjan leirhatjuk a szimbdlumokhoz tartozé koédokat, dgy, hogy a gyokérbdl
végighaladunk az 6sszes agon, amig levélhez nem ériink. Igy a generalt kédtablank:

0: 1010 1: 11 2: 01
3: 00 4: 1011 5: 100

Hasonlitsuk 6ssze a kod eredeti hosszat a generalt kéd hosszaval. A kddolt sorozat hosszat
koénnyen megkaphatjuk Ugy, hogy a szimbdlumok el6fordulasi szamat megszorozzuk a kodjuk
hosszaval, és ezek Osszegét vessziik, tehat 4-1+2-8+2-7+2-54+4-3+4+3-3 =65 bit.
Eredetileg 84 bit hosszu volt a sorozatunk, igy 19 bitet tudtunk megtakaritani, a témorités soran
a sorozatot 22,6 %-kal redukaltuk. Fontos azonban, hogy a kddolt sorozat visszafejthetéségéhez
tarolnunk kell a felépitett kodtablat is, igy ilyen révid inputok esetén a kddolt sorozat tébbnyire
hosszabb lesz az eredetinél. J6val nagyobb inputok esetén azonban a kddtdbla mérete mar
sokkal kisebb lehet, mint a megsporolt bitek szama, igy érdemes a modszert alkalmazni.
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29.1. Feladat:

Adottak az alabbi sorozatok. Készitsiik el a hozzajuk tartozé Huffman-fat, illetve kédtablat.
Szamoljuk ki a keletkezett k6d hosszat (kddtabla, valamint kod)

a) ,abcdbaaaeebcbabcbabdecbabcbabc” (8 bit-es karakterek);

b) ,algortimusok adatszerkezetek” (8 bit-es karakterek);

c¢) 34526532653451623553453665154333;

d) 439623446701233466866328764;

e) (0,1,0),(1,1,1),(1,1,1), (0,0,1),(1,1,1), (1,0,0), (0,0,1), (0,0,0), (1,1,0), (1,0,0), (0,1,1), (0,0,0);
f) (0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(1,1,0),(0,0,1), (1,0,1), (0,0,0), (0,1,1), (1,1,1), (0,0,1), (1,1,1), (1,1,0).

29.2. Feladat:

Valésitsuk meg a Huffman-kodolas egyes részalgoritmusait ADS vagy reprezentacids szinten,
alkalmazhatjuk a korabban tanult adatszerkezeteket, illetve azok eljarasait. Szamitsuk ki az
algoritmusok miveletigényét.

a) Adatsor beolvasasa, és az értékek szamanak meghatarozasa (ehhez hasznalhatunk példaul
két sort, illetve a sor Exists(q, e) fliggvényét, amely lekérdezi, hogy a sorban megtalalhat6-e
az elem).

b) Ertékek alapjan a Huffman-fa felépitése (implementaljuk olyan facsticsokkal, amelynek
elérhetd a bal, illetve jobb gyereke).

c) Huffman-fa alapjan a kdédtédbla 1étrehozasa (a kodfat egy listdban hozzuk létre).

d) Adatsor kddolasa a kddtabla alapjan.

29.3. Feladat:

Valositsuk meg a kovetkez6 modositasokat a Huffman-kddolas algoritmikus leirasaban.
a) Ne készitsiink kiilon kédtablat, hanem a kédokat kozvetleniil a kddfa segitségével olvassuk

ki, linearis algoritmus segitségével (hasznaljunk sziilére val6é hivatkozast). Szamitsuk ki a
modositasok miiveletigényét.

b) Ne kétagd, hanem 4 aga fat hozzunk létre. Vizsgaljuk meg, ez mennyiben befolyasolja a
generalt fa magassagat, a generalt kod hosszat, illetve a keresés idejét.
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30. LZW algoritmus

Leiras:

Az LZW (Lempel-Ziv-Welsh) algoritmus olyan tomdoritési eljaras, ahol a kddtablat a bemend
adatok feldolgozasa kozben épitjiik fel. A tabla kezdetben a szimbolumok koédjait tartalmazza -
példaul az angol abécé betiiihez 5 hosszu bitsorozat vagy az ASCII karakterekhez 8 hosszu
bitsorozat -, majd a kovetkezd algoritmus alapjan épiti tovabb a kédtablat:

1. Kezdésnek s legyen az adatsor els§ betlije
2. Beolvassa a kovetkezd szimbolumot az adatsorozatbdl, legyen ez x.

3. Ha kifogytunk az adatsorbdl - iires karaktert vagy vége jelet olvastunk be -, akkor irjuk be
s-ta kédba.

4. Ha az sx (egymas utan irva) mar benne van a kdédtdbldban, akkor legyen s = sx, és
menjiink az elsd 1épésre.

5. Ha az sx még nincs benne a koédtablaban, akkor irjuk ki s kodjat, vegyiink be sx-t a
kédtablaba a kovetkez6 koddal. Legyen s = x, és menjiink az els6 1épéshez.

Az algoritmus elénye, hogy a kddtablat nem kell mellékelni a kddhoz, hiszen azt a dekodolas
sordn automatikusan vissza tudja generdalni az algoritmus, feltéve, hogy a szimbdélumok kodjai a
dekddold algoritmusnal megegyeznek a kédolé algoritmuséval. A dekddolas tehat szinte teljes
mértékben megegyezik a kddolassal, azzal a kiilénbséggel, hogy nem a szimbélumokhoz irja ki a
kédot, hanem a kédokhoz a szimbo6lumot.

Az LZW algoritmus a ma gyakorlatban hasznalt adatkédolasi eljarasok legtobbjének alapija,
konkrétan az eljaras példaul a PDF dokumentumformatumnal, illetve a GIF és TIFF
képformatumoknal hasznaljak.

Példa

Kédoljuk a kovetkez6 sorozatot az LZW algoritmussal: TOBEORNOTTOBEORTOBEORNOT.
Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all az angol dbécé 26 karakterének kodja, amik 1 és 26
kozotti szamot rendelnek a betlikh6z (a = 1, z = 26). Ha az lizenetet tomorités nélkiil kiildenénk,
akkor egy szimbdélumot 5 biten tudnank koédolni, a szoveg 24 karakterbdl all, tehat a
tomoritetlen izenet hossza 120 bit.

A tomoritési eljarast felirhatjuk egy tabla segitségével is, amelynek oszlopai:
e x:az aktualisan kiolvasott karakter, jelolje # a szoveg végét,
e sx:amegmaradt karakter és az Uj karakter 6sszeillesztése,
e K:1jelem hozzavétele a kodtablaba,
e 5:1j elem hozzavétele a kodba,
e s:amivelet végrehajtas utdn megmaradt karakter.

Hajtsuk végre az algoritmust a szovegen.

X SX K [S |s
T T
0 T0 28 120 | O <+—az alap Kkddtibldban 27-ig voltak

sorszamozva az elemek, ezért az 0j elem
sorszama 28 lesz
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OB 29 |15 | B

BE 30 |2 E

EO 311° 0 az algoritmus ezen a ponton a 32. kédot

OR 32 |15 |R <«—— generdlja a kodtablaba, ami mar nem fér
el 5 biten, ezért ettdl a ponttdl 6 biten kell

RN 33 |18 (N tarolnia a kodot, ezért a korabbi kodokat

NO 34 114 |0 is lecseréli 6 bitesre

oT 35 115 | T

TT 36 |20 (T

TO TO

TOB 37 |28 |B

BE BE

BEO 38 |30 | O

OR OR

ORT 39 |32 (T

TO TO
TOB TOB

TOBE 40 |37 | E

EO EO

EOR 41 |31 |R

RN RN

RNO 42 133 | O

oT oT

Hf Hl o =2 ™ Of m|f W O] Hf ™ O m| W O] H H| O] Z| ™ O m

OT# 43 (35 | #

Tehat a generalt kddunk a kovetkez6: 20 15 2 5 15 18 14 15 20 28 30 32 37 31
33 35. Ehhez hozzatartozik, hogy az elsé 6t elem még 5 bit hosszan keriilt be a kddba, mig az
utana koévetkezok 6 biten. Tehat a kédunk bindrisan dbrazolva: 10100 01111 00010 00101
01111 010010 001110 001111 010100 011100 011110 100000 100101 011111
100001 100011.

Nézzilik meg, mennyi helyet foglal el a tomoritett szoveg. A kédtablankban vannak 5 hosszy,
illetve 6 hosszu kddok is, és az algoritmus az els6 5 helyen irt ki 5 hosszu kddot, mig a tovabbi 11
helyen 6 hosszut irt ki, tehat a kéd hossza: 55 + 11 - 6 = 91 bit lesz, mig az eredeti 120 bit volt,
tehat a szoveg hosszat 24,1%-kal csokkentettiik a tomorités soran.
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30.1. Feladat:

Adottak az aldbbi sorozatok. Tomoritsiik a sorozatokat az LZW algoritmussal, adjuk meg a
sorozatok kodjat. Szamitsuk ki a tomorités méretét, majd alakitsuk vissza dekoédolassal az
eredeti sorozatot.

a) ,abbbaaacbcbabbbbb” (kezdeti kddtabla: 26 karakter);

b) ,bababababababababa” (kezdeti kddtabla: 26 karakter);

C) ,aaaaaaaaaaaaaaaaaaa”’ (kezdeti kddtabla: 26 karakter);

d) ,algoritmusok adatszerkezetek” (kezdeti kddtabla: 256 ASCII karakter);

e) ,lenni vagy nem lenni lenni vagy nem lenni” (kezdeti k6dtabla: 256 ASCII karakter);
f) 111111111111111111 (kezdeti kddtabla: 2 szamjegy);

g) 100110001111001010 (kezdeti kédtabla: 2 szamjegy);

h) 345265326534516235534 (kezdeti kddtabla: 10 szamjegy).

30.2. Feladat:
a) Készitsiik el az LZW-kddol6 algoritmus struktogramjat.

b) Készitsiik el az LZW-dekddolo algoritmus struktogramjat.
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