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BEVEZETES

»A programozds az a mérnoki tevékenység, amikor egy feladat megoldasara programot
keszitiink, amelyet azutan szamitogépen hajtunk végre.” E latszolag egyszerli meghatarozasnak a
hatterében tobb figyelemre méltd gondolat rejtdzik.

Az egyik az, hogy a programkészités célja egy feladat megoldasa, ezért a programozas
soran mindig a kitiizott feladatot kell szem el6tt tartanunk; abbol kell kiindulnunk, azt kell
elemezniink, részleteiben megismerniink.

A masik gondolat az, hogy a program fogalma nem kotédik olyan szorosan a
szamitégéphez, mint azt hinnénk. A programozas valdjadban egymastol jol elkiilonithetd — bar a
gyakorlatban 0Osszefon6dd — résztevékenységekbdl all: eldszor kitalaljuk, megtervezzik a
programot (ez az igazan nehéz 1épés), aztan atfogalmazzuk, azaz kddoljuk azt egy szamitdgép
szamara érthetd programozasi nyelvre, végiil kiprobaljuk, teszteljiik. Nyilvanvald, hogy az elso a
Iépésben, a programtervezésben szinte kizardlag a megoldando feladatra kell 6sszpontositanunk,
¢s nem kell, nem is szabad t6rddniink azzal, hogy a program milyen programozasi kornyezetbe
agyazodik majd be. Nem veszhetiink el az olyan kérdések részletezésében, hogy mi is az a
szamitogép, hogyan miitkddik, mi az operacids rendszer, mi egy programozasi nyelv, hogyan
lehet egy programot valamely szdmitogép szamara érthetdvé, végrehajthatova tenni. A program
Iényegi része ugyanis — nevezetesen, hogy a feladatot megoldja — nem fiigghet a programozasi
kdrnyezettdl.

A programtervezést egy olyan folyamatnak tekintjiik, amely sordn a feladatot (jabb és
ujabb, egyre részletesebb forméaban fogalmazzuk meg, mialtal egyre kozelebb keriiliink ahhoz a
szamitogépes kornyezethez, amelyben majd a feladatot megoldd program miikddik. Ehhez azt
vizsgaljuk, hogyan kell egy feladatot felbontani részekre, majd a részeket tovabbfinomitani
egészen addig, amig olyan egyszerii részfeladatokhoz jutunk, amelyekre mar konnyen adhatok
azokat megoldo programok. Ennek a konyvnek a gyakorlati jelentdsége ezeknek a finomitd (mas
szoval részletezd, részekre bontd, idegen széval dekomponald) technikdknak a bemutatasaban
rejlik.

A programtervezésnek és a programozasi kornyezetnek a szétvalasztdsa nemcsak a
programozas tanuldsa szempontjabol hasznos, hanem a programozoi mesterségnek is
elengedhetetlen feltétele. Aki a programozéast egy konkrét programozasi kornyezettel
Osszefiiggésben sajatitja el, az a megszerzett ismereteit mind térben, mind id6ben erdsen
korlatozottan tudja csak alkalmazni. Az allandéan valtozé technikai kornyezetben ugyanis
pontosan kell latni, melyik ismeret az, amit valtoztatas nélkiil tovabb hasznalhatunk, és melyik
az, amelyet id6r6l idére ,le kell cserélniink”. A programtervezésnek az alapelvei, modszerei,
egyszoval a gondolkoddsmoéd nem valtozik olyan gyorsan, mint a programozési kornyezet,
amelyben dolgoznunk kell.



A bevezetd mondathoz kapcsolodo harmadik gondolat a mérnoki jelz6ben rejlik. E szerint
a programkészitést egy vilagosan rogzitett technoldgia mentén, szabvanyok alapjan kell végezni.
A legosszetettebb feladat is megfeleld elemzés soran felbonthatd olyan részekre, amelyek
megoldasara mar rendelkeziink korabbi mintakkal. Ezek olyan részmegoldasok, amelyek
helyessége, hatékonysadga mar bizonyitott, haszndlatuk ezért biztonsagos. Kézenfekvo, hogy egy
uj feladat megoldasahoz ezeket a kordbban mar bevalt mintdkat felhasznaljuk, ahelyett, hogy
mindent teljesen elejérdl kezdjiink el kidolgozni. Ha megfeleld technologiat alkalmazunk a
mintdk ujrafelhasznalasanal, akkor a biztonsdgos mintdkbol garantaltan biztonsagos megoldast
tudunk épiteni.

Ebben a kotetben a programtervezést allitottam kozéppontba: a feladatok specifikaciojabol
kiindulva azokat megold6 absztrakt programokat készitiink. Célom egy olyan programozasi
modszertan bemutatasa, amelyik feladat orientalt, elvalasztja a program tervezését a terv
megvaldsitasatol, és a tervezés sordn programozasi mintdkat kovet. A programozasi mintdknak
egy specialis csaladjaval foglalkozom csak, mégpedig algoritmus mintakkal vagy mas néven a
programozasi tételekkel.



|. RESZ
PROGRAMOZASI FOGALMAK

Ebben a részben egy programozasi modellt mutatunk be, amelynek keretében a
programozassal kapcsolatos fogalmainkat vezetjiik be. Ez valojaban egy matematikai modell, de
itt keriilni fogjuk a pontos matematikai definicidkat, ugyanis ennek a konyvnek nem célja a
programozasi modell matematikai aspektusainak részletes ismertetése. Ehelyett sokkal fontosabb
meglatni azt, hogy ez a modell egy sajatos és nagyon hasznos gondolati hatteret szolgaltat a
kotetben targyalt programtervezési modszereknek.

Fontos példaul azt megérteni — és ebben ez a matematikai modell segit —, hogy mit
tekintiink megoldandé feladatnak, mire kell egy feladat megfogalmazéasaban figyelni, hogyan
érdemes az észrevételeinket rogziteni. Tisztazni kell tovabba, hogy mi egy program, hogyan
lehet azt altalanos eszkdzokkel leirni Gigy, hogy ez a leirds ne kotddjon konkrét programozasi
kornyezetekhez (tehat absztrakt programot irjunk), de konnyedén lehessen beldle konkrét
programokat késziteni. Valaszt kell kapnunk arra is, mikor lesz helyes egy program, azaz mikor
oldja meg a kitlizott feladatot. E kotet késobbi részeiben alkalmazott kiilonféle programtervezési
modszereknek ugyanis ebben az értelemben allitanak el6 garantaltan helyes programokat. Végiil,
de nem utols6 sorban, a programozasi modell jelolés rendszere alkalmas eszkozt nyljt a tervezés
dokumentéléasara.

Az 1. fejezet a programozasi modell alapfogalmait vezeti be. A 2. fejezet egy a feladatok
fogalmat definilja, és vazolja, hogy hogyan lehet matematikai korrektséggel igazolni azt, hogy
egy strukturdlt program megold egy feladatot. A fejezet végén fogalmazzuk meg azt az
igénylinket, hogy egy program ne csak helyes legyen, hanem megengedett is, amely azt
garantdlja, hogy egy absztrakt programot egyszeriien kodolhassunk egy konkrét programozasi
kdrnyezetben.



1. Alapfogalmak

Induljunk Ki a bevezetés azon megallapitasabol, amely szerint a programozdas egy olyan
tevékenység, amikor egy feladat megolddasdara programot készitiink. Ennek értelmében a
programozas harom alapfogalomra épiil: a feladat, a program és a megoldas fogalmaira. Mi az a
feladat, mi az a program, mit jelent az, hogy egy program megold egy feladatot? Ebben a
fejezetben erre adjuk meg a valaszt.

1.1. Az adatok tipusa

Egy feladat megolddsa azzal kezdddik, hogy megismerkediink azzal az informacidval,
amelyet a probléma megfogalmazasa tartalmaz. Nem ujdonsdg, nemcsak a programozasi
feladatokra érvényes, hogy a megoldéas kulcsa a feladat kitlizése soran megjelend informacio
értelmezésében, rendszerezésében és leirasaban rejlik.

Feladatokkal mindenki talalkozott mar. A tovabbiakban felvetéd6 gondolatok
szemléltetése kedvéért most egy ,iskolai” feladatot tliziink ki, amely a kovetkezOképpen
hangzik: ,,Egy nyolc kilogrammos, zéld szemii szidmi macska sétalgat egy belvdrosi bérhdz
negyedik emeleti ablakpdrkanyan. Az esé zuhog, igy az ablakparkany sikos. A cica megcsuszik,
majd a mintegy 12.8 méteres magassagbol lezuhant. Szerencsére a talpara esik! Mekkora foldet
éréskor a (becsapoddasi) sebessége?”

A feladat altal kozvetitett informacio elsd pillantasra igen Osszetett. Vannak lényeges és
lényegtelen elemei; szerepelnek kozottiik konkrét értékeket hordozo adatok és az adatok kozotti
kapcsolatokat leird 0sszefliggések; van, ami kozvetleniil a feladat szovegébdl olvashato ki, de
van, ami rejtett, €s csak a szovegkornyezetbdl kovetkeztethetiink ra.

A ,macskas” feladatban lényegtelen adat példaul a macska szemének szine, hiszen a
kérdés megvalaszolasa, azaz a becsapdodasi sebesség kiszdmoldsa szempontjabol ez nem fontos.
Lényeges adat viszont a magassag, ahonnan a cica leesett. A kinematikat jol ismerdk szamara
nyilvanval6, hogy egy zuhand test becsapddasi sebességének kiszamolasahoz nincs sziikség a
test tomegére sem. Feltételezve ugyanis azt, hogy a macskanak pontszerti teste a Foldon
csapdodik be, a becsapddas sebességét — a feladatban kozvetleniil nem emlitett, tehat rejtett —

v=,2*g=*h képlet (h a magassag, g a nehézségi gyorsulas) segitségével szamolhatjuk ki. Itt a
nehézségi gyorsulds is egy rejtett adat, amelynek az értékét allandoként 10 m/s*-nek vehetjiik,
ennek megfelelden a fenti képlet v =+/20* h -ra modosul.

Abban van némi szabadsdgunk, hogy a feladat szovegében nem pontosan leirt elemeket
hogyan értelmezziik. Példaul a nehézségi gyorsulast is kezelhetnénk bemeneti adatként

ugyanugy, mint a magassagot. SOt magat a becsapddasi sebesség kiszamitasanak képletét is be
lehetne adatként kérni annak minden paraméterével (pl. nehézségi gyorsuldssal, surlodasi



egylitthatoval, stb.) egyiitt, ha a problémat nemcsak a fent leirt egyszerisités (pontszerii test
zuhanésa légiires térben) feltételezése mellett akarnank megoldani Ezek és az ehhez hasonld
eldontendd kérdések teszik a feladat megértését mar egy ilyen viszonylag egyszerii példanal is
bonyolultta.

A feladat elemzését a benne szerepld 1ényeges adatok Osszegytijtésével kezdjik, és az
adatokat a tulajdonsagaikkal jellemezziik. Egy adatnak igen fontos tulajdonsaga az értéke. A
példaban szereplé magassagnak a kezdeti értéke 12.8 méter. Ez egy ugynevezett bemend (input)
adat, amelynek értékét feltétleniil ismerni kell ahhoz, hogy a feltett kérdésre valaszolhassunk.
Kézenfekvd a kitlizott feladatnak egy olyan altalanositasa, amikor a bemeneti adathoz nem egy
konkrét értéket rendeliink, hanem egy tetszélegesen rogzitett kezdeti értéket. Ehhez fontos tudni
azt, hogy milyen értékek johetnek egyaltaldn szoba; melyek lehetnek a bemeneti adatnak a

kezddértékei. A példankban szerepld magassag adat egy nem-negativ valos szam.

Furcsanak tiinhet, de adatnak tekintjiik az eredményt is, azaz a feladatban feltett kérdésre
adhat6 valaszt. Ennek konkrét értékét nem ismerjiik elére, hiszen éppen ennek az értéknek a
meghatarozasa a célunk. A példdban a becsapddasi sebesség egy ilyen — az eredményt
megjelenitd — tgynevezett eredmény vagy kimeneti (output) adat, amelynek értéke kezdetben
definidlatlan (tetszdleges), ezért csak a lehetséges értékeinek halmazat adhatjuk meg. A
becsapddasi sebesség lehetséges értékei is (nem-negativ) valos szdmok lehetnek.

Az adatok masik jellemz6 tulajdonsaga az, hogy az értékeikkel miiveleteket lehet végezni.
A példankban a valos szamokhoz kapcsolodd miiveletek a szokasos aritmetikai miiveletek, a
feladat megoldasanal ezek koziil a szorzéasra és a négyzetgyOkvonasra lesz sziikségiink. Az
adatokrol tovabbi jellemzdéket is Ossze lehetne gyljteni (mértékegység, irany stb.), de a
programozas szempontjabdl ezek nem lényegesek.

Egy adat tipusat az adat dltal felvehetd lehetséges értékek halmaza, az ugynevezett
tipusérték-halmaz, és az ezen értelmezett miiveletek, az ugynevezett tipusmiiveletek egyiittesen
hatdarozzdak meg, mas szoval speciﬁkdljde.

Tekintsiink most néhany nevezetes adattipust, amelyeket a tovabbiakban gyakran fogunk
hasznalni. A tipus és annak tipusérték-halmazat tobbnyire ugyanazzal a szimbdlummal jeloljiik.
Ez nem okoz késobb zavart, hiszen a szovegkdrnyezetbdl mindig kideriil, hogy pontosan mikor
melyik jelentésre is gondolunk.

o Természetes szam tipus. Tipusérték-halmaza a természetes szadmokat (pozitiv egész szamokat
és a nullat) tartalmazza, jele: N. (N a nullat nem tartalmazo természetes szamok halmazat
jeloli.) Tipusmiveletei az 6sszeadas (+), kivonas (—), szorzas (*), az egész osztas (div), az

ZA tipus korszeri definicioja ennél joval arnyaltabb, de egyeldre ez a ,,sziikitett” valtozat is
elegend6 lesz az alapfogalmak bevezetésénél. A részletesebb meghatarozassal a 7. fejezetben
taldlkozunk majd.



osztasi maradékot eldallito mivelet (mod), esetleg a hatvanyozas, ezeken kiviil megengedett
még két természetes szam Gsszehasonlitasa (=, #, <, <, >, >).
Egész szam tipus. Tipusérték-halmaza (jele: Z) az egész szamokat tartalmazza (Z* a pozitiv,

Z a negativ egész szdmok halmaza), tipusmiiveletei a természetes szamokndal bevezetett
miveletek.

Valés szam tipus. Tipusérték-halmaza (jele: R) a valds szamokat tartalmazza (R* a pozitiv,
R a negativ valoés szamok halmaza, Ry’ a pozitiv valos szamokat és a nullt tartalmazo
halmaz), tipusmiiveletei az 6sszeadas (+), kivonds (—), szorzas (*), osztas (/), a hatvanyozas,
ezeken kiviil megengedett két valos szam 6sszehasonlitasa (=, #, <, <, >, ) is.

Logikai tipus. Tipusérték-halmaza (jele: L) a logikai értékeket tartalmazza, tipusmiiveletei a
logikai ,,és” (n), logikai ,,vagy” (v), a logikai ,tagadas” (—) és logikai ,,egyenldség” (=)
illetve ,,nem-egyenléség” (#).

Karakter tipus. Tipusérték-halmaza (jele: K) a karaktereket (a nagy és kisbetiik, szamjegyek,
irasjelek, stb.) tartalmazza, tipusmiveletei a két karakter 6sszehasonlitasai (=, #, <, <, >, ).

Halmaz tipus. Tipusértékei olyan véges elemszamu halmazok, amelyek egy meghatarozott
alaphalmaz részei. E alaphalmaz esetén a jele: 25 Tipusmiiveletei a szokasos elemi
halmazmiiveletek: halmaz lirességének vizsgalata, elem kivalasztasa halmazbdl, elem kivétele
halmazbol, elem berakasa a halmazba.

Sorozat tipus. Tipusértékei olyan véges hosszlisdgi sorozatok, amelyek egy meghatarozott
alaphalmaz elemeibl allnak. E alaphalmaz esetén a jele: E . Tipusmiiveletei: egy sorozat
hosszanak (elemszamanak) lekérdezése (Js|); sorozat adott sorszamu elemére torténd
hivatkozas (Si), azaz egy elem kiolvasasa illetve megvaltozatisa; sorozatba uj elem
beillesztése; adott elem kitorlése.

Vektor tipus. (Egydimenzios tomb) Tipusértékei olyan véges, azonos hosszisagu sorozatok,
mas néven vektorok, amelyek egy meghatarozott alaphalmaz elemeibdl allnak. A sorozatokat
m-t6l n-ig terjedd egész szamokkal szamozzuk meg, mas néven indexeljiikk. Az ilyen vektorok

halmazit E alaphalmaz esetén az E™" jeloli, m=1 esetén egyszeriien E". Tipusmiivelete egy
adott indexli elemre torténd hivatkozas, azaz az elem kiolvasésa illetve megvaltoztatasa. A
vektor elsd €és utolso eleme indexének (az m és az n értékének) lekérdezése is 1ényegében egy-
egy tipusmuvelet.

Matrix tipus. (Kétdimenzids tomb) azaz Vektorokat tartalmazé vektor, amely specialis
esetben azonos modon indexelt E™-beli vektoroknak (agynevezett soroknak) a vektora
(E"™ " vagy masképp jelolve E-""*" ahol E az elemi értékek halmazat jeldli), és amelyet
k=I=1 esetén egyszeriien E""-ként is irhatunk. Tipusmiivelete egy adott sor adott elemére
(oszlopra) torténd hivatkozas, azaz az elem kiolvasésa, illetve megvaltoztatdsa. Tipusmiivelet



még a matrix egy teljes sorara torténé hivatkozas, valamint a sorokat tartalmazd vektor
indextartomanyanak, illetve az egyes sorok indextartoméanyanak lekérdezése.

1.2. Allapottér

Amikor egy feladat minden lényeges adata felvesz egy-egy értéket, akkor ezt az érték-
egyiittest a feladat egy dllapotanak nevezziik.

A ,,macskas” feladat egy allapota példaul az, amikor a magassag értéke 12.8, a sebességé
16. Vezessiink be két cimkét: a h-t a magassag, a V-t a sebesség jelolésére, és ekkor az el6z6
allapotot a roviditett (h:12.8, v:16) formaban is irhatjuk. Az itt bevezetett cimkékre azért van
sziikség, hogy meg tudjuk kiillonboztetni egy allapot azonos tipusu értékeit. A (12.8, 16) jelolés
ugyanis nem lenne egyértelmii: nem tudnank, hogy melyik érték a magassag, melyik a sebesség.
Ugyanennek a feladatnak allapota még példaul a (h:5, v:10) vagy a (h:0, v:10). S6t — mivel az
adatok kozott kezdetben semmiféle Osszefliggést nem tételeziink fel, csak a tipusérték-
halmazaikat ismerjik — a (h:0, v:10.68)-t és a (h:25, v:0)-t is allapotoknak tekintjiik, noha ez
utébbiak a feladat szempontjabol értelmetlenek, fizikai értelemben nem megvaldsulé allapotok.

Az osszes lehetséges dllapot alkotjia az dllapotteret. Az dllapotteret megadhatjuk ugy,
hogy felsoroljuk a komponenseit, azaz az dllapottér lényeges adatainak tipusérték-halmazait
egyedi cimkékkel ellatva. Az dllapottér cimkéit a tovabbiakban az dllapottér valtozoinak hivjuk.
Mivel a valtozo egyértelmiien azonositja az allapottér egy komponensét, ezért alkalmas arra is,
hogy egy konkrét 4llapotban megmutassa az allapot adott komponensének értekét.

A ,macskas” példaban az allapottér a (h:Ro", V:Ro"). Tekintsiik ennek a (h:12.8, v:16)
allapotat. Ha megkérdezziik, hogy mi itt a h értéke, akkor vilagos, hogy ez a 12.8. Ha eldirjuk,
hogy valtozzon meg az allapot v komponense 31-re, akkor a (h:12.8, v:31) allapotot kapjuk. Egy
allapot komponenseinek értékét tehat a megfeleld valtozod nevének segitségével kérdezhetjiik le
vagy valtoztathatjuk meg. Ez utobbi esetben egy masik allapotot kapunk.

Allapottere nemcsak egy feladatnak lehet. Minden olyan esetben bevezethetjiik ezt a
fogalmat, ahol adatokkal, pontosabban adattipusokkal van dolgunk, igy példaul egy matematikai
kifejezés vagy egy program esetében is.

1.3. Feladat fogalma

Amikor a ,;macskéds” feladatot meg akarjuk oldani, akkor a feladatnak egy olyan
allapotabol indulunk ki, ahol a magassag ismert, példaul 12.8, a sebesség pedig ismeretlen. Ilyen
kezddallapot t6bb is van az allapottérben, ezeket (h:12.8, v:+)-gal jelolhetjiik, ami azt fejezi ki,
hogy a masodik komponens definidlatlan, tehat tetszéleges.

A feladatot akkor oldottuk meg, ha megtalaltuk azt a céldallapotot, amelyiknek
sebességkomponense a 16. Egy fizikus szamara a logikus célallapot a (h:0, v:16) lenne, de a
feladat megoldasahoz nem kell a valddi fizikai célallapot megtaldlnunk. Az informatikus



szamara a magassag-komponens egy bemend adat, amelyre eldirhatjuk példaul, hogy 6rizze meg
a kezdoértéket a célallapotban. Ebben az esetben a (h:12.8, v:16) tekintheté célallapotnak. Ha
ilyen el@iras nincs, akkor minden (h: =, v:16) alaka allapot célallapotnak tekinthetd. Allapodjunk
meg ennél a példanal abban, hogy megoérizziik a magassag-komponens értékét, tehat csak egy
célallapotot fogadunk el: (h:12.8, v:16).

Mas magassag-értékli  kezddallapotokhoz természetesen mas célallapot tartozik.
(Megjegyezziik, hogy ha az allapottér felirasanal nem zartuk volna ki a negativ valds szdmokat,
akkor most ki kellene kotni, hogy a feladatnak nincs értelme olyan kezddallapotokon, amelyek
magassag-komponense negativ, példaul (h:-1, v: x), hiszen ekkor a becsapodasi sebességet
kiszamolo képletben negativ szamnak kellene valos négyzetgyokét kiszamolni.). Altalanosan
leirva az értelmes kezd6- és célallapot kapcsolatokat, a kovetkez6t mondhatjuk. A feladat egy
(h:hg, v: ») kezdéallapothoz, ahol h, egy tetszélegesen rogzitett (nem-negativ valds) szam, a »

pedig egy tetsz6leges nem-definialt érték, a (h:ho, v:,/20+* k) célallapotot rendeli.

Tekintsiink most egy masik feladatot! ,,Adjuk meg egy dsszetett szam egyik valodi
osztojat!” Ennek a feladatnak két 1ényeges adata van: az adott természetes szdm (cimkéje legyen
n) és a valaszként megadando osztd (cimkéje: d). Mindkét adat természetes szam tipusi. A
feladat allapottere tehat: (n:N, d:N). Rogzitsiik az allapottér komponenseinek sorrendjét:
megallapodas szerint az allapotok jelolésénél elsdként mindig az n, masodikként a d valtozo
értekét adjuk meg, igy a tovabbiakban hasznalhatjuk az (n:6, d:1) allapot-jelolés helyett a
rovidebb (6,1) alakot. A feladat kezd6allapotai kozott talaljuk példaul a (6,+) alaktiakat. Ezekhez
tobb célallapot is tartozik: (6,2) és (6,3), hiszen a 6-nak tobb valodi osztdja is van. Nincs értelme
a feladatnak viszont a (3,~) alakt kezd6allapotokban, hiszen a 3 nem Gsszetett szam, azaz nincs
valodi osztdja. A feladat altaldban az (X,») kezddallapothoz, ahol X egy Osszetett természetes
szam, azokat az (x,k) allapotokat rendeli, ahol k az x egyik valodi osztoja.

A feladat egy olyan kapcsolat (leképezés), amelyik bizonyos dllapotokhoz
(kezdédllapotokhoz) dllapotokat (célallapotokat) rendel. Ez a leképezés altaldban nem
egyértelmii, mas szoval nem-determinisztikus, hiszen egy kezddallapothoz tobb célallapot is
tartozhat. (Az ilyen leképezést a matematikaban relacionak hivjak.)

Erdekes tanulsagokkal jar a kovetkezd feladat: ,,Adjuk meg egy nem-nulla természetes
szam legnagyobb valodi osztojat!” Itt bemeneti adat az a természetes szdm, aminek a legnagyobb
valodi osztdjat keressiik. Tudjuk, hogy a kérdésre adott valasz is adatnak szamit, de azt mar
nehéz észrevenni, hogy a valasz itt két részbdl all. A feladat megfogalmazasabol kovetkezik,
hogy nemcsak egy Osszetett szam esetén varunk valaszt, hanem egy primszam vagy az 1 esetén
is. De ilyenkor nincs értelme legnagyobb valodi osztot keresni! A szdmszerii valaszon kiviil tehat
sziikséglink van egy logikai értékli adatra, amely megmutatja, hogy van-e egyaltalan szamszerti
megoldasa a problémanak. A feladat allapottere ezért: (n:N, I:L, d:N). A feladat ebben a
megkdzelitésben barmelyik olyan allapotra értelmezhetd, amelyiknek az n komponenshez
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tartoz6 értéke nem nulla. Az olyan (X,+,%) allapotokhoz (itt is az n,l,d sorrendre épiil6 rovid alakot
hasznaljuk), ahol X nem Osszetett szam, a feladat az (x,hamis,~) alak( célallapotokat rendeli; ha x
Osszetett, akkor az (X,igaz k) célallapotot, ahol k a legnagyobb valddi osztdja az x—nek.

A feladatok valtozoéit megkiilonboztethetjiik aszerint, hogy azok a feladat megoldasahoz
felhasznalhato kezdd értékeket tartalmazzak-e (bemend- vagy input valtozok), vagy a feladat
megoldasanak eredményei (kimend-, eredmény- vagy output valtozok). A bemend valtozok
sokszor megorzik a kezddértékiiket a célallapotban is, de ez nem alapkdvetelmény. A kimend
valtozok kezddallapotbeli értéke kozombos, tetszoleges, célallapotbeli értékilk megfogalmazasa
viszont a feladat 1ényegi része. Szamos olyan feladat is van, ahol egy valtozo egyszerre lehet
bemend és kimend is, s6t lehetnek olyan (segéd) valtozoi is, amelyek csak a feltételek konnyebb
megfogalmazasahoz nyujtanak segitséget.

1.4. Program fogalma

A szakkonyvek tobbsége a programot utasitdsok sorozataként definialja. Nyilvanvalo
azonban, hogy egy utasitassorozat csak a program leirdsara képes, és dnmagaban semmit sem
arul el a program természetér6l. Ehhez ugyanis egyfeldl ismerni kellene azt a szamitogépet,
amely az utasitdsokat értelmezi, masfel6l meg kellene adni, hogy az utasitasok végrehajtasakor
mi torténik, azaz lényegében egy programozasi nyelvet kellene definidlnunk. A program
fogalmanak ilyen bevezetése még akkor is hosszadalmas, ha programjainkat egy absztrakt
szamitogép szamdara egy absztrakt programozasi nyelven irjuk le. A program fogalmanak
bevezetésére ezért mi nem ezt az utat kovetjiik, hiszen konyviink bevezetdjében éppen azt
emeltiik ki, hogy milyen fontos elvalasztani a programtervezési ismereteket a szamitogépeknek
¢s a programozasi nyelveknek a megismerésétol.

A fenti érvek ellenére id6zziink el egy pillanatra annal a meghatarozasnal, hogy a program
utasitasok sorozata, és vegyiink szemiigyre egy igy megadott programnak a miikodését! (Ez a
példa egy absztrakt gép €s absztrakt nyelv ismeretét feltételezi, am az utasitdsok megértése itt
remélhetéleg nem okoz majd senkinek sem gondot.)

1. Legyen d értéke vagy az n-1 vagy a 2.

2. Ha d értéke megegyezik 2-vel
akkor

amig d nem osztja n-t addig noveljiik d értékét 1-gyel,
kiilonben

amig d nem osztja n-t addig csokkentsiik d értékét 1-gyel.

A program két természetes szam tipusu adattal dolgozik: az elsének cimkéje n, a masodiké
d, azaz a program (adatainak) allapottere az (n:N, d:N). Vizsgaljuk meg, mi torténik az
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allapottérben, ha ezt a programot végrehajtjuk! Mindenekeldtt vegyiik észre, hogy a program
barmelyik allapotbol elindulhat.

Példaul a (6,8) kiindulo dllapot esetén (itt is alkalmazzuk a révidebb, az n,d sorrendjét
kihasznalo alakot az allapot jelolésére) a program elsé utasitasa vagy a (6,2), vagy a (6,5)
allapotba vezet el. Az elsO utasitas ugyanis nem egyértelmi, ettél a program miikddése nem-
determinisztikus lesz. Természetesen egyszerre csak az egyik végrehajtas kovetkezhet be, de
hogy melyik, az nem szamithat6 ki elére. Ha az els6 utasitas a d-t 2-re allitja be, akkor a masodik
utasitas elkezdi névelni azt. Ellenkez6 esetben, d=5 esetén, csokkenni kezd a d értéke addig,
amig az nem lesz osztdja az n-nek. Ezért az egyik esetben — amikor d értéke 2 — rogton meg is all
a program, a masik esetben pedig érintve a (6,5), (6,4) allapotokat a (6,3) allapotban fog
terminalni. Barmelyik olyan kiindulé allapotb6l elindulva, ahol az elsé komponens 6, az
elézéekhez hasonld végrehajtasi sorozatokat kapunk: a program a miikodése soran egy (6,+)
alaku allapotbdl elindulva vagy a ((6,~) (6,2)) allapotsorozatot, vagy a {(6,+) (6,5) (6,4), (6,3))
allapotsorozatot futja be. Ezek a sorozatok csak a legelsd allapotukban kiilonbéznek egymastol,
hiszen egy végrehajtdsi sorozat elsd dllapota mindig a kiindulé dllapot.

Induljunk el most egy (5,+) alaku allapotbol. Ekkor az els6 utasitas eredményétdl fliggden
vagy a ((5,) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)), vagy a ((5,») (5,4) (5,3) (5,2) (5,1)) végrehajtas kovetkezik
be. A (4,%) alaku allapotbol is két végrehajtas indulhat, de mindketté ugyanabban az allapotban
all meg: ((4,+) (4,2)), {(4,%) (4,3) (4,2))

Erdekes végrehajtasok indulnak az (1,+) alaki allapotokbol. Az elsé utasitas hatasara vagy
az (1,2) , vagy az (1,0) allapotba keriiliink. Az els6 esetben a masodik utasitas elkezdi a d értékét
novelni, és mivel az 1-nek nincs 2-nél nagyobb osztdja, ez a folyamat soha nem all le. Azt
mondjuk, hogy a program a ((1,») (1,2) (1,3) (1,4) ... ) végtelen végrehajtast futja be, mert
végtelen ciklusba esik. A masik esetben viszont értelmetlenné valik a masodik utasitas, hiszen
azt kell vizsgalni, hogy a nulla értékii d osztja-e az n értékét, de a nullaval vald osztas nem
értelmezhetd. Ez az utasitas tehat itt illegalis, abnormalis 1épést eredményez. Ilyenkor a program
,,abnormalisan” mikodik tovabb, amelyet az ((1,») (1,0) (1,0) ... ) végtelen végrehajtasi
sorozattal modelleziink. Ez azt fejezi ki, mintha a program megprobalna jra és Gjra végrehajtani
az illegalis 1épést, majd mindig visszatér az utolso legalis allapothoz. Hasonlo a helyzet a (0,+)
kiindul6 allapotokkal is, amelyekre az elsé utasitas megkisérli a d értékét (ennek tetszbleges
értékék rogzitsik és jeloljik y-nal) -1-re allitani. A (0,-1) ugyanis nem tartozik bele az
allapottérbe, igy az elsé utasitas a program abnormalis mikodését eredményezheti, amelyet a
(0,y) (0,y) (0,y) ... ) végtelen sorozattal jellemezhetiink. Mintha 0jra és Gjra megprobalnank a
hibas utasitds végrehajtasat, de a (0,-1) illegalis allapot helyett mindig visszatériink a (0,y)
kiindul6 allapothoz.. Természetesen itt iS lehetséges egy masik végrehajtas, amikor az els6
1épésben a (0,2) allapotba keriiliink, ahol a program rogton le is all, hiszen a 2 osztja a nullat.

A program altal egy allapothoz rendelt allapotsorozatot végrehajtasnak, mitkodésnek, a
program futdsanak hivunk. A végrehajtisok lehetnek végesek vagy végtelenek; a végtelen

12



mikodések lehetnek normalisak (végtelen ciklus) vagy abnormalisak (abortdlds). Ha a
végrehajtas véges, akkor azt mondjuk, hogy a program végrehajtdsa megall, azaz terminal. A
normalis végtelen mitkddést nem lehet biztonsaggal felismerni, csak abbol lehet sejteni, ha a
program mar régdta fut. Az abnormalis mikodés akkor kovetkezik be, amikor a végrehajtas
soran egy értelmezhetetlen utasitast (példaul nulldval vald osztas) kellene végrehajtani. Ezt a
programunkat futtatdo kornyezet (operacios rendszer) fel szokta ismerni, €s erdszakkal leallitja a
miikodést. Innen szarmazik az abortdlas kifejezés. A modelliinkben azonban nincs futtatd
kornyezet, ezért az abnormalis miikddést olyan végtelen allapotsorozattal abrazoljuk, amelyik az
értelmetlen utasitds végrehajtasakor fennalld allapotot ismétli meg végtelen sokszor. A
késdbbiekben benniinket egy programnak csak a véges miikddései fognak érdekelni, és mind a
normalis, mind az abnormalis végtelen végrehajtasokat megprobaljuk majd elkeriilni.

Egy program minden allapotbol indit végrehajtast, sot egy allapotbol akar tobb kiilonbdzot
is. Az, hogy ezek koziil éppen melyik végrehajtas kovetkezik be, nem definiélt, azaz a program
nem-determinisztikus.

Vegyiink szemiigyre egy masik programot! Legyen ennek az allapottere az (a:N, b:N, c:N).
Az allapotok leirdsahoz rogzitsiik a tovabbiakban ezt a sorrendet.

1. Vezessiink be egy uj valtozot (i:N) és legyen az értéke 1.
2. Legyen c értéke kezdetben O.
3. Amig az i értéke nem haladja meg az a értékét addig
adjuk a c értékéhez az b értékét, majd

noveljiik meg i értékét 1-gyel.

Ez a program példaul a (2,3,2009) allapotbdl indulva az alabbi allapotsorozatot futja be:
((2,3,2009), (2,3,2009,1), (2,3,0,1), (2,3,3,1), (2,3,3,2), (2,3,6,2), (2,3,6,3), (2,3,6)). A
végrehajtasi sorozat elsd 1épése kiegésziti a kiinduld allapotot egy Uj komponenssel és
kezdéértéket is ad neki. Megallapodas szerint az ilyen futas kdzben felvett ij komponensek a
program befejezddésekor megsziinnek: ezért jelenik meg a fenti végrehajtasi sorozat legvégén
egy specialis 1€pés.

A program allapottere tehat a végrehajtas soran dinamikusan véltozik, mert a
végrehajtasnak vannak olyan 1épései, amikor egy allapotbol attol eltéré komponens szamu
(eltérd dimenzidju) allapotba keriilink. Az 0j allapot lehet bdvebb, amikor a megel6z6
allapothoz képest extra komponensek jelennek meg (lasd a fenti programban az i:N megjelenését
eléidézd 1épést), de lehet szlikebb is, amikor elhagyunk korabban létrehozott komponenseket
(erre példa a fenti végrehajtas utolso 1épése). Megallapodunk abban, hogy a végrehajtas kezdetén
1étez6 komponensek, azaz a kiindulé allapot komponensei végig megmaradnak, nem sztinhetnek
meg.
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A program kiindulo- és végallapotainak kozos terét a program alap-dllapotterének
nevezzilk, valtozoéi az alapvaltozok. A miikddés soran megjelend ujabb komponenseket
segédviltozoknak fogjuk hivni. A program tartalmazhat segédvaltozot megsziintetd specialis
1épéseket is, de az utolso 1épés minden segédvaltozot automatikusan megsziintet. A segédvaltozo
megjelenésekor annak értéke még nem feltétleniil definialt.

A program az dltala befuthato dsszes lehetséges végrehajtas egyiittese. Rendelkezik egy
alap-dllapottérrel, amelyiknek barmelyik dllapotdbdl el tud indulni, és ahhoz olyan véges vagy
végtelen végrehajtasi sorozatokat rendel, amelyik elsé dllapota a kiindulo allapot. Ugyanahhoz
a kiindulo allapothoz akar tobb végrehajtdasi sorozat is tartozhat. Egy végrehajtdasi sorozat
tovabbi dllapotai az alap-dllapottér komponensein kiviil segéd komponenseket is
tartalmazhatnak, de ezek a véges hosszu végrehajtasok esetén legkésobb az utolso lépésében
megsziinnek, igy a véges végrehajtasok az alap-dllapottérben termindlnak.

Egy program miikddése nem valtozik meg att6l, ha mddositjuk az alap-allapoterét. Egy
alapvaltozd ugyanis egyszeriien atmindsithetd segédvaltozova (ezt nevezziik az alap-allapottér
lesziikitésének), €s ekkor csak a program elinduldsakor jon létre, a program befejezddésekor
pedig megsziinik. Forditva, egy segédvaltozobol is lehet alapvaltozd (ez az alap-allapottér
kiterjesztése), ha azt mar eleve létezonek tekintjiik, ezért nem kell létrehozni és nem kell
megsziintetni. A program alap-allapotterét megallapodas alapjan jeloljiik ki. Ebbe nemcsak a
program altal ténylegesen hasznalt, a program utasitasaiban eléforduld valtozok szerepelhetnek,
hanem egyéb valtozok is. Az ilyen véltozoknak a kezdd értéke tetszdleges, és azt végig megorzik
a program veégrehajtasa soran. Azt is konnyl belatni, hogy az alap-allapottér valtozoinak neve is
lecserélhetd anélkiil, hogy ettdl a program mitkddése megvaltozna.

1.5. Megoldas fogalma

Mivel mind a feladat fogalmat, mind a program fogalmat az allapottér segitségével
fogalmaztuk meg, ez lehetdvé teszi, hogy egyszerli meghatarozast adjunk arra, mikor old meg
egy program egy feladatot.

Tekintsiik ujra azt a feladatot, amelyben egy Osszetett nem-nulla természetes szam egyik
valodi osztojat keressiik. A feladat allapottere: (n:N, d:N), és egy (x,*) kezdéallapothoz (ahol x
pozitiv és Osszetett) azokat az (X,y) célallapotokat rendeli, ahol a y értéke osztja az x-et, de nem 1
€s nem X. Az el6z6 alfejezet elsé programjanak allapottere megegyezik e feladatéval. A feladat
barmelyik kezdd allapotabol is inditjuk el a program mindig terminal, és olyan allapotban &ll
meg, ahol a d értéke vagy a legkisebb, vagy a legnagyobb valddi osztdja az n kezdGértékének.
Példaul a program a (12,8) kiindulé allapotbdl elindulva nem-determinisztikus modon vagy a
(12,2), vagy a (12,6) végallapotban fog megallni, mikozben a feladat a (12,8) kezddallapothoz a
(12,2), (12,3), (12,4), (12,6) célallapotokat jeldli ki. A program egy végrehajtasa tehat ezek koziil
talal meg mindig egyet, azaz megoldja a feladatot.
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Egy program akkor old meg egy feladatot, ha a feladat barmelyik kezdéallapotabol
elindulva biztosan terminadl, és olyan dllapotban dall meg, amelyet céldallapotként a feladat az
adott kezdédllapothoz rendel ® Ahhoz, hogy a program megoldjon egy feladatot, nem sziikséges,
hogy egy adott kezdéallapothoz tartozo Gsszes célallapotot megtalalja, elég csak az egyiket.

A program nem-determinisztikussaga azt jelenti, hogy ugyanazon allapotbol indulva
egyszer ilyen, masszor olyan végrehajtast futhat be. A megoldashoz az kell, hogy barmelyik
végrehajtas is kovetkezik be, az megfelel6 célallapotban alljon meg. Nem oldja meg tehat a
program a feladatot akkor, ha a feladat egy kezddallapotabdl indit ugyan egy célallapotba vezetd
miikodést, de emellett egy masik, nem célallapotban megéllé vagy egyaltalan nem terminald
végrehajtast is produkal.

A megoldas vizsgalata szempontjabol k6zombads, hogy azokbdl az allapotokbol indulva,
amelyek nem kezddallapotai a feladatnak, hogyan miikddik a program. Ilyenkor még az sem
szamit, hogy megall-e egyaltalan a program. Ezért nem baj, hogy a (0,%) és az (1,») alaku
allapotokbdl indulva a vizsgalt program nem is biztos, hogy termindl. Az is kozombdos, hogy egy
olyan (x,~) allapotbdl indulva, ahol X egy primszam, a program vagy az X-et, vagy az 1-et ,talalja
meg”, azaz nem taldl valddi osztot.

A megoldas tényét az sem befolyasolja, hogy a program a miikodése kdzben mit csinal,
mely allapotokat érinti, milyen segédvaltozokat vezet be; csak az szamit, hogy honnan indulva
hova érkezik meg, azaz a feladat kezddallapotaibdl indulva megéll-e, és hol. A (4,») alaku
allapotokbol két kiilonbozo végrehajtas is indul, de mindkettd a (4,2) allapotban all meg, hiszen a
2 a 4-nek egyszerre a legkisebb és legnagyobb valodi osztdja. A (6,x) alakt allapotokbol két
olyan végrehajtas indul, amelyeknek a végpontja is kiilonbozik, de mindkett6 a (6,x)-hoz tartozo
célallapot.

A programnak azt a tulajdonsagat, amely azt mutatja meg, hogy mely allapotokbol indulva
fog biztosan termindlni, és ezen allapotokbol indulva mely allapotokban all meg, a program
hatasanak nevezziik. Egy program hatasa figyelmen kiviil hagyja azokat az allapotokat és az
abbol induld Gsszes végrehajtast, amely allapotokbdl végtelen hosszu végrehajtas is indul, a
tobbi végrehajtdsnak pedig nem mutatja meg a ,,belsejét”, csak a végrehajtds kiindulo és
végallapotat. Egy program hatasa természetesen attdl fiiggden valtozik, hogy mit valasztunk a
program alap-allapotterének. Ekvivalensnek akkor mondunk két programot, ha barmelyik k6zos
alap-allapottéren megegyezik a hatasuk.

Ahhoz, hogy egy feladatot megoldjunk egy programmal, a program alapvaltozoinak a
feladat (bemend ¢és eredmény) valtozoit kell valasztanunk. A program ugyanis csak az
alapvaltozoin keresztiil tud a kornyezetével kapcsolatot teremteni, cSak egy alapvaltozonak
tudunk ,kiviilrél” kezddértéket adni, és egy alapvaltozobdl tudjuk a termindlds utdn az

% Ismert a megoldasnak ennél gyengébb meghatarozéasa is, amelyik nem koveteli meg a leallast,
csak azt, hogy ha a program leall, akkor egy megfeleld célallapotban tegye azt.
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megegyezik a program alap-allapotterével. A programozasi gyakorlatban azonban sokszor
eléfordul, hogy egy feladatot egy olyan programmal akarunk megoldani, amelyik allapottere
nem azonos a feladatéval, bovebb vagy sziikkebb annal. A megoldas fogalmat ezekben az
esetekben ugy ellendrizziik, hogy eldszor a program alap-allapotterét a feladatéhoz igazitjuk,
vagy kiterjesztjiik, vagy leszlkitjiik (esetleg egyszerre mindkettdt) a feladat allapotterére.

Abban az esetben, amikor a program alap-allapottere bévebb, mint feladaté, azaz van a
programnak olyan alapvaltozoja, amely nem szerepel a feladat allapotterében (ez a valtoz6 nem
kommunikal a feladattal: nem kap tdle kezdd értéket, nem ad neki eredményt), akkor ezt a
valtozot a program segédvaltozojava mindsitjiik. Jo példa erre az, amikor rendelkeziink egy
programmal, amely egy napon keresztiil 6ranként mért hdmérsékleti adatokbol ki tudja szdmolni
a napi atlaghomérsékletet és a legnagyobb héingadozast, ugyanakkor a megoldandé feladat csak
az atlaghdmérséklet kiszamoldsat kéri. A program alap-allapottere tehat olyan komponenst
tartalmaz, amely a feladatban nem szerepel (ez a legnagyobb hdingadozas), ez a feladat
szempontjabol érdektelen. A program elsd Iépésében hozzaveszi a feladat egy kezddallapotahoz
a legnagyobb hdingadozast, ezutan a program ugyanugy szadmol vele, mint eredetileg, de a
megallas eldtt elhagyja ezt a komponenst, hiszen a feladat célallapotdban ennek nincs helye; a
legnagyobb hdingadozas tehat segédvaltozo lett.

A masik esetben — amikor a feladat allapottere bovebb a program alap-allapotterénél — a
program Aallapotterét kiegészitjiik a feladat allapotterének azon komponenseivel, amelyek a
program allapotterében nem szerepelnek. Ha egy ilyen ) komponens segédvaltozoként szerepelt
az eredeti programban, akkor ez a kiegészités a segédvaltozot a program alapvaltozdjava emeli.
Ha az 0j valtozo segédvaltozoként sem szerepelt eddig a programban, akkor ez a véltozo a
program altal nem hasznalt 0j alapvaltozo lesz, azaz kezdeti értéke végig megdrzddik egy
végrehajtas sordn. De vajon van-e olyan feladat, amelyet igy meg lehet oldani? Talan meglepd,
de van. Ilyen az, amikor egy Osszetett feladat olyan részének a megoldasaval foglalkozunk, ahol
az Osszetett feladat bizonyos komponenseit ideiglenesen figyelmen kiviil hagyhatjuk, de attol
még azok a részfeladat allapotterének komponensei maradnak, és szeretnénk, ha az értékiik nem
valtozna meg a részfeladatot megoldo program miikodése soran.

Az itt bevezetett megoldas definici6 egy logikus, a gyakorlatot jol modellezé fogalom.
Egyetlen probléma van vele: a gyakorlatban torténd alkalmazéasa szinte lehetetlen. Nehezen
képzelheté ugyanis az el, hogy egy konkrét feladat és program ismeretében (miutan a program
alap-allapotterét a feladat allapotteréhez igazitottuk), egyenként megvizsgaljuk a feladat osszes
kezddallapotat, hogy az abbdl inditott program altali végrehajtdsok megfeleld célallapotban
allnak-e meg. Ezért a kdvetkezo két fejezetben bevezetiink mind a feladatok, mind a programok
leirdsara egy-egy sajatos eszkozt, majd megmutatjuk, hogy ezek segitségével hogyan lehet
igazolni azt, hogy egy program megold egy feladatot.

16



2. Specifikacio

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet egy feladat kezddallapotait a
megoldas ellendrzésének szempontjabdl csoportositani, halmazokba rendezni ugy, hogy elég
legyen egy-egy ilyen halmaznak egy tetszéleges elemére ellendrizni azt, hogy onnan indulva az
adott program megfeleld helyen all-e meg. Ehhez a feladatnak egy sajatos formaju

crer

2.1. Kezddoallapotok osztalyozasa

A megoldas szempontjabdl egy feladat egy kezddéallapotanak legfontosabb tulajdonsaga az,
hogy milyen célallapotok tartoznak hozza. Megfigyelhetd, hogy egy feladat kiillonbozo
kezddallapotokhoz sokszor ugyanazokat a célallapotokat rendeli. Kézenfekvonek latszik, hogy
ha egy csoportba vennénk azokat a kezddallapotokat, amelyekhez ugyanazok a célallapotok
tartoznak, akkor a megoldas ellendrzését nem kellene a kezddallapotokon kiilon-kiilon elvégezni,
hanem elég lenne az igy keletkezd csoportokat egyben megvizsgalni: azt kell belatni, hogy a
feladat kezddallapotainak egy-egy ilyen csoportjabol elindulva a program megfeleld
célallapotban all-e meg.

Tekintslink példaként egy mar korabban szerepld feladatot: ,,Egy adott dsszetett szamnak
keressiik egy valodi osztojar”! A feladat allapottere (n:N, d:N). Az allapotok egyszeriibb jelolése
érdekében rogzitsiik a fenti sorrendet a komponensek kozott: egy allapot elsé komponense a
megadott szdm, a masodik a valddi osztd. Kossiik ki, hogy az elsé komponens kezddértéke a
célallapotokban is megmaradjon.

Az 2.1. dbran egy derékszogli koordinatarendszer I. negyedével abrazoljuk ezt az
allapotteret, hiszen ebben minden egész koordinataju racspont egy-egy allapotot szimbolizal. (A
feladat csak azokban az allapotokban értelmezett, ahol az els6 komponens Osszetett szadm.)
Kiilon koordinatarendszerbe rajzoltuk be a feladat néhany kezddallapotat, és kiilon egy masikban
az ezekhez hozzarendelt célallapotokat. Az abra jol tiikrozi vissza azt, hogy a feladat
allapotokhoz allapotokat rendeld leképezés.

A feladat példaul a (6,8) kezddallapothoz a (6,3) és a (6,2) célallapotokat rendeli. De
ugyanezek a célallapotok tartoznak a (6,6), a (6,3) vagy a (6,127) kezdéallapotokhoz is, mivel
ezek elsé komponensében ugyancsak a 6 all. Tehat az Gsszes (6,~) alaku allapot (a = itt egy
tetszOleges értéket jelol) ugyanazon csoportba (halmazba) sorolhat6é az alapjan, hogy hozzajuk
egyforman a (6,3) és a (6,2) célallapotokat rendeli a feladat. Ugyis fogalmazhatunk, hogy a
feladat a {(6,)} halmaz elemeihez a {(6,3), (6,2)} halmaz elemeit rendeli. Ezen megfontolas
alapjan kiilon csoportot képeznek a (0,+), a (4,), a (6,~) alak( allapotok is, altalanosan
fogalmazva azok az (n’,x) alakt kezd6allapotok, ahol az n’ Gsszetett szam. Ezt lathatjuk 2. abra
fels6 részén. Nem keriil viszont bele egyetlen ilyen halmazba sem példaul az (1,1) vagy a (3,5)
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allapot, hiszen ezek nem kezddallapotai a feladatnak. (Konnyli megmutatni, hogy ez a
csoportositas matematikai értelemben egy osztdlyozas: minden kezddallapot pontosan egy
halmazhoz (csoporthoz) tartozik.)

{(0.9)} {49} {(6.+)}

O n
Y 3 \4/ 5 \6/
F
v Y
(6,
{@©, - (6,
. = N
4 5 6
2.1. Abra

Egy feladat: Keressiik egy 0sszetett szam valodi osztoit.

Amikor a feladathoz megoldd programot keresiink, azt kell belatnunk, hogy minden ilyen
halmaz egyik (tetszéleges) elemébdl (ez tehat a feladat egy kezddallapota) indulva a program a
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feladat altal kijelolt valamelyik célallapotban all meg. Ha iigyesek vagyunk, akkor elég ezt a
vizsgalatot egyetlen jol megvalasztott halmazra elvégezni, mondjuk az altalanos (n’+) alakt
kezddallapotok halmazara, ahol az n’ 6sszetett szam.

Altalaban egy feladat kezdééllapotainak a fent vazolt halmazait nem konnyii elallitani.
Ennek illusztralasara tekintsiik azt a példat (lasd 1.1. feladat), amikor egy egyenes vonalu
egyenletes mozgast végzé testnek kell az datlagsebességét kiszamolni a megtett ut és az eltelt id6
fiiggvényében. Ennek a feladatnak az allapottere (S:R, t:R, v:R), ahol a komponensek rendre az
ut (S), az i1d6 (1), és a sebesség (V). (Rogzitjiik ezt a sorrendet a komponensek kozott.) A
kezddallapotokban az els6 komponens nem lehet negativ, a masodik komponensnek pedig
pozitivnak kell lennie.

Melyek azok a kezddallapotok, amelyekhez ez a feladat a (,x,50) alaku célallapotokat
rendeli? Nem is olyan kdnny erre a valasz. A (100,2,x) alaka kezd6allapotok ilyenek, a (200,4,+)
alakuak is. Ismerve a feladat megoldasahoz hasznalt v=s/t képletet (ezt a képletet csak az ilyen
egyszerl feladatok esetében latjuk ilyen vilagosan), kis gondolkodas utan kitaldlhatjuk, hogy az
(50a,a,+) alaku kezdéallapotokhoz (ahol a egy tetszéleges pozitiv valds szam), és csak azokhoz
rendeli a feladat a (+,,50) alakt célallapotokat.

De nem lehetne-e ennél egyszeriibben, az eredményt kiszamolo képlet alkalmazasa nélkiil
csoportositani a kezddallapotokat? Miért ne tekinthetnénk kiilon csoportnak a (100,2,+)
kezddallapotokat, és kiilon a (200,4,~) kezdéallapotokat? Mindkettd halmazra teljesiil, hogy a
benne levé kezddallapotokhoz ugyanazon célallapotok tartoznak. Igaz, hogy ezen célallapotok
mindkét csoport esetében ugyanazok, de miért lenne ez baj? Ezek kijeloléséhez csak azt kell
tudnunk, hogy a feladat els6 két adata a bemend adat, az eredmény kiszdmolasanak képlete nem
kell. Azonos bemend adatokhoz ugyanis ugyanazon eredmény tartozik, tehat azonos bemend
adatokbdl felépitett kezddallapotokhoz a feladat ugyanazokat a célallapotokat rendeli. Az azonos
bemend adatokbdl felépitett kezddallapotok halmazai is osztalyozzék a kezddéallapotokat, hiszen
minden kezddallapot pontosan egy ilyen halmazhoz tartozik. Ezért ha a feladat
kezddallapotainak minden ilyen halmazardl belathato, hogy beldle indulva a program megfeleld
célallapotban all-e meg, akkor igazoltuk, hogy a vizsgalt program megoldja a feladatot.

Természetesen ilyenkor sem kell az Gsszes halmazt megvizsgalni. Elég egy altalanos
halmazzal foglalkozni. Rogzitsiik a példank bemend adatainak értékeit az s’, ¢’ tetsz6legesen
kivalasztott nem negativ paraméterekkel, ahol #’ nem lehet nulla. Egy vizsgalt program akkor
oldja meg a feladatot, ha az {(s’,z’,x)} allapot-halmazbol kiindulva a program az {(x,x, s/t")}
allapot-halmaz valamelyik allapotaban all meg.

Néha talalkozhatunk olyan feladattal is, amelynek nincsenek bemeneti adatai. Ilyen példaul
az, amikor egy primszamot keresiink. Ennek a feladatnak az allapottere a lehetséges valaszoknak
az N halmaza. Itt a valasz nem fiigg semmilyen bemeneti értéktdl. Az Osszes allapot tehat
egyben kezddallapot is, amelyeket egyetlen halmazba foghatunk Ossze, hiszen mindegyikhez
ugyanazon célallapotok, a primszamok tartoznak.
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2.2. Feladatok specifikacioja

Vegyiik el6 tjra azt a feladatot, amikor az egyenes vonalu egyenletes mozgdst végzo
testnek a megtett ut és az eltelt idd fiiggvényében kell az dtlagsebességét kiszamolni! A feladat
lényeges adatai a megtett ut, az eltelt ido és az atlagsebesség. Ennek megfeleléen a feladat
allapottere a valtozokkal: A = (SR, t:R, v:R). Bemend adatai a megtett Gt (S) és az eltelt id6 (t).
Rogzitsiink a bemend adatok szamdéra egy-egy tetszOlegesen kivalasztott értéket! Legyen az ut
esetén ez az s’, az id6 esetén a ¢’, ahol egyik sem lehet negativ, s6t a ¢’ nulla sem. A
kezdballapotoknak az s’, ¢’ bemend adatokkal rendelkez6 részhalmaza az {(s’,t’,+)}, az ezekhez
tartozo célallapotok pedig a {(x,», s /t")}.

A kezdoéallapotoknak és a célallapotoknak a fent vazolt halmazait logikai allitasok
(feltételek) segitségével is megadhatjuk. A logikai allitisok minden esetben az allapottér
allapotait mindsitik: ha egy allapot kielégiti a logikai allitast, azaz a logikai allitas igaz értéket
rendel hozza, akkor az benne van a logikai allitas altal jelzett halmazban. Példaul a {(100,2,+)}
halmazt az s=100 és t=2 logikai allitassal, a {(200,4,x)} halmazt az s=200 és t=4 allitassal is
jelolhetjiik. Altalaban az {(s’,¢’,+)} halmazt az s=s’ és t=¢’ allitas irja le, a {(x», s /t)} halmazt
pedig a v=s/¢’. Ha ki szeretnénk kotni, hogy az it hossza nem negativ és az id6 pozitiv, akkor a
fenti allitasok mellé oda kell irnunk azt is, hogy s>0 és ¢>0. A kezddallapotokat leird
elofeltételt Ef-fel, a célallapotokat leird utofeltételt Uf-fel fogjuk jelolni. Megfigyelhetd, hogy
mindkettd feltétel a valtozokra fogalmaz meg megszoritasokat. Ha egy valtozot egy feltétel nem
emlit, az azt jelzi, hogy arra a valtozora nézve nincs semmilyen megkdtés, azaz annak az értéke
tetszOleges lehet. Példank eléfeltételben ilyen a v, az utdfeltételben az s és a t.

Tomoren leirva az eddig elmondottakat a feladatnak az alabbi 1Ggynevezett

crer

A=(s:R, t:R, v:R)
Ef = (s=s’ és t=¢t" és s >0 és t'>0)
Uf = (v=st")
A feladat specifikdlasa soran meghatdrozzuk a bemend adatok tetszolegesen rogzitett

értékeihez tartozo kezdodllapotok halmazat, valamint az ehhez tartozo céldallapotok halmazat.
A feladat specifikacioja tartalmazza:

1. az allapotteret, azaz a feladat 1ényeges adatainak tipusérték-halmazait az egyes adatokhoz
tartozo valtozo nevekkel egyiitt;

2. az elodfeltételt, amely a kezdGallapotok azon halmazat leird logikai allitas, amely rogziti a
bemend valtozok egy lehetséges, de tetszéleges kezddértékét (ezeket altalaban a megfeleld
valtozonév vesszOs alakjaval jeloljiik);

3. az utofeltételt, amely a fenti kezddallapotokhoz rendelt célallapotok halmazat megadé logikai
allitas.
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crer

olyan programot, amelyrdl belathato, hogy egy az eléfeltételt kielégitd allapotbol elindulva a
program az utéfeltételt kielégitd valamelyik allapotba keriil, akkor a program megoldja a
feladatot. Ezt mondja ki a specifikacio tétele.

Egy feladat allapotterében megjelené valtozok mindsithetéek abbdl a szempontbol, hogy
bemend illetve kimend valtozok-e vagy sem. Ugyanaz a valtozo lehet egyszerre bemend is és
kimend is. A bemend valtozok azok, amelyeknek a feladat eldfeltétele kezddértéket rendel,
amelyek explicit médon megjelennek az eldfeltételben. Az utodfeltételben explicit mddon
megjelend valtozok kozil azok a kimend valtozok, amelyekre nincs kikotve, hogy értékiik
megegyezik az eléfeltételben rogzitett kezddértékiikkel.

* * *

Specifikaljuk most azt a feladatot, amikor egy osszetett szam legnagyobb valddi osztdjat
keressiik. A feladatnak két lényeges adata van: az adott természetes Osszetett szam és a keresett
valddi osztd. Mindkét adat természetes szam tipusu. Ezt a tényt rogziti az allapottér.

A= (n:N, d:N)
A két adat koziil az els6 a bemeneti, a masodik a kimeneti adat. Legyen n’ a tetsz6legesen

kivalasztott bemend érték. Mivel a feladat nem értelmes a O-ra, az 1-re és a primszamokra; ezért
az n’ csak Osszetett szam lehet. Az elofeltétel:
Ef = (n=n’és n’ dsszetett szam )
Kikothetjiik, hogy a célallapot elsé komponensének, azaz a bemeneti adatnak értéke ne
valtozzon meg, maradjon tovabbra is n”; a masodik adat pedig legyen az n’ legnagyobb valodi
osztdja:
Uf = ( Ef és d valodi osztéja n-nek és barmelyik olyan k szam esetén, amelyik
nagyobb mint d, a k nem valodi osztéja n-nek )

Ha elemi matematikai jeloléssel akarjuk az allitdsainkat megfogalmazni, azt is
megtehetjiik. Az utofeltételben egy osztd "valodi" voltat egyszeriien kifejezhetjiik a de[2..n—1]
allitassal, hiszen az n szam valddi oszto6i csak itt helyezkedhetnek el. (Valaszthatnank a [2..n div
2] intervallumot is, ahol az n div 2 az n felének egészértéke.) Ha az intervallum egy eleme
osztoja az n-nek, akkor valodi osztoja is. Alkalmazzuk a d In jelolést arra, hogy a d osztdja az n-
nek. Ennek megfeleléen példaul azt az allitast, hogy a "d valddi osztdja n-nek" Ggy is irhatjuk,
hogy "de[2..n-1] és d |n". Aki otthonosan mozog az elsérendill logika nyelvében, tomorebben is
felirhatja a specifikacio allitasait, ha hasznalja a logikai miiveleti jeleket. Ez természetesen nem
véltoztat a specifikacido jelentésén. (Az eldfeltételnél kihasznaljuk azt, hogy egy szam
Osszetettsége azt jelenti, hogy létezik a szamnak valodi osztoja.) Ennek megfelelden az eld- és az
utofeltételt az alabbi formaban is felirhatjuk:

21



Ef=(n=n"A3ke[2.n-1]:k|n)
Uf = (Ef Ade[2..n-1] Ad|n A Vke[d+1..n-1] : =Kk In )

Az el6- és utofeltételben megjelend K a specifikacio egy olyan eszkoze (formula valtozoja),
amelyet allitasaink preciz megfogalmazasahoz hasznalunk. A 3Jke[a..b]:tulajdonsag(k) (van
olyan, 1étezik olyan k egész szam az a és b kozott, amelyre igaz a tulajdonsag(k)) formula azt az
allitast irja le, hogy a és b egész szamok kozé esd egész szamok egyike kielégiti az adott
tulajdonsagot. A Vke[a..b]:tulajdonsag(k) (barmelyik", "minden olyan" k egész szam az a és b
kozott, amelyre igaz a tulajdonsag(k)) formula azt jelenti, hogy a és b egész szamok kozé esé
mindegyik egész szdm kielégiti az adott tulajdonsagot.

A formulak helyes értelmezéséhez rogziteni kell a kifejezésekben hasznalt miiveleti jelek
kozotti precedencia sorrendet. Az altalunk alkalmazott sorrend kissé eltér a matematikai
logikaban szokasostol, amennyiben az implikaciét szorosabban kotd miiveletnek tekintjiik, mint
a konjunkciot (logikai ,,és”-t). Ennek az oka az, hogy viszonylag sokszor fogunk olyan
allitasokat irni, ahol implikaciés formuldk lesznek ,0sszeéselve”, €és zavard lenne, ha
kifejezéseinkben til sok zarojelet kellene hasznalni. Példaul a d InAl— de[2..n-1] kifejezést a
matematikai logikaban a d In A (I > de[2..n—1]) formaban kellene irni.. A logikai miiveleti jelek
precedencia sorrendje tehat: V, 3, -, =, A, v. A konyvben hasznalt jeldléseknél a kettdspont a
kvantorok (V, 3) hatasanak leirasahoz tartozo jel. Ezért alkot egyetlen Osszetartozo kifejezést a
Ike[2.n-1] : k|n.

A kifejezések tartalmazhatnak a logikai miiveleteken kiviil egyéb miiveleteket is. Ezek
prioritdsa megeldzi a két-argumentumu logikai miiveleti jelekét. Ilyen példaul a nem logikai
értéki kifejezések egyenldségét vizsgald (=) operator is, ezért irhatjuk az X =y A z =y kifejezést
az (x = y) A (z = y) kifejezés helyett. Az egyéb, nem logikai miiveletek kdzott ez az egyenldség
operator az utolso a precedencia sorban, ezért senki ne olvassa példdul az x+y = z kifejezést x +
(y = 2) kifejezésnek. Nem fogjuk megkiilonboztetni a nem logikai értékek egyenlGség operatorat
a logikai értékek egyenldség operatoratol Erre a matematikai logikaban az ekvivalencia (<)
miiveleti jelet szoktdk hasznalni. A szovegkdrnyezetbdl mindig kideriil, hogy melyik egyenldség
operatorrol van szd, legfeljebb zardjelezéssel tessziik majd a formulainkat egyértelmivé. Ez
egyben azt is jelenti az egyenldség operator precedenciaja jobb, mint az implikacigjé.

Sokszor segit, ha a specifikacio felirasahoz bevezetiink néhany sajat jelolést is. Bar ezeket
kiilon definialni kell, de hasznalatukkal olvashatobba, tomorebbé valik a formalis leiras. Ha
példaul az dsszetett(n) azt jelenti, hogy az n természetes szam egy Osszetett szam (az dsszetett(n)
pontosan akkor igaz, ha 3ke[2..n-1]: k | n), az LVO(n) pedig megadja egy Osszetett n természetes
szam legnagyobb valddi osztojat, akkor az el6z0 specifikacio az alabbi formaban is leirhato.
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Ef =(n =n’ A dsszetett(n) )
Uf = (Ef Ad=LVO(n))

Modositsuk az el6zd feladatot az alabbira: Keressiik egy természetes szam legnagyobb
valodi osztojat. (Tehat nem biztos, hogy van az adott szamnak egyaltalan valodi osztdja.) Itt az
allapottérbe az el6z0 feladathoz képest egy logikai komponenst is fel kell venniink, ami azt jelzi
majd a célallapotban, hogy van-e egyaltalan legnagyobb valodi osztéja a megadott természetes
szamnak. Az eléfeltétel most nem tartalmaz semmilyen kiilonleges megszoritast. Az utofeltétel
egyrészt béviil az | valtozo értékének meghatarozasaval (I akkor igaz, ha n Gsszetett), masrészt a
d valtozo értékét csak abban az esetben kell specifikalnunk, ha az | értéke igaz. Ha 6sszevetjiik a

crer

rrrrr

A= (n:N, I:L, d:N)
Ef=(n=n")
Uf=(n=n"Al=3ke[2.n-1]: k|n
Al —(de[2.n-1] Ad]|n A Vke[d+1..n-1]: = k| n))

A fenti specifikacié olvashatdbba valik, ha az el6zo feladatnal bevezetett osszetett és LVO
jeloléseket hasznaljuk:
A=(n:N, I:L, d:N)
Ef=(n=n")
Uf = (n=n" A |=dsszetett(n) A | - d=LVO(n) )

Ugyanazt a feladatot tobbféleképpen is lehet specifikalni. Minél Osszetettebb egy
probléma, anndl valtozatosabb lehet a leirasa. A kovetkezd igen egyszerti példat
haromféleképpen specifikaljuk: néveljiink meg egy egész szamot eggyel. Az elsd két valtozatban
kiilon komponens képviseli a bemend (a valtozo) és kiilon a kimend adatot (b valtozo). Az elsé
véltozat nem tartalmaz semmi kiilondset a korabbi specifikaciokhoz képest. A bemeneti adat
meg0rzi a kezdd értékét a célallapotban is, ezért a kimeneti valtozo értékének meghatarozasanal
mindegy, hogy a bemeneti valtoz6 vagy a paraméter valtozo értékére hivatkozunk. A masodik
specifikacional nem koveteljiik meg, hogy az a valtozé ne valtozzon meg, ezért a b valtozo
értekének meghatarozasandl az a valtozo kezdd értékét jelzd a' paramétert kell hasznalnunk.
Egészen mas felfogason alapul a harmadik specifikacio. Ez ugy értelmezi a feladatot, hogy van
egy adat, amelynek értékét ,helyben” kell megndvelni eggyel. Ilyenkor az allapottér
egykomponensii és az utofeltétel megfogalmazasanal elengedhetetleniil fontos, hogy a
kezddértéket rogzitd paraméter hasznédlata. Ez a specifikdcio ravilagit arra is, hogy egy
feladatban nem feltétlentil kiiloniilnek el a bemeneti és a kimeneti adatok.
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A= (aiZ, b:Z) A= (aZ, b:Z) A= (a:Z)

Ef=(a=a’) Ef=(a=a’) Ef=(a=a’)

Uf=(a=a’ Ab=a+l) Uf=(b=a’+1) Uf=(a=a"+1)
Végiil egy bemeneti adat nélkiili feladat: Adjunk meg egy primszamot!

A= (p:Z)

Ef =(igaz)

Uf =(p egy primszam ) = (Vke[2..p-1] : —(k /p) )
Ez a specifikacid az 0sszes allapotot kezddallapotnak tekinti, amelyek mindegyikéhez az
Osszes primszamot rendeli. Az eldfeltétel egy azonosan igaz A4llitds, hiszen semmilyen
korlatozast nem kell bevezetni a p valtozora, az kezdetben tetszéleges értéket vehet fel, amelytdl

nem fiigg az eredmény. ( Az utofeltételben a [2..p-1] intervallum helyett irhatnank a [2../n ]
intervallumot is.)
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3. Strukturalt programok

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy ha egy programot meglevd programokbol
¢épitiink fel meghatarozott szabdlyok alapjan, akkor hogyan lehet eldonteni réluk, hogy
megoldanak egy kitlizott feladatot. Ennek érdekében eldszor meghatidrozzuk az elemi program
fogalmat, definidlunk néhany nevezetes elemi programot, majd haromféle épitési szabalyt,
ugynevezett programszerkezetet (szekvencia, elagazas, ciklus) mutatunk az Gsszetett programok
készitésére. Ezekkel a szabalyokkal fokozatosan ¢épithetiink fel egy programot: elemi
programokbdl dsszetettet, az dsszetettekbdl még Osszetettebbeket. Az ilyen programokat sajatos,
egymasba agyaz6do, mas néven strukturalt szerkezetlik miatt strukturalt programoknak hivjak.

Strukturalt programokat tobbféleképpen is le lehet irni. Mi egy sajatos, a program
szerkezetét, struktirdjat a kozéppontba allitd, a fent emlitett hdrom szerkezeten kiviil mas
szerkezetet meg nem engedd absztrakt leirast, a struktogrammokat fogjuk erre a célra hasznalni.
Ez a programleiras egyszerli, konnyen elsajatithato, és természetes modon fordithatod le ismert
programozasi nyelvekre, azaz barmelyik konkrét programozasi kdrnyezetben jol hasznalhato;
egyszerre illeszkedik az emberi gondolkodashoz és a magas szintii programozasi nyelvekhez.*

A struktogramm egy program leirdsara szolgald eszkoz, de felfoghaté a megoldandd
feladat egyfajta leirasanak is. Egy program készitésekor ugyanis a feladatot probaljuk meg
részfeladatokra bontani és meghatarozni, hogy a részfeladatok megoldésait, hogyan, melyik
programszerkezet segitségével kell egy programmd épiteni. A programtervezés kozbiilsd
szakaszdaban tehat egy struktogramm nem elemi programokbol, hanem megoldando
részfeladatokbol épiti fel a programot. Ez azért nem ellentmondas, mert elméletben minden
feladat megoldhato egy elemi programmal (lasd 3.3. alfejezet), és ezért csak nézépont kérdése,
hogy egy részfeladatot feladatnak vagy programnak tekintiink-e.

A programkészités soran l1épésrdl 1épésre jelennek meg az egyre mélyebben bedgyazott

programszerkezetek, ami a feladat egyre finomabb részletezésének eredménye. Ezéltal a program
kiviilrél befelé haladva, ugynevezett feliilrél-lefele (top-down) elemzéssel sziiletik. A feladat

* A modellinkben bevezetett program fogalma annyira altalanos, hogy nem minden ilyen
program irhato le struktogramm segitségével. Ez nem a struktogramme-leiras hibaja, ugyanis
ezen programok mas eszk6zokkel (folyamatabra, C++ nyelv vagy Turing gép) sem irhatok le.
A Church-Turing tézis szerint csak a parcialis rekurziv fiiggvényeket kiszamité (megoldo)
programok algoritmizalhatok. Ezek mind leirhatok folyamatabrakkal; a Bhom-Jaccopini tétele
szerint pedig, barmelyik folyamatabraval megadott program struktogrammal is leirhato. A
struktogramm tehat azon tal, hogy a programokat egy jol attekinthetd szerkezetet segitségével
adja meg, egy kellden altalanos eszkoz is: barmely algoritmizalhatd program leirhato vele.
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finomitasdnak végén a struktogrammban legbeliil levd, szerkezet nélkiili egységeknek mar
magatol értetdédden megoldhat6 részfeladatokat kell képviselnitik.

3.1. Elemi programok

Elemi programoknak azokat a programokat nevezziik, amelyek végrehajtasai nagyon
egyszeriiek; miikodésiiket egy vagy kettd hosszii azonos allapotteri allapotsorozatok vagy a
kiindul¢6 allapotot végtelen sokszor ismétld (abnormalisan) végtelen sorozatok jellemzik.

3.1.1. Ures program

Az iires program a legegyszerlibb elemi program. Ez az ugynevezett ,,semmit sem csinal¢”
program bdarmelyik dllapotbol indul is el, abban az dllapotban marad; végrehajtasai a kiindulo
allapotbdl all6 egyelemli sorozatok. Az iires programot a tovdbbiakban SKIP-pel jeldljiik.
Nyilvanvalo, ahhoz, hogy semmit sem csinalva eljussunk egy allapotba, mar eleve abban az
allapotban kell lenniink.

A gyakorlatban kitlizott feladatok azonban joval bonyolultabbak anndl, hogy azokat iires
programmal megoldhassuk. Gyakori viszont az, hogy egy feladat részekre bontasanal olyan
részfeladatokhoz jutunk, amelyet mar az iires programmal meg lehet oldani. Az iires program
tehat gyakran jelenik meg valamilyen programszerkezetbe agyazva. (Szerepe a programban
ahhoz hasonlithato, amikor a kdmiives egy lires teret rak korbe téglaval azért, hogy ablakot, ajtot
készitsen az épiilo hazon. A ,,semmi” ezaltal valik az épiilet fontos részéve.)

Nézzlink most egy erdltetett példat arra, amikor egy feladatot az iires program old meg.
Legyen a feladat specifikacidja az alabbi:

A= (a:N, b:N, c:N)
Ef=(a=2 Ab=5Ac=7)
Uf = (Ef A (c=a+b v ¢=10))

Itt az Ef allitasbol kovetkezik az Uf allitas (Ef=Uf). Ez azt jelenti, hogy ha egy Ef-beli
allapotbol (tehat amire teljesiil az Ef allitas) elindulunk, akkor erre rogton teljesiil az Uf allitas is:
ezért nem kell semmit sem tenni ahhoz, hogy Uf-ben tudjunk megallni, hiszen mar ott vagyunk.
Ezt a feladatot tehat megoldja a SKIP. Altaldnositva az itt latottakat azt mondhatjuk, ha egy
feladat elofeltételébdl kovetkezik az utofeltétele, akkor a SKIP program biztosan megoldja azt.

3.1.2. Rossz program

Rossz program a mindig abnormalisan miikodd program. Bdarmelyik dllapotbol indul is el,
abnormalis végrehajtist végez: a kiinduld dallapotot végtelen sokszor ismétld végtelen
végrehajtast fut be. A rossz programot a tovabbiakban ABORT-tal jeloljiik.
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A rossz program nem tul hasznos, hiszen semmiképpen nem termindl, igy sosem tud
megallni egy kivant célallapotban. A rossz programmal csak az iires feladatot, azaz a sehol sem
értelmezett, tehat értelmetlen feladatot lehet megoldani: azt, amelyik egyik allapothoz sem rendel
célallapotokat. A feladatok megoldasa szempontjabol az ABORT-nak tehat nincs til nagy
jelentésége. Annak az oka, hogy mégis bevezettik az, hogy program leirasunkat minél
altalanosabba tegyiik, segitségével minél tobb programot, még a rosszul miikodoé programokat is
le tudjuk irni.

3.1.3. Ertékadas

A programozasban értékaddsnak azt hivjuk, amikor a program egy vagy tébb valtozdja
egy lépésben uj értéket kap. Mivel a program valtozoi az aktualis allapot komponenseit jelenitik
meg, ezért az értékadas sordn megvaltozik az aktualis allapot.

Vegyiik példaként az (X:R, y:R) allapottéren azt a kézonséges értékadast, amikor az x
valtozonak értékiil adjuk az x=xy kifejezés értékét. Ezt az értékadast barmelyik allapotra végre
lehet hajtani, és minden esetben két allapotbol (a kiindulo- és a végallapotbdl) allo sorozat lesz a
végrehajtasa. Példaul < (2,-5) (-10,-5) >, < (2.3,0.0) (0.0,0.0) >, < (0.0,4.5) (0.0,4.5) > vagy
<(1,1) (1,1) >. Ezt az értékadast az x:=x*y szimbolummal jeloljiik. Az x*y kifejezés hatterében
egy olyan leképezés (fiiggvény) all, amely két valds szdmhoz (az aktualis allapothoz) egy valds
szamot (az X valtozo 1) értékét) rendeli és minden valds szdmparra értelmezett.

Tekintsiik most az (x:R, y:R) allapottéren az x:=x/y parcialis értékadast. Azokban a
kiindul6 allapotokban, amikor az y-nak az értéke 0, az értékadas jobboldalon all6 kifejezésének
nincs értelme. A jobboldali kifejezés tehdt nem mindenhol, csak részben (parcidlisan)
értelmezett. Ebben az esetben ugy tekintlink az értékadéasra, mint egy rossz programra, azaz a
nem értelmezhetd kiinduld allapotokbdl indulva abortal.” Ezzel biztositjuk, hogy ez az ért¢kadas
is program legyen: minden kiindul6 allapothoz rendeljen végrehajtasi sorozatot.

A feladatok megoldasakor gyakran el6fordul, hogy egy idében tobb valtozonak is 1j
értéket akarunk adni. Ez a szimultan értékadas tovabbra is egy allapotbol egy masik allapotba
vezet, de az 0j allapot tobb komponensében is eltérhet a kiindulo a'lllapott(')l.6 A hattérben itt egy
tobbértékl fiiggvény all, amelyik az aktudlis allapothoz rendeli azokat az értékeket, amelyeket a
megfeleld valtozoknak kell értékiil adni.

Egy értékadas jobboldalan allo kifejezés értéke nem mindig egyértelmii. Ekkor a baloldali
valtozo véletlenszerlien veszi fel a kifejezés altal adott értékek egyikét. Erre példa az, amikor egy

> Ezzel a jelenséggel a programozé példaul akkor taldlkozik, amikor az operacios rendszer
"division by zero" hibaiizenettel ledllitja a program futdsat.

® A szimultan értékadasokat a kodolaskor egyszerl értékadasokkal kell helyettesiteni (lasd 6.3.
alfejezet), ha a programozasi nyelv nem timogatja ilyenek irasat.
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valtozénak egy halmaz valamelyik elemét adjuk értékiil. Ekkor az allapottér az (x:N, h:2N) (a h
értéke egy természetes szamokat tartalmazé halmaz), az értékadas soran pedig az X a h
valamelyik elemét kapja. Ezt az értékadast értékkivalasztdsnak (vagy nem-determinisztikus
értékadasnak) fogjuk hivni és az x:eh kifejezéssel jeldljik.” Ez a példa rdadasul parcialis
értékadas is, hiszen ha a h egy iires halmaz, akkor a fenti értékkivalasztas értelmetlen, tehat
abortal. Ez ravilagit arra, hogy az értékaddsnak fent bemutatott altaldnositasai (parcidlis,
szimultan, nem-determinisztikus) egymast kiegészitve halmozottan is el6fordulhatnak. A
hattérben itt egy nem-egyértelmii leképezés (tehat nem fiiggvény), egy relacio all.

Altaldnos értékadasnak egy szimultan, parcialis, nem-determinisztikus értékadast
tekintiink. A nem-szimultan értékadast egyszeriinek, a nem parcialist teljesnek (mindenhol
értelmezettnek) nevezziikk, az értékkivalasztas ellentéte a determinisztikus értékadas. A
kozonséges értékadason az egyszert, teljes és determinisztikus értékadast értjiik.

Az értékadas kétséget kizaroan egy program, amelyik az allapottér egy allapotdhoz az adott
allapotbdl induld kételemii vagy abnormalisan végtelen allapotsorozatot rendel. (Nem-
determinisztikus esetben egy kiinduld allapothoz tobb végrehajtas is tartozhat.) Jeldlésekor a
» = szimbolum baloldalan feltiintetjiikk, hogy mely valtozok kapnak 1j értéket, a jobboldalon
felsoroljuk az 0j értékeket eldallitd kifejezéseket. Ezek a kifejezések az allapottér valtozoibol,
azok tipusainak miveleteibdl, esetenként konkrét tipusértékekbdl (konstansokbol) allnak. A
kifejezés értéke a valtozok értékétdl, azaz az aktudlis allapottol fligg, amit a kifejezés egy értékkeé
alakit és azt a baloldalon all6 valtozénak adodik értékiil. Nem-determinisztikus értékadas, azaz
értékkivalasztas esetén a ,,;=" szimbdlum helyett a ,,: €” szimbolumot hasznaljuk.

Az értékadast nemcsak azért tekintjiik elemi programnak, mert végrehajtasa elemi 1épést
jelent az allapottéren, hanem azeért is, mert konnyt felismerni, hogy milyen feladatot old meg. Ha
példaul egy X, y, Z egész valtozokat hasznalé feladat utofeltétele annyival mond tobbet az
elofeltételnél, hogy teljestiljon a z = x+y allitas is, akkor nyilvanvalo, hogy ezt a z:=x+y
értékadas segitségével érhetjiik el. Ha a megoldando feladat az, hogy cseréljiik ki két valtozo
értékét, azaz A = (X'Z, y:Z), Ef = (x=x" A y=y’) és Uf = (x=y" A y=x"), akkor ezt az x,y:=y,x
értékadas oldja meg.

" A nem-determinisztikus értékadasokat a mai szamitogépeken determinisztikus értékadasok
helyettesitik. Ez a helyettesités azonban nem mindig a programoz6 feladata, hanem gyakran az a
programozasi kornyezet végzi, ahol a programot hasznaljuk. Ez elrejti a programozé eldl azt,
hogyan valik determinisztikussa egy értékadas, igy az kvazi nem-determinisztikus. Ez torténik
példaul a véletlenszdm-generatorral torténd értékadds soran. Habar ez a nevével ellentétben
nagyon is kiszamithato, az eléallitott érték a program szempontjabol mégis nem-determinisztikus
lesz.
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3.2. Programszerkezetek

A strukturalt programok ¢épitésénél harom nevezetes programszerkezetet haszndlunk:
szekvenciat, eldgazast, ciklust.

3.2.1. Szekvencia

Két program szekvencidjan azt értjiik, amikor az egyik program végrehajtisa utin —
feltéve, hogy az termindl — a masikat hajtjuk végre.

Ez a meghatarozds azonban nem elegendd a szekvencia pontos megadasahoz. Ahhoz
ugyanis, hogy egy szekvencia végrehajtasi sorozatait ez alapjan felirhassuk, meg kell el6bb
allapodni abban, hogy mi legyen a szekvencia alap-allapottere. A tagprogramok alap-allapotterei
ugyanis kiilonbozhetnek egymastol, és ilyenkor nyilvanvaléan meg kell allapodni egy kozos
alap-allapottérben, amely majd a szekvencia allapottere lesz. A tagprogramokat majd erre a
kozos allapottérre kell atfogalmazni, azaz valtozoik alap- illetve segédvaltozoi statuszat ennek
megfeleléen kell megvaltoztatni, esetleg bizonyos valtozokat at kell nevezni. (Emlitettiik, hogy
az ilyen atalakitas nem valtozat egy program lényegén.)

A kozos alap-allapottér kialakitdsa soran eléfordulhat az is, hogy az eredetileg kizardlag
csak az egyik tagprogram alap- vagy segédvaltozoja a szekvencia k6zos alapvaltozojava valik,
vagy a szekvencia alap-allapotterébe olyan komponensek keriilnek be, amely az egyik
tagprogramnak alap- vagy segédvaltozoi, a masik tagprogramban pedig segédvaltozok voltak. (A
segédvaltozora vonatkoz6 1étrehozd és megsziintetd utasitasok ilyenkor érvénytiket vesztik.) A
kozos alap-allapottér kialakitasa még akkor sem egyértelmii, ha a két tagprogram alap-allapottere
latszolag megegyezik. Elképzelhetd ugyanis példaul az, hogy egy mindkét alap-allapotérben
szerepld ugyanolyan nevii és tipusu valtozot nem akarunk a szekvencidban kozos valtozonak
tekinteni. Végiil szogezziik le, hogy a kozos alap-allapottér komponensei kizardlag a
szekvencidba flizott tagprogramok valtozoi koziil kertilhetnek ki. Egy azoknal nem szerepld
valtozot nem vesziink fel a k6zos alap-allapottérbe (ennek ugyanis nem lenne semmi értelme).

A szekvencia végrehajtasi sorozatai, miutan mindkét tagprogramot a kozos alap-
allapottéren Ujraértelmeztiik, gy képzddnek, hogy az elsé tagprogram egy végrehajtasdhoz —
amennyiben a végrehajtas véges hosszu — hozzafliz6dik a végrehajtas végpontjabol a masodik
tagprogram altal inditott végrehajtds. A szekvencia is program, hiszen egyrészt a kozos alap-
allapottér minden allapotabol indit végrehajtast (hiszen az elsd tagprogram is igy tesz), masrészt
ezeknek a végrehajtasoknak az elsé allapota a kiindulé allapot (ugyancsak amiatt, hogy az els6
tagprogram egy program). Harmadrészt minden véges végrehajtasi sorozat a kozos alap-
allapottérben all meg, hiszen ezek utolsd szakaszat a masodik tagprogram generalja, amelynek
véges végrehajtasi sorozatai a kozds alap-allapottérre vald atalakitasa utdn ebben az allapottérben
terminalnak (1évén a masodik tagprogram is program).
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Természetesen ezen az elven nemcsak kettd, hanem tetszdleges szdmu programot is
szekvenciaba flizhetiink.

Az S; és S; programokbol képzett szekvenciat az (S1;S;) szimbolummal jeldlhetjiik vagy az
alabbi rajzzal fejezhetjiik ki. Ezek a jelolések értelemszertien haszndlhatok a ketténél tobb tagu
szekvencidkra is.

St
Sz

Milyen feladat megoldéasara hasznalhatunk szekvenciat? Ha egy feladatot fel lehet bontani
részfeladatokra gy, hogy azokat egymas utan megoldva az eredeti feladat megoldasat is
megkapjuk, akkor a megoldod programot a részfeladatot megold6 programok szekvencidjaként
allithatjuk el6. Formalisan: ha adott egy feladat (A,Ef,Uf) specifikacidja, amelybdl el6 tudunk
részfeladatot, ahol Kf az ugynevezett kozbeeso feltétel, akkor a részfeladatokat megoldo
programok szekvencidja megoldja az eredeti feladatot. Ugyanis ekkor az elsd részfeladatot
megoldd program elvezet Ef-bol (egy Ef altal kielégitett kezdéallapotbol) Kf-be, a masodik a Kf-
bol Uf-be, azaz dsszességében a szekvenciajuk eljut Ef-bol Uf-be.

Tekintsiik példaul azt a feladatot, amikor két egész értékii adat értékét kell kicserélni.
(Korabban mar megoldottuk ezt a feladatot egy szimultan értékadassal. Ha azonban az adott
programozasi kornyezetben nem alkalmazhatd szimultan értékadds, akkor massal kell
probalkozni.) Emlékeztetdiil a feladat specifikacigja:

A= (XZ,Y:Z)
Ef=(x=x"Ay=y’)
Uf=(x=y" Ay=x")

Bontsuk fel a feladatot harom részre az alabbi, kicsit triikkkos Kfy és Kf, kozbees allitasok

crcr

jutottunk. A részfeladatok allapottere azonos az eredeti allapottérrel, az elsd feladat eléfeltétele
az Ef, utofeltétele a Kfy, a masodik eléfeltétele a Kfy, utofeltétele a Kf,, a harmadik el6feltétele a
Kf,, utofeltétele az Uf.

Kfi=(x=x"—y Ay=y’)

Kf,=(x=x"—y Ay=x")
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El6szor probaljunk meg az elsé részfeladatot megoldani, azaz eljutni a Ef-bél a Kfs-be.
Nyilvanvalo, hogy ezt a részfeladatot az X:=x-y megoldja, hiszen kezdetben (Ef) x az x’, y az y’
értéket tartalmazza. A masodik részfeladatban az y-nak kell az x eredeti értékét, az x’-t
megkapni, ami (x'—y’)+y’ alakban is felirhato. Mivel a Kf; (ez a masodik feladat eléfeltétele)
szerint kezdetben x=x'—y’ és y=y’, az ami (x'—y’)+y -t az x+y alakban is irhatjuk. A masodik
feladat megoldasahoz tehat megfelel az y:=x+y értékadas. Hasonldan okoskodva jon ki, hogy a
harmadik 1épéshez az x:=y—x értékadas sziikséges. A teljes feladat megoldasa tehat az alabbi
szekvencia lesz, amelyben mindhdrom tagprogram és a szekvencia k6zds alap-allapottere is a
feladat allapottere:

X:=X-y

yi=X+y
X:=y—X

Oldjuk meg most ugyanezt a feladatot masképpen: segédvaltozoval. Bontsuk fel a feladatot
harom részre Ugy, hogy eldszor tegyiik ,,félre” egy z:Z valtozoba az X valtozd értékét, (ezt a
kivansagot rogziti a Kfy), ezt kovetéen az X értéke az y valtozo értékét vegye fel, mikdzben a z
valtoz6 6rzi az értékét (ezt mutatja a Kf,), végiil keriiljon at a z valtozoba félretett érték az y
valtozoba. Mindharom részfeladat allapottere az eredeti allapottérnél bovebb: 4° = (X:Z, y:Z,
Z.7).

Kfy = (x=x"Ay=y’ Az=x")
Kf,=(x=y" Ay=y’ Az=x")

Az elsé részfeladatot konnyli megoldani: a Kf; a z=x" allitassal mond tobbet az Ef-nél, és
az x’ éppen az X valtozo értéke, ezért a z:=x értékadas vezet el az Ef-b6l a Kfj-be. Ennek a
programnak a z egy eredmény (nem pedig segéd) valtozdja, az y pedig akar el is hagyhato az
allapotterébdl. Mivel a z valtozo a programban ennek az értékadasnak a baloldalan jelenik meg
elészor, ezért ra a struktogramm elsé értékadasa mellett kiilon felhivjuk a figyelmet a tipusanak
megadasaval. A masodik részfeladatnal Kfi-bol a Kf,-be az x:=y értékadas visz at, hiszen itt az
egyetlen kiilonbség a két allitas kozott az, hogy az x valtozé értékét az y-ban tarolt y” értékre kell
atallitani. A késObbiek miatt fontos viszont, hogy ennek a programnak allapottere tartalmazza a z
(bemend és eredmény) valtozot is. A harmadik részfeladatban Kf,-b6él a Uf-be kell eljutni. Itt az
y-t kell megvaltoztatni tigy, hogy vegye fel az x eredeti értékét, az x -t, amit a Kf, szerint a z-ben
taldlunk. Tehat: y:=z. Most a z egy bemend valtozo.
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Mindezek alapjan konnyt latni, hogy az aldbbi szekvencia megoldja a kitlizott feladatot.
Ehhez azonban el6szor a program alap-allapotterét kell a feladatéhoz igazitani, lesziikiteni,
amely hatésara a z valtoz6 szekvencia egy segédvaltozojava valik:

Z.=X

X:=y

y:=z

A programtervezés soran az a legfontosabb kérdés, hogy mirdl lehet felismerni, hogy egy
feladatot szekvenciaval kell megoldani, milyen 1épésekbdl élljon a szekvencia, hogyan lehet
megfogalmazni azokat a részcélokat, amelyeket a szekvencia egyes 1épései oldanak meg, és mi
valaszt. Példaul, ha az utéfeltétel egy A kapcsolatokkal felirt sszetett allitds, akkor gyakran az
allitds egyes tényezOi szolgalnak részcélként egy szekvencidhoz. (De vigyazat! Nem
torvényszerli, hogy az utdfeltétel A kapcsolata mindenképpen szekvencidt eredményez.) A
részcélok kozotti sorrend azon mulik, hogy az egyes részek utalnak-e egymasra, és melyik
hasznalja fel a masik eredményét. Kijelolve az utofeltételnek azt a részét, amelyet eldszor kell
teljesiteni, eléall az a kozbiilsé allapotokat leird logikai allitdas, amely az els részfeladat
utofeltétele €s egyben a masodik részfeladat elofeltétele lesz. Hozzavéve ehhez a feladat
utofeltételének itt még nem érintet felét vagy annak egy részét, megkapjuk a masodik részfeladat
utofeltételét, €s igy tovabb. Az eredeti eldfeltétel az elsd részfeladat elofeltétele, az eredeti
utofeltétel az utolso részfeladat utofeltétele lesz.

3.2.2. Elagazas

Amikor egy feladatot nem egymas utan megoldandé részfeladatokra, hanem alternativ
modon megoldhaté részfeladatokra tudunk csak felbontani, akkor eldgazasra van sziikségiink.

Eldagazas az, amikor két vagy tobb programhoz egy-egy feltételt rendeliink, és mindig azt
a programot — ugynevezett programdgat — hajtjuk végre, amelyhez tartozo feltétel az aktudlis
dllapotra teljesiil. Ha egyszerre tobb feltétel is igaz, akkor ezek koziil valamelyik programadg
fog végrehajtodni, ha egyik sem, akkor az elagazds abortil ®

® A magas szintli programozasi nyelvek tobbsége ettdl eltéré modon definidlja az elagazést.
Egyrészt rogzitik az agak kozti sorrendet azzal, hogy mindig az elsé olyan agat hajtjak végre,
amelyiknek feltételét kielégiti az aktualis allapot. Mésrészt, ha egyik feltétel sem teljestil, akkor
az elagazas az {ires programmal azonos. Mi ezt azért nem vessziikk at, hogy a programjaink
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Az elagazas alap-allapotterét megallapodas alapjan alakitjuk ki az elagazas feltételeit
alkotd kifejezésekben hasznalt valtozokbol és a programagak valtozoibol, tobbnyire azok
hogy két programag latszolag ugyanazon valtozoit, elobb atnevezéssel meg kell egymastol
kiilonboztetni.

Készitsiik el az aldbbi eldgazast! Vegyiik az (X:Z, y:Z, max:Z) éallapottéren a max:=x ¢€s a
max:=y értékadasokat. Rendeljiik az els6hoz az x>y, a masodikhoz az X<y feltételt. Tekintsiik azt
a programot, amelyik az x>y feltétel teljesiilése esetén a max:i=x, az x<y feltétel
bekovetkezésekor a max:=y értékadast hajtja végre. Az igy konstrualt elagazas a (8,2,0)
allapothoz (mivel erre az els6 feltétel teljesiil) a ((8,2,0),(8,2,8)) sorozatot, az (1,2,0)-hoz (erre a
masodik feltétel teljesiil) az ((1,2,0),(1,2,2)) sorozatot rendeli. A (2,2,0) allapot mindkét feltételt
kielégiti, ezért ra tetszés szerint barmelyik értékadas végrehajthato. A példdban ezek
végrehajtasanak eredménye azonos; mindkét esetben a ((2,2,0),(2,2,2)) sorozatot kapjuk.

Az elagazas agai kozott semmiféle elsObbségi sorrend nincs, ezért ha egy kiindulod
allapotra egyszerre tobb feltétel is teljesiil, akkor az elagazas véletlenszerlien valasztja ki azt az
agat, amelynek feltételét az adott allapot kielégiti. Az eldgazas tehat annak ellenére nem-
determinisztikussd valhat, ha az &agai egyébként determinisztikus programok. Az mar a
programozd feleldssége, hogy ilyen esetben is biztositsa, hogy az eldgazas jol miikkddjon. (A
példaban a feltételeknek legaldbb egyike mindig teljesiil.) Olyan eldgazasokat is Iehet
szerkeszteni, ahol egy kiindulo allapot egyik feltételt sem elégiti ki. Ilyenkor azt kell
feltételezniink, hogy a programozd nem szamolt ezzel az esettel, az elagazdsnak tehat
"hivatalbol" rosszul kell miikddnie. Ezért ilyenkor az elagazas definicié szerint abortal. Sokszor
a feltételeket ugy alakitjuk ki, hogy azok koziil az allapottér minden elemére pontosan az egyik
teljesiiljon. Ezzel kizarjuk mind a nem-determinisztikussa valas, mind az abortélas esetét.

Az elagazas nyilvanvaléan program, hiszen minden allapothoz rendel 6nmagaval kezd6d6
végrehajtasi sorozatot: ha egy allapot valamelyik feltételt kielégiti, akkor az ahhoz tartozé
programag altal eldallitott sorozatot, ha egyik feltételt sem elégiti ki, akkor az abortal6 sorozatot.

Az Sy, ... Sy A allapottér feletti programokbol és az fi, ... ., A allapottér feletti feltételekbol
képzett elagazast az IF(f1:Sy, ... ,f,:Sp)-nel jeloljiik és az alabbi abraval rajzoljuk:

fj_ fn

helyessége nem filiggjon attol, hogy egyrészt az eldgazas eseteit milyen sorrendben gondoltuk
végig, masrészt, ha egy esetre elfelejtettiink gondolni (egyik feltétel sem teljesiil), akkor a
program erre figyelmeztetve hibasan miikodjon.
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Ha olyan n agu elagazast kell jeldlniink, ahol az n-edik ag feltétele akkor teljesiil, ha az
el6z6 agak egyik feltétele sem, azaz f,= — f1 A ... A—fq.1, akkor az f—t helyettesithetjiik az else
jeloléssel.

A leggyakrabban eldéforduld elagazasok kétaguak, amelyek kozott gyakran fogunk
taldlkozni olyanokkal, amelyekben egyik feltétel a mésik ellentéte. Az alabbi dbrdk egymassal
egyenértékii modon fejezik ki az ilyen elagazasokat.

f _f /

Sl 82 Sl S2

Milyen feladat megolddsara hasznalhatunk eldgazast? Példaul, ha a feladat utofeltétele
esetszétvalasztassal hatdrozza meg a célt. Ezt gyakran a ,ha-akkor” széfordulatokkal (logikai
implikacio jelével) fejezziik ki. Ilyenkor elészor meg kell hatdroznunk az egyes eseteket leird
feltételeket (fj). Ezutan meg kell bizonyosodnunk arr6l, hogy az Ef-nek eleget tevé barmelyik
allapotra legalabb ez egyik feltétel teljesiil (azaz Ef= fia ... Afy), mert kiilonben az elagazas
abortal. A részfeladatok kialakitasanal az alabbiak szerint jarunk el. Az i-edik esethez (dghoz)
tartozo részfeladat kezddallapotai az eredeti feladat azon a kezddallapotai, amelyek eleget
tesznek az i-edik feltételének is. A részfeladat célallapotai az eredeti feladat célallapotai. Az i-
edik ag részfeladatanak specifikacioja tehat: (A, EfAf;, Uf). Mindezek alapjan belathato, hogy ha
Ef = fin ... Afy és minden ie{l..n}-re az S; programag megoldja az (A, Efaf;, Uf) részfeladatot,
akkor az IF(f1:Sq, ... ,f1:Sy) elagazas megoldja az (A, Ef, Uf) feladatot.

Példaként oldjuk meg azt a feladatot, amelyben egy egész szamot a szignumaval kell
helyettesiteniink. A pozitiv szamok szignuma 1, a negativoké —1, a nullaé pedig 0. A feladat
specifikacidja:

A=(XZ)
Ef=(x=x")
Uf = (x=sign(x’))
1 ha z>0
ahol sign(z) =<0 ha z=0
-1 ha z<0

Az utofeltétel harom esettel specifikalja a X valtozo 0y értékét: x>0, x=0 és x<0. Ez a harom
eset lefedi az Osszes lehetséges esetet és egyszerre koziiliik csak az egyik lehet igaz. A szignum
fiiggvény definicigjabol latszik, hogy az elsd esetben az X j értéke az 1 lesz, masodik esetben a
0, harmadik esetben a —1. Vilagos tehat, hogy az alabbi elagazas megoldja a feladatot.
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x>0 x=0 x<0

x:=1 X:= x:=-1

3.2.3. Ciklus

Ciklus miikodése soran egy adott programot, az ugynevezett ciklusmagot egymds utdn
mindannyiszor végrehajtiuk, valahdnyszor olyan dllapotban dllunk, amelyre egy adott feltétel,
az ugynevezett ciklusfeltétel teljesiil.

Tekintsiink egy példat. Legyenek az allapottér allapotai a [-5 .. +oo[ intervallumba es6
egész szdmok. Valasszuk ciklusmagnak azt a programot, amely az aktualis allapotot (egész
szamot) mindig a szignumaval noveli meg, azaz ha az allapot negativ, akkor csokkenti eggyel, ha
pozitiv, ndveli eggyel, ha nulla, nem valtoztatja az értékét. Legyen a ciklusfeltétel az, hogy az
aktualis allapot nem azonos a 20-szal. Amikor az 5 allapotbdl inditjuk a ciklust, akkor a
ciklusmag elsd végrehajtasa elvezet a 6 allapotba, majd masodszorra a 7-be és igy tovabb
egészen addig, amig tizen6todszor is végrehajtodik a ciklusmag, és a 20 allapotba nem jutunk (ez
mar nem elégiti ki a ciklusfeltételt), itt a ciklus leall. A ciklus tehat az 5 kiindul6 allapotbol az
(5,6,7, ... ,19,20) éllapotsorozatot futja be. Amennyiben a 20 a kiindul6 allapot, a ciklus rogton
leall, a 20-hoz tehat a (20) egy elemii végrehajtas tartozik. A 21 vagy annal nagyobb allapotokrol
indulva a ciklus sohasem all le: a ciklusmag minden Iépésben ndveli eggyel az aktualis allapotot,
¢és az egyre novekedd allapotok ((21,22,23, ... )) egyike sem lesz egyenld 20-szal, azaz nem
elégitik ki a ciklusfeltételt. Ugyanez torténik amikor a O allapotbol indulunk el, hiszen ekkor a
ciklusmag sohasem valtoztatja meg az aktudlis allapotat, azaz a <0,0,0, ... > végtelen sorozat
hajtodik végre. (Mindkét esetre azt mondjuk, hogy ,,a program végtelen ciklusba esett”.) A —1-
6l indulva viszont 1épésrdl 1épésre csokkenti a ciklus az aktudlis allapotot, de amikor a —5-hoz
ér, a ciklus miikddése elromlik. A ciklusmag ugyanis nem képes a —5-6t csokkenteni, hiszen ez
kivezetne az allapottérbdl; a ciklusmag a —5-ben abortal. A teljes végrehajtasi sorozat a (—1,-2,—
3,4,-5-5-5,...).

Egy ciklus végrehajtasat jelképez6 allapotsorozat annyi szakaszra bonthatd, ahanyszor a
ciklusmagot végrehajthattuk egymas utan. Egy-egy szakasz a ciklusmag egy-egy végrehajtasa. A
példankban ez egyetlen 1épés volt (tehat egyetlen érték képviselt egy szakaszt), de altalaban a
ciklusmag egy végrehajtdsa hosszabb allapotsorozatot is befuthat. Egy-egy szakasz kiinduld
allapota mindig kielégiti a ciklusfeltételt. (A szakasz tobbi allapotara ennek nem kell fennallnia.)
Amennyiben a szakasz véges hosszll €s a végpontja Gjra kielégiti a ciklusfeltételt, a ciklusmag
ebbdl a pontbol ujabb szakaszt indit.
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A ciklus egy végrehajtasa lehet véges vagy végtelen. A véges végrehajtasok véges sok
véges hosszl szakaszbol allnak, ahol a szakaszok kiindulé allapotai kielégitik a ciklusfeltételt, az
utolsé szakasz végallapota viszont mar nem. A véges végrehajtasok egy specidlis esete az,
amikor mar a ciklus kiindulé allapota sem elégiti ki a ciklusfeltételt, igy nem keriil sor a
ciklusmag egyetlen végrehajtasara sem. Ilyenkor a végrehajtas egyelemi sorozat lesz. A végtelen
végrehajtasok kétfélék. Vannak olyanok, amelyek végtelen sok véges hosszli szakaszbdl allnak.
Itt minden szakasz egy ciklusfeltételt kielégité allapotban végzodik. (,,végtelen ciklus™). Mas
végtelen végrehajtasok ellenben véges sok szakaszbol allnak, de a legutols6 szakasz végtelen
hosszu. Ilyenkor a ciklusmag egyszer csak valamilyen okbol nem terminal. Ez a ,hibas
ciklusmag” esete.

A ciklus alap-allapotterét a ciklusmag alap-allapottere és a ciklusfeltételt ado kifejezés
valtoz6ibol megallapodas alapjan alakitjuk ki. A ciklus tényleg program, hiszen az allapottér
minden pontjahoz rendel 6nmagaval kezd6d6 sorozatot. A ciklust a tovabbiakban a LOOP(cf, S)
szimbolummal, illetve a

cf

abraval fogjuk jeldlni.

Felismerni, hogy egy feladatot ciklussal lehet megoldani, majd megtalalni ehhez a
megfeleld ciklust, nem konnyli. Ez csak sok gyakorlds soran megszerezhetd intuicios készség
segitségével sikeriilhet. Bizonyos ,,0kdlszabalyok™ természetesen felallithatdak, de a szekvencia
illetve az elagazasokhoz képest 6sszehasonlithatatlanul nehezebb egy helyes ciklus konstrualasa.
Ahhoz, hogy egy ciklus megold-e egy Ef és Uf-fel specifikalt feladatot, két kritériumot kell
belatni. Az egyik, az ugynevezett ledlldsi kritérium, amely azt biztositja, hogy az Ef-bdl (Ef altal
kijelolt allapotbol) elinditott ciklus véges 1épés mulva biztosan ledll, azaz olyan allapotba jut,
amelyre a ciklusfeltétel hamis. A masik, az ugynevezett haladdsi kritérium, azt biztositja, hogy
ha az Ef-bdl elinditott ciklus valamikor leall, akkor azt jo helyen, azaz Uf-ben (Uf-beli
allapotban) teszi.

A leéllasi kritérium igazoldsdhoz példaul elegendd az, ha a ciklus végrehajtasa soran a
ciklusfeltétel ellendrzésekor érintett allapotokban meg tudjuk mondani, hogy a ciklus magjat
még legfeljebb hanyszor fogja a ciklus végrehajtani, és ez a szdm a ciklusfeltétel teljesiilése
esetén mindig pozitiv és a ciklusmag egy végrehajtasa utdn legalabb eggyel csokken. Ekkor
ugyanis csak véges sokszor fordulhat eld, hogy ezen allapotokban a ciklusfeltétel igazat ad, tehat
a ciklusnak véges lépésen beliil meg kell allni. Vannak olyan feladatokat megoldd ciklusok is,
amelyek ledllasanak igazolasa ennél joval nehezebb, van, amikor nem is donthetd el.
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A haladasi kritérium igazolasdhoz a ciklus ugynevezett invaridns tulajdonsdagat Kell
megtalalnunk. Ez a ciklusra jellemzé olyan allitas (jeldljiik I-vel), amelyet mindazon allapotok
kielégitenek, ahol a ciklus akkor tartézkodik, amikor sor keriil a ciklusfeltételének kiértékelésére.
Megforditva, egy | allitast akkor tekintlink invariansnak, ha teljesiil ra az, hogy az I-t és a
ciklusfeltételt egyszerre kielégité allapotbdl elindulva a ciklusmag végrehajtasa egy I-t kielégitd
allapotban fog megallni, azaz IAcf-bol I-be jut. Az invarians allitast kielégit6 allapotokbol
inditott ciklus miikodése tehat ebben az értelemben jol kiszamithato, hiszen biztosak lehetiink
abban, hogy amennyiben a ciklus ledll, akkor I-beli dllapotban fog megallni. Egy ciklusnak tobb
invarians allitasa is lehet, de ezek koziil nekiink arra van sziikségiink, amely segitségével meg
tudjuk mutatni, hogy a ciklus megoldja az Ef és Uf-fel specifikalt feladatot, azaz — ha leall —
akkor eljut az Ef-b6l az Uf-be. Ehhez egyrészt a | invariansnak érvényesnek kell lennie mar
minden Ef-beli kezddéallapotra (azaz Ef=l), hiszen a I-nek mar a ciklus elindulasakor (a
ciklusmag elsd végrehajtasanak kezddallapotara) teljesiilnie kell. Masrészt bizonyitani kell, hogy
a megallaskori allapot, amely még mindig kielégiti a I-t, de mar nem elégiti ki a ciklusfeltételt
(hiszen ezért allt meg a ciklus), az egyben az Uf-et is kielégiti (tehat In—cf=Uf).

Alkalmazzuk az elmondottakat egy konkrét példara. Legyen a megoldandd feladat az,
amikor keressiik egy Osszetett szam legnagyobb valodi osztojat. Ezt a feladatot korabban mar
specifikaltuk, de attol eltéré modon az eldfeltételben most tegyiik fel azt is, hogy a d eredmény
valtozo érteke kezdetben az n-1 értékkel egyezik meg. (Ennek hidnyaban a ciklus eldtt egy
értékadast is végre kellene hajtani, de a példdban most nem akarjuk a szekvencidkrol tanultakat
is alkalmazni.)

A= (n:N, d:R)

Ef=(n=n" A dsszetett(n) A d=n-1)

Uf=(n=n" A dsszetett(n) A d=LVO(n))
Tekintsiik az A éallapottéren az aldbbi programot:

—d \ n
d:=d-1

Invarians allitasnak valasszuk azt, amely azokat az allapotokat jel6li ki, amelyekben a d
valtozo értéke valahol 2 és n-1 kozé esik, és a d-nél nagyobb egész szamok biztosan nem 0sztoi
az n-nek.

I=(n=n" A dsszetett(n) A LVO(n)<d<n-1)

Ez tényleg invaridns a ciklusmag miikodésére, hiszen ha egy allapotra teljestil a | és még a
ciklusfeltétel is (azaz a d maga sem osztja az n-t, és emiatt d biztos nagyobb, mint az n
legnagyobb valodi osztdja, és persze nagyobb 2-nél is), akkor eggyel csokkentve a d értékét (ezt
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teszi a ciklus magja) ismét olyan allapotba jutunk, amely kielégiti az I-t. Nyilvanvalo, hogy |
gyengébb, mint Ef, tehat Ef=I1. Az is teljesiil, hogy In—cf=Uf (ha LVO(n)<d<n-1 és d | n, akkor
d=LVO(n)). Osszességében tehat a ciklus egy Ef-beli allapotbél elindulva, ha megall valamikor,
akkor Uf-beli allapotban fog megallni. A leallasi kritérium igazoldsa érdekében minden
allapotban tekintsiink a d értékére tigy, mint a hatralevé 1épések szamara adott felso korlatra: ez,
mint latjuk a ciklusfeltétel teljesiilése esetén pozitiv és minden 1épésben eggyel csokken az
értéke, tehat a program biztosan meg fog allni.

Tekintsiik most azt a feladatot, amelynek allapottere az a:Z és barmelyik kiindulé egész
szamhoz a nullat rendeli célallapotként. Ezt nyilvan megoldana az a:=0 értékadas is, de mi most
az alabbi ciklust vizsgaljuk meg.

a>0 a<0

a:=a—1 a.eN

A ledllasi kritérium igazolasahoz itt a hatralevd 1épések szamara adott felsd becslés
moddszere (amit az el6zd példaban hasznéaltunk) nem alkalmazhat6. Egy tetszdleges kiinduld
allapotra ugyanis csak akkor tudjuk feliilrdl megbecsiilni a hatralevd lépések szamat, ha a
kiindul6 érték nem negativ. Ezt ugyanis a ciklusmag Ujra és ujra eggyel csokkenti, amig az nulla
nem lesz. Ha azonban az a valtozoé kiindulé értéke negativ, akkor ilyen becslés nem adhato. A
ciklusmag elsd végrehajtasa sordn a valtozé értéke egy eldre meghatarozhatatlan nem-negativ
egész szam lesz, amelybdl tovabb haladva a ciklus (az elézéekben elmondottak szerint) mar
biztosan le fog allni a nullaban. A ciklus tehat véges 1épésben biztos a kivant célallapotban (a
nulldban) fog befejezddni, de nem minden kiindul6 allapotra lehet megadni a hatralevo 1épések
szamanak fels6 korlatjat. A haladasi kritériumhoz viszont elegendé a semmitmondd azonosan
igaz invarianst valasztani. Nyilvanvald ugyanis, hogy ha a ciklus leall, akkor azt kivan célban, a
nulla értékii a-val teszi.

3.3. Helyes program, megengedett program

A programtervezés célja az, hogy egy feladathoz olyan absztrakt (példaul struktogrammal
leirt) programot adjon, amelyik megoldja a feladatot és ugyanakkor kdnnyen kddolhat6 a konkrét
programozasi nyelveken. Ez elébbi kritériumot a program helyességének, az utdbbit a
megengedhetdségének nevezziik.

Ha egy program megold egy feladatot, akkor azt a feladat szempontjabol helyes
programnak hivjuk.
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Talan els6 olvasasra meglepdnek tiinik, de helyes programot nagyon konnyen lehet
késziteni, hiszen minden feladat megoldhat6 egyetlen alkalmas értékadas segitségével. Amikor
valtozonak a cél (célallapotbeli) értékét, tulajdonképpen kijeloliink egy értékadast, amelynek a
feladat altal eldirt értékeket kell atadnia a megfelelé valtozoknak. Elméletben tehat minden
feladathoz megkonstrualhat6 az 6t megoldo értékadas, amelyet a feladat trivialis megolddasanak
neveziink.” Ilyen lehetne példaul a korabban ciklussal megoldott legnagyobb valodi osztot
el6allito feladat esetében a d:=LVO(n) értékadas.

A programozasi gyakorlatban azonban igen ritka, hogy egy feladatot egyetlen értékadassal
oldanank meg. Ennek az oka az, hogy a trividlis megoldas jobboldalan tobbnyire olyan kifejezés
all, amelyik a rendelkezésiinkre all6 programozasi kornyezetben nem megengedett, azaz nem
ismertek a kifejezésben szereplé miiveletek vagy érték-konstansok, tehat a kifejezés kozvetleniil
nem kodolhatdé. Habar a programtervezés soran szabad, sét célszerli elvonatkoztatni attol a
programozasi kornyezettdl, ahol majd a programunknak mikddnie kell, de a végleges
programterv nem tavolodhat el tilsdgosan tdle, mert akkor nehéz lesz kodolni. Szdmunkra azok a
programtervek a kivanatosak, amelyek egyfeldl kellden altalanosak (absztraktak) ahhoz, hogy
eléallitdsuknal ne litkdzziink minduntalan a programozasi kdrnyezet altal szabott korlatokba,
masfeldl barmelyik programozasi nyelven konnyen kodolhatoak. Szerencsére a programozasi
kornyezetek fejlddésiik soran egyre inkabb kozelitettek és kozelitenek egy hivatalosan ugyan
nem rogzitett, de a gyakorlatban nagyon is jol korvonalazott szabvanyhoz, amely kijeloli a
legtobb  programozasi nyelv  4ltal  biztositott nyelvi elemeket (adattipusokat,
programszerkezeteket). Célszerli a tervezés soran készitett programokat e szabvanyhoz, ezen
idedlis kornyezethez igazitani. Az ilyen programokat fogjuk a tovabbiakban megengedett
programoknak nevezni.

Programozasi modelliinkben megallapodas alapjan jeloljiik ki a megengedett tipusokat. Ide
tartoznak a szamok alaptipusai (természetes-, egész-, valos szamok) a karakterek és a logikai
értékek tipusa. Megengedett tipusokbdl megfeleld (azaz megengedett) eljarasokkal (agynevezett
konstrukciokkal) olyan 0sszetett tipusokat készithetiink (példaul ugyanazon megengedett tipust
értekeket tartalmazo egy vagy tobbdimenzios tomb, karakterekbdl 6sszeflizott lanc vagy sztring),
amelyeket ugyancsak megengedettnek tekintiink. Késobb (lasd 7. fejezet) tovabb bévitjik a
megengedett tipusok korét.

° A modelliinkben bevezetett feladatok altalanos leképezések, amelyekbdl joval tobb van, mint
az ugynevezett parcidlis rekurziv fliggvényekbdl. Emlitettiik mar, hogy csak ez utdbbiak
megoldasahoz lehet olyan programokat késziteni, amelyek algoritmizalhatdak is. Modelliinkben
ellenben barmelyik feladathoz krealhaté megold6 program (példaul a trivialis megoldas), ezek
kozott tehat boven vannak olyanok, amely nem algoritmizalhatok.
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Egy kifejezés megengedett, ha azt megengedett tipusok értékeibol, miiveleteibdl és ilyen
tipusu valtozokbdl alakitunk ki a megadott alaki szabalyoknak (szintaktikanak) megfel.«zlo"en.10

Egy értékadas akkor megengedett, ha a jobboldalan szerepld kifejezés megengedett. A
bevezetében emlitett feladat finomitds sordn olyan elemi részfeladatokra kivanjuk bontani a
megoldando feladatot, amelyek megengedett értékadassal megoldhatok, azaz olyan programmal,
amelyet nem kell mar mélyebben részletezni.

Egy megengedett tagprogramokbol felépiild szekvenciat megengedettnek tekintiink. Az
elagazdsok ¢és ciklusok feltételei logikai értékli kifejezések, amelyek szintén Ilehetnek
megengedettek. Ha egy eldgazast vagy ciklust megengedett feltételekbdl és megengedett
programokbodl konstrualunk, akkor megengedettnek mondjuk. A megengedett program
szekvencia, megengedett feltételeket haszndlo eligazdsok és megengedett ciklusfeltételii
ciklusok segitségével az iires programbdl és megengedett kifejezésii értékadasokbol felépitett
program.

Osszefoglalva, egy programozasi feladat megoldasin azt a programot értjiik, amelyik
helyes és megengedett.

10 A tipusmiiveletek valojaban leképezések, ezért altalanos esetben relacioként irhatok fel. Maga
a kifejezés is egy leképezés, amely a tipusmiiveleteknek, mint leképezéseknek a
kompoziciojaként (Osszetételeként) all el6. A fenti meghatdrozasban emlitett alaki szabalyok
tehat jol definialtak.
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1. RESZ
PROGRAMTERVEZES MINTAK ALAPJAN

A programtervezés soran az a célunk, hogy egy feladat megoldasara helyes €s megengedett
programot talaljunk. A helyesség azt biztositja, hogy a program megoldéasa legyen a feladatnak, a
megengedettség pedig arra ad garanciat, hogy a programot kiilondsebb nehézség nélkiil koédolni
tudjuk a valasztott konkrét programozasi nyelvre.

Onmagéaban mar az is nehéz, ha adott feladat és adott program viszonyaban el kell
donteniink, hogy a program helyes-e, azaz megoldja-e a feladatot. Erre kiilonféle modszerek
vannak kezdve a teszteléstdl a szigort matematikai formalizmust igényld helyességbizonyitéasig.
Mindkét emlitett modszer azonban feltételezi, hogy mar van egy programunk, pedig egy feladat
megoldasa kezdetén nem rendelkeziink semmilyen programmal, csak a feladat ismert. Megteleld
program eldallitdsanal érdemes egy eleve helyes megoldasbol, a feladat trividlis megoldasabol
(értékadasbol) kiindulni. Mivel azonban ez tobbnyire nem-megengedett, fokozatosan, 1épésrél
1épésre (top-down) kell azt atalakitunk ugy, hogy a program helyessége minden 1épés utan
megmaradjon, és e lépésenkénti finomitds végére megengedetté valjon. Az atalakitas kozbiilsd
formai, amelyeket éppligy tekinthetiink a feladat egyfajta valtozatanak, mint programnak, egyre
Osszetettebb programszerkezetek, amelynek nem-megengedett értékadasait részfeladatoknak
foghatjuk fel, és amelyeket mélyebben részletezett programmal kell kivaltani. A finomitasi
eljaras kozbiils6 formainak eme kettés jelentése, miszerint a benne szereplé nem-megengedett
értékadasok feladatok is és programok is, a feladat-orientalt programozasi modszertan egyik {6
jellegzetessége.

Egy nem-megengedett értékadast vagy egy bonyolultabb szerkezetti programmal kell
helyettesiteni, vagy az értékadds jobboldali kifejezésének kiszdmitdsdnal hasznalt
tipusmiiveleteket kell megengedetté tenni, amihez adattipusokat kell konstrualunk. Az elsé
eljarast funkcio orientdlt programtervezésnek hivjuk (ehhez kapcsolodik a konyv I1. része); a
masodikat pedig tipus orientdlt programtervezésnek nevezzik (ezzel a I11. részben talalkozunk).
Ez a két eljards nem zarja ki egymast, vegyesen alkalmazhatoak.

Ebben a részben egy olyan Iépésenkénti finomitdst mutatunk be, amely korabbi
hasonld, korabban mar megoldott feladat megoldasara tdmaszkodva allitjuk elé. Ennek az analog
programozasnak egyik fajtija a visszavezetés, amihez a 4. fejezetben nevezetes minta-
megoldasokat (tigynevezett programozasi tételeket) vezetiink majd be, és ezek gyakorlatban
torténd alkalmazasat az 5. fejezet példaival illusztraljuk. A 6. fejezetben olyan Osszetett
feladatokat vizsgalunk, amelyek megoldasa visszavezetéssel eldallitott részprogramokbol épiil
fel.
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4. Programozasi tételek

Az anal6g modon torténd programozas a programkészités altaldnosan ismert és alkalmazott
technikdja. Amikor egy olyan feladatot kell megoldani, amelyhez hasonld feladatot mar
korabban megoldottunk, akkor a megoldd programot a korabbi feladat megold6é programja
alapjan allitjuk el6. Ez az otlet, nem 1) keleti, nem kizdrdlag a programozasnal alkalmazott
gondolat, hanem olyan altalanos problémamegolddé moddszer, amellyel az élet minden teriiletén
talalkozhatunk. Amikor egy tevékenységgel kapcsolatban gyakorlati tapasztalatr6l, megtanult
ismeretekrél beszéliink, akkor olyan kordbban megoldott problémékra és azok megoldasaira
gondolunk, amelyek az adott tevékenységgel kapcsolatosak. Minél nagyobb egy emberben ez a
fajta ismeret, minél biztosabban tudja ezt alkalmazni egy 1) feladat megolddsanal, annal inkabb
tekintjilk 6t a szakméja mesterének. Nem meglepd hat, hogy a programozasban az itt targyalt
ugynevezett analég programozds szinte kivétel nélkiill minden gyakorld programozo
eszkoztaraban jelen van.

Az analdg programozast lehet alkalmazni 6sztondsen vagy tudatosan, elnagyoltan vagy
precizen, laza ajanlasként vagy pontos technologiai szabvanyként. Az ebben a konyvben
alkalmazott visszavezetéses modszerénél mind a kitlizott feladatnak, mind a kordbban megoldott
feladat kozotti analogiat pontosan felfedjiik: konnyen felismerhetjiik a hasonldsagot, ugyanakkor
vilagosan felderithetjiik az eltéréseket. A visszavezetés sordn a mintafeladat megoldo
programjdt (a mintaprogramot) sablonként haszndlva dllitjuk eld a kitiizott feladat megoldo
programjat ugy, hogy figyelembe vessziik a kitiizott- és a mintafeladat specifikdciokban
felfedett eltéréseket.

Ebben a fejezetben eldszor Osszevetjik a visszavezetést mds analég programozasi
technikdkkal, majd megvizsgalunk néhany olyan nevezetes mintafeladatot és annak megoldo
algoritmusat, (programozasi tételt), amelyeket a visszavezetések soran hasznalhatunk.

4.1. Analog programozas

Az analdg programozasi technikdk alapgondolata k6zos, de azok gyakorlatdban jelentOs
kiilonbségek fedezhetéek fel. Ha az analég programozasban érvényesiild eltérd
szemléletmodokat gondolatban egy egyenes mentén képzeljiik el, akkor ennek egyik végén az a
gondolkodasmod all, amelyiknél az 0j feladat megoldasakor a mintafeladat megolddsanak
eldallitasi folyamatat masoljuk le; a masik véglet viszont csak az eredményt, a megoldo
programot veszi at, és azt igazitja hozza az 0 feladathoz.

Az elsd esetre példa az, amikor a mintafeladatot megoldd programot algoritmikus
gondolkodés utjan (milyen programszerkezetet hasznaljunk, mi utdn mi kovetkezzen, mi legyen
a ciklus vagy elagazas feltétele, stb.) allitottuk eld, és az ehhez hasonld feladatokat a
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mintafeladatndl alkalmazott gondolatsorral, annak otleteit kolcsondzve, lemdsolva, analog
algoritmikus gondolkodassal oldjuk meg.

Ettdl 1ényeges kiillonbozik az, amikor nem a mintaprogram eldallitdsi folyamatat, az
eléallitdsanak Iépéseit masoljuk le, ismételjiik meg, hanem csak magat a mintaprogramot
adaptaljuk a kitlizott feladatra. Az analdég programozasnak ezt a technikdjat hivjuk
visszavezetésnek. Ennek hatékony alkalmazasdhoz elengedhetetlen a feladatok pontos leirdsa,
hiszen csak igy lehet felfedni azokat a részleteket, amelyekben egyik feladat a masiktol eltér (az
ordog a részletekben bujik meg), €s csak ezek utdn tudjuk megmondani azt is, hogy a mar
megoldott mintafeladat programjdban mely részleteket mire kell kicserélni ahhoz, hogy a
kittizott feladat megoldasat megkapjuk. Ebben segit a feladat specifikacidja. Ha a feladatokat
(mind a kitlizott, mind a mintékat) specifikdljuk, akkor nemcsak a kozottiik levé hasonlosagot
tudjuk konnyen felismerni, hanem pontosan felderithetéek az eltérések is. Amig tehat az eldbbi
esetben a programtervezés hangsulya az algoritmikus gondolkoddson van, addig az utobbiban
mar nem ugy tekintiink a megold6 programra, mint egy miikodé folyamatra, annak tervezése a
feladat elemzésén, tehat egyfajta statikus szemléleten alapul. Konyviinkben bemutatott
modszertannak talan a legnagyobb vivménya ez a preciz specifikaciora épiild visszavezetési
technika, amely az analdg programozast lényegesen gyorsabba és biztonsdgosabba teszi.

Most algoritmikus gondolkodas segitségével megoldunk egy olyan feladatot, amely
mintafeladatként fog szolgélni a késdbbi feladatok megoldaséhoz, amelyek koziil egyet analdg
algoritmikus gondolkodassal, a tobbit visszavezetéssel oldunk majd meg.

4.1. Példa. Adjuk 6ssze egy n elemil egész értekii tomb elemeinek négyzeteit.
Specifikaljuk el6szor a feladatot.

A=(V:Z", s:Z)
Ef=(v=v")
Uf = (Ef A 5= ) V[iT)

A megoldas soran a kivant dsszeget fokozatosan allitjuk. Ehhez végig kell vezetniink egy i
egész tipust valtozot a tomb indexein, és minden 1épésben hozza kell adni a kezdetben nullara
beallitott s valtozohoz a V[i]* értéket. A megold6 program tehat a kezdeti értékadasok utan (ahol
az s valtozo értékét nullara, az i valtozoét egyre allitjuk) egy ciklus, amely az i valtozot
egyesével noveli egészen n-ig. A ciklus mikodése alatt az s valtozé mindig a v tomb elsé i-1
elemének négyzetosszegét tartalmazza, Kezdetben, amikor az i értéke 1, ez az érték még nulla,
befejezéskor, amikor az i eléri az n+1 értéket, mar a végleges eredmény.
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s,i:==0,1

i<n Az n nem yj valtozo,

s:=s+V[i]? hanem a tomb hossza

i=i+1

4.2. Példa. Szamitsuk ki az n pozitiv egész szam faktorialisat, azaz az 1*2*... *n szorzatot!

crer

n
kifejezést, amelynek segitségével egy m*(m+1)=*...*(n—1)*n szorzat a Hi zart alakban
I=m
felirhato. A jelolésrdl tudni kell, hogy ha m>n, akkor a produktum értéke 1. (Az 1 ugyanolyan
szerepet tOlt be az egész szdmok szorzdsanal, mint a 0 az 6sszeaddsnal. Egy 0-hoz adott szdm
vagy egy 1l-gyel megszorzott szdm maga a szam lesz. Azt mondjuk, hogy a 0 az dsszeadasra vett
nulla elem, mig az 1 a szorzas nulla eleme. Egy nulla elemmel torténé miiveletvégzés nem
valtoztat azon az értéken, amelyre a miivelet iranyul.)

A= (n:N, f:N)
Ef=(n=n")
Uf=(Ef A f:ﬁi)

i=2
A kitizott feladat és az 4.1. példa feladata hasonlit egymasra, ami a specifikaciok
sszevetésébdl kivaloan latszik. Ott a V[i]? kifejezések (i=1..n) értékeit kellett 5sszeadni és ezt az
s valtozoban elhelyezni, itt a i szamokat (i=2..n) Osszeszorozni és az f valtozoban tarolni.
Készitsiink megoldast analdg algoritmikus gondolkodéssal! Figyeljiik meg, hogy csak az
alahtzott szavak valtoztak meg 4. 1. példa megoldasanak gondolatmenetéhez képest.

A megoldas soran a kivant szorzatot fokozatosan allitjuk elé egy ciklussal. Ehhez végig
kell vezetniink egy I egész tipust valtozot a 2..n tartomany indexein, és minden 1épésben hozza
kell szorozni a kezdetben egyre beallitott f valtozohoz az i értéket. A megoldd program tehat a
kezdeti értékadasok utan (ahol az f valtozo értékét egyre, az i valtozoét kettére allitjuk) egy
ciklus, amely az i valtozot egyesével noveli egészen n-ig. A ciklus mikodése alatt az f valtozo
mindig az i-1 faktorialisat tartalmazza, Kezdetben, amikor az i értéke 2, ez az érték még eqy,
befejezéskor, amikor az i eléri az n+1 értéket, mar a végleges eredmény.
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fi=f*i

=i+l

4.3. Példa. Adott két azonos dimenzidju vektor, amelyek valos szdmokat tartalmaznak.
Szamitsuk ki ezek skalaris szorzatat!

A feladat bemend adatait két 1-t6l n-ig indexelt tombben taroljuk, eredménye a skalaris
szorzat; ezt tiikrozi az allapottér. Az utofeltételben a skaldris szorzat definicioja jelenik meg.
A=(a:R", b:R", s:R)
Ef=(a=a’Ab=b")

n

Uf=(EfA s= Za[i]*b[i] )
i1
Ez a feladat nagyon hasonlit az elsd 0Osszegzési feladathoz (4.1. példa). Készitsiink
megoldast visszavezetéssel! Vegylik szdmba két feladat kozotti eltéréseket. A kiilonbség az,
hogy itt nem egy egész elemii tomb elemeinek 6nmagaval vett szorzatait, a négyzeteit (V[i]),
hanem a két valds elemii tomb megfelelé elem parjainak szorzatait (a[i]*b[i]) kell 6sszegezni
ugy, hogy az i az 1..n tartomanyt futja be.

Fogjuk meg a mintaként szolgalo 4.1. példa programjat, és cseréljik le benne a V[i]®
kifejezést az a[i]*b[i] kifejezésre. Ezzel készen is vagyunk:

s,i:=0,1

i<n
s ;= s+ali]*b[i]

i=i+l

4.4. Példa. lgaz-e, hogy egy adott g:Z—7Z fiiggvény az egész szamok egy [m..n] nem {ires
intervalluman mindig paros szamot vesz fel értékiil, azaz g(m) is paros, g(m+1) is paros, €s igy
tovabb, g(n) is paros?
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Az  (g(m) paros) A (g(m+1) paros) A...A(g(n) paros) osszetett feltételt a feladat

hogy ha m>n, akkor a kifejezés értéke igaz.
A=(mZ,nZ, L)
Ef=(m=m’An=n")

Uf=(Ef A s=i£>n(g(i) paros) )

A kitlizott feladat visszavezethetd 4.1. példara. A specifikaciok abban kiilonboznek, hogy
itt egész szamok (V[i]?) dsszeadasa helyett logikai allitasok (g(i) paros) ,,0sszeéselésrdl” van sz0.
A logikai allitasok ,,0sszeéselésének™ nulla eleme a logikai igaz érték — ez az, amelyhez barmit
»eseliink” is hozz4 a barmit kapjuk meg. Eltér még ezen kiviil az intervallum is: a korabbi 1..n
helyett most az altalanosabb m..n. Az eredményvaltozoé most s helyett az I.

Tekintsiik az 4.1. példa programjat, és cseréljiik le benne a V[i]* kifejezést az g(i) paros
logikai kifejezésre, a ,,+”-t az ,,A”-re, a kezdeti értékadasban az | valtozonak a O helyett a logikai
igaz értéket, az i valtozo kezddértékének pedig az m-et adjuk. Tablazatos formaban:

[1..n] ~ [m..n]
+ 0 ~ A igaz
s:=s+V[i] ~ =1 A (az g(i) paros)
l,i:==igaz, m
i<n
I:=I A (g(i) paros)
=i+l

4.5. Pelda. Gytjtsiik ki egy n eleml (az n pozitiv) egész szamokat tartalmazd tomb paros
értékeit egy halmazbal!
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A= (x:Z", h:27)

Ef =(x=x")
Ut= (h="U{II})
x[i]lgel\ros

A halmazok unidja is rokon miivelet a szdmok feletti 6sszeaddssal. Egységeleme az iires
halmaz. A miiveletben szereplé kifejezés most egy tgynevezett feltételes kifejezés: ha az x[i]

paros feltétel teljesiil, akkor az {X[i]} egy elemii halmazt, kiilonben az iires halmazt ,,uni6zzuk” a
h-hoz.

Oldjuk meg visszavezetéssel a feladatot! Soroljuk fel az eltéréseket a 4.1. példa
mintafeladata és a most kitlizott feladat kozott:

+,0 ~ v, &
S ~ h
s:=s+V[i]> ~  h:=hu (hax[i] paros akkor x[i] kiilonben &)

Ezeket az eltéréseket atvezetve a mintaprogramra a kitlizott feladat megoldasat kapjuk. Ez
azonban nem megengedett, hiszen a feltételes értékadast nem tekintjilk annak. A feltételes
értékadds azonban nyilvanvaléan helyettesithetd egy elagazassal. Ez a helyettesités
természetesen mar nem a visszavezetés része, hanem egy azutan alkalmazott atalakitas.

hi:=d,1
i<n
X[i] pdaros /
h:=hu{x[i]}| SKIP
=i+l

4.2. Programozasi tétel fogalma

Az el6z6 alfejezetben latott feladatoknal ugy taldltuk, hogy az eltérések ellenére ezek a
feladatok annyira hasonldak, hogy ugyanazon séma alapjan lehet 6ket megoldani. De melyek is
azok a tulajdonsagok, amelyekkel feltétleniil rendelkeznie kell egy feladatnak, hogy az eddig
latott feladatok kozé sorolhassuk? Hogyan lehetne altalanosan megfogalmazni egy ilyen
feladatokat?

A fenti feladatok egyik kozds tulajdonsaga az volt, hogy mindegyikben fontos szerepet
toltott be az egész szamok egy zart intervalluma. Vagy egy 1-t6l n-ig indexelt tombrdl volt szo,
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vagy egy adott g:Z—Z fiiggvénynek az egész szamok egy [m..n] intervalluman felvett értékeirdl,
vagy egyszeriien csak az egész szamokat kellett 1-t61 n-ig 6sszeszorozni. Ezek az intervallumok
hatdroztdk meg, hogy a feladatok megoldasaban oroszlanrészt vallalo ciklus ugynevezett
ciklusvaltozdja mettdl meddig ,,fusson”, azaz hanyszor hajtédjon végre a ciklus magja.

A masik fontos tulajdonsag, hogy az intervallum elemeihez tartozik egy-egy érték, amit a
szamitasban kell felhasznalni. Az elsé feladatban az intervallum i eleméhez rendelt érték a V[i]?
szam, a masodikban maga az i, a harmadikban az a[i]*b[i], a negyedikben a g(i) pdros logikai
kifejezés, az 6todikben az {x[i]} egy elemii halmaz. Mindegyik esetben megadhato tehat egy
leképezés, egy fiiggvény, amely az egész szdmok egy intervalluman értelmezett, és az
intervallum elemeihez rendel valamilyen értéket: szamot, logikai értéket, esetleg halmazt.

A harmadik Iényeges tulajdonsdg az a szamitdsi mivelet, amely segitségével az
intervallum elemeihez rendelt értékeket Osszesiteni lehetett: Osszeadni, 0Osszeszorozni,
,0sszeéselni”, unidzni. Ez a miivelet éppen azon értékekre értelmezett, amelyeket az intervallum
elemeihez rendeliink. Mindig létezett egy olyan érték, amelyhez barmelyik masik értéket adjuk-
szorozzuk-¢éseljiik-unidozzuk hozza, az eredmény ez a masik érték lett: 0+s=s, 1*s=s, igazal=I,
@uh=h. Ugy mondjuk, hogy mindegyik miiveletnek van (baloldali) nulla eleme. A vizsgalt
miiveletek egymds utani alkalmazasanak eredménye nem filiggott a végrehajtasi sorrendtdl, az
tetszOlegesen csoportosithatd, zardjelezheté (példaul az atb+c értelmezhetd a+(b+c)-ként és
(atb)+c-ként is, és mi ez utdbbit hasznaltuk), azaz a vizsgalt miiveletek asszociativak voltak.

Foglaljuk 0ssze ezeket a kozds tulajdonsagokat, és fogalmazzuk meg azt az altalanos
feladatot, amely az el6z0 alfejezetben k6zolt Osszes feladatot magaba foglalja.

Legyen adott az egész szamok egy [m..n] intervalluman értelmezett f:[m..n]—>H fiiggvény
(errdl altaldnos esetben nem kell tudni tobbet), amelynek H értékkészletén definidlunk egy
miiveletet. Az egyszeriiség kedvéért hivjuk ezt 0sszeadasnak, de ez nem feltétleniil a szdmok
megszokott 0sszeadasi miivelete, minthogy a H sem feltétleniil egy szamhalmaz. A mivelet lehet
a szamok feletti szorzas, logikai allitasok feletti ,,éselés”, halmazok feletti uni6zés, stb. Ami a
lényeg: a mivelet legyen asszociativ és rendelkezzen (baloldali) nulla elemmel. A feladat az,
hogy hatarozzuk meg az f fliggvény [m..n]-en felvett értékeinek az 6sszegét (szorzatat, ,,éseltjét”,

n
unidjat stb.) azaz a z f(k)=f(m)+ f(m+1)+...+ f(n) kifejezés értékét! (m>n esetén ennek
k=m
az értéke definicio szerint a nulla elem). Az el6z6 alfejezet példai mind raillenek erre a feladatra.
Ezt az altalanosan megfogalmazott feladatot specifikalhatjuk is. Az éallapottérbe a
fiiggvény értelmezési tartomanyanak végpontjait és az eredményt vessziik fel, eléfeltétele rogziti
a bemend adatokat, utofeltétele pedig az 6sszegzési feladatot irja le.
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A=(mZ,n:Z, s:H)
Ef=(m=m’An=n")

n
Uf=(EfA s= Z f(i))
i=m

A kivant 6sszeget fokozatosan allitjuk el6. Ehhez végig kell vezetniink egy 1 egész tipusu
valtozot a tomb indexein, és minden 1épésben hozza kell adni a kezdetben nullara beallitott s
valtozohoz az f(i) értéket. A megoldd program tehat a kezdeti értékadasok utan (ahol az s valtozo
értékét nullara, az i valtozoét m-re allitjuk) egy ciklus, amely az i valtozot egyesével noveli
egészen n-ig. A ciklus mikodése alatt az s valtozé mindig az f fiiggvény [m..i-1] intervallumon
felvett értékeinek Osszegét tartalmazza, Kezdetben, amikor az i értéke 1, ez az érték még nulla,
befejezéskor, amikor eléri az n+1 értéket, mar a végleges eredmény.

s,i:=0,m

i<n

s:=s+f(i)

i=i+1

Az most bemutatott feladat-program par egy nevezetes minta: az Gigynevezett Gsszegzés.
Ez, mint azt az el6z0 alfejezetben lathattuk, szdmos feladat megoldasahoz szolgélhat alapul.

A visszavezetés soran mintaként hasznalt feladat-program part (ahol a program megoldja a
feladatot) programozasi tételnek hivjuk. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy egy mintafeladat-
program part egy matematikai tételhez hasonloéan alkalmazunk: ha egy kitlizott feladat hasonlit a
minta feladatara, akkor a minta programja lényegében megoldja a kitlizott feladatot is. A
"hasonlit" és a "lényegében" szavak értelmét az el6z0 példak alapjan mar érezziik, de majd az
5.1. alfejezetben részletesen is kitériink értelmezésiikre.

A visszavezetés sikere azon mulik, hogy rendelkeziink-e kell6 szamu, valtozatos ¢€s eléggé
altalanos mintafeladattal ahhoz, hogy egy 0 feladat ezek valamelyikére hasonlitson. Ezért a
mintafeladatokat €s megolddsaikat gondosan kell megvélasztani. Természetesen minden
programozd maga donti el azt, hogy munkdja soran milyen programozasi tételekre tdmaszkodik
— ezek mennyisége és mindsége a programozoi tudas, a szakértelem fokméréje —, ugyanakkor
meghatarozhatd a programozasi tételeknek az a kozds része, amit a tobbség ismer és hasznal,
amelyek feladatai a programozasi feladatok megoldasanal gyakran el6fordulnak.

Alig tobb mint fél tucat ilyen programozasi tétellel a gyakorlatban el6forduld problémak
tobbsége, nyolcvan-kilencven szdzaléka lefedhetd. A kiilonféle programozasi modszertant tanitd
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iskoldk Iényegében ugyanazokat a programozasi tételeket vezetik be, legfeljebb azok
megfogalmazasaban, csoportositdsaban €s felhasznalasi modjukban van az iskolak kozott eltérés.
Ott, ahol a programozasi tételeket nem visszavezetésre hasznaljak, mert az analég programozas
masik irdnyzatat, az algoritmikus gondolkodas folyamatdnak lemasolasat kovetik, egy tétel
megfogalmazasa kevésbé preciz: annak tobb valtozata is lehetséges. A visszavezetésnél viszont a
tételeket sokkal pontosabban, és lehetéleg minél altalanosabban kell megadni. Egy tétel ugyanis
valdjaban nem egy konkrét feladatot, hanem egy feladatosztalyt ir le, és minél altalanosabb,
anndl tobb feladat illeszkedik ehhez a feladatosztalyhoz. Vigyazni kell azonban arra, hogy ha a
mintafeladat tul elvont, akkor nehéz lehet annak alkalmazasa.

4.3. Nevezetes mintak

Most nyolc, a szakirodalomban jol ismert programozasi tételt mutatunk be.
Mindegyikiiknél az egész szamok egy intervalluman értelmezett fiiggvény (vagy fliggvények)
értékeinek feldolgozasa a cél. Ezért ezeket a tételeket intervallumos programozasi tételeknek is
szoktuk nevezni.

A nyolc tétel koziil egyediil a linearis kivalasztashoz nem kapcsolhato nyilvanvaldo modon
az egész szamok egy intervalluma. Ez egy olyan keresés, amelyik az egész szamok
szamegyenesen folyik, de elég megadni a keresés kezddpontjat, a keresés addig tart, amig a
keresési feltétel (egy egész szamokon értelmezett logikai fliggvény) igaz nem lesz. Err6l azonban
tudjuk, hogy el6bb-utobb bekovetkezik. Itt tehat a keresés soran egy olyan intervallumot jarunk
be, amelynek a végpontja csak implicit modon van megadva.

Az intervallumokra az egyes programozasi tételek kiilonféle eldfeltételeket fogalmaznak
meg. Nem lehet fiires az intervallum a rekurziv fliggvény helyettesitési értékének
meghatarozasakor, illetve a kdzonséges maximum kivalasztdsndl. A maximum kivalasztasnak
van egy altaldnosabb valtozata is (feltételes maximumkeresés), amely csak egy logikai
feltételnek megfeleld egész szdmokon felvett fliggvényértékek kozott keresi a legnagyobbat, €s
itt az is megengedett, ha az intervallum egyetlen egy egész szama sem elégiti ki ezt a feltételt,
vagy az intervallum iires. Egy logikai valtoz6 jelzi majd, hogy egyaltalan volt-e a feltételt
kielégitd vizsgalt fliggvényérték.

Az alabbi programozasi tételek f(i), B(i), h(i, y, y1, ... , Yk1) kifejezései az f, B, h
fliggvények adott argumentumu helyettesitési értékeit jelolik. Feltessziik, hogy ezek a
helyettesitési értékek kiszdmithatoak.
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1. Osszegzés

Az Osszegzés programozasi tételét az el6zd alfejezetekben alaposan elemeztiik. Most csak
a teljesség igénye miatt ismételjiik meg.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma és egy f:[m..n]—>H fliggvény. A H
halmaz elemein értelmezett egy asszociativ, baloldali nulla elemmel rendelkezé miivelet
(nevezziik Osszeadasnak és jelolje ezt a +). Hatarozzuk meg az f fiiggvény [m..n]-en felvett

n
értékeinek az Osszegét, azaz a Z f(k) kifejezés értékét! (m>n esetén ennek az értéke definicio
k=m
szerint a nulla elem).
Specifikacio:
A=(MZ,n:Z, s:H)
Ef=(m=m’An=n")

Uf:(EfAs:if(i))

I=m
Algoritmus:
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2. Szamldlas

Gondoljunk arra a feladatra, amikor egy 20 f6s osztalyban azon diakok szamat kell
megadnunk, akik 6tost kaptak torténelembdl. A didkokat 1-tdl 20-ig megsorszamozzuk, és a
torténelem jegyeiket egy 1-t61 20-ig indexelt t tombben taroljuk: az i-edik didk osztalyzata a t[i].
Definialunk egy B:[1..20] > L logikai fiiggvényt, amely azokhoz a didkokhoz rendel igaz értéket,
akik otost kaptak, mas szoval B(i) = (t[i]=5). Azt kell meghataroznunk, hogy a B altal felvett
értékek kozott hany igaz érték szerepel. Ilyenkor valojaban O illetve 1 értékeket Gsszegziink attol
fliggben, hogy a logikai kifejezés hamis vagy igaz. A szdmlalas tehat az Osszegzés specidlis
eseteként foghato fel, amelyben az s:=s+1 értékadast csak a (i) feltétel teljesiilése esetén kell
végrehajtani.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma és egy B:[m..n]—>L feltétel.
Hatarozzuk meg, hogy az [m..n] intervallumon a B feltétel hanyszor veszi fel az igaz értéket! (Ha
m>n, akkor egyszer sem.)

Specifikacio:

A=(MmZ,nZ, c:N)
Ef =(m=m’An=n")

n

Uf:(Ef/\C:Zl)

I=m
B(i)
Algoritmus:
c,1:=0,m
i<n
B(i)
c:=ct+l SKIP
=i+l

52



3. Maximum kivalasztas

Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy egy 20 fés osztalyban kinek van a legjobb jegye
torténelembdl, akkor ehhez a didkokat 1-t6l 20-ig megsorszamozzuk, és a torténelem jegyeiket
egy 1-t6l 20-ig indexelt t tombben taroljuk: az i-edik diak osztalyzata a t[i]. Ez a tomb tekinthetd
egy f:;[1..20]—>N fiiggvénynek (f(i)=t[i]), amely értékei kozott keressiik a legnagyobbat.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma és egy f:[m..n]>H fiiggvény. A H
halmaz elemein értelmezett egy teljes rendezési relacio. Hatarozzuk meg, hogy az f fiiggvény hol
veszi fel az [m..n] nem iires intervallumon a legnagyobb értéket, és mondjuk meg, mekkora ez a
maximalis érték!

Specifikacio:

A =(m:Z, n:Z, ind:Z, max:H)

Ef = (m=m’An=n"An=m)

Uf = (Ef A inde[m..n] A max=f(ind) A Vie[m..n]: max>f(i) ) =
masképpen jelolve, illetve roviditett jelolést hasznalva:

= (Ef Ainde[m..n] A max = f(ind) = mZx f(i))

= ( Ef A max,ind= mZx f(i))

i=m
Algoritmus:
max, ind, i := f(m), m, m+1
i<n
max<f(i) /
max, ind :=f(i), i SKIP
=i+l

Az ind valtoz6 értékadasai torolheték az algoritmusbol, ha nincs sziikség az ind-re.
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4. Feltételes maximumkeresés

A maximum kivalasztast sokszor gy kell elvégezni, hogy a vizsgalt elemek koziil csak
azokat vessziik figyelembe, amelyek eleget tesznek egy adott feltételnek. Példaul, egymas utani
napi atlaghomérsékletek kozott azt a legmelegebb homérsékletet keressiik, amelyik fagypont
alatti.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma, egy f:[m..n]>H fiiggvény és egy
B:[m..n]>L feltétel. A H halmaz elemein értelmezett egy teljes rendezési relacio. Hatarozzuk
meg, hogy az [m..n] intervallum B feltételt kielégité elemei koziil az f fiiggvény hol veszi fel a
legnagyobb értéket, és mondjuk meg, mekkora ez az érték! (Lehet, hogy egyaltalan nincs 3
feltételt kielégitd elem az [m..n] intervallumban vagy m>n.)

Specifikacio:

A=(m:Z, n:Z, I:L, ind:Z, max:H)
Ef=(m=m’An=n")
Uf = (Ef Al =3ie[m..n]:B(i) A I > inde[m..n] A max=f(ind)
A B(ind) A Vie[m..n]:B(1) — max>f(i) )
Itt is bevezetiink rovid jelolést.

Uf = (Ef A lLmax,ind) = 4y ()

B

Algoritmus:
I, i:=hamis, m
i<n
—BM 1\ | AB(i) —l A B(i)
SKIP max< f(i) I, max, ind :=
max, ind := f(i),i| SKIp| 193z f(i), i
=i+l
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5. Kivalasztas (szekvencidalis vagy linedris kivalasztds)

Ennek a mintdnak kapcsan azokra a feladatokra gondoljunk, ahol egymas utan sorba
allitott elemek kozott keressiik az elsé adott tulajdonsagit ugy, hogy tudjuk, hogy ilyen elem
biztosan van. Példaul egy osztalyban keressiik az els6 6tos torténelem jeggyel rendelkez6 didkot,
ha tudjuk, hogy ilyen biztosan van. A didkok torténelem jegyeit ilyenkor egy 1-t61 20-ig indexelt
t tombben taroljuk (az i-edik didk osztalyzata a t[i]), ha a didkokat 1-t61 20-ig sorszamoztuk meg.
A Keresés szempontjabdl kozombos, hogy egy 20 fos osztallyal van dolgunk. Definidlunk egy
B:[1..20]>L logikai fiiggvényt, amely azokhoz a didkokhoz rendel igaz értéket, akik Otost
kaptak, mas szoval B(i) = (t[i]=5).

Feladat: Adott egy m egész szam és egy m-t6l jobbra értelmezett B:Z—IL feltétel.
Hatarozzuk meg, hogy az m-tdl jobbra es6 elsé olyan szamot, amely kielégiti a B feltételt, ha
tudjuk, hogy ilyen szdm biztosan van!

Specifikacio:

A=(m:Z, ind:Z)
Ef = (m=m’ A Jizm: (i) )
Uf = (Ef A ind>m A B(ind) A Vie[m..ind-1]:—p(i) )
vagy roviditett jelolést alkalmazva:
Uf=(Ef A ind = se_l>ect B())
1=m

Algoritmus:
ind:=m
—A(ind)
ind:=ind+1

Az eléz6 tételekkel szemben itt nincs sziikség a bejart szaok intervallumanak felsd
hatarara, mintahogy egy kiilon i valtozéora sem a szamok bejarasahoz.
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6. Keresés (szekvencidlis vagy linedris keresés)

Ez a minta hasonlit az el6zdre, hiszen itt is egymas utan sorba allitott elemek kozott
keressiik az elsé adott tulajdonsagut, de lehet, hogy ilyet egyaltalan nem talalunk.

Feladat: Adott az egész szamok egy [m..n] intervalluma és egy PB:[m..n]—L feltétel.
Hatarozzuk meg az [m..n] intervallumban balr6l az elsé olyan szamot, amely kielégiti a 3
feltételt!

Specifikacio:
A=(MZ,nZ, L, ind:Z)
Ef=(m=m’An=n")
Uf = (Ef A I=(3ie[m..n]: B(i)) A I>(inde[m..n] A B(ind) A
Vie[m..ind-1]:=p(i)) )
vagy roviditett jelolést alkalmazva

Uf=(Ef A I,ind =se.a7nrch A1)

Algoritmus*:

I, i:=hamis, m

—|| VAN ISI‘]

1, ind := B(i), i

=i+l

T . . . L L
A linearis keresés algoritmusanak mas valtozatai is ismertek:

I, ind := hamis, m-1 I, ind := hamis, m ind :=m
=l A ind<n —l A'ind<n ind<n A —f(ind)
ind := ind+1 B(ind) ind := ind+1

| := B(ind) I:=igaz | ind := ind+1 | :=ind<n
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A kivalasztas, linedris keresés és a logaritmikus keresés kivételével a fenti algoritmus
mintak ciklusszervezése megegyezik: egy indexvaltozot vezetnek végig az m..n intervallumon.
Az ilyen esetekben alkalmazhatunk egy roviditett jelolést az algoritmus leirdsara. Ezt a valtozatot
szoktak szamlalos ciklusnak nevezni. Az elnevezés kicsit félrevezetd, hiszen, mint latjuk, ez egy
kezdeti értékadasnak és egy ciklusnak a szekvencidja. A szamlalos ciklus alkalmazhatdsaganak
jelentéségét egyrészt az adja, hogy ilyenkor pontosan meg lehet mondani, hany iteracié utan fog
leallni a ciklus, masrészt a kiilonféle programozasi nyelvek kiilon nyelvi elemet (példaul ,,for”)
szoktak biztositani a kddolasukhoz.

1:=m
i<n rovidebben i=m..n
feldolgozas feldolgozas
i=i+1

A programozasi tételek helyességét a 3. fejezetben bemutatott eszkozokkel be lehet
bizonyitani.
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5. Visszavezetés

Ebben az alfejezetben példakat latunk a visszavezetésre, nevezetesen arra, amikor a
programozasi tételek mintdjara oldjuk meg a feladatainkat, és kozben azt probaljuk
megvilagitani, hogy a visszavezetéssel eldallitott programok miért lesznek biztosan megoldasai a
kittizott feladatoknak. Az alabb bemutatott esetek egymadssal kombindlva is megjelenhetnek a
visszavezetések soran.

Természetes visszavezetésrdl akkor beszéliink, amikor az alkalmazott programozasi tétel
feladata (a mintafeladat) atnevezésektdl eltekintve teljesen megegyezik a megoldandd (a
kittizott) feladattal.

3.1. Példa. Hanyszor valt eldjelet (pozitivrol negativra vagy negativrol pozitivra) az [a..b]
egész intervallumon az f.Z—R fiiggvény?
A= (a:Z, b:Z, db:N)
Ef=(a=a’Ab=b")
b
Uf=(Efandb= > 1)
j=a+l
(i)~ f(j—1)<0
Ez a specifikdcid olyan, mint a szamldlds programozasi tételének specifikacidja. A
kiilonbség csak annyi, hogy az ott szereplé B feltételt itt nem az [m..n], hanem az [a+1..b]
intervallumon értelmezziik; az intervallumon nem az i, hanem a j valtozoval futunk végig; az s
valtozot a db valtozo helyettesiti; és a B(i) helyén az f(j)*f(j-1)<O kifejezés all. Alkalmazzuk ezt a
megfeleltetést a szamlalas programjara és megkapjuk a kitlizott feladat megoldasat.

m..n ~ a+1.b
S ~ db
i ~
pi) ~  f()*f(-1)<0

db:=0
j=a+l.. b
) <fG)<0 /
db := db+1 SKIP
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Altaldnos visszavezetésrél akkor beszéliink, amikor a kitiizott feladat megengedébb a
mintafeladatanal. Ez kétféleképpen is eldallhat. Egyfeldl akkor, ha a kitlizott feladat kevesebb
kezddallapotra van értelmezve, mint a mintafeladat (azaz a kitiizott feladat elofeltétele szigorubb
a mintafeladaténal). Masfelol a kitlizott feladat egy kezddallapothoz olyan célallapotot is
rendelhet, amelyet a mintafeladat nem (azaz a feladat utofeltétele gyengébb a mintafeladaténal).

5.2. Példa. Keressiik egy f:[m..nN] >R fiiggvénynek azt az arumentumat, amelyre teljesiil,
hogy f(k)=(f(k-1)+ f(k+1))/2.
A=(MZ,nZ L, Ki:Z)
Ef=(m=m’An=n")
Uf = (Ef A I=( Jie[m+1..n-1]: f(i)=(f(i-1)+f(i+1))/2 ) A
> ( kie[m+1..n-1] A f(ki)=(f(ki-1)+f(ki+1))/2))
Szigoritsunk a feladaton. Ha a szigorubb feladathoz talalunk megoldast, akkor ez az eredeti
feladatot is megoldja.
Uf = (Ef A I=( Jie[m+1..n-1]: f(i)=(f(i-1)+f(i+1))/2) A
> ( kie[m+1..n-1] A f(ki)=(f(ki-1)+f(ki+1))/2 A
Vie[m+1..ki-1]: f(i)=(f(i-1)+f(i+1))/2) )

= (Ef A l,kizse’;;cl'l;(f(z) =(fli—1)+ fli + ))/2))

1=m+

Ez a feladat visszavezethet6 a linearis keresés programozasi tételére.

m.n ~ m+1..n-1
Ay~ f(i)=(f(i-1)+ f(i+1))/2
ind ~ ki
I, i :=hamis, m+1
-l Aign-1
I, ki :=f()=(f(i-1)+ f(i+1))/2, i
=i+l

Alteres visszavezetésrOl akkor beszéliink, amikor a kitlizott feladat allapottere a
mintafeladat allapotterének nem minden komponensét tartalmazza (altere a kitlizott feladat
allapotterének), azaz a kitlizott feladat allapotterének kevesebb komponenssel bir.

59



5.3. Példa. Keressiik egy g:[a..b] >R fiiggvénynek olyan argumentumat, ahol a fliggvény a
maximalis értékét veszi fel!.

A=(aZ, b:Z, ind:Z)
Ef=(a=a’Ab=b"ra<h)

Uf = (Ef A inde[a..b] A g(ind) :mfzx g(i) )

A kitlizott feladat allapottere kiegészitheté a max:R komponenssel, az utdfeltétele pedig
szigorithatd

Uf = (Ef Amax = mzx g(i) Ainde[a..b] A g(ind) = max)
i=a

¢s ez a szigorubb feladat visszavezetheté a maximum kivalasztas programozasi tételére.

m..n ~ a..b

fiy ~ 9@

max, ind := g(a), a

i=za+1..b

\ g(i) > max /

max, ind := g(i), i SKIP

A max valtozd nem eredményvaltozoja, hanem segédvaltozoja a fenti programnak.
Megfeleld atalakitas utan el is lehetne hagyni, de ez egyrészt a program hatékonysagan ronthat,
masrészt egy ilyen mddositas veszélyezteti a program helyességét. Kivételt jelent az, amikor a
forditott feladatot kell megoldanunk: a maximalis értéket keressiik és annak indexére nem
vagyunk kivancsiak. Ilyenkor az index valtozot (ind), pontosabban az arra vonatkozo
értékadasokat el hagyhatjuk, hiszen ezen kiviil mas atalakitast nem kell a programon végezni.

5.4. Példa. Adjuk meg egy természetes szam valodi osztéinak szamat!
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A=(n:N, s:N)

Ef=(n=n")
ndiv2
Uf=(Efns= > 1)
i=2
ijn

Atalakithatjuk ezt a specifikaciot az alabbi formara:
A=(m:N, n:N, s:N)
Ef=(m=2 An=n")
ndiv2
Uf=(Efns= > 1)
i=m
i‘n
Itt mar ugyanolyan allapotterti feladatrol van sz6, mint a szdmlalas mintafeladata, csak a
feladat el6feltétele szigorubb, de ezt az dltaldnos visszavezetés megengedi.

m.n ~ 1..ndiv2
Ba) ~ iln
s:=0
i=1..ndiv2
in /
§s:=s+1 SKIP

61



Talalkozhatunk olyan visszavezetésekkel is, ahol a megoldandé feladat allapottere a
visszavezetésre kivalasztott programozasi tétel mintafeladatanal nem szerepld, olyan bemeneti
adatkomponenseket is tartalmaz, amelyeknek értéke allandé. (Ezen tGilmenden a természetes
visszavezetésnél megengedett eltérések is eléfordulhatnak.)

5.5. Példa. Hatarozzuk meg a g:[a..b] >N legnagyobb, k-val oszthatd értékét és az [a..b]
intervallumnak azt az elemét (argumentumat), ahol a g fiiggvény ezt az értéket felveszi!
A= (a:Z, b:Z, kN, I:I, ind:Z, max:Z)
Ef = (a=a’ A b=b’ A k=k’)
b
Uf = (Ef A I max,ind = max 9(i))
i=a
kg(i)

Ebben a feladatban a k valtozo értéke allando. (Nem konstans, hiszen ez egy bemend adat,
de a kezdeti értéke mar nem valtozik.) Ha ennek egy értékét rogzitjiik, akkor a feladatnak egy
specialis, a rogzitett értékhez tartozd, azzal paraméterezett valtozatdhoz jutunk. Ebben a
valtozatban a paraméter mar egy konstans, amelyet nem kell felvenniink az allapottér

komponensei koz¢, igy a paraméterezett feladat allapottere mar meg fog egyezni a
visszavezetésre kivalasztott mintafeladatéval. Példaul k=2 esetben:

A=(aZ, b:Z, L, ind:Z, max:Z)
Ef=(a=a’Ab=b")
b
Uf = (Ef A I,max,ind = max 9(i) )
i=a
2/g(i)
Ez a paraméterezett feladat mar minden gond nélkiil visszavezethetd a feltételes
maximumkeresés programozasi tételére.

m..n ~ a..b
fi) ~ o)
Bi) ~  2lq()
I: = hamis
i=a..b
=2lgi\  1a2lg0) ~I~21g()
SKIP max<g() /| =
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max, ind :=g(i), i| SKIP

Mivel a k minden lehetséges értéke mellett ez a visszavezetés megtehetd, ezért az eredeti
feladatot is meg tudjuk oldani Ggy, hogy Osszes paraméteres valtozatdit megoldjuk.
Természetesen ezt elég altalanosan egy tetszOlegesen rogzitett k értékkel paraméterezett feladatra
megtenni.

I:= hamis
i=a..b
—klgG) |\ I Ak | g(i) \ -1 Akl g()
SKIP [\ max<g(i) I, max, ind :=
max, ind := g(i), i| SKIP| 198z g(i), |

Ebben a k egy olyan valtozd, amelyik a program legelején kap egy kezdéértéket, azaz a
megoldo program alap-allapotterének komponense lesz.

Bizonyos feladatok visszavezetéssel torténd megoldasanak érdekében ugy kell eljarnunk,
hogy vagy a valasztott programozasi tételt altalanositjuk, vagy a feladatot megfogalmazasan
alakitunk. Nézziink erre példakat.

Azokat a feladatokat, amelyekben a "legtobb", "legnagyobb", "legdragabb", "legtavolabbi"
stb. szofordulatokkal taldlkozunk, a maximum kivalasztassal tarsitjuk. A maximum
kivalasztassal tarsithatd feladatok megitélésénél koriiltekintden kell eljarni. Egyfeldl azért, mert
hasonld szofordulatok jelezhetik a feltételes maximumkeresét is, ahol nem egy intervallumhoz
hozzarendelt 0sszes elem kozott, hanem csak bizonyos tulajdonsagu elemek kozott keressiik a
maximumot. Masfel6l a maximum kivalasztasnal tigyelni kell az eléfeltételre, amely szerint a
maximalis elem kivalasztasdhoz 1éteznie kell legalabb egy elemnek, azaz az intervallum nem
lehet iires. Ilyenkor vagy egy eldgazésba épitjiilk be a maximum kivalasztast azért, hogy csak
nem-iires intervallum esetén keriiljon sor a maximum kivalasztasra, vagy feltételes
maximumkeresést hasznalunk.™

12 11t hivjuk fel a figyelmet az olyan feladatokra is, amelyekben egy intervallum pontjai kézott
keressiik a legnagyobb adott tulajdonsagut. Ilyen példaul a legnagyobb kozods osztd keresése.
Ezeket a feladatokat nem érdemes feltételes maximumkeresésre visszavezetni, tokéletesen
megfelel az intervallumban egy forditott iranyu kivalasztas vagy linearis keresés is.
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Gondoljunk most arra a feladatra, amelynél egy adott f:[m..n]—>H fiiggvény értékei kdzott
a legkisebb elemet keressiik. A "legkevesebb", "legnagyobb", "legolcsobb", "legkozelebb"
melléknevek minimum kivdlasztisra utalnak. A kérdés az, hogyan lehet egy minimum
kivalasztasos feladatot a maximum kivalasztds programozasi tételére visszavezetni. Azt
mindenki érzi, hogy minimum kivalasztds programja minddssze annyiban tér el a maximum
kivalasztasétol, hogy masik relaciot hasznalunk az elagazasanak feltételében: A max<f(i) helyett
a max>f(i)-t. (Célszerii lesz a max valtozo nevét min-re cserélni.)

A linedris keresést az eldontés jellegli feladatok megoldasara is fel lehet hasznalni (alteres
visszavezetés). Ilyenkor csak azt vizsgéljuk, hogy a vizsgalt feltétel bekdvetkezik-e az
intervallum valamelyik pontjan. Mivel nem vagyunk kivancsiak arra, hogy melyik ez a pont, az
algoritmusbol az ind:=i értékadast el is hagyhatjuk.

Sokszor keressiik arra a kérdésre a valaszt, hogy vajon az intervallum minden eleme
rendelkezik-e egy adott tulajdonsaggal (I=Vie[m..n]:B(i)). Ezt az eldontéses feladatot is vissza
lehet vezetni a linearis keresésre. Ha ezt egy olyan linearis kereséssel oldjuk meg, amely azt
vizsgalja, hogy van-e olyan elem, amelyik nem rendelkezik az adott tulajdonsaggal
(u=3ie[m..n]:=P(i)), akkor a kapott valasz alapjan az eredeti kérdés is konnyen megvalaszolhatd
(I=—u). Masik megoldashoz jutunk az alabbi gondolatmenettel. Tekintsiik a megoldando feladat
utofeltételét, majd ezt alakitsuk 4t vele ekvivalens, de a linedris keresésre visszavezethetd
formara:

Uf=(EfA I =Vke[m..n]: Bk)) =
= (Ef A=l ==(Vke[m..n]: Bk))) =
= (Ef A =l =3ke[m..n]: —B(K) ) =

=(Efn I= ﬁseqfrch —B()

—l,i := hamis,m
—|ﬁ| A |Sn
—l:= (i)

i=i+l

A program —l:=hamis és —l:=—p(i) pszeudo-értékadasait atalakitva és a ciklusfeltételt
egyszertisitve megkapjuk a végleges valtozatot, amelyet akar 1j programozasi tételként is —
tagadott vagy ,,V-jeles” vagy optimista linedris keresés néven — jegyezhetiink meg. Ezt
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legkifejezébben az | = ( Vke[m..n]: B(K) ) ) specifikacios formula fejezi ki, de bevezethetjiik ra

az | =V search B(i)jelolést is.

l,i:=igaz,m

I Aign

| := B(i)

i=i+l
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6. Tobbszoros visszavezetés

A visszavezetés technikdjdnak megértése, elsajatitasa Onmagdban konnyl feladat.
Alkalmazésa akkor valik nehézzé, amikor egy Gsszetett probléma megoldasahoz egyszerre tobb
programozasi tételt is fel kell hasznalni. Mar egy kezdd programozodnal is kialakul az a képesség,
hogy egy Osszetett feladatban észrevegye a megoldashoz sziikséges programozasi tételeket, de
ezek egymashoz vald viszonyat, az egyiknek a masikba valdé bedgyazasdnak modjat még nem
latja tisztan. Ehhez arra van sziikség, hogy a megoldand¢6 feladatot részekre tudjuk bontani ugy,
hogy a részfeladatokat a programozasi tételek segitségével meg lehessen oldani, és az igy kapott
részmegoldasokat kell egy programma Gsszeépiteni.

A részfeladatok kijelolését hatékonyan tamogatja, ha a feladat megfogalmazéasakor az
egyes fogalmak jelolésére egy-egy alkalmas fliggvényt vezetiink be. Ezek a kitalalt, tehat
absztrakt fiiggvények a megoldas bizonyos fazisaiban elrejtik az altaluk definialt részfeladatokat.
A beagyazott részfeladatok elrejtése kdvetkeztében vildgosabban lathatd, hogy magasabb szinten
milyen programozasi tétellel oldhaté meg a feladat. Csak ezt kovetden kell foglalkozni a
részfeladatokkal, amelyek megoldésat a feladat tobbi részétdl fiiggetleniil, a részfeladatot elrejtd
figgvény kiszamitasaval allithatjuk elo.

Ezt a fliggvényabsztrakcidos programozasi technikat procedurdlis (modularizalt)
programkészitésnek is nevezik, mert az igy késziilt programok kodolasakor elkiilonitjik a
részfeladatokat megoldd programokat, ezaltal a teljes program részprogramokra bomlik. Mivel a
kiilonvalasztott programrészek (procedurdk, modulok) jol atlathatd, ellendrzott kapcsolatban
allnak, ezért a részprogramok végrehajtasi sorrendje pontosan ki van jelolve. Amikor egy
részprogramrol atkeriil a végrehajtasi vezérlés egy masikra, akkor az els@ adatokat adhat at a
masodiknak. Amennyiben egy részprogram leirasat fizikailag is elvalasztjuk a teljes programrol,
akkor azt alprogramnak hivjuk. Egy alprogram maga is tobb alprogramra bonthat6, ami altal
Osszetett, hierarchikus szerkezete lesz a programunknak.

Ebben a fejezetben el0szor bevezetjiikk az absztrakt programok szintjén az alprogramok
fogalmat, majd néhany példan keresztiil bemutatjuk, hogyan alkalmazhaté tobbszordsen a
visszavezetés technikdja az Osszetett feladatok megoldasanal, és az igy kapott programot a
feladat részfeladatai mentén hogyan tordeljiik alprogramokra. A harmadik alfejezetben
attekintjiik azokat a program-atalakité szabalyokat, amelyek alkalmazasa kényelmesebbé teszi a
programkészitést, hatékonyabba az elkészitett programot.
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6.1. Alprogram

Egy program leirdsdban szerepld barmelyik részprogram egy jol meghatarozott
részfeladatot old meg. Ha egy részprogram fizikailag is elkiiloniil a program leirasdban, akkor
azt alprogramnak nevezziikk. Struktogrammos jelolés esetén egy részprogrambdl ugy
készithetiink alprogramot, hogy a részprogramot kiemeljiik az azt tartalmazd program
struktogrammjabol, a kiemelt struktogrammot egyedi azonositoval latjuk el, és a részprogram
helyét a program struktogrammjdban ezzel az azonositdval jeloljiik. Ez lehetdséget ad majd arra
IS, hogy ugyanarra az alprogramra — ha kell — tobb helyen is hivatkozhassunk részprogramként.

Mivel minden feladat megoldhat6 egy (altalaban nem megengedett) értékadassal, ezért az
alprogramjaink altal megoldott részfeladatok is, ennél fogva minden alprogram azonosithato
ezzel az értékadassal. Ezért a tovabbiakban az alprogramot leird struktogrammot ezzel az
értékadassal azonositjuk. Ez az alprogram feje. Egy program struktogrammjaban, ahol az
alprogramot részprogramként latni kivanjuk, ugyanezt az értékadast irjuk. Ezt az alprogramot
meghivo utasitasnak, roviden hivasdnak nevezik.

Amikor egy program végrehajtidsa sordn elériink egy alprogram hivasahoz, akkor onnan
kezdve az alprogram hatarozza meg a végrehajtds menetét, azaz ,atkeriil a vezérlés” az
alprogramhoz. Az alprogram befejezddésekor a vezérlés visszatér a hivd programhoz és a hivo
utasitas utan folytatodik. Mas szavakkal, a hivo programnak (amely a hivast tartalmazza) a hivas
pillanataig befutott végrehajtasa (4llapotsorozata) felfiiggesztddik, az ekkor elért allapotbol az
alprogram egy végrehajtasaval (allapotsorozataval) folytatodik, majd az igy elért allapotbdl a
hivo programnak a hivas utani utasitdsai alapjan folytatédik végrehajtas.

Az alprogram kiindulo &llapottere tartalmazza a hivo program dallapotterének a hivas
pillanatdban (segédvaltozokkal egyiitt) meglevé komponenseit. Mas szavakkal az alprogram
hasznalhatja a hivo program azon valtozoit, amelyek az alprogram hivasakor élnek. Ezeket az
alprogram szempontjabol globdlis valtozéknak nevezziik. Az alprogram — mint minden program
— bevezethet 0j valtozokat is, de ezek az alprogram befejezddésekor megsziinnek. Ezeket
nevezzilk az alprogram lokalis valtozoinak. Egy lokalis valtozo neve megegyezhet egy globalis
valtozo nevével, de ekkor gondoskodni kell arrdl, hogy a két ugyanolyan nevii, de természetesen
egymastdl fliggetlen valtozot megkiilonboztessiik valahogyan egymastol. Mi erre nem vezetiink
be kiilon jelolést, de megéallapodunk abban, hogy az ilyen esetekben, amikor egy valtozé neve
nem azonositja egyértelmiien a valtozot, akkor azon mindig a lokalis valtozot értjiik.

Természetesen az alprogramnak nem kell minden globélis valtozot hasznalnia. Ennél fogva
egy alprogram mas, eltéré allapotterli programokbdl is meghivhato, feltéve, hogy azok
allapotterében a hivas pillanatdban vannak olyan valtozok, amelyeket az alprogram globalis
valtozoként haszndlni akar. A legrugalmasabb alprogramok ebbdl a szempontbol azok, amelyek
egyaltalan nem hasznéalnak globalis valtozokat, mert ezeket barmelyik programbdl meghivhatjuk.
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De hogyan tud ebben az esetben az alprogram a hivd program valtozdiban tarolt értékekhez
hozzaférni, és hogyan tud azoknak 1j értékeket adni?

Az alprogramot meghivd utasitdsnak és az alprogram fejének nem kell betli szerint
megegyeznie. Az alprogram fejeként hasznalt értékadas kiilonbozhet a hivé utasitasként
szerepeltetett értékadastol abban, hogy egyrészt az értékadas baloldalan allo valtozok neve
eltérhet (tipusaik ¢és sorrendjilk azonban nem), masrészt az értékadds jobboldalan levo
részkifejezések helyén azokkal azonos tipust valtozok 4allhatnak. Ezek az alprogram
paraméterviltozoi. A kizardlag az értékadas jobboldali kifejezésében 1évé paramétervaltozokat
szoktadk a bemend-viltozoknak, az értékadas jelétl balra levoket eredmény-viltozoknak
nevezni. Egy paramétervaltozo lehet egyszerre bemend és eredmény-valtozd is. Ebben az
esetben a hivoutasitdsban a valtozo helyén csak egy valtozé allhat, konstans vagy kifejezés nem.
A fej paramétervaltozoinak balrol jobbra felsorolasat (az esetleges ismétlddések megsziintetése
utan) formdlis paraméterlistanak szoktak hivni. A hivd utasitdsban a paramétervaltozoknak
megfeleltetett  valtozok és  kifejezések  (ismétlddés  nélkiili)  felsorolasat — aktudlis
paraméterlistinak, elemeit paramétereknek nevezziik. A formalis és aktualis paraméter lista
elemszama ¢és elemeinek tipusa azonos kell hogy legyen.

A paramétervaltozék az alprogramban jonnek létre €és az alprogram befejezddésekor
szinnek meg, tehat lokalis valtozoi az alprogramnak, de kiilonleges kapcsolatban allnak az
alprogram hivasaval. Az alprogram hivéasakor ugyanis a bemend paramétervaltozok megkapjak a
hivo utasitasban a helyiikon allo kifejezések (specidlis esetben valtozok) értékét kezddértékkeént.
Az alprogram befejezddésekor pedig az eredmény-valtozok értékei atmasolddnak a hivo
értékadas baloldalan all6 megfeleld valtozokba. (A bemend valtozok kivételével az alprogram
tobbi lokalis valtozojanak kiindulo értéke nem-definialt.)

Egy alprogram hivasara ugy is sor keriilhet, hogy a hivo utasitdsnak csak a jobboldalat
tiintetjiik fel, de ez olyan kornyezetben jelenik meg, amely képes elkapni, feldolgozni az
alprogram eredmény-valtozoi altal visszaadott értékeket. Hogy egy egyszerli példaval
megvilagitsuk ezt, képzeljiink el egy olyan alprogramot, amelyet az l:=felt(i) értékadas azonosit,
ahol | egy logikai, az i pedig egy egész értékli valtozd. Ez az alprogram meghivhatod példaul egy
u:=felt(5) értékadassal (ahol u egy logikai valtozo), vagy egy olyan elagazassal, ahol az elagazas
feltétele felt(5), azaz a feltétel logikai értékét az alprogram eredménye adja, a felt(i). Az els6
esetben a hivés a teljes értékadds megadasaval tortént, a méasodik esetben csak egy kifejezéssel.
Valgjaban csak formai szempontbdl van kiilonbség a kétféle hivas kozott: az elsé esetben hivo
utasitassal torténd eljardsszerii hivasrol, a masodikban hive kifejezéssel kivaltott fiiggvényszerii
hivisrél beszélink.™ A hivé kifejezés lehet a hivd programnak 6nallo kifejezése (példaul egy
elagazas vagy ciklus feltétele, vagy akar egy értékadas jobboldala) vagy egy kifejezés része. A
hivo kifejezés értéke tobb eredmény-valtozo esetén tobb komponensii. Eljarasszerti hivas esetén

BA fliggvényszerl hivassal elinditott alprogramot a konkrét programozasi nyelvek fiiggvénynek,
az 6nallo utasitassal (értékadassal) meghivott alprogramot eljdardasnak nevezik.
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az aktudlis (a hivasban szerepld) eredmény-valtozok kapjak meg a formalis eredmény-valtozok
értékét. Fliggvényszerti hivaskor az alprogram eredmény-valtozdinak értéke a hivo kifejezés
értekeként jelenik meg a hivd programban.

6.2. Beagyazott visszavezetés

Ebben az alfejezetben a tObbszoros visszavezetéssel megoldhaté feladatokkal
foglalkozunk, pontosabban olyanokkal, amelyek megoldasandl egy programozasi tételt egy
masikba kell bedgyazni. Ilyenkor a programnak azt a részét, amelyet a beagyazott tételre
vezettiink vissza, gyakran alprogramként szerepeltetjiik.

6.1. Példa. Egy iskola egyik n didkot szamlalo osztalyaban m kiilonb6z6 tantargybol
osztalyoztak a félév végén. A jegyek egy tablazat formdjaban rendelkezésiinkre allnak. (A
didkokat és a tantargyakat most sorszamukkal azonositjuk.) Allapitsuk meg, van-e olyan diak,
akinek csupa 0tose van!

A feladat egy "van-e olyan az elemek kozott, hogy ..." tipusu eldontésbdl all, ami alapjan
sejthetd, hogy a linedris keresés programozasi tételére lehet majd visszavezetni. Ebben a
keresésben a diakokat kell egymas utan megvizsgalni, hogy csupa 6tosiik van-e. Egy diak
megvizsgalasa is egy eldontéses feladat, csakhogy itt arra keressiik a vélaszt, hogy a didknak
minden jegye 6tds-e. Az ilyen "minden elem olyan-e, hogy ..." tipust eldontéseknél az optimista
lineéris kereséssel adhatjuk meg a vélaszt. A feladat megoldésa tehat elsésorban egy linearis
keresés lesz, amelyik magaba foglalja a "csupa 6tos" tulajdonsagot eldontd optimista linedris
keresést. Nézziik meg ezt alaposabban!

A feladat bemend adata az osztalyzatok tablazata: egy n sord és m oszlopli matrix,
amelynek elemei 1 és 5 kozé es6 egész szamok. Kimend adata egy logikai érték, amely igaz, ha
van kitlind tanuld, hamis kiilonben.

A=(tN"" LL)

Ef=(r=t")
Az utofeltétel megfogalmazasahoz bevezetiink egy fiiggvényt, amelyik a t tablazat i-edik sora
alapjan megmondja, hogy az i-edik didknak csupa Otdse van-e. Ez a szinjeles fiiggvény egy
intervallumon értelmezett logikai fiiggvény, amely akkor ad igazat az i-edik értékre, ha a tablazat
i-edik soranak minden eleme 6t0s.

szinjeles :[1..n] >L

szinjeles(i) =Vje[1..m]: t[i,j]=5
Ennek segitségével konnyen felirhaté a feladat utofeltétele: az | pontosan akkor igaz, ha van
olyan didk, azaz 1 és n kdzé esd egész szam, amelyre a szinjeles feltétel igazat ad.
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Uf = (Ef Al =3ig[l1..n]: szinjeles(i) )
Ez a feladat visszavezethetd a linedris keresés programozasi tételére. A linedris keresés

specifikacios jelolésénél most csak a logikai komponens van eredményként feltiintetve, hiszen
csak ennek megadasa a feladat.

m.n ~ 1.n
B@i) ~  szinjeles(i)
l,i := hamis,1
—l Aign
:= szinjeles(i)
=i+l

Ebben a programban az |:=szinjeles(i) értékadas nem-megengedett. Hangstlyozzuk, hogy a
szinjeles(i) dnmagéaban csak egy kifejezés, nem tekinthetd sem feladatnak, sem programnak,
szemben az l:=szinjeles(i) értékadassal. Ezt az értékadast, mint részfeladatot, tovabb kell
finomitani, azaz egy megengedett programmal kell majd helyettesiteni, azaz meg kell oldani. A
megoldast egy alprogram keretében irjuk most le, amelynek hivasat az |:=szinjeles(i) értékadas
jelzi. (Donthettiink volna ugy is, hogy az l:=szinjeles(i) értékadast megoldd részprogramot
bemasoljuk l:=szinjeles(i) értékadas helyére, de most inkabb az alprogramként valé meghivast
részesitjiik elényben.)

A részfeladatnak a specifikacioja az alabbi lesz.

A=(t:N"" iN, L)

Ef = (=t A i=i’€[l..n])

Uf = (Ef A [ = szinjeles(i) )
keresés programozasi tételére, pontosabban az optimista linearis keresésre. Ugyelni kell arra,
hogy ciklusvaltozonak nem hasznalhatjuk az i-t, hiszen az a részfeladatnak egy bemend adata,
foglalt valtozonév. Hasznaljuk helyette a j-t. Ennek megfeleléen a visszavezetésnél valojaban
nem a B(i)-t, hanem a B(j)-t kell helyettesiteni a konkrét t[i,j]=5 feltétellel, amelyben az i a
vizsgalt didk sorszamara utal.
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m..n ~ 1.m
i ~ ]
) ~  tfij]=>5

I:=szinjeles(i)

lj:=igaz,1

I A j<m
I :=t[i,j]=5
=+

Az alprogram feje az l:=szinjeles(i) értékadas, amely most szor6l szoéra megegyezik a
hivassal. Korabbi megallapodasunk szerint a fejben szereplé | és i valtozok (a formalis
paramétervaltozok) az alprogram lokalis valtozoi, nem azonosak a hivasnal szereplé ugyanolyan
nevil globalis valtozokkal (az aktualis paraméterekkel), de sajatos kapcsolatban allnak azokkal.
(Természetesen hasznalhattunk volna mas lokalis valtozo neveket.) A lokalis i (bemend-valtozo)
a hivaskor megkapja a globalis i értékét, a lokalis | (eredmény-valtozo) a hivas (azaz az
alprogram) befejezddésekor atadja értékét a globalis I-nek. A paramétervaltozok névegyezése
miatt az alprogramban nem hivatkozhatunk a globalis | és i valtozokra. Hasznalhatja ellenben az
alprogram a globalis t valtozot. Az alprogram bevezet még egy lokalis j valtozot is, amely az
alprogram befejezddésekor megsziinik majd.

6.2. Példa. Egy n didkot szdmléalé osztalyban m kiilonbozd tantargybodl adtak jegyeket a
félév végén. Ezek az osztalyzatok egy tablazat forméjaban rendelkezésiinkre allnak. (A didkokat
¢€s a tantargyakat most is a sorszamukkal azonositjuk.) Tudjuk, hogy az osztdlyban van kitiind
didk, adjuk meg az egyiknek sorszdmat!

Ez a feladat nagyon hasonlit a 6. 1. példdhoz. Ott nem tudtuk, hogy van-e kittiné diak, ezért
a linedris keresés programozasi tételére vezettiik vissza a feladatot, itt viszont tudjuk, hogy van,
¢és egy ilyen didkot keresiink, ezért elegendd a feladatot a kivalasztas tételére visszavezetni.
(Természetesen a 6.1. példandl kapott program is alkalmazhatd, hiszen a linearis keresés
nemcsak azt donti el, hogy van-e kitlind didk, hanem az elsét meg is keresi.)

A= (tN"" i:N)
Ef = (t=t’ A 3ke[1..n]: szinjeles(k) )
Itt mar az eldfeltétel megfogalmazasdhoz bevezetjiik a szinjeles fiiggvényt.
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Uf = (Ef Ai€[l..n] A Szinjeles(i) ) =
=(Efni= select szinjeles (i) )

Ez a feladat visszavezethetd a kivalasztas programozasi tételére.
m ~ 1
B(i) ~  szinjeles(i)

i=1

—szinjeles(i)

i=i+1

Ebben a programban nem-megengedett feltétel a szinjeles(i) kifejezés, amely értékét az
el6z6 példaban elkészitett |:=szinjeles(i) alprogram hatarozza meg. Most erre az alprogramra egy
fliggvényszert hivast adunk. Amikor a ciklusfeltétel kiértékelésére keriil sor, akkor meghivodik
az alprogram, és a lokalis eredmény-valtozojanak (l:L) értéke kozvetleniil a ciklusfeltételnek
adodik vissza. Ezzel tehat készen is vagyunk.

Egy alprogram nem lesz mas attol, hogy fliggvényszeriien vagy eljarasszeriien hivjuk meg.
Az alprogram mindig egy értékadas altal kijeldlt feladatot old meg, van eredmény-valtozoja,
hiszen egy értékadast valosit meg. A 6.1. példaban éppen ezért fliggvényszerli hivasrol is €s
eljarasszerli hivasrol is beszélhetiink egyszerre, nincs e kettd kozott lathatd kiilonbség. Egy
eljarasszerti hivas ugyanis mindig felfoghatod fiiggvényszerti hivasnak is. Forditva ez mar nem
igaz, de mindig atalakithaté a hivo program ugy, hogy egy fliggvényszerli hivast eljarasszeri
hivassal helyettesithessiink. Ezt akkor tessziik meg, ha ezt valamilyen més szempont (példaul
hatékonysag) indokolja. Az aktualis példankban nincs ilyen érv, de a jaték kedvéért mutassuk
meg ezt az atalakitast. A cél az, hogy a hivo programmal olyan ekvivalens programot készitsiink,
ahol a ciklusfeltétel szinjeles(i) nem-megengedett kifejezése egy |:=szinjeles(i) nem-megengedett
értékadasba kertil at. Ehhez be kell vezetniink egy 1j logikai valtozét, és a hivd programot az
alabbi valtozatok valamelyikére kell alakitanunk.

i, 1:= 1, szinjeles(1) i,1:=0, hamis I:L
= =l
=i+l =i+l
| := szinjeles(i) | := szinjeles(i)
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6.3. Példa. Egy iskola n didkot szamlalo osztalyaban m kiilonboz6 tantargybol osztalyoztak
a félév végén. Ezek a jegyek egy tablazat formajaban rendelkezésiinkre allnak. (A didkokat és a
tantargyakat sorszamukkal azonositjuk.) Igaz-e, hogy minden didknak van legaldbb harom
targybol négyese?

A feladat most egy " minden elem olyan-e, hogy ..." tipust eldontés, ami az optimista
linedris keresés programozasi tételére utal. Ebben a keresésben is a didkokat kell egymds utan
megvizsgalni, de most a vizsgdlat targya az, hogy van-e legalabb harom négyese az illetonek.
Ehhez meg kell szdmolni minden didknal a négyes osztalyzatait. Vegyiik észre, hogy ezeket a
szamlalasokat nem kell a feladatot megoldd optimista linedris keresés elétt egy
,elofeldolgozassal” elvégezni, hiszen az optimista kereséshez mindig csak az aktualis didk
négyeseinek szdma kell, amit ott ,,helyben” kiszdmolhatunk, majd utdna el is felejthetiink. Az igy
kapott megoldds nemcsak a tarigény ¢€s futdsi id0 szempontjabol lesz hatékonyabb, hanem a
program eldallitdsa is egyszerlibb. Arra van csupdn sziikségilink, hogy a négyesek szamat
eloéallito részfeladatot egy absztrakt fliggvény mogé rejtsiik. Ez a fliggvény a tablazat i-edik sora
alapjan megadja, hogy az i-edik diaknak hany négyese van. Arra a kérdésre, hogy miért pont erre
a fogalomra vezettiink be egy 1j fliggvényt — miért nem arra, hogy van-e legalabb harom négyese
az i-edik diaknak — az a valasz, hogy az altalunk valasztott fliggvény kiszamolasat kozvetleniil
visszavezethetjiilk majd a szdmlalas programozasi tételére.

A feladat adatai hasonlitanak az el6z6 feladatéra, ami az allapottér és az eldfeltétel

felirasaban tiikkrozodik:

A=(tN"" L)

Ef=(r=t")
A feladat utofeltétele a kimend adatkomponenst irja le: az | akkor igaz, ha minden didknak
harom vagy anndl tobb négyese van. Bevezetve a négyesdb fliggvényt, amelyre a négyesdb(i) az
i-edik diak négyeseinek szamat adja meg a t tablazat i-edik sora alapjan, az utofeltétel az alabbi
modon irhato fel:

Uf = (Ef Al = Vie[l..n]: (négyesdb(i)=3) ) =
n

= (Ef A I =V search (négyesdb(i) > 3) )
i=1

ahol négyesdb :[1..m]>N
négyesdb(i) = E} 1
j=1

ti,jl=4

Ezt a feladatot egy optimista lineéris keresés oldja meg:
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m..n ~ 1.n
B@i) ~ négyesdb(i)>3

li :==igaz,1

I Aign

| := négyesdb(i) >3

i=i+l

A visszavezetéssel elballitott programban az l:=négyesdb(i)>3 értékadas nem-megengedett.
Ha tlizetesebben megvizsgéaljuk az értékadas jobboldalan allo kifejezést, akkor észrevehetjiik,
hogy annak négyesdb(i) részkifejezése a nem-megengedett. Készithetiink ennek kiszamolasara
egy s:=négyesdb(i) értékadast megvaldsitott fliggvényszerlien meghivott alprogramot, ahol az s
egy darabszamot tartalmazé eredmény-valtozd. (Alternativ megoldas, ha a hivo programban
bevezetiink egy s:IN segédvaltozot, és az l:=négyesdb(i)>3 értékadast az (S:=négyesdb(i); 1:=5>3)
szekvenciara bontjuk fel, és az s:=négyesdb(i) alprogramot eljarasszertien hivjuk.)
Az s:=négyesdb(i) értékadas altal kijeldlt részfeladat specifikacioja:
A= (t:N"", i:N, s:N)
Ef = (t=t"ni=i’g[1l..n])

Uf= (Ef A s = négyesdb(i)) = (Ef as= 3 1)
-1
t[i,j]=4

Ez visszavezethet6 a szdmlalas programozasi tételére.

m.n ~ 1.m
B ~  tij=4
b(i)
s:=
j=1.m
t[i,j]=4
S:=s+l SKIP
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6.4. Példa. Egy iskola n diakot szamlalo egyik osztalyaban m kiilonb6z6 tantargybol adtak
jegyeket a félév végén. Ezek az osztalyzatok egy tablazat forméjaban allnak rendelkezésiinkre.
(A diakokat és a tantargyakat sorszamukkal azonositjuk.) Szamoljuk meg, hany kitiind didk van
az osztalyban!

A szovegébol egyértelmiien kideriil, hogy egy szamlalassal lehet a feladatot megoldani. A
szamlalast a didkok kozott, tehat az [1..n] intervallum felett végezziik, ¢és azt a feltételt

vizsgaljuk, amely megmondja egy didkrdl, hogy csupa oOtose van-e. Ennek a feltételnek a
jelolésére a korabban mar bevezetett szinjeles logikai fliggvényt hasznaljuk.

Lassuk a specifikaciot!

A= (t:N"", s:N)
Ef=(r=t")
Uf=(Efas= 3 1)

szir|1j:elles(i)
ahol

szinjeles :[1..n] > L
szinjeles(i) = Vje[1..m]: t[i,j]=5

A feladatot tehat egy szamlalasra vezetjik vissza, ahol az intervallum az [1..n], a B(i)
feltétel a szinjeles(i).

s:=0
i=1.n
szinjeles(i) /
s:=s+1 SKIP

A szinjeles(i) nem-megengedett feltétel a kordbban mar definialt alprogram fliggvényszeri
hivasat jeloli.

6.5. Példa. Egy iskola n didkot szamlalo egyik osztalyaban m kiilonb6z6 tantargybol
osztalyoztak a félév végén. Ezek a jegyek egy tablazat formajaban allnak rendelkezésiinkre.(A
didkokat és a tantargyakat sorszamukkal azonositjuk.) Melyik didknak van a legtobb négyese?

Ennél a feladatndl a maximum kivalasztds programozasi tételét kell hasznalnunk. Mivel
egy iskolai osztdlyhoz biztos tartoznak diakok, igy a maximum kivalasztas értelmes. A
maximalis értéket most nem kozvetleniil egy intervallum pontjai koziil, hanem az intervallum

75



pontjaihoz (azaz a didkokhoz) rendelt értékek (egy didk négyeseinek szama) kozil kell
kivalasztani. A feladatban jol koriilvonalazodik a 6.3. példabol mar ismert részfeladat is, amely
egy didk négyeseinek szamat allitja eld.

A=(t:N"", ind:N)

Ef=(t=t’An>0 Am>0)

n
Uf = (Ef A négyesdb(ind) = max négyesdb (i) )
i=1

A feladatot egy maximum kivalasztasra vezetjiik vissza, ahol az intervallum az [1..n], és az
f(i) kifejezést a négyesdb(i) helyettesiti.

max, ind := négyesdb(1), 1

i=2..n

max<négyesdb(i) /
max, ind:= négyesdb(i), i| SKIP

Mivel rendelkeziink az S:=négyesdb(i) alprogrammal, amelyet specidlisan a négyesdb(1)
kiszamolasara is felhasznalhatunk, tulajdonképpen készen vagyunk: az alprogram fliggvényszerii
hivasara van sziikség. Hatékonysdgi okbdl azonban célszerli a ciklusmagbeli elagazasbol a
négyesdb(i)-t egy értékadasba kiemelni és az alprogramot eljarasszertien hivni, mert igy az i egy
rogzitett értekére nem kell a négyesdb(i) értékét esetenként kétszer is kiszamolni.

max, ind := négyesdb(1), 1
i=2.n
:= négyesdb(i)
max<s /
max,ind :=s, i SKIP

6.6. Példa. EQy iskola n didkot szamlaldé egyik osztalyaban m kiilonb6z6 tantargybol
osztalyoztak a félév végén. Ezek a jegyek egy tablazat forméjaban allnak rendelkezésiinkre.(A
didkokat és a tantargyakat sorszamukkal azonositjuk.) Ki az a didk, aki a csak 4-es illetve 5-6s
osztalyzatu didkok kozott a legjobb atlagti? Ha van ilyen, adjuk meg az atlagat is!
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Ez a feladat egy feltételes maximumkereséssel oldhatdé meg, hiszen csak az adott
tulajdonsagu didkok atlagai kozott keressiik a legjobbat. Ezen beliil 6nallo részfeladatot alkot
annak eldontése, hogy egy diak csak 4-es illetve 5-6s osztalyzatu-e, illetve 6nallo részfeladat egy
diak atlaganak kiszamolésa is. Az el6bbi a feltételes maximum keresés B feltételét adja, az utobbi
a maximumkeresésnél hasznalt f fliggvényt. Ezeket a részfeladatokat egy-egy absztrakt
fiiggvénnyel jeloljik ki. Bevezetjiik a "csak 4-es illetve 5-6s osztalyzat(" tulajdonsagot eldont6
jo logikai figgvényt, amely az i-edik diak esetén akkor ad igaz értéket, ha a tablazat i-edik
sordban csak négyesek vagy 6tosok allnak. Bevezetjiilk tovabba az dsszeg fiiggvényt, amely
megadja az i-edik didk jegyeinek Osszegét. Azért az Osszegét, és nem az atlagat, mert a
maximum keresés eredménye mindkét esetben ugyanaz a didk. Természetesen a végeredmény
eléallitasdhoz kiilon kell majd gondoskodni a legjobb didk atlaganak kiszamoléasarol.

A= (t:N"" L, ind:N, dt:R )

Ef=(t=t")
Uf = (Ef A I,max,ind = m:zx osszeg(i) A (I = dtl=max/m))
60
ahol
jo:[1.n]—>L osszeg:[1..nN] >N
m
j6(i) = Yje[l.m]: (t[i,j1=5 v t[i,j]=4) dsszeg(i) = D i, j]
j=1

A feladat az utofeltétel alapjan két részre bonthato: egy [1..n] intervallumu, jo(i) feltételdi
€s osszeg(i) figgvényl feltételes maximumkeresésnek, valamint egy elagazisnak a
szekvenciajara. Az elagazas feltétele az |, igaz aga az at/:=max/m értékadas, hamis aga a SKIP
lesz.

| := hamis
i=1..n

—jo(i) I ~Jjo(i) =l j6(i)
SKIP |\ max<dsszeg(i) /| 1, max, ind :=

max, ind ;= | SKIP| igaz dsszeg(i), i

osszeg(i), |

I
atl := max/m SKIP
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A jo(i) kiszamolasahoz az u:=jo(i) értékadast megoldo alprogramra van sziikség, ahol az u
egy logikai valtoz6. Az U:=jo(i) nem-megengedett értékadas egy optimista linedris kereséssel
helyettesithetd, amelyben futdindexnek a -t hasznaljuk. Az dsszeg(i) meghatarozasahoz az
ossz.=osszeg(i) értékadast megoldo alprogramra van sziikség, ahol az dssz egy egészszam
valtozo. Az dssz:=osszeg(i) részfeladat egy Osszegzésre vezethetd vissza, amelyben futéindexnek
ugyancsak a j-t hasznaljuk, de ez nem ugyanaz a j, mint el6bb.

0ssz.=0sszeg(i)

u,j:=igaz,l ossz =0
uA j<m j=1.m
u:=t[i,j]=5 v t[i,j]=4 Ossz i= dssz +[i]]
ji=j+1

A féprogram fenti verzidja ezen alprogramok fliggvényszerli hivasadt mutatja, de a
hatékonysag érdekében ezeket a hivasokat érdemes egy-egy értékadasba kiemelni. Az u:=jo(i)
hivast a ciklusmag harmas elagazasa el6tt kell végrehajtani, az elagazas feltételeiben pedig az u
valtozot hasznalni. Az dsszi=osszeg(i) hivasra a kozéps6 agban talalhatdo masik elagazas el6tt
van sziikség, amelyben elég az dssz valtozora hivatkozni. Mind az u, mind dssz egy ujonnan
bevezetett segédvaltozdja a programnak.

| ;= hamis

i=1..n
u :=jo(i)
\—.u AU —lAu

SKIP|  dssz ;= dsszeg(i) ||, max, ind :=
igaz, osszeg(i), i

max<ossz

max, ind :=| SKIP

08Sz, |

atl:=max/m SKIP
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6.3. Program-atalakitasok

Korabbi feladat-megoldasainkban gyakran alkalmaztunk program-atalakitasokat. A
program-atalakitas sordn egy programbol egy olyan masik programot allitunk eld, amely
megoldja mindazokat a feladatokat, amelyeket az eredeti program is megoldott. Ezt gyakran
ekvivalens atalakitassal érjiik el, azaz Ggy, hogy az 0ij program hatasa teljesen megegyezik az
eredeti program hatdsaval. Példaként emlékeztetiink arra, ahogyan 6.2. példaban a kivalasztas
programozasi tételét kétféleképpen is atalakitottuk azért, hogy explicit médon egy értékadasba
emeljiik ki a ciklusfeltételében szerepld nem-megengedett kifejezést.

Egy-egy program-atalakitasnak a helyessége a programozasi modelliink eszkozeivel
belathatd, de itt nem foglakozunk a bizonyitdssal, hanem a lustabb ,latszik rajta, hogy jo”
magyarazatot hasznaljuk.

Egy program-atalakitdsnak igen sokféle célja lehet. Esetenként csak szebbé,
attekinthetébbé formalja a programot, néha az implementacio, azaz a konkrét szamitogépes
kornyezetbe iiltetés végett van ra sziikség, maskor a program hatékonysagan lehet javitani. Az
elébb felsorolt szempontokon kiviil kiilondsen fontosak azok a program-atalakitasok, amelyek a
program eldallitasat segitik a programtervezés fazisaban.

A programtervezést tdmogatd atalakitasok kozé sorolhatd példaul az, amikor egy 1) valtozd
bevezetésének segitségével emeltiink ki nem-megengedett kifejezést (masik értékadas jobboldali
kifejezésének részét, egy elagazas vagy ciklus feltételét) egy onallo értékadasba, és ezaltal
kijeloltiik a programunknak egy olyan részfeladatat, amelyet aztdn megoldottunk. Ugyancsak
ilyen atalakitasnak tekintjik a rekurziv fiiggvények kibontasat is, amelyre a kovetkezd
alfejezetben mutatunk példakat.

Egy szimultan értékadas egyszerli értékadasok szekvencidjara torténd felbontasa is
tamogathatja a programtervezést, de tobbnyire egy implementilast tdmogatd atalakitas,
amennyiben olyan programozasi nyelven kell leirnunk a programunkat, amelyik nem ismeri (és
tobbnyire nem ismerik) a szimultan értékadast. Eddig fleg olyan szimultdn értékadasokkal
talalkoztunk, amelyet alkotd egyszerii értékadasok fiiggetlenek voltak egymastol, és ebben az
esetben az atalakitas konnyti volt.

Egy egyszerl értékadas akkor fligg egy masiktdl, ha a jobboldali kifejezésében szerepel
egy olyan valtozo, amely a masik értékadas baloldali valtozdja. Ha ilyen fiiggés nem all fenn a
szimultan értékadast alkotd egyszerli értékadasok kozott, akkor azokat tetszéleges sorrendben
végrehajtva a szimultan értékadassal azonos hatdsu szekvenciahoz jutunk. Ha van fligg6 viszony,
de ezek rendszere nem alkot kort, azaz a szimultan értékadas egyszerii értékaddsainak barmelyik
csoportjaban lehet talalni olyat, amelyik nem fiigg a csoport tobbi egyszerli értékadasatol, akkor
az egyszerli értékadasokat olyan sorrendben kell végrehajtani, hogy elére azt az egyszerii
értékadast vessziik, amelyiktdl senki mas nem fiigg, majd mindig azt, amelyikt6l csak az eldtte
végrehajtottak fliggnek. Egy teljesen altalanos szimultan értékadas felbontdsahoz azonban —
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amikor a felbontassal kapott egyszertii értékadasok kdlesondsen fliiggnek egymastol — uj valtozok

bevezetésére van sziikkség. Az

X1, oo s Xn = Fa(Xe, oo, Xn), oo, Fa(Xa, o, Xn)
értékadas helyett az alabbi két programot hasznalhatjuk:
V1:=X1 V1:=X1
Yn-1:=Xn-1 Yn-1:=Xn-1
Xp:=F1(X1, X2, ..., Xn-1, Xn) | vagy|  Xi=Fi(y1, Y2, ..., Yn-1, Xn)
Xz::FZ(yl, X2, cee g Xn-l, Xn) X2::F2(yl’ y27 MR yn'l’ Xn)
Xn-1:=Fna(y1, Y2, -+ » Yn-1, %n) Xn-1:=Fna(y1, Y2, .-+ » Yn-1, %n)
Xn::Fn(yll y27 R} Yn-L Xn) Xn::Fn(y]_, y2’ R} yn-l, Xn)

Az implementacio egyszeriisitését tamogatja a szekvencidk sorrendjének megvaltoztatasa
is. Természetesen, ha a szekvencia masodik tagja fiigg az elsotdl, akkor erre nincs lehetdség.
Programrészek (itt a szekvencidk tagjai is) fliggetlenségén ugyanazt kell érteni, mint az
értékadasok esetében, ugyanis minden programrész helyettesitheté egy vele ekvivalens —
tobbnyire nem-megengedett — értékadassal.

Program hatékonysdgat tdmogatd atalakitdsok kozé soroljuk a kiilonféle dsszevondsi és

kiemelési szabalyokat, a rekurziv fiiggvény kibontasat (lasd kovetkez6 alfejezet), vagy alkalmas
segédvaltozok bevezetését tobbszor felhasznalt értékek tarolasara.

Osszevonasrol példaul akkor beszélhetiink, amikor egymdashoz hasonld, de egymas
mitkodésétdl fliggetlen ciklus szekvenciajabol egyetlen ciklust készitlink ugy, hogy az 10j ciklus
magja az eredeti ciklusmagok szekvencidja lesz. Az alabbi atalakitasnal szekvencia-cserét is
végeztiink, amikor a ciklusok el6tti inicializaldé programrészeket mind elére hoztuk.
Természetesen ezek sem fiigghetnek egymastol.
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Su Su
i=m.n
S1 Sk
i =m..n
Sk1 helyett S;
i=m.n
Sk Sk

Sok egymast kizaro, de az 0sszes esetet lefedd feltételli €s egymas miikodésétdl fliggetlen

crey

felt, — / felty | ... |\ felte
S; SKIP helyettf S; Sk

T

Sk SKIP

A baloldali algoritmusnak nem lehet olyan végrehajtasa, amikor minden eldgazasnak az
»else” aga hajtodik vége, mert a feltételrendszer a feltevésiink szerint teljes. Ha ez nem allna
fenn, akkor a jobboldali elagazast ki kell egésziteni egy ,,else” aggal.

Kiemelési szabaly alkalmazasara mutat specialis példat az alabbi atalakitas:

1=0.10

\ i=0 /| helyett i=1.10

St Sy Sy

Az dsszevonasokkal illetve kiemelésekkel nemcsak hatékonysagot lehet javitani, hanem a
program attekinthetdségén, olvashatésagan is.
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11l. RESZ
TIPUSKOZPONTU PROGRAMTERVEZES

Az el6z6 rész feladataiban és az azokat megoldd programokban olyan adatokat
hasznaltunk, amelyeket a legtobb magasszintii programozési nyelvben megtalalunk, igy eddig az
adatok tervezésére és megvalositasara nem kellett sok energiat forditanunk.

Az igazédn nehéz feladatok adatai azonban nem ilyenek. Ezek az adatok joval
Osszetettebbek, a rajtuk elvégezhetd miiveletek bonyolultabbak. Ezen adatok konkrét
tulajdonsagaitol az egyszeriibb kezelés érdekében célszerii elvonatkoztatni; helyettiik olyan
adatokkal dolgozni, amelyeket ugy kapunk, hogy a lényeges tulajdonsagokat kiemeljiik a
lényegtelenek koziil, azaz Aaltalanositjuk azokat. Annak kovetkeztében, hogy az adatok
elvonatkoztatnak a feladattol, lehetévé valik a feladatnak egy jobban atlathatd, egyszeriibb
modelljét felallitani, amellyel a feladatot konnyebben fogalmazhatjuk és oldhatjuk meg.

Ugyanakkor az igy kapott kitalalt adatok tobbnyire elvonatkoztatnak azon programozasi
kornyezettdl is, ahol majd a megold6 programnak miikddnie kell. A tervezés soran ezért ki kell
térni annak vizsgalatara, hogyan lehet a kitalalt adatainkat a szamitogépen megjeleniteni, azaz
hogyan lehet az adat értékeit abrazolni (reprezentdlni); tovabba azokat a tevékenységeket
(miiveleteket), amelyeket az adaton el akarunk végezni, milyen programokkal lehet kivaltani
(implementalni). Amikor egy adatot igy jellemziink: azaz megadjuk az értékeinek
meg. Sokszor eléfordul, hogy egy adattipus bevezetésénél elsére nem sikeriil olyan
reprezentaciot €s implementaciot talalni, amely a konkrét programozasi kdrnyezetben is leirhato.
Ennek nem az ligyetlenség az oka, hanem az, hogy elsOsorban a megoldandé feladatra
koncentralunk, és azt vizsgaljuk, milyen tipusmiiveletek segithetik a feladat megoldéasat. Az
ilyen nem-megengedett, igynevezett absztrakt tipust ezért aztan egy megfeleld tipussal kell majd
a konkrét programozasi kornyezetben helyettesiteniink, megvalositanunk.

Egy feladat valamely adattipusdnak egy-egy tipusmiivelete a feladatot megoldd program
része lesz. A tipusmiiveletek bevezetésével valdjaban részfeladatokat jeloliink ki a megoldandd
feladatban. A tipusmiiveletek implementalasa az ilyen részfeladatok megoldasat, osszességében
tehat a feladat finomitasat jelenti. A feladat megoldasa igy két részre valik: egyrészt a bevezetett
tipus miveleteinek segitségével megfogalmazott megoldasra (féprogramra), masrészt a
tipusmiiveleteket — mint részfeladatokat megoldd6 — részprogramokra. A tipusoknak az
alkalmazasa tehat az eredeti feladatot részfeladatokra felbontd specidlis, tipus kozpontu
feladatfinomitasi technika.
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7. Tipus

Mar a fenti bevezetobdl is latszik, hogy egy adat tipusat tobb nézépontbol lehet szemlélni.
Amikor arra vagyunk kivancsiak, hogy mire haszndlhatjuk az adatot, azaz melyek a lehetséges
értekei és ezekkel milyen miiveleteket lehet végezni, akkor a tipus feliiletét, kifelé
megmutatkozo arcat nézziik; ezt szoktak a tipus interfészének, a tipus specifikdciojanak nevezni.
Amikor viszont az adat tipusdnak egy adott programozési kdrnyezetbe vald beadgyazéasa a cél,
akkor azt vizsgaljuk, hogy milyen elemekkel helyettesithetdek, abrazolhatéak a tipusértékek,
illetve melyek azok a programok, amelyek hatasa a tipusmiiveletekével azonos annak ellenére,
hogy nem kdozvetleniil a tipus értékeivel, hanem az azokat helyettesitd elemekkel dolgoznak. Ha
vesszilk a tipusértékek helyettesitd elemeit, a helyettesités modjat, azaz a tipusértékek
reprezentdaciojat (4brazolasat), valamint a tipusmiiveleteket kivaltd programokat, azaz a
tipusmiiveletek implementdciojat, akkor ezeket egylitt a tipus megvalositasanak (realizalasanak)
nevezziik.** EqQy adat tipusa magéaba foglalja a tipus-specifikaciot és az ennek megfeleld, az ezt
megvalosito tipus-realizéaciot.

1.1. A tipus fogalma

Most egy olyan példat fogunk latni, amelyik megoldasa soran pontositjuk a tipus kordbban

crer

7.1. Példa. Képzeljiik el, hogy olyan tirdllomast allitanak Fold koriili palyara, amelynek az
a feladata, hogy adott szamu észlelt ismeretlen targy koziil megszdmolja, hany tartézkodik az
trallomas kozelében (mondjuk 10000 km-nél kdzelebb hozza).

A feladat egyik adata az tirdllomds; a masik az ismeretlen targyakat tartalmazo sorozat,
pontosabban egy tomb; és természetesen az eredmény.
A= (Urszonda , UFO", N)

Mindenek eldtt valasszuk el a feladat adataiban a lényegest a lényegtelentdl. Az fir
ismeretlen targyait egy-egy térbeli pontként szemlélhetjiik, hiszen minddssze a térben elfoglalt
poziciojuk Iényeges a feladat megoldasa szempontjabol. Egy tirdlloméas megannyi tulajdonsaga
koziil annak pozicigja és a védelmi korzete 1ényeges: az tirallomds igy helyettesithetd egy térbeli
gombbel. Ennek a valosidgos feladattdl vald elvonatkoztatisnak az eredménye az aldbbi
specifikacio.

A miiveletek implementacidja a reprezentaciéra épiil, ezért sokszor az implementacio
fogalmaba a reprezentaciot is beleértik, azaz tipus-implementacidé alatt a teljes tipus-
megvalositasra gondolnak.
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A = (9:Goémb, v:Pont", s:N)
Ef=(g=g'Av=V")

n
Uf=(EfAs= > 1)
i=1
vlileg
A feladat megoldhaté egy szamlalas segitségével. A megoldd programnak az a feltétele,

hogy vajon benne van-e a V[i] pont a g gombben, nem megengedett, mert feltessziik, hogy
programozasi kornyezetiinkben nem ismert sem a gdmbnek, sem a pontnak a tipusa. Emeljiik ki
egy | logikai valtozé segitségével a szamlalas nem-megengedett feltételét egy l:=v[i]eg
értekadasba, és tekintsiik ezt a tovabbiakban egy gomb miiveletének.

Egy Gomb tipust adat lehetséges értékei gombok, amelyeken most egyetlen miiveletet
akarunk végezni: a ,,benne van-e egy pont egy gdbmbben” vizsgalatot.

Egy gomb azon pontok halmaza (mértani helye), amelyeknek egy kitlintetett ponttol (a
kozépponttdl) mért tavolsdga egy megadott értéknél (a sugarnal) kisebb vagy egyenld.
Formalisan: Gomb={ge2""| van olyan cePont kizéppont és reR sugdr, hogy barmely peg
pontra a tavolsag(c,p) < r }.)

A tipusmiiveletet, mint részfeladatot az alabbi médon specifikalhatjuk:

A =(g:Gomb, p:Pont, I:1L)
Ef=(9=9" A p=p")
Uf=(Ef Al=peg)
Ezzel korvonalaztuk, mas szoval specifikaltuk a Gomb tipust.

Altaldban egy adattipus specifikacidjarél (ez a tipus-specifikacio) akkor beszéliink, amikor
megadjuk az adat altal felvehetd lehetséges értékek halmazat, a tipusérték-halmazt, és az ezen
értelmezett tipusmiiveleteknek, mint feladatoknak a specifikacioit. Ezeknek a feladatoknak k6zos
vonasa, hogy allapotteriiknek legalabb egyik komponense a megadott tipusérték-halmaz.

A ,,benne van-e egy pont egy gombben” miiveletét megoldja az l:=peg értékadas, amely
nem-megengedett (végtelen elemli g halmaz esetén ez a részfeladat nem oldhatdé meg véges
1épésben). Ezért egy megengedett programmal kell helyettesiteni.

Ehhez el6szor a gombot kell masként, nem pontok halmazaként 4brazolni, hanem példaul a
kozéppontjaval és a sugardval. Természetesen egy térbeli pont és egy valds szam Onmagaban
nem egy gomb, de helyettesiti, reprezentdlja a gdmbot. Ezt a reprezentdcidt matematikai

értelemben egy p:PontxR 2P fiiggvény irja le, amely egy € kdzépponthoz és egy r sugarhoz
Pont

az annak megfeleld gdmbot rendeli. Formalisan: p(c,r) = {qePont | tavolsag(c,q) <r}c 2 ~ . Ez
a fliiggvény negativ sugarra is értelmes, de célszerti volna a negativ sugarti gdomboket kizarni a
vizsgalatainkbol. Ezt megtehetjiik gy, hogy megszoritast adunk a gomboket helyettesitd

(c,r)ePontxR parokra: r>0. Ezt a megszoritast a tipus invarians allitasanak hivjak. Ez formalisan
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egy l:PontxR —IL logikai fiiggvény, ahol I(c,r) = r>0. A tipus invariansa lesziikiti a p
reprezentacios fliggvény értelmezési tartomanyat.

A gdmbok itt bemutatott reprezentacidja azért elonyos, mert a ,,benne van-e egy pont egy
gombben” tipusmiivelet igy mar visszavezethetd két pont tdvolsaganak kiszdmoléasara, hiszen az
l:=peg értékadas kivalthatd az l:=tavolsag(c,p)<r értékadassal. Hangsulyozzuk, hogy a két
értékadas nem azonos hatasu, hiszen — hogy mast ne mondjunk — eltér az allapotteriik: az els6é a
(Gomb, Pont, L) a masodiké a (Pont, R, Pont, ). A masodik értékadas allapotterében nem
szerepel a gomb, hiszen ott azt egy pont és egy valoés szam helyettesiti. Mégis a masodik
értékadas abban az értelemben megoldja az elsé értékadas altal megfogalmazott feladatot,
amilyen értelemben egy gomb reprezentalhatd a kdzéppontjaval és a sugaraval. Mas szavakkal
ugy mondjuk, hogy az l:=tavolsag(c,p)<r értékadas a reprezentacio értelmében megoldja, azaz
implementalja az l:=peg miveletet. Az l:=tavolsag(c,p)<r értékadas kozvetleniil az alabbi
feladatot oldja meg

A = (c:Pont, r:L, p:Pont, I:IL)

Ef =(c=c'"Ar=r'Ap=p")

Uf = (Ef A= tdvolsdag(c,p)<r)
de kozvetve, a reprezentacid értelmében megoldja az eredeti feladatot is:

A =(9:Gomb, p:Pont, I:1L)

Ef=(9=9'Ap=p")

Uf=(Ef Al=peg)
amikor megadjuk, hogy az adat altal felvehetd lehetséges értékeket hogyan abrazoljuk
(reprezentaljuk), azaz milyen elemmel (értékkel vagy értékcsoporttal) helyettesitjiik, tovabba
leirjuk a tipus miiveleteit implementald programokat, amelyek kozds vondsa, hogy
allapotteriikben komponensként szerepel a reprezentalo elemek halmaza. A tipusértékeket
helyettesitd (4brazolo) reprezentans elemeket gyakran egy bdvebb halmazzal és egy azon
értelmezett logikai allitassal, a tipus invariansaval jeldljiik ki: ekkor az allitast kielégitd elemek a
reprezentans elemek. A reprezentacio tobb, mint a reprezentans elemek halmaza: a reprezentans
elemek és a tipus-értékek kapcsolatat is leirja. Ez tehat egy leképezés, amely gyakran egy
tipusértékhez tobb helyettesitd elemet is megad, s6t ritkdn eléfordul, hogy kiilonb6zo
tipusértéket ugyanazon reprezentans elemmel helyettesiti.

A GOmb tipusleirasa sokkal arnyaltabban ¢€s részletesebben mutatja be a gdmboket, mint a
Gomb korabban megadott tipus-specifikacioja. Igaz, hogy a tipusleirdsban explicit moédon csak a
gdmbok abrazolasarol (reprezentdcidjarol) és egy erre az abrdzoldsra tdmaszkodd miivelet
programjardl (l:=tavolsag(c,p)<r) esik szo, de ez implicit moédon definidlja a gbmbok halmazat (a
tipusérték-halmazt) és az azokon értelmezett (,benne van-e egy pont a gdmbben”)
tipusmiiveletet is. Altaliban is igaz, hogy ha ismerjiik a tipus-invaridnst és a reprezentacios
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leképezést, akkor a tipus-invarians altal kijelolt elemekhez ez a leképezés hozzarendeli a
tipusértékeket, igy megkapjuk a tipusérték-halmazt. A tipusmiivelet programjabol pedig (mint
minden programbdl) kiolvashaté az a feladat, amit a program megold, és ha ebben a feladatban a
reprezentans elemek helyére az azok altal képviselt tipusértékeket képzeljiik, akkor megkapjuk a
tipusmiivelet feladatat. Igy eldall a tipus-specifikacié. Ezt a jelenséget igy nevezziik, hogy a
tipus kijeloli onmaga specifikdcidjat.

Sajnos a Gomb tipus miiveletének programja nem megengedett, hiszen két térbeli pont
tavolsaganak (tavolsag(c,p)) kiszamitdsa sem az. Ezért ki kell dolgoznunk a Pont tipust,
amelynek miivelete a d:=tadvolsag(c,p) értékadas lesz.

A Pont tipus értékei a térbeli pontok, amelyek példaul egy hiromdimenzios derékszogii
koordinata-rendszerben (ennek az origodja tetszéleges rogzitett pont lehet) képzelhetoek el, és
ilyenkor azok a koordinataikkal helyettesitheték. (p:RxRxR—>Pont) Hangsulyozzuk, hogy
harom valds szdm nem azonos egy térbeli ponttal, de egy rogzitett koordinata-rendszerben
egyértelmiien reprezentdljdk azt. Mivel barmilyen koordindta-harmas egy térbeli pontot
helyettesit, ezért a tipus invariansdval (I:RxXRxR—IL) nem kell megszoritast tenniink, az
invarians tehdt az azonosan igaz 4llitds. Ebben a reprezentdcidoban két pont tavolsagat az
euklideszi képlet segitségével szamolhatjuk ki. A képlet alapjan felirt értékadas megoldja,
implementélja a két pont tavolsagat meghataroz6 részfeladatot annak ellenére, hogy a miivelet
allapotterében pontok, az azt megoldd program allapotterében pedig valds szamok szerepelnek.
Mivel a képlet valos szamokkal és a valds szdmok miiveleteivel dolgozik, értéke mar egy
megengedett programmal kiszamolhato.

A=(pxR, p.y:R, p.zR, qxR, q.y:R, q.z:R, d:R)
d =/(px=0%)% + (py—qy)? +(pz-0.2)°

cres

megoldasanak elején emlitett szamlalashoz, és az abban szerepld I:=v[i]eg értékadast az

I:= \/(v[i].x - g.c.x)2 +(i]l.y — g.c.y)2 +(i].z— g.c.z)2 <gr
programmal helyettesithetjiik. Ebben a V[i].x a v[i] pont x koordinatajat, v[i].y az y koordinatajat
¢és V[i].z a z koordinatajat jeloli, tovabba a g.c a g gomb kozéppontja, g.r pedig a sugara. Az
eredményiil kapott program éllapottere nem egyezik meg a feladat allapotterével: az eredeti
allapottér gombje €s pontjai helyett a megoldd program valos szamokkal dolgozik. Mégis, ez a
program nyilvanvaldéan megoldja a feladatot, még ha ezt nem is a megoldas kordbban megadott

crer

A feladat megoldasaban tetten érhetd az adatabsztrakciés programozasi szemléletmad,
amely az adattipust allitja kdzéppontba. Elsd 1épésként elvonatkoztattuk a feladatot az irszondak
¢s targyak vilagabol a térbeli gobmbdok és pontok vilagaba. Itt megtalaltuk a feladat megoldasanak
,Kulcsat”, azt a részfeladatot, amelyik el tudja donteni, hogy egy pont benne van-e egy gémbben.
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Ezt felhasznalva mar elkészithettiik az eredeti feladatot megoldé szamlalast. Egyetlen, bar nem
elhanyagolhat6 probléma maradt csak hatra: a megoldas kulcsdnak nevezett részfeladatot, mint a
Gomb tipus egy miiveletét, kellett megoldani. Ehhez azonban nem az absztrakt gomboket
tartalmazo eredeti allapottéren kerestiink megoldé programot, hanem ott, ahol a gémbdt a
kozéppontjaval és sugaraval helyettesitettiik. Mas szavakkal, a Gomb tipust meg kellett
valositani: el0szOr reprezentaltuk a gOmboket, majd a reprezentans elemek segitségével
ujrafogalmaztuk a részfeladatot. Az 1jrafogalmazott részfeladat megoldasahoz 1jabb
adatabsztrakciot alkalmaztunk: bevezettik a Pont tipust, amelyhez a két pont tdvolsaganak
részfeladatat rendeltiik tipusmiveletként. Végeredményben egy ismert tipus, a valdés szamok
tipusanak segitségével reprezentaltuk a pontokat és a gdmbodket, a miiveleteket megoldo
programok pedig ugyancsak a valds szamok megengedett kornyezetében mitkddnek.

Az adatabsztrakcio alkalmazasa intuiciot és sok gyakorlast igényel. Hogy mast ne
emlitsiink, példaul nehezen magyardzhaté meg az, honnan lattuk az el6z6 példdban mar a
megoldas elején, hogy a "benne van-e a pont a gdmbben" miiveletet a Gomb tipushoz és nem a
Pont tipushoz kell rendelni. Ez a dontés alapvetéen meghatarozta a megoldas irdnyat: eldszor a
Gomb tipussal és utana a Pont tipussal kellett foglalkozni; de kijeldlte azt is, hogy a Gomb tipus
reprezentalasahoz felhasznaljuk a Pont tipust.

7.2. Tipus-specifikaciot megvalosito tipus

Ha van egy tipus-specifikacionk és kiilon egy tipusunk, akkor joggal vetddik fel az a
kérdés, vajon a tipus megfelel-e az adott tipus-specifikdcionak: megvaldsitja-e a tipus-
specifikaciot. Ezt vizsgalhatnank ugy is, hogy 0sszehasonlitjuk a vizsgalt tipus-specifikaciot a
tipus altal kijelolt tipus-specifikacioval, de kozvetleniil tigy is, hogy megvizsgaljuk vajon a tipus
reprezentans elemei megfeleléen helyettesithetik-e a tipus-specifikacid tipusértékeit, és hogy a
tipus programjai rendre megoldjdk-e a tipus-specifikacid feladatait (természetesen ugy értve,
hogy a programok a tipusértékek helyett azok reprezentdns elemeivel szdmolnak.)

Annak, hogy a tipus megvalositson egy tipus-specifikdciot két kritériuma van. Egyrészt
minden tipusérték helyettesithetd kell legyen reprezentins elemmel, és minden reprezentdns
elemhez tartoznia kell tipusértéknek. Mdsrészt a tipus-specifikdcio minden feladatat a tipus
valamelyik programja a reprezenticio (alapjin) értelmében megoldja (implementilja).

Egy tipus-specifikdciohoz tobb azt megvalosito tipus is tartozhat. Példaul a Gomb tipus-
gomboket kozvetleniil négy valdés szammal reprezentdljuk; az els6é harom a kozéppont
koordinatait, az utolsé a sugarat adna meg. Ilyenkor nincs sziikség a Pont tipusra, az l:=peg
feladatot pedig kozvetleniil egy valos szdmokkal felirt programmal kell implementalni. A Pont
tipusat is lehetne masként, példaul polar koordinatakkal reprezentdlni, de ekkor természetesen
mas programot igényel két pont tdvolsaganak kiszamitasa.
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Nézziink most egy olyan feladatot, amelynek megoldasahoz ugy vezetiink be egy 1j tipust,

crcr

7.2. Példa. Adott egy n hosszusagi 1 és 100 kozé es6 egész szamokat tartalmazd tomb.
Szamoljuk meg, hogy ez a tomb hany kiilonb6z6 szamot tartalmaz!

A feladatot szamlalasra vezetjiik vissza. A tomb egy eleménél akkor kell szdmolni, ha az
még nem fordult elé kordbban. Ezt egy linearis kereséssel is eldonthetnénk, de ez nem lenne tul
jo hatékonysagi megoldas, hiszen a tombot Gjra és ujra végig kellene vizsgalni. Raadasul
ilyenkor azt sem hasznalnank ki, hogy a tomb elemei 1 és 100 kdz¢ esnek. Szamolhatnank az 1
¢s 100 kozé esd egész szamokra, hogy melyik szerepel a tombben, de hatékonysag
szempontjabol ez sem lenne 1ényegesen jobb az el6zénél (hosszu tombok esetén egy kicsit jobb)
hiszen a szamlalas feltételének eldontése itt is linearis keresést igényel. Harmadik megoldas az,
ha eldszor eldallitunk egy a tomb elemeibdl képzett halmazt, és megnézziik, hogy ez a halmaz
hany elemt. (Ebben a megoldasban a szamlalas programozasi tétele meg sem jelenik.)

A= (a:N", s:N)
Ef=(a=a’)

Uf=(Efa s=

n
U{a[i]»{ )
i=1

A specifikécio szerint a megoldashoz egy halmazra, pontosabban egy halmaz tipusu adatra
van sziikségiink. Ebbe eldszor sorban egymas utan bele kell rakni a tomb elemeit, majd le kell
kérdezni az elemeinek szamat. A megoldd program ezért egy szekvencia lesz, amelynek elsé fele
(az unidzas) az OsszegzEés programozasi tételére vezethetd vissza, a masodik fele pedig a halmaz
tipus ,,elemszam” miiveletére épiil:

m.n ~ 1..n

S ~ h

fiy ~  {alil}

+0 ~ U I
h:=0
iI=1..n
h .= hu{a[i]}
§:= \h\

A halmaztipus egy tipusértéke egy olyan halmaz, amely elemei 1 és 100 kozotti egész
szamok. Megengedett miivelet egy halmazt iiress¢ tenni, egy elemet hozza unidzni, és az
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(értékhalmaz, miiveletek) forméaban irhatjuk le:
%10 th:=g5 h:=hufe}, s:=| h| D).
Keressiink egy olyan konkrét tipust, amely megvalositja ezt a tipus-specifikaciot.

Reprezentaljunk példaul egy 1 és 100 kozé esé szamokbdl allo halmazt 100 logikai értéket
tartalmaz6 tombbel.

h=
7. 8. o 100.
V= [hamig igaz |hamis|hamis| igaz |igaz |hamis|igaz hamis [... hamis
db=4
7.1. Abra

Egy halmaz és azt reprezental6 logikai tomb

A logikai tombben az e-edik elem akkor és csak akkor legyen igaz értékii, ha a tomb altal
reprezentalt halmaz tartalmazza az e-t. Vegyiik még hozza ehhez a tombhoz kiilon azt az értéket,
amely mindig azt mutatja, hogy hany igaz érték van a tombben (ez éppen a reprezentalt halmaz
elemszdma). Ez a kapcsolat a logikai tomb és e darabszam kozott a tipus-invarians.

Itt a p reprezentacios fliggvény egy (logikai tomb, darabszam) parhoz rendeli azon egész
szamoknak a halmazat, amely a logikai tomb azon indexeit tartalmazza, ahol a tombben igaz
értéket tarolunk. Nyilvanvald, hogy minden (tomb, darabszam) par kodlcsondsen egyértelmiien
reprezental egy halmazt.

Térjiink most ra a tipusmiveletek implementalasdra. Az egyes miuveleteket eldszor
atfogalmazzuk ugy, hogy azok ne kozvetleniil a halmazra, hanem a halmazt reprezentald tomb-
darabszam parra legyenek megfogalmazva. Példaul a h:=J feladatnak az a feladat feleltethetd
meg, hogy toltsiik fel a logikai tombot hamis értékekkel és nullazzuk le a darabszamot.
Formalisan felirva az eredeti és a reprezentaciora atfogalmazott feladatot:
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A =h:2" % A = @L'®, do:N)

Ef =(h=h") —> Ef = (p(v,db)=p(v',db")) =
= (v=v' A db=db")
Uf = (h=9g) Uf = (p(v,db)=g) =
= ( Vie[1..100]:v[i]=hamis A db=0)

Az atfogalmazott feladat el6- és utodfeltételét kétféleképpen is felirtuk. Az elsé alak
mechanikusan 4all eld az eredeti specifikaciobdl: a halmazt a tomb és a darabszam helyettesiti. A
masodik alaknal mar figyelembe vettiik a reprezentacio sajatossagait. Konnyl belatni, hogy az
atalakitott feladatot az alabbi program megoldja:

db:=0
i=1..100
v[i] := hamis

Ez a program bar kozvetleniil nem halmazzal dolgozik, mégis abban az értelemben
megoldja a h:= feladatot, amilyen értelemben egy halmazt egy logikai tomb és egy darabszam
reprezental. Ezt a fenti két specifikacid kozotti kapcsolat szavatolja.

A masik két miivelet esetében nem leszlink ennyire akkurdtusak. (Meglepé modon ezek a
miiveletek joval egyszeriibbek a fentinél, megvalositasuk nem igényel ciklust.) Konnyii belatni,
hogy a h:=hu{e} értékadast a v[e]:=igaz értékadas valtja ki, hiszen amikor egy halmazba
betessziik az e szdmot, akkor a halmazt reprezentald tomb e-edik elemét igaz-ra allitjuk. A tipus-
invarians fenntartasa érdekében azonban azt is meg kell nézni, hogy az e elem a halmaz
szempontjabol uj-e, azaz v[e] hamis volt-e. Ha igen, akkor a reprezentaciot képez6 darabszamot
is meg kell novelni. A megoldas egy elagazas.
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tipusértékek i tipusmiiveletek

tipus- betesz
specifikacio o{1..100} h:=hu{e}

1 és 100 kozé eso egész legyen iires
szamokat tartalmazo

halmazok h:=2
elemszama
s:=|hl
p: ]LlOOxN—)Z{l"mO}
100
- p(v.db) = | J{vil}
| i=1 |
g 100 v L', db:N,
(v,db) =(db=>"1) g N L sN
= i
tipus betesz
L0 N v[e]=hamis /
logikai tomb és egy szam v[e]:=igaz |SKIP
db:=db+1

legyen iires
db:=0
Vie[1..100]: v[i]:=hamis

7.2. Abra
Halmaz tipusa
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v[e]=hamis /
v[e] :=igaz SKIP
db :=db+1

Ha a db-t nem vettiik volna hozza a reprezentaciohoz, akkor az s:= | h | értékadast egy
szamlalassal oldhatnank meg. Igy azonban elég helyette az s:=db értékadas.

s:=db

crer

kapcsolatos megjegyzéseinket. A tipus-specifikdcioban a miiveletek feladatait értékadasok
formajaban adtuk meg, a miveletek allapottere pedig kitaldlhaté az értékadas valtozoinak
tipusabdl. A tipus leirasban roviditett formaban szerepel a ,,legyen lires” miivelet programja.

7.3. Absztrakt tipus

Adatabsztrakcion azt a programtervezési technikat érjiik, amikor egy feladat megoldasa
soran olyan adatot vezetiink be, amely tobb szempontbdl is elvonatkoztat a valosagtol. Egyrészt
elvonatkoztathat a feladattol, ha annak eredeti megfogalmazéasadban kozvetleniil nem szerepel;
csak a megoldas érdekében jelenik meg. Masrészt elvonatkoztathat a konkrét programozasi
kornyezettdl, ahol majd az adat tipusat le kell irni. Ezt a tipust nevezziik absztrakt tipusnak.

Absztrakt tipus lehet egy tipus-specifikaciot, de egy olyan tipus is,amelynek a
reprezentdcidja €s implementacidoja nem hatékony (ezért nem fogjuk ebben a formaban
alkalmazni) vagy nem-megengedett (Iasd a megengedettség 3. fejezetben bevezetett fogalmat)
vagy hidnyos (mert példaul nem ismert a miiveleteinek programja, csak azok hatdsa, vagy még
az sem).l . Egy absztrakt tipustdl minddssze azt varjuk, hogy vildgosan megmutassa az altala
jellemzett adat lehetséges értékeit és azokon végezhetd miiveleteket, tehat az egyetlen szerepe az,
hogy kijeloljon egy tipus-specifikaciot Ha ennek definialasahoz nincs sziikség reprezentaciora,

> Ez magyardzza, hogy miért hasznaljak sokszor az absztrakt tipus elnevezést magéra a tipus-
specifikaciora. Konyviinkben azonban az absztrakt tipus tagabb fogalom, mint egy tipus-
specifikacid, hiszen tartalmazhat olyan elemeket is (példaul reprezentacié vagy tipusmiivelet
hatésa, esetleg a részletes programja), amelyek nem részei a tipus-specifikacionak.
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akkor a tipus-specifikaciot kozvetlen'® modon adjuk meg, de ez a programozasi gyakorlatban
viszonylag ritka. Sokszor ugyanis nem tudjuk énmagéban definialni a tipusérték-halmazt (4gy
mint a gombok vagy az 1 és 100 kozotti elemekbdl képzett halmazok esetében tettiik), csak
értiink, de definialni nem lehet, csak valamilyen koordinata rendszer segitségével megadni).
Altalaban a tipusmiiveletek viselkedését is szemléletesebben lehet elmagyarazni, ha azok nem
elvonatkoztatott tipusértékekkel, hanem ,megfoghat6” reprezentans elemekkel dolgoznak. A
,benne van-e egy pont a gdmbben” miivelet sokak szamara érthetdbb, ha nem halmazelméleti
alapon (benne van-e a pont a gdmbdt alkotd pontok halmazaban), hanem geometriai szemlélettel
(a pontnak a gomb kozéppontjatol mért tavolsaga kisebb, mint a gdmb sugara) magyarazzuk el.
Ezért gyakoribb (lasd késébb 7.3, 7.4. példikat) az, amikor egy tipus-specifikacidt kozvetett
moédon irunk fel: adunk egy tipust, ami kijeldli a tipus-specifikaciot. Ha ez a tipus csak a tipus-
specifikacid kijelolésére szolgal, akkor tényleg nem fontos, hogy megengedett legyen, sot az sem
baj, ha hidnyos. Az ilyen absztrakt tipus csak abbdl a szempontbol érdekes, hogy segiti-e
megértetni a kijelolt tipus-specifikaciot, és nem szamit, milyen ligyesen tudja reprezentalni a
tipusértékeket vagy mennyire hatékonyan implementalni az azokon értelmezett miiveleteket.

Ha egy feladat megoldasanal absztrakt tipust alkalmazunk, akkor késdbb ezt olyan
megengedett tipussal (konkrét tipussal) kell kivaltanunk, amely megvaldsitja az absztrakt tipus
altal kijelolt specifikaciot, roviden fogalmazva megvaldsitia az absztrakt tipust. Ha az absztrakt
tipus nemcsak egy tipus-specifikdciobol all, hanem rendelkezik reprezentacioval és a
tipusmiiveleteket implementald programokkal, vagy legaldbb azok hatdsainak leirasaval, akkor
az absztrakt tipust kivaltdo konkrét tipust Ggy is elkészithetjiik, hogy kozvetleniil az absztrakt
tipus elemeit (a reprezentaciot és a programokat) valositjuk meg. Ha a reprezentdcidé nem-
megengedett vagy csak nem hatékony, akkor a reprezentans elemeket probaljuk meg
helyettesiteni mas konkrét elemekkel, azaz a reprezentdciét reprezentdljuk. Ha a
tipusmiiveleteket megval6sitdo programok nem-megengedettek, akkor ezeket (és nem az eredeti
tipusmiiveleteket) az 0 reprezentdcid alapjan implementaljuk. Konnyl belatni, hogy az igy
kapott konkrét tipus megvalositja az absztrakt tipus altal leirt tipus-specifikaciot is.

Most mutatunk néhany, az itt vazolt folyamatot illusztraldo ugynevezett adatabsztrakcids
feladat-megoldast. A feladatok megoldasa soran olyan absztrakt tipusokat vezetiink be, amelyek
miuveletei tamogatjdk a feladat megoldésat, annak ellenére, hogy a feladat eredeti
megfogalmazasdban semmi sem utal ezen adattipusok jelenlétére. Ezek a feladat szempontjabol
elvonatkoztatott tipusok, ugyanakkor a programozasi kdrnyezet szamara is absztraktak. Emiatt
gondoskodni kell a megvalositasukrol is, azaz az absztrakt tipusokat az 6ket megvaldsitd konkrét
tipusokkal kell helyettesiteni.

% Egy tipus-specifikaciét nemcsak a konyviinkben alkalmazott, Gigynevezett els- utéfeltételes
modszerrel adhatunk meg kozvetlen modon. Mas leirdsok is léteznek, ilyen példaul az
ugynevezett algebrai specifikacio is. Ezek targyalasaval itt nem foglalkozunk.
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7.3. Példa. Adott egy n hosszasagu legfeljebb 100 kiilonb6z6é egész szamot tartalmazod
tomb. Melyik a tombnek a leggyakrabban el6fordulé eleme!

A feladat megoldhatdé egy maximum kivalasztasba agyazott szamlélassal, ahol minden
tombelemre megszamoljuk, hogy hanyszor fordult addig eld, és ezen eldfordulds szamok
maximumat keressiik. A 7.2. példa nyomén azonban itt is bevezethetiink egy halmazszerii
objektumot azzal a kiegészitéssel, hogy amikor egy elemet ismételten beletesziink, akkor
jegyezziik fel ennek az elemnek a halmazban vald eléforduldsi szdmat (multiplicitasat). Ezt a
multiplicitasos halmazt zséknak szoktak nevezni. Miutan betettiik ebbe a zsdkba a tomb Osszes
elemét, akkor mar csak arra van sziikség, hogy megnevezziik a legnagyobb el6fordulds szamu
elemét. Specifikaljuk a feladatot!

A= (t:{1..100", b:Zsak, e:{1..100})
Ef=(t=¢t"An>1)

n
Uf= (Ef A b= {t[iT} A e=MAX(b))
i=1
A specifikacioban hasznalt unid €s maximum szadmitas a zsdk specialis miiveletei lesznek.
A feladat egy Osszegzésre vezethetd vissza, amit a zsak maximalis gyakorisagli elemének
kivalasztasa kovet:

m..n ~ 1..n

S ~ b
fi) ~  {til}
+0 ~ U, I

b:

%)
. Nn

b := bU{t[il}
e := MAX(b)

|

A zséktipust absztrakt tipussal definidljuk. Egy szdmokat tartalmazd zsak ugyanis
legegyszeriibben ugy foghat6 fel, mint szdmparok halmaza, ahol a szampar elsé komponense a
zsékba betett elemet, masodik komponense ennek az elemnek az eléforduldsi szamat
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tartalmazza. Reprezentaljuk tehat kolcsondsen egyértelmii mdédon egy zsakot a pt1-100b
hatvanyhalmaz egy (szdmparokat tartalmazo) halmazaval. Valasszuk a tipus invariansanak azt az
allitast, amely csak azokra a szamparokat tartalmaz6 halmazokra teljesiil, amelyekben barmelyik
két szampar els6 komponense kiilonb6z6, azaz ugyanazon elem 1 és 100 kozotti szdm nem
szerepelhet kétszer, akar két kiilonbozé eléforduldas szammal a halmazban. A zséktipus
miiveletei: a ,legyen ires egy zsak” (b:=(), a ,tegyiink bele egy szamot egy zsakba”
(b:=bu{e}), ,,valasszuk ki a zsak leggyakoribb elemét” (e:=MAX(b)), ahol b egy zsak tipusu, az
e egy 1 és 100 kozotti szam tipusu értéket jeldl.

A muveletek kozil az ,,0” muvelet nem a szokasos halmazmivelet, ezért ennek kiilon is

crer

A= (b:2{1..100}><N, eN)

Ef = (b=b'Ae=¢e")

Uf=(e=e’ A 3F(e,db)eb’ — (b=b"{(e,db)} {(e,db+1)})
A—=3(e,db)eb” — (b=b"U{(e,1)}))

crer

most meg az absztrakt zsaktipust!

Egy zsékot helyettesitd szamparok halmaza leirhato egy 100 elemi természetes szamokat
tartalmaz6 tombbel (v), ahol a v[e] azt mutatja, hogy az e szam hanyszor van benne a zsakban.
Ha v[e] nulla, akkor az e szam még nincs benne. Vegyiik észre, hogy nem kozvetleniil a zsakot
probaltuk meg masképp reprezentalni, hanem a zsdkot az absztrakt tipus altal megadott korabbi

crcr

Ezt a kétlépcsds megvaldsitast alkalmazzuk a miiveletek implementalasanal is. A

21-100>N_peli halmazokra megfogalmazott miiveleteket probaljuk megvaldsitani, és ezzel
kozvetve az eredeti, a zsakokon megfogalmazott miiveleteket is implementaljuk.

A zsékot reprezentald halmaz akkor iires, ha minden 1 és 100 kozotti szam egyszer sem
(nullaszor) fordul benne el6, azaz a b:= értékadast a Vee[1..100]: v[e]:=0 értékadas-sorozattal
helyettesithetjiik. A b:=bu{e} miivelet implementalasa még egyszeriibb: nem kell mast tenni,
mint az e elem el6fordulas szamat megndvelni, azaz v[e]:=v[e]+1l. A legnagyobb el6fordulas
szamu elemet a reprezentdns V tombre alkalmazott maximum kivalasztas hatdrozza meg.
Megjegyezziik, hogy ez még akkor is visszaad egy elemet, ha a zsék iires, mert ilyenkor minden
elem nulla el6fordulas szammal szerepel a tombben.

A megoldésban jol elkiiloniil a tipus megvalositas harom szintje (7.3. dbra). Legfeliil van a
zsék fogalma, amit az alatta levd absztrakt tipus jeldl ki. Ezért nincs definialva az absztrakt tipus
reprezentacios fliggvénye, csak a tipus invaridnsa. A tipusmiiveletek allapottere kitalalhato a
miveletet leird értékadas valtozdinak tipusdbol. Az absztrakt tipus alatt taladljuk az azt
megvalosité konkrét tipust. Ennek invaridns allitdsa mindig igaz, ezért ezt kiilon nem tiintettiik
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fel. A miveleteket implementdld programok allapottere kitaldlhaté a programok valtozdinak

tipusabol.
tipusertekek tipusmiiveletek
tl'pus legfeljebb 100 kiilonbozd legyen iires
ifikdcio egész szamot tartalmazo
specifikacio J betesz
maximum
i p:2{l..100}><N s Zsdk i b:z{l..IOO}xN’
I(b)=Vey, eeb: el €{1.100}
e.1 !
absztrakt AL 200N _p i b:=%
tipus szampdrok halmaza b:=bu{e}
e:=MAX(b)
§p . N100_, {1100}y
100 vi N*® e:{1..100}
=y
' i=1 ;
konkrét tipus N100 Vee[1..100]: v[e]:=0
elofordulas szamok v[e]:=v[e]+1
tombje
100
max, e = max V[i]
i=1
7.3. Abra

Zsak absztrakt tipusa és annak megvaldsitasa

7.4. Tipusok kozotti kapcsolatok

Egy bonyolultabb feladat megoldasaban sok, egymassal 0sszefiiggd tipus jelenhet meg. A
tipusok kozotti kapcsolatok igen sokrétliek lehetnek. A 7.1. példa irszondas feladatdban példaul
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szerkezetében, ¢és ennek kovetkeztében a Gomb tipus miiveletét megvalositd program
hasznalhatja a Pont tipus miiveletét. Megtehetnénk azonban azt is, hogy a Gémb tipust mashogy,
példaul négy valés szammal reprezentaljuk. Ekkor a Pont tipus nem vesz részt a Gémb tipus
kozott: egyrészt minden gdmb pontok mértani helyének tekinthetd, masrészt a "benne van-e egy
pont egy gOmbben" miivelet is Osszekoti ezt a két tipust. A tipusok kozoétti kapcesolatok,
ugynevezett tdrsitasok (asszociaciok) felfedése segiti a programtervezést, ugyanakkor
egyszerlibbé, atlathatobba, hatékonyabba teheti programjaink kodjat is, kiilondsen, ha a hasznalt
programozasi nyelv tdmogatja az ilyen kapcsolatok leirasat.

A tipusok kozotti tarsitasi kapcsolatok lényegében kiilonbozé tipusok kozotti relaciot
jelent. Ezek lehetnek tobbes vagy binaris reldciok. Bindris tarsitdsok esetén példaul azt lehet
vizsgalni, hogy a relacido az egyik tipus egy értékéhez hany tipusértéket rendelhet a masik
tipusbol. Ez 1-1 form4ju, ha relacié kdlcsondsen egyértelmi; 1-n formdju, ha a relacié inverze
egy fiiggvény;, és m-n formdju, ha tetszoleges nem-determinisztikus relacio. Az utdbbi két
esetben tovabbi vizsgalat lehet az n és m értékének, vagy értékhatarainak meghatarozasa is. Ezek
a vizsgalatok azt a célt szolgaljak, hogy a valdsagos dolgok kozotti viszonyokat a feladatnak az
adatabsztrakci6 utan kapott modelljében is megjelenitsiik.

Emlitettiik mar, hogy a Gémb tipust masképpen is definialhattuk volna, amikor kozvetleniil
négy valos szammal reprezentalunk egy gdmbdt. Ebben az esetben nem tartalmaz Pont tipusa
komponenst a Gomb, és ilyenkor annak az eldontése, hogy a "benne van-e egy pont egy
gombben" miivelet melyik tipushoz tartozzon, nem magatol értetdd6. Ha a Gomb tipus
miiveleteként valdsitjuk meg, akkor két lehetdséglink is van. Vagy a gomb kozéppontjat
reprezentdlo valos szamokbol kell egy pontot késziteni (ez nyilvanvaléan a Pont tipus egy 1)
miivelete lesz), és ezutan — a kordbbi megoldashoz hasonléan — hivatkozunk a pontok tavolsagat
meghataroz6 miiveletre. Vagy kozvetleniil az euklideszi tavolsag-képlettel dolgozunk, de ehhez
elébb meg kell tudnunk hatdrozni egy pont térbeli koordinatait (ezek is a Pont tipus egy Uj
miveletei lesznek). Bizonyos programozasi nyelvek ugy kertilik ki, hogy a Pont tipushoz ujabb
miiveleteket kelljen bevezetni és szamolni kelljen azok meghivésaval jar6 idoveszteséggel, hogy
bevezetik a baratsag (friend) fogalmat, mint specialis tarsitasi kapcsolatot. Ez lehet6vé teszi,
hogy egyik tipus — mondjuk a Gomb tipus — belelathasson a masik — a Pont tipus —
tavolsag-képlet alapjan kozvetleniil megvalosithatod; noha a miivelet a Gomb tipushoz tartozik, a
vizsgalt pont koordinatdit azonban a baratsag miatt a GOmb tipusban is kozvetleniil 1atni. Még
szebb az a megoldas, amely ezt a "benne van-e egy pont egy gombben" miiveletet kiveszi a
Gomb tipusbol, azt egy fliggetlen eljarasnak tekinti, de ezt az eljarast mind a Pont, mind a Gomb
tipus baratjava teszi, igy azoktol kozeli, de egyenld tavolsagra helyezi el. A baratsag kapcsolat
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torténd hivatkozas.
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Tipusok kozotti kapesolatnak tekinthetjiik azt is, amikor egy tipust (pontosabban az altala
kijelolt tipus-specifikaciot) egy masik tipussal megvaldsitunk.

Ugyancsak tipusok kozotti kapcsolatot fogalmaz meg egy tipus reprezentacioja.
Pontosabban, itt a tipus és annak egy értéket helyettesitd elemi értékek tipusai kozotti
reprezentacios kapcsolatrdl van szo.

A reprezentacids kapcsolat egyik vetiilete az a tartalmazdasi kapcsolat, amelyik tgy tekint a
reprezentalt tipusértékre, mint egy burokra, amely az 6t reprezentdlo elemi értékeket tartalmazza.
Erre lattunk példat az tirszondas feladatban, ahol a Pont és a valos szam tipusa épito eleme volt a
Gomb tipusnak: egy gomb reprezentacidja egy pont és egy sugar volt. A tartalmazasi kapcsolat
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A reprezentaciés kapcsolat masik vetiilete a reprezentdld tipusok egymashoz valo
viszonya, a tipus-reprezentacié szerkezete. A reprezentacié szempontjabdl ugyanis lényeges az,
hogy egy tipusértéket helyettesité elemi értékeknek mi az egymdshoz vald viszonya: egy
tipusértéket kiillonbozo tipust elemi értékek egyiittese reprezental-e, vagy kiillonbozo tipust
értekek koziil mindig az egyik, vagy azonos tipusu értékek sokasdga (halmaza, sorozata). Ez a
reprezentald tipusok kozotti szerkezeti kapcsolat fontos tulajdonsaga a reprezentalt tipusnak.

Azokat a tipusokat, ahol a helyettesitd elemek nem rendelkeznek belsé szerkezettel, vagy
az adott feladat megoldasa szempontjabdl nem Iényeges a belsd szerkezetiik, elemi tipusoknak
nevezzilk. Ha egy tipus nem ilyen, akkor dsszetett tipusnak hivjuk. EQy tipus szerkezetén a
helyettesitd elemek gyakran igen Osszetett belso szerkezetét értjiik, azaz azt, hogyan adhaté meg
egy helyettesitd elem elemibb értékek egyiitteseként, és milyen kapcsolatok vannak ezen elemi
értekek kozott.

Elsd halldsra ez nem tlinik korrekt meghatdrozésnak, hiszen a legegyszeriibb elemek is
felbonthatok tovabbi részekre. A szamitogépek vilagaban célszeriinek latszik az elemi szintet a
biteknél meghuzni, hiszen egy programozd szdmaéra az mar igazdn nem érdekes, hogy hany
programkészitési gyakorlatban azonban még a bitek szintje is tulsdgosan alacsony szintlinek
szamit. A legtobb feladat megoldasa szempontjabol k6zombds az, hogy a programozasi
kornyezetben adott (tehat megengedett) tipus értékei hogyan épiilnek fel a bitekbdl. Példaul a
feladatok tilnyomd tobbségében nem kell azzal foglalkoznunk, hogy a szamitdégépben egy
természetes szam bindris alakban van jelen; nem fontos ismerniink az egész szamok kodolasara
hasznalt 2-es komplemens kodot; nem kell tudnunk arrél, hogy a szamitoégép egy valds szadmot 2
és 4 kozé normalt egyenes kodi mantisszaju és tobbletes kodu karakterisztikdji bindrisan
normalizalt alakban tarol. (Legfeljebb csak a legnagyobb és a legkisebb abrazolhaté szam, a
fellépd kerekitési hiba vonatkozasaban érdekelhet ez benniinket.) Ezért — hacsak a feladat nem
kovetel mast — nyugodtan tekinthetjiik a természetes szamokat, az egész szamokat, és a valos
szamokat is elemi tipusoknak. Hasonlo elbirdlas alé esik a karakterek tipusa, és a logikai tipus is.
Egy-egy feladat kapcsan természetesen mas elemi tipusok is megjelenhetnek. Ha egy tipus
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hasznalata megengedett és nem kell hozzaférniink a tipusértékeket helyettesitd elemek egyes
részeihez, akkor a tipust elemi tipusnak tekintjiik. Hangstlyozzuk, hogy ez a meghatarozas
relativ. Nem kell csodalkozni azon, ha egy tipus az egyik feladatban elemi tipusként, a masikban
Osszetett tipusként jelenik meg, s6t ugyanazon feladat megoldasanak kiilonb6zo fazisaban lehet
egyszer elemi, maskor 9sszetett.

Az Osszetett tipusok miiveletei tobbnyire egy-egy tipusérték helyettesitd elemének
Osszetevo részeit kérdezik le, azokat modositjak, esetleg az Osszetevés modjat valtoztatjadk meg.
Nyilvéanval6, hogy az ilyen tipusok miiveleteinek elemzésénél, definidldsanal nagy segitséget
jelent a helyettesitd elemek szerkezetének ismerete. Erre a tipusoknak tipus-specifikicioval
torténé megadasa nem alkalmas, mert az reprezentacié nélkiil kevésbé szemléletes; raadasul a
programozo6 ugysem kertilheti el, hogy elébb utobb gondoskodjon a tipus reprezentalasarol, azaz
dontson a tipusértékek belsé logikai, majd fizikai szerkezetérsl.Y

Nézziink meg most példaként néhany jellegzetes tipusszerkezetet.

Egy tipust rekord szerkezetiinek neveziink, ha egy tipusértékét megadott (tipusérték-)
halmazok egy-egy elemébdl allo érték-egyiittes (rekord) reprezentalja. A T = rec( my:Ty, ...,
m,:T, ) azt jeloli, hogy a T egy rekord (direktszorzat) tipus, azaz minden tipusértékét egy T1x...
xTy-beli elem (érték-egylittes) reprezentalja. Ha t egy ilyen T tipusnak egy értéke (rekord tipust
objektum vagy roviden rekord), akkor a t reprezentansanak i-edik komponensére a t.m;
kifejezéssel hivatkozhatunk (lekérdezhetjilk, megvaltoztathatjuk). Reprezentaljuk példaul a
gomboket a kozéppontjukkal €és a sugarukkal. Ekkor a Gémb tipus rekord szerkezetii. Vezessiink
be jol megjegyezhetd neveket a reprezentdcid komponenseinek azonositasara. Jeldlje ¢ a

7" Az adatszerkezeteket kozéppontba 4llitd vizsgalatokndl célszerli a tipus szerkezetének
definidldsanal egy tipusértéket helyettesitd (reprezentald) elemet olyan iranyitott graffal
abrazolni, amelyben a csticsokat elemi adatértékekkel cimkézziik meg, az irdnyitott élek pedig az
ezek kozti szomszédsagi kapcsolatokat jelolik. Példaul egy sorozatszerkezetii tipus egy értékét
olyan graffal irhatjuk le, ahol a cstcsokat sorba, lancba flizziik, és mindegyik csucsbdl (az utolso
kivételével) egyetlen iranyitott €l vezet ki, amelyik a rdkovetkezd adatelemre mutat. A
helyettesitd (reprezentdns) elemeknek iranyitott grafokkal torténé megjelenitése nem feltétleniil
jelenti azt, hogy a tipusnak konkrét programozési kornyezetben torténd megvalositdsakor az
iranyitott grafban rogzitett szerkezetet hiien kell kdvetni. A tipus szerkezetének ilyen abrazolasa
elsésorban a tipus megadasat, megértését szolgalja, ezért tobbnyire egy absztrakt tipus
definidlasdhoz hasznaljuk. Az absztrakt tipus szerkezete, mas szoval a tipus absztrakt szerkezete
lehetdve teszi a tipus miveleteinek szemléletes bemutatasat, és a milveletek hatékonysaganak
elemzését. Az iranyitott grafok, mint absztrakt szerkezetek lehetéséget adnak a tipusok kiilonféle
szerkezet szerinti rendszerezésére. Példdul az Osszes sorozatszerkezetli tipus szerkezetét egy
lancszerl irdnyitott graf, Ggynevezett linedris adatszerkezet jellemzi. Az absztrakt adatszerkezet
jellemzésére meg szoktak még kiilonboztetni ortogonalis-, fa-, altalanos graf-szerkezeti
tipusszerkezeteket is.
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kozéppontot, r a sugarat. Ekkor a g.c-vel a g gomb kozéppontjara, g.r-rel pedig a sugarara
hivatkozhatunk. Mindezen informaciot a Gomb=rec(c:Pont,r:R) jeloléssel adhatjuk meg.

A tipus alternativ szerkezetli, ha egy tipusértékét megadott (tipusérték-) halmazok
valamelyikének egy eleme reprezentalja. A T = alt( my:Ty; ... ; mp: Ty ) azt jeldli, hogy T egy
alternativ (unio) tipus, azaz minden tipusértékét egy TrU... UTp-beli elem reprezental. Ha t egy
ilyen T tipusnak egy értéke (alternativ tipusu objektum), akkor a t.m; logikai érték abban az
esetben igaz, ha t-t éppen a T; tipus egyik értéke reprezentalja. Példaként tekintsiik azt a tipust,
amely egy fogorvosi rendelében egy paciensre jellemzd adatokat foglalja 6ssze. Mivel egy
paciens lehet felndtt és gyerek is, akiket fogorvosi szempontbol meg kell kiilonboztetniink,
hiszen  példaul a  gyerekeknél kiilon kell nyilvdn tartani a  tejfogakat:
Pdciens=alt(f: Felndtt,g:Gyerek). Természetesen egy ilyen példa akkor teljes, ha definialjuk a
Felndtt és a Gyerek tipusokat is. Ezek rekord tipusok lesznek: Felndtt=rec(nev:IK *, fog:N,
kor:N), Gyerek=rec(nev:K *, fog:N, tej:N, kor:N). Ha p egy Pdciens tipust objektum, akkor a p.;
allitassal donthetjiik el, hogy a p paciens felnétt-e; a p.fog:=p.fog-1 értékadas pedig azt fejezi ki,
hogy kihuztak a p egyik fogét.

Ha egy tipus tetszéleges értékét sok azonos tipust elemi érték reprezentdlja, akkor azt
iteralt (felsorolhato, gyiijtemény) tipusnak is szoktdk nevezni. Az elnevezés onnan szarmazik,
hogy a tipusértéket reprezentald elemi értékeket azok egymashoz vald viszonyatdl fliggd modon
sorban egymads utan fel lehet sorolni. Az elemi értékek kapcsolata a reprezentalt tipusérték belsod
szerkezetét hatdrozza meg. Ez lehet olyan, amikor nincs kijelolve az elemi értékek kozott
sorrendiség; a tipusértéket elemi értékek kozonséges halmaza reprezentdlja. Ez a halmaz lehet
multiplicitaisos halmaz (zsdk) 1is, amelyben megengedjiik ugyanazon elem tSbbszori
eléfordulasat. Lehet a reprezentalo elemsokasag egy sorozat is, amely egyértelmi rakovetkezeési
kapcsolatot jelol ki az elemek kozott, de lehet egy olyan iranyitott graf, amelynek csucsai az
elemi értékek, az azok kozotti ¢lek pedig sajatos, egyedi rakdvetkezési relaciot jeldlnek. A
T=it(E) azt a T iteralt (szerkezetli) tipust jeloli, amelynek tipusértékeit az E elemi tipus értékeibodl
épitjiik fel. A kovetkezd fejezetben szamos nevezetes iteralt szerkezetii tipust fogunk bemutatni.

A tipusszerkezethez ko6tddd tipusok kozotti kapesolat a tipusok kozti szerkezeti rokonsag.
Két tipust akkor neveziink rokonnak, ha tipusértékeik ugyanazon tipus (esetleg tipusok)
elemeib6l hasonld szerkezet alapjan épiilnek fel. Szerkezetileg rokon példaul egy egész
szamokat tartalmazo tomb és egy egész szamokbol allé sorozat. Rokon tipusok miiveletei
természetesen kiilonbozhetnek. Ilyenkor megkisérelhetjiik az egyik tipus miveleteit a rokon
tipus miiveleteinek segitségével helyettesiteni. A rokonsdg gyakran egyoldalu, azaz a rokon
tipusoknak csak az egyike helyettesithetd a masikkal, forditva nem; gyakran részleges, azaz nem
az Osszes, csak néhdny miivelet helyettesithetd; esetenként névleges, mert a szerkezeti
hasonlésag ellenére sem helyettesithetd egyik tipus a mésikkal.

Tipusok kozott nemcsak szerkezeti rokonsag, hanem miiveleti rokonsag is fennallhat. Errdl
akkor beszélhetiink, amikor két tipusnak megegyeznek a tipusmiiveletei. Példaul a Gémb tipus
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illetve egy Kocka tipus ilyen tipusmiiveleti rokonsdgot mutathat, ha mindkettonél olyan
miuveleteket definidlunk, mint ,,add meg a test stlypontjat”, ,,szamitsd ki a térfogatot”, ,,benne
van-e egy pont a testben”. Ezen miiveletek specifikécioja is azonos, csak a megvaldsitasuk tér el
egymastol. Specialis tipusmiiveleti rokonsag a tipus-altipus kapcsolat. Az altipus ugyanazokkal a
miiveletekkel rendelkezik, mint az altalanosabb tipus, csak azok értelmezési tartomdnya és
értékkészlete szlkiil. Példaul egész szamok tipusanak egy altipusa az 1 ¢és 10 ko6zé esé egész
szamok tipusa.

Az altipus fogalmanak altalanositasaval juthatunk el az objektum orientalt programozasban
legtobbet emlegetett tipusok kozotti kapcesolathoz, az O6roklédéshez. Lattuk, hogy az altipus
rendelkezik az altalanosabb tipus reprezentacidjaval és tipus-miveleteivel, azaz ,,6rokli” azokat
az altalanosabb tipustol. Ezt az 6roklést rugalmasabban is lehet érvényesiteni: meglevd tipusbol
(esetleg tipusokbol) szarmaztatunk egy 10j tipust ugy, hogy egyenként megmondjuk, milyen
tulajdonsagokat (szerkezetet, szerkezet Osszetevdit, miiveleteket) vesszlink at, mas néven
orokliink a meglévé tipus(ok)tol, és azokhoz milyen 0j tulajdonsagokat tesziink hozza. Az igy

1étrejGtt U tipust szarmaztatott tipusnak, a meglévo tipusokat dstipusoknak nevezik.'®

Az objektum elvii programtervezés példaul a Gomb és a Pont tipus megadasanal
észreveszi, hogy egy gomb altalanosabb fogalom, mint a pont, hiszen a pont felfoghaté egy
specialis, nulla sugart gémbnek. Ilyenkor az ugynevezett megszorité 6roklodést alkalmazva a
Pont tipust szarmaztathatjuk a Gomb tipusbol, azaz azt mondjuk, hogy a Pont tipus majdnem
olyan, mint a Gomb tipus, csak minden elemének a sugara nulla. A Pont tipus tehat Gémb tipus
megszoritasaként all eld. Meg kell jegyezni, hogy ebben az esetben a gomb — a korabban
bemutatott megvalositdsaval ellentétben — méar nem egy pont és egy valds szam segitségével,
hanem négy valds szammal van reprezentalva.

Ha a Gomb tipuson definidlunk egy olyan miveletét, amely eldonti, hogy egy gdmb
tartalmaz-e egy masik gombot, akkor ezt a miveletet specialisan gy is meg lehet majd
hasznalni, ha a mésik gdmbdt egy pont helyettesiti (hiszen az is egy gdbmb). Ha a Gomb tipus
tartalmazna két gdmb tavolsagat (pontosabban a gombok kozéppontjanak tavolsagat) kiszamold
miuveletet, akkor ezt a miivelet 6rokolné a Pont tipus is, ahol azonban ez mar megszoritva, két
pont tavolsaganak meghatarozasara szolgalna. Egyébként ugyanigy 6rokolhetd a ,,.benne van-e
egy gombben egy masik gdmb” miivelet is, amely a Pont tipusra nézve a ,benne van-e egy
pontban egy masik gdmb” vagy akar ,benne van-e egy pontban egy masik pont” (ami
Iényegében az ,,azonos-e két pont” miivelet) értelmet nyerne. A megszoritdé 6roklddésnél elvben
azt is el lehet érni, hogy az Ostipusbol szarmazdé bizonyos miiveletek ne o6roklédjenek a
leszarmazott tipusra. Mivel a példdban a Pont tipus és a Gémb tipus ugyanazon miiveletekkel
rendelkezik (hiszen a Pont 6rokli a Gomb egyetlen miiveletét és nem vezet be mellé Gjat), ezért
itt a Pont a Gomb altipusa is.

'8 Az objektum elvii programtervezés a tipusok helyett az osztaly elnevezést hasznalja.
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A megszorito 6roklddés nemcsak az itt bemutatott specializacié mentén johet 1étre, hanem
ugy, hogy az egymashoz hasonld tipusokat altalanositjuk, és ennek soran elkészitjiikk azt az
Ostipust, amelybdl a vizsgalt tipusok 6roklodéssel szarmaztathatok.

Létezik az objektum elvli programozas gyakorlatdban egy masik, a fentiektdl eltérd
gondolkodéas is, amely azért vezet be Ososztalyokat, hogy az oroklédés révén a kod-
ujrafelhasznalast tdimogassa. Ennek a gondolatnak jegyében mondhatjuk példaul azt, hogy egy
gombot leird kod tartalmazza a pontot leirod kodot, ezért érdemes elébb a Pont tipust megalkotni,
¢s majd ebbdl szarmaztathatjuk a Gomb tipust. A szdrmaztatas soran kiegészitjik egy pont
pont tavolsagat kiszamold miiveletet, amely most mar két gomb kozéppontjainak tavolsagat
szamitja majd ki; és csak itt a gdmbdkre definidljuk a "benne van-e egy pont egy gémbben" Uj
miveletet. Az Oroklodésnek ezt a fajtijat, amikor Uj tulajdonsagokat vesziink hozzd az
Ostipushoz, analitikus 6roklédésnek nevezik. Ebben a megkdzelitésben elobb a Pont tipust kell
megalkotni, és utdna a Gémb tipust, tehat nem a programtervezésnél eddig latott feliilrdl lefelé
halad6 finomitasi technikat, hanem ellenkezdleg, egy alulr6l felfelé haladd technikat
alkalmazunk. Ez a szemlélet persze csak akkor kifizetddd, ha a programozasi nyelv, amelyen
implementaljuk majd a programunkat, rendelkezik az 6rokldédést timogatd nyelvi elemekkel.
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8. Programozadsi tételek felsorolo objektumokra

Ha egy adatot elemi értékek csoportja reprezental, akkor az adat feldolgozasa ezen értékek
feldolgozasabdl all. Az ilyen adat 1ényeges jellemzdje, hogy az 6t reprezentald elemi értékeknek
mi az egymashoz vald viszonya, a reprezenticid milyen jellegzetes belsd szerkezettel
rendelkezik. Szdmunkra kiilondsen azok az adattipusok érdekesek, amelyek tipusértékeit azonos
tipust elemi értékek sokasdga reprezental. Ilyen példaul egy tomb, egy halmaz vagy egy sorozat.
Ezeknek az ugynevezett gylijteményeknek kozos tulajdonsidga, hogy a benniik tarolt elemi
értekek egymads utan felsorolhatok. Egy halmazbdl egymas utan kivehetjiik, egy sorozatnak vagy
egy tombnek egymas utan végignézhetjiik az elemeit. Eppen ezért az ilyen tipusokat szoktdk
felsorolhatonak (enumerable) vagy iteraltnak (iteralt szerkezetiinek) is nevezni.

Felsorolni azonban nemcsak gylijtemények elemeit lehet, hanem példaul egy egész szdm
valddi osztoit, vagy két egész szam altal meghatarozott zart intervallum egész szamait. Ennél
fogva a felsorolhat6 adat fogalma nem azonos a gyiijteménnyel, hanem annal altalanosabb, az
elobbi példakban szerepld ugynevezett virtudlis gylijteményeket is magaba foglalja. A
felsorolhatosag azt jelenti, hogy képesek vagyunk egy adatnak valamilyen értelemben vett elsd
elemére raallni, majd a soron kdvetkezdre, az azt kdvetdre, €s igy tovabb, meg tudjuk kérdezni,
van-e Ujabb soron kovetkezd elem (vagy van-e egyaltalan elsd elem), és lekérdezhetjiik a
felsorolas soran érintett aktudlis elemnek az értékeét.

A felsorolast végzd miiveletek nem annak az adatnak a sajat miiveletei, amelynek elemeit
felsoroljuk. Furcsa is lenne, ha egy egész szam (amelyiknek valodi osztoit kivanjuk felsorolni)
alapbol rendelkezne ilyen (,,vedd a kovetkezd valodi osztot” féle) miiveletekkel. De egy egész
szamokat tartalmaz6 intervallumnak is csak olyan miiveletei vannak, amivel az intervallum
hatarait tudjuk lekérdezni, az intervallum egész szdmainak felsoroldsdhoz mar egy specialis
objektumra, egy indexre van sziikség. Réaadasul egy intervallum felsorolasa tobbféle lehet
(egyesével vagy kettesével; novekvo, esetleg csokkend sorrendben), ezeket mind nem lenne
értelme az intervallum tipusmiiveleteivel leirni. A felsorolast végzé miiveleteket mindig egy
kiilon objektumhoz kotjiikk. Ha sziikség van egy adat elemi érékeinek felsorolasra, akkor az
adathoz hozzarendeliink egy ilyen felsorold objektumot.

Egy felsorold objektum feldolgozasa azt jelenti, hogy az altala felsorolt elemi értékeket
valamilyen tevékenységnek vetjiikk ala. Ilyen tevékenység lehet ezen értékek Osszegzése, adott
tulajdonsagu értékek megszamolasa vagy a legnagyobb elemi érték megkeresése, stb. Ezek
ugyanolyan feladatok, amelyek megoldasara korabban programozasi tételeket vezettiink be,
csakhogy azokat a tételeket intervallumon értelmezett fliggvényekre fogalmaztuk meg, most
viszont ennél altalanosabb, felsorolora kimondott valtozatukra lesz sziikség. Ezt az altalanositast
azonban konnyli megtenni, hiszen egy intervallumhoz nem nehéz felsorolot rendelni, igy a
korabban bevezetett intervallumos tételeket egyszeriien atfogalmazhatjuk felsorolé objektumra.
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8.1. Gyiijtemények

Gytljteményeknek (és itt nem foglalkozunk a virtualis gyljteményekkel) az Osszetett
szerkezeti adatokat nevezziik. Ezek legfobb jellegzetessége, hogy reprezentaciojuk elemi
értékekbdl épiil fel, azaz elemi értékeket tarol, amelyeket megfeleld miiveletek segitségével be
tudunk jarni, fel tudunk sorolni. Leggyakrabban az iterdlt szerkezetli adatokat hasznaljuk
gyljteményként, amelyek tipusértékeit azonos tipust elemi értékek sokasaga reprezentalja.
Vizsgaljunk meg most néhany nevezetes gytijteményt.

A halmaz (szerkezetii) tipus tipusértékeit egy-egy véges elemszamu 25-beli elem (E-beli
elemekbdl képzett halmaz) reprezentalja. Egy halmaz tipusi objektumnak a tipusmiiveletei a
halmazok szokasos miiveletei lesznek. Ertelmezziik: halmaz iirességének vizsgalatat (h=¢; ahol
h egy halmaz tipusu értéket jelol), halmaz egy elemének kivalasztasat (e:eh, ahol e egy elemi
értéket hordozd segédvaltozd), halmazbdl egy elem kivonasat (h:=h—{e}), 0j elemnck a
hozzaadasat a halmazhoz (h:=hu{e}). A tipus-megvalésitas szempontjabol egyaltalan nem
k6zombos, hogy itt a szokasos unid illetve kivonas miveletével van-e dolgunk, vagy a
megkiilonboztetett (diszjunkt) uni6 illetve megkiilonboztetett kivondssal. Ez utdbbiak esetén
feltételezziik, hogy a miivelet megvaltoztatjia a halmazt, azaz unid esetén boviil (mert a
hozzdadand6 elem 1j, még nincs benne a halmazban), kivonas esetén fogy (mert a kivonando
elem benne van a halmazban). Ezeknek a miiveleteknek az implementalasa egyszeriibb, mert
nem kell ezen feltételeket kiilon ellendrizniiik, igaz, a feltétel nem teljesiilése estén abortalnak. A
halmaz tipust a set(E) jeloli.

Latjuk, hogy egy halmaz egy eclemének kivalasztasa (e:eh) a nem-determinisztikus
értékkivalasztassal torténik, amely ugyanazon halmazra egymas utan alkalmazva nem ugyanazt
az eredményt fogja adni. Be lehet vezetni azonban a determinisztikus elemkivéalasztas miiveletét
(e:=mem(h)), amelyet ha ugyanarra a halmazra tobbszor egymas utan hajtjuk végre, akkor
mindig ugyanazon elemét adja vissza a halmaznak. Az igazat megvallva, a halmaz szdba johetd
reprezentacioi sokkal inkdbb tdmogatjak ennek az elemkivalasztdsnak a megvaldsitasat, mint a
valoban véletlenszerl, nem-determinisztikus értékkivalasztast.

A sorozat (szerkezetii) tipus tipusértékeit egy-egy véges hossza E -beli elem (E-beli
elemekbdl képzett sorozat) reprezentdlja, tipusmiveletei pedig a sorozatokon értelmezhetd
miiveletek. Jeloljon a t egy sorozat tipusti objektumot, amelyet egy sorozat reprezental. Most a
teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhany tipusmiiveletet, amelyeket a sorozatra be szoktak
vezetni. llyen egy sorozat hosszanak lekérdezése (Jt|), a sorozat valahanyadik elemére
indexeléssel torténd hivatkozas (tj ahol az i indexnek 1 és a sorozat hossza kozé kell esni), egy
elem torlése egy sorozatbdl (ha a sorozat nem iires) vagy egy Uj elem beszurasa. Magat a sorozat
tipust a seq(E) jeloli.

Specialis sorozattipusokhoz jutunk, ha csak bizonyos tipusmiiveleteket engediink meg.
Ilyen példaul a verem és a sor. A verem esetén csak a sorozat elejére szabad 0j elemet beflizni, a
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sornal pedig csak a sorozat végére. Mindkettd esetén megengedett miivelet annak eldontése,
hogy a reprezentald sorozat tlires-e. Mindkettonél ki lehet olvasni a sorozat elsé elemét, és azt el
is lehet hagyni a sorozatbdl. A szekvencidlis outputfajl (jelolése: outfile(E)) két miiveletet enged
meg: iires sorozat létrehozasat (t:=<>) és a sorozat végéhez 1j elem vagy elemekbdl képzett
sorozat hozzaillesztését (jelolése: t:write(e) vagy twrite(<ei, ... ,en™>)). A szekvencidlis
inputfajinak (jelolése: infile(E)) is egyetlen miivelete van: a sorozat els6 elemének lefiizése, mas
szoval az olvasas mivelete. Matematikai értelemben ezt egy olyan fiiggvénnyel irhatjuk le,
amely egy sorozat tipusi objektumhoz (pontosabban az Ot reprezentdld sorozathoz) harom
értéket rendel: az olvasas statuszat, a sorozat elsé elemét (ha van ilyen), és az elsd elemétol
megfosztott sorozatot. Az olvasast az st.e,t:=read(t) értékadassal, vagy roviditve az st,e,t:read
szimbolummal jeloljiik. Az st az olvasas statusza. Ez egy specidlis kételemli halmaznak (Stdtusz
={abnorm, norm}) az elemét veheti fel értékként. Ha a t egy iires sorozat, akkor az st,e,t:read
miivelet sordn az st valtozo az abnorm értéket veszi fel, a t-beli sorozat tovabbra is iires marad,
az e pedig definialatlan. Ha a t-beli sorozat nem iires, akkor az st,e,t:read miivelet végrehajtasa
utan az St valtoz6 az norm-ot, az e a t sorozat elsé elemét, a t pedig az eggyel rovidebb sorozatot
veszi fel.

Sorozat szerkezetlinek tekinthetjiik a vektor tipust, vagy mas néven egydimenzids tombot.
Ha eltekintiink egy pillanatra attol, hogy a vektorok tetszdlegesen indexelhetdek, akkor a vektor
felfoghat6 egy olyan sorozatnak, amelynek az elemeire a sorszamuk alapjan lehet kdzvetleniil
hivatkozni, de a sorozat hossza (torléssel vagy beszardssal) nem valtoztathaté meg. Egy vektor
tipusdhoz azonban a fent vazolt sorozaton kiviil azt az indextartoményt is meg kell adni, amely
alapjan a vektor elemeit indexeljiik. A vektor tipus tehat valdjdban egy rogzitett hosszisagu
sorozatbol és egy egész szambol allo rekord, amelyben a sorozat tartalmazza a vektor elemeit, az
egész szam pedig a sorozat els6 elemének indexét adja meg. A vektor tipust a vec(E) jeloli. A
vektor also és felsd indexének lekérdezése is éppen ugy tipusmiiveletnek tekinthetd, mint a
vektor adott indexii elemére valo hivatkozas. Ha v egy vektor, i pedig egy indexe, akkor Vv[i] a
vektor i indexii eleme, amit lekérdezhetiink vagy megvaltoztathatunk, azaz allhat értékadas jobb
vagy baloldalan. Altalanosan a v vektor indextartomanyanak elejét a v.lob, végét a v.hib
kifejezések adjak meg. Ha azonban a vektor tipusra az altalanos vec(E) jeldlés helyett tovabbra is
a korabban bevezetett E™" jelolést alkalmazzuk, akkor az indextartomanyra egyszeriien az m €s
n segitségével hivatkozhatunk. Vilagosan kell azonban latni, hogy itt az m és az n a vektor
egyedi tulajdonsagai, €s nem attol fiiggetlen adatok.

A kétdimenzids tOmbtipusra, azaz a madtrix tipusra vektorok vektoraként gondolunk.
Ennek megfeleléen egy t matrix i-edik soranak j-edik elemére a t[i][j] hivatkozik (ezt rovidebben
t[i,j]-vel is jelolhetjiik), az i-edik sorra a t[i], az els6 sor indexére a t.lob, az utols6éra a t.hib, az i-
edik sor elsé elemének indexére a t[i].lob, az utolsé elem indexére a t[i].hib. A matrix tipust a
matrix(E) jeloli. (Ezek a miiveletek altalanosithatoak a kettonél tobb dimenzios tombtipusokra
is.) Specialis, de a leggyakrabban alkalmazott matrix (téglalap-matrix) az, amelynek sorai
egyforma hosszuak és ugyanazzal az indextartomannyal indexeltek. Ezt jeldli az E-"*™ ahol a
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sorokat az [l..n] intervallum, egy sor elemeit pedig a [k..m] intervallum indexeli. Ha k=1 és I=1,
akkor az E""M-jelolést is hasznaljuk, és ilyenkor n*m-es matrixokrél (sorok szama n, oszlopok
szama m) beszéliink.

Koényviinkben megengedettnek tekintjiilk mindazokat a tipusokat, amelyeket megengedett
tipusokbol az itt bemutatott tipusszerkezetek segitségével készithetiink.

8.2. Felsorolo tipus specifikacidja

A felsorolhaté adatoknak (vektornak, halmaznak, szekvencidlis inputfjlnak, valodi osztoit
felkinal6 természetes szadmnak; tehat a valodi vagy virtudlis gylijteményeknek) az elemi értékeit
egy kiilon objektum segitségével szoktuk felsorolni. Természetesen egy felsorold objektumnak
hivatkoznia kell tudni az altala felsorolt adatra, amelyen keresztiil timaszkodik a felsorolt adat
miiveleteire, de ezen kiviil egyéb segédadatokat is hasznalhat.

Egy felsorolé objektum®® (enumerator) véges sok elemi érték felsorolasat teszi lehetévé
azaltal, hogy rendelkezik a felsorolast végzd miiveletekkel: ra tud allni a felsorolando értékek
koziil az elsére vagy a soron kovetkezdére, meg tudja mutatni, hogy tart-e még a felsorolas és
vissza tudja adni a felsorolas soran érintett aktualis értéket. Azt a tipust, amely biztositja ezeket a
miiveleteket, és ezaltal felsorold objektumok leirasara képes, felsorolo tipusnak nevezziik.

Egy t felsoroldo objektumra tehat definicid szerint négy miiveletet vezetiink be. A
felsorolast mindig azzal kezdjiik, hogy a felsorolot a felsorolas sordn eldszor érintett elemi
értekre — feltéve, hogy van ilyen — allitjuk. Ezt altalanosan a t:=First(t) értékadas valositja meg,
amit a tovabbiakban t.First()?’-tel jelolink. Minden tovébbi, tehat soron kévetkezd elemre a
t.Next() miivelet (amely a t:=Next(t) roviditett jelolése) segitségével tudunk raallni. Vegyiik
¢észre, hogy mindkettd miivelet megvaltoztatja a t felsorolo allapotat. A t.Current() mivelet a
felsorolas alatt kijelolt aktualis elem értéket adja meg. A t.End() a felsorolas soran mindaddig
hamis értéket ad vissza, amig van kijelolt aktualis elem, a felsorolas végét viszont igaz
visszaadott értékkel jelzi. Nem sziikségszerii, de ajanlott e két utobbi miiveletet ugy definidlni,
hogy ne véltoztassa meg a felsorold allapotat. Mi a tovabbiakban ezt kovetkezetesen be is
tartjuk. Fontos kritérium, hogy a felsorolas vége véges 1épésben (a t.Next() véges sok
végrehajtasa utan) bekovetkezzék. A felsorold miiveletek hatdsat altalaban nem definidljuk
minden esetre. Példaul nem-definialt az, hogy a t.First() végrehajtasa eldtt (tehat a felsorolas
kezdete el6tt) illetve a t.End() igazra valtasa utan (azaz a felsorolas befejezése utan) mi a hatasa a

9 Amikor a felsorolhaté adat egy gyljtemény (iteralt), akkor a felsorold objektumot szoktak
bejaronak vagy iterdtornak is nevezni, mig maga a felsorolhatd gylijtemény a bejarhato, azaz
iteralhat6 adat.

20 A miiveletek jelolésére az objektum orientalt stilust hasznaljuk: t.First() a t felsorolora
vonatkozo First() miiveletet jeldli.
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t.Next(), a t.Current() és a t.End() miiveleteknek. Altalaban nem definialt az sem, hogy mi
torténjen akkor, ha a t.First() mtiveletet a felsorolas kozben ismételten végrehajtjuk.

Minden olyan tipust felsorolonak neveziink, amely megfelel a felsorold tipus-
specifikacionak, azaz implementalja a First(), Next(), End() és Current() miiveleteket.

A felsorol6 tipust enor(E)-vel jeloljiik, ahol az E a felsorolt elemi értékek tipusa. Ezt a
jelolés alkalmazhatjuk a tipus értékhalmazara is. Egy felsorold objektum mdgé mindig elemi
értékeknek azon véges hosszu sorozatat képzeljiik, amelynek elemeit sorban, egymas utan be
tudjuk jarni, fel tudjuk sorolni. Ezért specifikécios jelolésként megengedjiik, hogy egy t felsorold
altal felsorolhatd elemi értékre igy hivatkozzunk, mint egy véges sorozat elemeire: a tj a
felsorolas soran i-edikként felsorolt elemi érték, ahol i az 1 és a felsorolt elemek szama (jeldljiik
ezt |t|-vel) kozé esé egész szdm. Hangsulyozzuk, hogy a felsorolhaté elemek szama definicid
szerint véges. Ezzel tulajdonképpen egy absztrakt megvalositast is adtunk a felsorolo tipusnak: a
felsorolokat a felsorolandé elemi értékek sorozata reprezentalja, ahol a felsorolas miiveleteit ezen
a sorozat bejarasaval implementaljuk.

crer

(kivéve, ha éppen sorozat bejarasara definialunk felsoroldt), de mindig megjelenik valamilyen
hivatkozéas arra az adatra, amelyet fel akarunk sorolni. Ez az adat lehet egyetlen természetes
szam, ha annak az osztoit kell eldallitani, lehet egy vektor, szekvencidlis inputfajl, halmaz,
esetleg multiplicitasos halmaz (zsak), ha ezek elemeinek felsorolasa a cél, vagy akar egy graf,
amelynek a csucsait valamilyen stratégiaval be kell jarni, hogy az ott tarolt értékekhez
hozzajussunk. A reprezentacio ezen az érték-szolgaltatd adaton kiviil még tartalmazhat egyéb, a
felsorolast segitd komponenseket is. A felsorolds soran mindig van egy aktudlis elemi érték,
amelyet az adott pillanatban lekérdezhetiink. Egy vektor elemeinek felsorolasanal ehhez elég egy
indexvaltozo, egy szekvencidlis inputfdjl esetében a legutoljara kiolvasott elemet kell tarolni
illetve, azt, hogy sikeres volt-e a legutolso olvasas, az egész szam osztoinak felsorolasakor
példaul a legutoljara megadott osztot.

Egy felsorolo altal visszaadott értékeket rendszerint valahogyan feldolgozzuk. Ez a
feldolgozas igen valtozatos lehet; jeloljiik ezt most altalanosan az F(e)-vel, amely egy e elemi
értéken végzett tetszoleges tevékenységet fejez ki. Nem szorul kiilonosebb magyarazatra, hogy a
felsorolasra épiil6 feldolgozast az alabbi algoritmus-séma végzi el. Megjegyezziik, hogy mivel a
felsorolhato elemek szama véges, ezért ez a feldolgozas véges 1épésben garantaltan befejezdodik.

t.First()
—t.End()
F(t.Current())
t.Next()
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8.3. Nevezetes felsorolok

Az aldbbiakban megvizsgalunk néhany fontos felsorold tipust, olyat, amelynek
reprezentacioja valamilyen nevezetes — egy kivételével — iterdlt tipusra épiil. Vizsgalatainknak
fontos része lesz, hogy megmutatjuk, hogyan specializalodik a fenti 4ltalanos feldolgozast végzd
algoritmus-séma egy-egy konkrét felsorold tipusii objektum esetén. Természetesen minden
esetben ki fogunk térni arra, hogy a vizsgélt tipus hogyan feleltethetd meg a felsorolo
tipusspecifikacionak, azaz mi a felsorolast biztosito First(), Next(), End() és Current() miiveletek
implementécioja.

Tekintsiik el6szor az egész-intervallumot felsorolo tipust. 1tt egy [m..n] intervallum
elemeinek klasszikus, m-t6l n-ig egyesével torténd felsorolasara gondolunk. Természetesen
ennek mintajara lehet definidlni a forditott sorrendli vagy a kettesével novekedd felsorolot is. Az
az intervallum két végpontjat megadni, miiveletei pedig ezeket az intervallumhatarokat kérdezik
le. Ugyanakkor mindig fel lehet sorolni az intervallumba es6é szamokat. Az egész-intervallumra
¢épiild felsorold tipus attol kiilonleges szamunkra, hogy a kordbban bevezetett programozasi
tételeinket is az egész szamok egy intervallumara fogalmaztuk meg, amelyeket valojaban ezen
intervallum elemeinek felsorolasat végezték. Ennél fogva a korabban mutatott programozasi
tételeket konnyen tudjuk majd felsorolokra altaldnositani.

Az egész-intervallumot felsorold tipus egy tipusértékét egy [m..n] intervallum két
végpontja (M és n) és az intervallum elemeinek felsorolasat segité egész értékill indexvaltozo (i)
reprezentalja. Az 1 valtozdé az [m..n] intervallum aktualisan kijel6lt elemét tartalmazza, azaz
implementalja a Current() fiiggvényt. A First() miveletet az i:=m értékadas, a Next() miiveletet
az i:=i+1 értékadas valtja ki. Az i>n helyettesiti az End() fiiggvényt. (A First() mivelet itt
ismételten is kiadhatd, és mindig Gjrainditja a felsorolast, mind a négy miivelet barmikor, a
felsorolason kiviil is terminal.)

Ezek alapjan a felsorold objektum feldolgozasat végzd A4ltalanos algoritmus-sémabol

eldallithatd az egész-intervallum klasszikus sorrendii feldolgozasat végzd algoritmus, amelyet
szamlalos ciklus formdjaban is megadhatunk.

1:=m

i<h i=m..n
F(i) (i)

=i+l
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Konnyti végiggondolni, hogy miként lehetne az intervallumot forditott sorrendben ( i:=n,
i:=i-1, i<m), vagy kettesével névekedben (i:=m, i:=i+2, i>n) felsorolni.

Magatol értetddéen lehet sorozatot felsorolo tipust elkésziteni. (Itt is a klasszikus, elejétol
a végéig tartd bejarasra gondolunk, megjegyezve, hogy mas bejardsok is vannak.) A
reprezentacio ilyenkor egy sorozat tipusu adat (S) mellett még egy indexvaltozot (i) is tartalmaz.
A sorozat bejarasa soran az i egész tipusu indexvaltozot az 1 .. |3] intervallumon kell végigvezetni
éppen gy, ahogy ezt az elobb lattuk. Ekkor az si-t tekinthetjiik a Current() altal visszaadott
értéknek, az 1:=1 a First() miivelet lesz, az i:=i+1 a Next() mivelet megfeleldje, az i>|s| pedig az
End() kifejezéssel egyenértéki. (A First() mivelet ismételten is kiadhatd, amely Gjrainditja a
felsorolast, a Next() és End() barmikor végrehajthatd, de a Current()-nek csak a felsorolas alatt
van értelme.) Ezek alapjan az s sorozat elemeinek elejét6l végéig torténd felsorolasat végzo
programot az alabbi két alakban irhatjuk fel.

i=1
i<s| i=1.1s|
F(si) F(si)

i=i+1

A vektort (klasszikusan) felsorolo tipus a sorozatokétol csak abban kiilonbozik, hogy itt
nem egy sorozat, hanem egy v vektor bejarasa a cél?t A bejarashoz haszndlt indexvaltozot
(jeloljiik ezt most is i-vel) a bejarandd v vektor indextartomanyan (jeloljik ezt [m..n]-nel) kell
végigvezetniink, és az aktualis értékre a V[i] formaban hivatkoznunk. Ennek értelmében az v[i]-t
tekinthetjiik a Current() miiveletnek, az i:=m a First() mivelet lesz, az i:=i+1 a Next() mivelet
megfeleldje, az i>n pedig az End() kifejezéssel egyenértékii. (A miiveletek felsorolason kiviili
viselkedése megegyezik a sorozat felsorolasanal mondottakkal.) Egy vektor elemeinek
feldolgozasat az intervallumhoz hasonléan kétféleképpen irjuk fel:

2 Konyviinkben ugy tekintlink a vektor indextartomanydra, mint egy egész intervallumra. A
vektor tipus fogalma azonban altalanosithaté ugy, hogy indextartoményat egy felsorol6 objektum
irja le. Ilyenkor a vektort felsorolé objektum miiveletei megegyeznek az 6 indextartoményat
felsorold objektum miveleteivel egyet kivéve: a Current() miveletet a v[i.Current()]
implementalja, ahol i az indextartomany elemeit felsorold objektumot jeldli.
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i=1
I_<n i:1..n

F(si) FGsi)

=i+l

Mivel a matrix vektorok vektora, ezért nem meglepd, hogy mdtrixot felsorolo tipust is
lehet késziteni. A matrix esetén az egyik leggyakrabban alkalmazott ugynevezett sorfolytonos
felsorolas az, amikor eldszor az els6 sor elemeit, azt kdvetden a masodikat, és igy tovabb, végiil
az utolso sort jarjuk be.

Egy a jeli n*m-es matrix (azaz téglalap-matrix) sorfolytonos bejardsanal a matrixot
felfoghatjuk egy n*m elemi v vektornak, ahol minden 1 és n*m k6zé es6 k egész szamra a V[K] =
a[((k-1) div m) +1, ((k-1) mod m) +1]. Ezek utan a bejarast a vektoroknal bemutatott modon
végezhetjiik. Egyszeriisodik a képlet, ha a vektor és a matrix indextartomanyait egyarant 0-tol
kezdddden indexeljiik. Ilyenkor v[k] = a[k div m, k mod m], ahol a k a 0..n*m-1 intervallumot
futja be. A matrix elemeinek sorfolytonos bejarasa igen egyszerii lesz, bar nem ez az altalanosan
ismert modszer.

k=0. n*m-1
F(a[k div m, k mod m])

Mivel a matrix egy kétdimenzios szerkezetii tipus, ezért a bejarasahoz az el6bb bemutatott
modszerrel szemben két indexvaltozot szoktak hasznalni. (Mas szdval a matrix felsoroldjat a
matrix és két indexvaltozd reprezentdlja.) Sorfolytonos bejarasnal az egyiket a matrix sorai
kozotti bejarasra, a masikat az aktudlis sor elemeinek a bejarasara hasznaljuk. A bejaras soran
a[i,j] lesz a Current(). Elészor a a[l,1]-re kell Iépni, igy a First() miveletet az i,j:=1,1
implementalja. A soron kdvetkezé matrixelemre egy elagazassal Iéphetiink ra. Ha a j bejar6 még
nem érte el az aktualis sor végét, akkor azt kell eggyel megndvelni. Ellenkezd esetben az i
bejarot noveljiik meg eggyel, hogy a kovetkezd sorra 1épjlink, a j bejarot pedig a sor elejére
allitjuk. Osszességében tehat az IF(j<m: j:=j+1; j=m: i,j:=i+1,1) elagazas implementélja a Next()
miveletet. Az End() kifejezést az i>n helyettesiti. (Ez a megoldas konnyen altalanosithaté nem
téglalap-matrixra is, ahol a sorok eltérd hosszuak és eltérd indexeléstiek.)
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Lj=11
i<h
F(alij])
\ m [/
ji=j+1 Lj=i+l 1

Ennek a megolddsnak a gyakorlatban jobban ismert véaltozata az aldbbi kétciklusos
algoritmus. Mindkét valtozat ugyanabban a sorrendben sorolja fel az (i,j) indexparokat az (1,1)-
t6l indulva az (n,m)-ig. Az egyetlen eltérés a két valtozat kozott az, hogy leallaskor (amikor
i=n+1) a fenti valtozatban a j értéke 1 lesz, mig a lenti valtozatban m+1.

i=1..n

j=1.m
F(alij])

A szekvencidlis inputfdjl felsorolo tipusa egy szekvencialis inputfajllal (f), az abbol
legutoljara kiolvasott elemi értékkel (e), és az utolsd olvasas statuszaval (st) reprezental egy
bejarot. A szekvencidlis inputfijl felsoroldsa csak az elejétdl végéig torténd olvaséssal
lehetséges.

st, e, f: read

st=norm
F(e)

st, e, f: read

A First() miveletet az el6szor kiadott st,e,f:read miivelet valtja ki. Az ismételten kiadott
st,e,f:read mivelet az f.Next() mivelettel egyenértékii. Az st,e,f:read miivelet az aktualis elemet
az e segédvaltozoba teszi, igy a Current() helyett kozvetleniil az e értékét lehet hasznalni. Az
f.End() az olvasas sikerességét mutato st statuszvaltozo vizsgalataval helyettesithetd: st=abnorm.
Mindegyik miivelet barmikor alkalmazhatdo, mert a read miivelet mindig értelmezett, de a
bejarast nem lehet ismételten elinditani vele, hiszen egy szekvencidlis inputfajl logikai
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értelemben csak egyszer jarhat6 be, minden olvasas elhagy beldle egy elemet. Mind a négy
miivelet minden esetben termindl.

crer

halmaz szerepel. Ha a h=¢J, akkor a halmaz bejarasa nem lehetséges vagy nem folytathat6 — ez
lesz tehat az End() miivelet. Ha a h=<J, akkor konnyen kivalaszthatjuk felsorolas szamara a
halmaznak akar az elsd, akar soron kovetkezd elemét. Természetesen az elemek halmazbeli
sorrendjérél nem beszélhetilink, csak a felsorolas sorrendjérdl. Ez az elemkivalasztas elvégezhetod
a nem-determinisztikus e:eh értékkivalasztassal éppen Ggy, mint a halmazokra korabban
bevezetett determinisztikus elemkivalasztas (e:=mem(h)). Mi ez utobbit fogjuk a Current()
miivelet megvalositdsara felhasznalni azért, hogy amikor a halmaz bejardsa soran tovabb
akarunk majd 1épni, akkor éppen ezt, a felsorolas soran eldbb kivalasztott elemet tudjuk majd
kivenni a halmazbol. Ehhez pedig pontosan ugyantgy kell tudnunk megismételni az
elemkivalasztast. A Next() mivelet ugyanis nem lesz mas, mint a mem(h) elemnek a h halmazbdl
valo eltavolitasa, azaz a h:=h—{mem(h)}. Ennek az elemkivonasnak az implementacioja
egyszerlibb, mint egy tetszéleges elem kivondsaé, mert itt mindig csak olyan elemet vesziink el a
h halmazbodl, amely biztosan szerepel benne, ezért ezt kiillon nem kell vizsgalni. A Next()
mivelet is (akarcsak a Current()) csak a bejaras alatt — azaz amig az End() hamis —
alkalmazhat6. Lathatjuk azonban, hogy sem az End(), sem a Current(), sem a Next() miivelet
alkalmazasahoz nem kell semmilyen elékésziiletet tenni, azaz a felsorolast elinditd First()
miivelet halmazok bejarasa esetén az lires (semmit sem csinalo) program lesz.

Ezen megjegyzéseknek megfeleléen a halmaz elemeinek feldolgozasadt az aldbbi
algoritmus végzi el:

h=
F(mem(h))
h:=h-{mem(h)}

8.4. Programozasi tételek altalanositasa

A programozasi tételeinket kordbban az egész szamok intervallumdra fogalmaztuk meg,
ahol egy intervallumon értelmezett fliggvénynek értékeit kellett feldolgozni. Ennek soran
bejartuk, felsoroltuk az intervallum elemeit, és mindig az aktudlis egész szamhoz tartozo
fliggvényértéket vizsgaltuk meg. Az egész szamok intervallumahoz — mint azt lattuk —
elkészithetd egy klasszikus sorrendii felsorold, amely éppen Ugy képes az intervallumot bejarni,
ahogy azt az intervallumos programozasi tételekben lattuk.
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Ezek alapjan altalanosithatjuk az intervallumos programozasi tételeinket barmilyen mas
felsorold tipusra is. A feladatokat ilyenkor nem intervallumon értelmezett fliggvényekre, hanem
egy felsorolora, pontosabban a felsorolo altal felsorolt értékeken értelmezett fliggvényekre
mondjuk ki. A megoldd programokban az intervallumot befuto i helyett a Current(), az i:=m
értékadas helyett a First(), az i:=i+1 értékadas helyett a Next(), és az i>n feltétel helyett az End()
miuveletet hasznaljuk. Az igy kapott altalanos tételekre aztdn barmelyik konkrét felsoroléra
megfogalmazott 0sszegzés, szamlalds, maximum vagy adott tulajdonsdgi elem keresése
visszavezethetd. Ezek kozott természetesen az intervallumon értelmezett fliggvényekkel
megfogalmazott feladatok is, tehat a korabban megszerzett feladat-megoldasi tapasztalataink
sem vesznek el.

A programozasi tételek ehhez hasonlo altalanositdsaival egyszer-egyszer mar kordbban is
talalkoztunk. Mar korabban is oldottunk meg olyan feladatokat, ahol nem intervallumon
értelmezett fliggvényre, hanem vektorra alkalmaztuk a tételeinket. Ezt eddig azzal magyaraztuk,
hogy a vektor felfoghato egy tablazattal megadott egész intervallumon értelmezett fliggvénynek.
Most mér egy madasik magyardzatunk is van. Az intervallum és a vektor rokon tipusok:
mindkettéhoz készithetd felsorold. Egy felsorolora megfogalmazott Osszegzés, szamlalas,
maximum vagy adott tulajdonsdgu elem keresés soran pedig mindegy, hogy egy intervallumon
értelmezett fliggvény értékeit kell-e sorban megvizsgalni vagy egy vektornak az elemeit, hiszen
ezeket az értékeket ugyis a felsorolas allitja eld.

Hangstlyozzuk, hogy az éltalanos programozasi tételekben nem kozvetleniil a felsorolt
elemeket dolgozzuk fel (adjuk Ossze, szdmoljuk meg, stb.), hanem az elemekhez hozzarendelt
értekeket. Ezeket az értékeket bizonyos tételeknél (pl. Osszegzés, maximum kivalasztas) egy
f:E—H fiiggvény (ez sokszor lehet az identitas), masoknal (pl. szamlalas, keresés) egy f:E—L
logikai fiiggvény jel6li ki. Ennek kovetkeztében a feldolgozas soran altalaban nem a t.Current()
értékeket, hanem az f(t.Current()) vagy fS(t.Current()) értékeket kell vizsgalni.

A specifikaciok utodfeltételében egy felsorolas elemeire hivatkozhatunk indexeléssel (1évén
egy absztrakt sorozat a felsorold hatterében), de a visszavezetés szempontjabol ez sok
lényegtelen elemet tartalmaz. Ezért egy Uj specifikacios jelolést is bevezetiink: az eet
kifejezéssel (amelyik nem halmazmiiveletet jelol, hiszen a t nem egy halmaz, hanem egy
felsorolo) azt a szandékot fejezziik ki, hogy az e valtozdban sorban egymas utan jelenjenek meg
a t felsorolas elemei.
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1. Osszegzés
Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorold t objektum és egy f:E—H fiiggvény. A H
halmazon értelmezziik az 6sszeadas asszociativ, baloldali nullelemes miiveletét. Hatarozzuk meg

a fliggvénynek a t elemeihez rendelt értékeinek dsszegét! (Ures felsorolas esetén az dsszeg értéke
definicio6 szerint a nullelem: 0).

Specifikacio: Algoritmus:
A = (t:enor(E), s:H) s'=0
Bi=(mr) L First()
Uf=(s=> f(;))= —t.End()
~ i=1 s := s+f(t.Current())
=(s= g‘,f %) £ Next()

2. Szamlalas

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsoroldo t objektum és egy B:E—L feltétel. A
felsorold objektum hany elemére teljesiil a feltétel?

Specifikacio: Algoritmus:
A = (t:enor(E), c:N) c:=0
Ef = (1=t ),~ t.First()
Uf=(c=) 1)= —t.End()
i=1 B(t.Current() ) /
P +1 SKIP
c:=c
=(c=21)
eet’ t.Next()
B(e)
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3. Maximum kivalasztas

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorold t objektum és egy f:E—H fiiggvény. A H
halmazon definialtunk egy teljes rendezési relaciot. Feltessziik, hogy t nem iires. Hol veszi fel az
f fliggvény a t elemein a maximalis értékét?

Specifikacio:
A = (t:enor(E), max:H, elem:E)
Ef=(r=t"At>0)
! ! t"
Uf = (3Jinde[1..]¢]):elem=¢;,; A~ max=f(¢;,;)= ”.“’f fit:)) =
1=
tl
= ( (max,ind) = nlgf,]x fit;)nelem=¢; )=

= ( max,elem = max f(e) )
eet'

Algoritmus:

t.First()

max, elem:= f(t.Current()), t.Current()
t.Next()
—t.End()
f(t.Current())>max /
max, elem:= f(t.Current()), t.Current() SKIP
t.Next()

115



4, Kivdlasztas

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorolo t objektum és egy S.E—L feltétel. Keressiik a

t bejardsa soran az els6 olyan elemi értéket, amely kielégiti a S.E—L feltételt, ha tudjuk, hogy
biztosan van ilyen.

Specifikacio: Algoritmus:

A = (t:enor(E), elem:E) t.First()

Ef = (t=t" A Jie[L1..|t]: B(Li))

Uf = (Jinde[L..¢]: elem=t'ing A —B(t.Current())
A B(elem) A Vje[L..ind-11:—B(¢}) t.Next()
At=¢Tind+1.J¢7]) = elem:=t.Current()

= ( (ind,t) = select B(t;nd)/\ elem= t;nd ) = ( (elem,t) = select B (elem) )
ind>1 elemet'

5. Lineadris keresés

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorold t objektum ¢és egy S.E—L feltétel. Keressiik a
t bejardsa soran az elsd olyan elemi értéket, amely kielégiti a £ feltételt.

Specifikacio: Algoritmus:

A = (t:enor(E), I:L, elem:E) | := hamis; t.First()
Ef=(t=t")

Uf = (I=3ie[1.¢1:B(1;)
A I = 3inde[1..|¢]]:elem=t"ing

elem :=t.Current()

A B(elem) A | := p(elem)
A Vje[l.ind-1]: —B(¢}) t.Next()
A t=¢find+1..¢]) =

i ,
=( (Lindt) = search B(t;) ~elem=t;,; )= ( (I elem,t) = search B(e) )
l ,

1= ect
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6. Feltételes maximumkeresés

Feladat: Adott egy E-beli elemeket felsorolé t objektum, egy S.E—L feltétel és egy
f:E—H figgvény. A H halmazon definidltunk egy teljes rendezési relaciot. Hatdrozzuk meg t

azon elemeihez rendelt f szerinti értékek kozott a legnagyobbat, amelyek kielégitik a £ feltételt.

Specifikacio:
A = (t:enor(E), I:IL, max:H, elem:E)
Ef=(t=t")

Uf= (1= 3ie[L.|]: B(¢;) Al — Tinde[L..|¢]: elem=¢,,; A B(elem) A max=f(elem) A
vie[l.t']: (B(1;) — f(¢;)<max) ) =
]

= (I, max, ind) = max fit;) Aelem=t;,4 )=
i=1

B(1)
= ((I, max, elem) = max fle) )

ect

Ble)

Algoritmus:

I:= hamis; t.First()

—t.End()
\ﬁB(t.Current()) B(t.Current()) Al \p( t.Current()) A —l
SKIP \ f(t.Current())>max/ I, max, elem :=

max, elem:= skIp | igaz, f(t.Current()),
f(t.Current()), t.Current()
t.Current()
t.Next()
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