A Benford-torvény

avagy meghamisitottak-e az
adatainkat?

8. eloadas



Melyik adathalmaz hamis?

Allam/terulet valodi vagy hamis tertlet (km?)

Afganisztan 645807 796467
Albania 28748 9943
Algéria 2381741 3168262
Amerikai Szamoa 197 301
Andorra 464 577
Anguilla 96 82
Antigua 442 949
Argentina 2777409 4021545
Aruba 193 367
Ausztralia 7682557 6563132
Ausztria 83858 64154
Azerbajdzsan 86530 71661
Bahamak 13962 9125
Bahrein 694 755
Banglades 142615 347722
Barbados 431 818
Belgium 30518 47123
Belize 22965 20648

Benin 112620 97768




Miért foglalkozzunk az adatok
minoségevel?

e a nagytbmegil adatok mennyiségével forditott
aranyban csokken az adatok minésege
(feldolgozasi, programhibak)

 a kitalalt, hamis adatok ‘gyartasa’ egyre

nagyobb problema, még tudomanyos
korokben is

» Darsee-eset (1981, Harvard, orvoskutato)

* Bruening-eset (1979-83 kOz6tt a mentalisan
hatramaradott emberek pszichofarmakologiajaval
foglalkozo6 cikkek 34%-at & irta)



Mi a Benford-torveny?

menjunk vissza 1881-be



1881: Simon Newcomb
1835 — 1909

Koranak leghiresebb amerikai
csillagasza

Matematika és csillagaszat professzora
a Johns Hopkins Egyetemen

Michaelson-nal egyutt megmeérte a feny
sebessegeét

1881-ben észrevette, hogy a logaritmus tablazatok
eleje elhasznalédottabb a veguknél

Arra kOvetkeztetett, hogy az 1, 2, 3-mal kezd6déd
szamokat gyakrabban keresik ki, mint a 7, 8, 9-cel
kezdodoket

Feltette, hogy az elsé szamjegyek eldfordulasanak
valoszmusege P(d) = log, (1+ 1/d), ahol d=1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,es YP(d)=1

Eredmenyet publikalta: Amer J Math 4, 1881 (pp 39-4Q)




Newcomb (1881) cikke
Amer J Math 4, pp 39-40

Note on the Frequency of Use of the Different Digits in
Natural Numbers.

By SmmoNn NEWCOMBE.

That the ten digits do not occur with equal frequency must be evident to
any one making much use of logarithmic tables, and noticing how much faster
the first pages wear out than the last ones. The first significant figure is oftener
1 than any other digit, and the frequency diminishes up to 9. The question
naturally arises whether the reverse would be true of logarithms. That is, in a
table of anti-logarithms, would the last part be more used than the first, or
would every part be used equally? The law of frequency in the one case may
be deduced from.that in the other. The question we have to consider is, what
is the probability that if a natural number be taken at random its first significant
digit will be n, its second 7/, etc.



1938: Frank Benford
1883 — 1948

fizikus a General Electric-nél

6 is észrevette, hogy a logaritmus
tablazatok eleje koszosabb a veguknél

Arra kovetkeztetett, hogy az 1, 2, 3-mal kezd6do
szamokat gyakrabban keresik ki, mint a 7, 8, 9-cel
kezdodoket

Feltette, hogy az els6 szamjegyek eldéfordulasanak
valészinisege P(d) =log,, (1 + 1/d), ahol d =1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,és YPd)=1

Megvizsgalt killonb6z6 adathalmazokat:

— 335 folyo tertilete, 3259 teleplilés lakossagszama, a _
természetes szamok hatvanyai, kemiai elemek mol-tdmegei,
fizikai allandok, stb... 7



F. Benford (1938) cikke
Proc. Amer. Phil. Soc. 78, 551-572

THE LAW OF ANOMALOUS NUMBERS

FRANK BENFORD

Physicist, Research Laboratory, General Electric Company,
Schenectady, New York

(Introduced by Irving Langmuir)
(Read April 22, 1937)

ABSTRACT

It has been observed that the first pages of a table of common logarithms
show more wear than do the last pages, indicating that more used numbers begin
with the digit 1 than with the digit 9. A compilation of some 20,000 first digits
taken from widely divergent sources shows that there is a logarithmic distribution
of first digits when the numbers are composed of four or more digits. An analysis
of the numbers from different sources shows that the numbers taken from unre-
lated subjects, such as a group of newspaper items, show a much better agreement
with a logarithmic distribution than do numbers from mathematical tabulations
or other formai data. There is here the peculiar fact that numbers that indi-
vidually are without relationship are, when considered in large groups, in good
agreement with a distribution law—hence the name “ Anomalous Numbers.”



 Nagyon sok szamhalmazban a szamok
elsd ertekes szamjegyeinek eloszlasa
ezt a torvényt koveti:

P(d) = Iogm(

A Benford-torvény
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A Benford-torvény
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A Benford altal vizsgalt adatok

név 1 2 3 4 5 6 7 8 9 minta
folyok, terilet 31.0 16.4 10.7 11.3 7.2 8.6 5.5 4.2 51 335
népesség 33.9 20.4 14.2 8.1 7.2 6.2 4.1 3.7 2.2 3259
allandoék 41.3 14.4 4.8 8.6 10.6 5.8 1.0 2.9 10.6 104
Ujséagok 30.0 18.0 12.0 10.0 8.0 6.0 6.0 5.0 5.0 100
fajhd 24.0 18.4 16.2 14.6 10.6 4.1 3.2 4.8 4.1 1389
nyomasveszteség 29.6 18.3 12.8 9.8 8.3 6.4 5.7 4.4 4.7 703
teljesitményveszteség 30.0 18.4 11.9 10.8 8.1 7.0 5.1 5.1 3.6 690
molaris tdmeg 26.7 25.2 154 10.8 6.7 5.1 4.1 2.8 3.2 1800
csatornahalédzat 27.1 23.9 13.8 12.6 8.2 5.0 5.0 25 1.9 159
atomtémeg 47.2 18.7 5.5 4.4 6.6 4.4 3.3 4.4 5.5 91
nL, Vn 25.7 20.3 9.7 6.8 6.6 6.8 7.2 8.0 8.9 5000
tervezés 26.8 14.8 14.3 7.5 8.3 8.4 7.0 7.3 5.6 560
Reader's Digest 334 18.5 124 7.5 7.1 6.5 55 4.9 4.2 308
koltségadatok 324 18.8 10.1 10.1 9.8 5.5 4.7 5.5 3.1 741
;ggiiigzzgir 279 175 144 9.0 8.1 7.4 5.1 5.8 4.8 707
Amerikai Liga 32.7 17.6 12.6 9.8 7.4 6.4 4.9 5.6 3.0 1458
feketetest 31.0 17.3 14.1 8.7 6.6 7.0 5.2 4.7 54 1165
cimek 28.9 19.2 12.6 8.8 8.5 6.4 5.6 5.0 5.0 342
ni, n2, ... n! 25.3 16.0 12.0 10.0 8.5 8.8 6.8 7.1 55 900
halalozasi arany 27.0 18.6 15.7 9.4 6.7 6.5 7.2 4.8 4.1 418
atlag 30.6 18.5 12.4 9.4 8.0 6.4 51 4.9 4.7 1011

valészinl hiba +0.8 +0.4 +0.4 +0.3 0.2 0.2 0.2 0.3



Benford vagy nem Benford?

Smith (1997)
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véletlen szamok,

nem Benford
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Tulajdonsagok

 Ha az eloszlas Benford, akkor
barmilyen szammal szorozva/osztva Is
Benford marad (skala invarians)

 Ha az eloszlas Benford, akkor egy
masik szamrendszerben is Benford
marad (Szamrendszer invarians)
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Els6 ket szamjegyre vonatkozo
Benford-torvény

1
P(d)=Ilo 1+
(d) 91{ 1 d

1% 2

], ahol d,d, =10,11,...,99

két kezd6 szamjegy

450
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szamjegyek




Benford-torvénybdl vart szamjegy
gyakorisagok kiulonb6zd helyiértékeken

szamjegy 1. hely 2. hely 3. hely 4. hely
0 0.11968 0.10178 0.10018
1 0.30103 0.11389 0.10138 0.10014
2 0.17609 0.19882 0.10097 0.10010
3 0.12494 0.10433 0.10057 0.10006
4 0.09691 0.10031 0.10018 0.10002
5 0.07918 0.09668 0.09979 0.09998
6 0.06695 0.09337 0.09940 0.09994
7 0.05799 0.09350 0.09902 0.09990
8 0.05115 0.08757 0.09864 0.09986
9 0.04576 0.08500 0.09827 0.09982
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| Mi a Benford-torvény magyarazata?

a kovetoinek szinte kultusza van

a természet valamilyen misztikus vagy
paranormalis jellemzdje??

Benford: ,az ember egyesevel szamol:
1,2,3,4,..., a Termeészet igy szamol: €%, el, e?,
es...”

a Termeszetben van egy univerzalis
szameloszlas, figgetlendl attol, hogyan
vizsgaljuk

stb...
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e ezek a ,magyarazatok” mind rossz
iIranyba mennek

» a Benford-torvenynek egyszeru es
logikus magyarazata van, ami mentes
minden misztikatol (Fewster, 2009)

17



Valdszintseg suriség fuggveny

* ha egy ,kalapot” (= vsz. sUriseg
flggveny) egyenletesen becsikozunk,
nagyjabdl a fele lesz fekete

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 8.0
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| Valdszintseg suriség fuggveny

I * ha a p-ed részet csikozzuk be, a terllet
IS korulbelll a p-ed részere valtozik

0 O+p 1T 1+p 2 2+p 3 3+p 4 44p 5 5+p & 6+p 7 7+p

19



Valdszintseg suriség fuggveny

* ha eltoljuk a csikokat, atlagosan ezek a
terdletnek korulbelll a p-ed részeét fedik le

1 1+p 2 Z24p a3 A+p 4 d44p 5 S+p & bB+p i T+p

20



Konvolucio!

e a csikok eltolasa szabatosabban is megfogalmazhato
konvolucioként és megoldhato a frekvencia
tartomanyban (Smith, 1997):

LOGARITMIKUS SZAMEGYENES FREKVENCIA TARTOMANY
valészinilség slriseég fuggveny
a] G5\ d] 1 G
pdf(g) 1 A <—FT PDF(f) m
0 1 | | | | 01 I T |
-2 -1 0 1 2 0 1 2 3
g
csikok -
o) — e 03 SF(2)
sf(g) H H H H <:i> SF(f) iSF(O) ‘ | SF(3)
0 1 609 ! 0699 ! 0301 ! 1301 ! 2301 01 ! ! ,
-2 0 1 2 3
konvoluciojuk szorzatuk
A f] 0.5
A NEN <E::> 0ST(0)
Iosnm £ OST(f)i {IDST( )
| | | T 01 ! ! T 21
-1 0 i 1 2 0 12 3




I Els6 szamjeqgy és logaritmus

I * barmely pozitiv X egész szamnak az els6

szamjegye pontosan akkor 1, ha log,,(X)
érteke n és n + 0.301 kozeé esik valamilyen n
egesz szamra (log,,2=0.301)

 ha X egy valoszinlseégi valtozo, akkor a
.kalap” a log,4(X) valoszinliség surliség
flggvenye

e az 1l-el kezd6dd X szamok azok a csikok,
amelyek n és n + 0.301 k6zé esnek valamilyen
N egész szamra
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I Kapcsolat a Benford-torvénnyel

e a csikok a ,kalap” kb. 0.301-ed reszét
toltik ki, vagyis az X teljes
valosziniségenek kb. 0.301-ed részet
kapjuk meg (a gorbe alatti terilet 1)

e az 1-el kezd6dd X szamok
valoszinldsege tehat 0.301 lesz, ahogy a
Benford-torvény kimondja
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I Mikor kapunk Benford-eloszlast?

| * ha tobb a csik, a teriletek jobban
Kiegyenlitédnek, igy a csikok osszterulete

| jobban kozelit 0.301-hez: az eloszlas jobban
,Benford” lesz

 mivel a csikok tavolsaga adott, szélesebb
,kalap” esetén lesz t6bb csik

* log,,(X) eloszlasanak terjedelme nagyobb: X
tobb nagysagrendet fog at

— pl. ha X 1-10° k6zatti, log,,(X) 6 csikot tartalmaz
— ez eleg meggy6zden ,Benford” eloszlast fog adni

24



Mikor kapunk Benford-eloszlast?

« akkor, ha a PDF(f) ertéke zérus az egész értéki
I nemzerus f frekvenciakon (f=1, 2, 3, ...):

TARJ[OMANY
valészinlseg sdriseég fliggveny

a] “Og ~\ Gy [d] | G j l \
) A & oo QAN
0 01

N L D L
SRYRvAY

LOGARITMIKUS SZAMEGYENES FREKVENCIA

-
_|

g
csikok S,

= . = 252 SF(2)

. FT SF(0
sf(g) . H H H H <::> SF(f) i . ‘ | SF(3)

0 -1.699 ' 0699 ! 0301 ! 1301 ' 2301 0 ' ' ,
-2 s 0 1 f 2 3
ha ezek a frekvencia 6sszetevok
konvoldciojuk szorzatuk zérusok, akkor a konvol(cio

konstans fiiggvény lesz: TELJESUL
A BENFORD-TORVENY!
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Mikor kapunk Benford-eloszlast?

I o kétféle lehetéségink van erre:

LOGARITMIKUS SZAMEGYENES FREKVENCIA TARTOMANY
valészinilség slriseég fuggveny
al bl |
pdf(g) 1 <E PDF(f)
-2 1 0 095 1 0 ¢ 3
o ) ezek a frekvencia 0sszetevék
valoszindseg strliseg fuggveny zérusok: TELJESUL A BENFORD-
o3 o dl TORVENY!
pdf(g) 1.0 <E PDF(f)
01 | | 01 I | T
-2 1 0 1 0 1 2 3
g f
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Bevezet6ben emlitett példak

I e Benford és nem Benford eloszlasok:

LOGARITMIKUS SZAMEGYENES FREKVENCIA TARTOMANY
jovedelemadd
| [} ] | I m 1
FT ny
<1I:> PDF(f) 1\ | Benford-torvény
Y
01 | T |
0 1 2 3

f

nem

d] 1
Benford-térvény
i:) PDF(f) %
0 |

0 1 2 3
f
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I Mi van a skala és szamrendszer
Invarianciaval?

I  ha szorozzuk/osztjuk az adatokat, a
log,(X) eloszlasa csak jobbra/balra
| eltolodik, alakja, terjedelme nem valtozik
meg
e ha atterink mas szamrendszerre,
megvaltozik a csikok tavolsaga

— ha az alapszam 10-nel kisebb, a csikok
surubbek, jobban ,Benford” lesz az eloszlas

— ha az alapszam 10-nél nagyobb, a csikok
ritkabbak, kevesbé ,Benford” lesz az eloszlas



« C forraskodban talalhato szamok (Derek-
Jones, 2008):

/

100 —
o
=
=
2,
=)
= .
i hexadecimal
o 10 —
e,
:-E al SN
=
e
O ;
A decimal

a T T T ]

First non-zero digit

T T T T T ]
1 2345678 9ABCDETF
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I Mi van a tobbi szamjeggyel?

I  a fentl gondolatmenet pontosan ugyanaz
a 2-vel, 3-mal, ... kezdddd szamokra,
csak a csikok nem n és n +log,,2
kG6zé, hanem

n+log,,d és n+log,,(d+1)

kozé fognak esni (log,,1 = 0)

e az intervallum hossza pedig
10g,0(d +1) — l0g,0d = l0g;4(1 + 1/d)

30



Példak eloszlasokra

a vilag allamainak a népessége

o
_n A - .
o © 1 —
o w7 =]
=7 &
] g - c || |-
o
Q- S = [
| ==
e o — = Niuau
I | I I | I | I I I I | | g Ny —
0.0e+00  6.0e+08  1.2e+09 2 4 6 8 10 1 23456789
néepesseg log10 (népesseq) els6 szamjegyek
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Példak eloszlasokra

Kalifornia valasztokeriletei

—_— 48] |
@
m = ]
Y|
B + _
o
=5 - -
~ N
o - -
| | | | © - | I T i I | o~ T _—
600000 700000 50 52 54 56 58 6.0 12345678239
népesség log10 (népesséq) els6 szamjegyek
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300

0 100

Példak eloszlasokra

Kalifornia varosai

Q
= - ] M — -

- = . o
N S 8 -

™ o3 -
N o _ o -

L — —
' L T
O | | T —T T T - D GD
0e+00 2e+06 4e+06 1 2 3 4 5 6 7 ° { 53456789

néepesseg log10 (népesseq) els6 szamjegyek
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Példak eloszlasokra

Magyarorszagi Faye nehézségi rendellenességek
(58800 racsra interpolalt adat, ELGI)

40000 0.4

uuuuu

mFaye
0.2 4 Y

db
19
D
D
D
D

uuuuu / : W Benford
15000 0.15 1
10000 / 0.1+

,
=]
05 0 0.5 1 15 2 2.5 A
tog10pdf els6 szamjegyek

1-es szamjegy o

konvolucié N

eredménye T —————— e

0.; | | | | | | | | | 34




I Mikor kapunk Benford-eloszlast?

« Minel tobb nagysagrend az adataink
| terjedelme, annal inkabb Benford-
eloszlast kapunk (ezen az atskalazas

nem valtoztat!)

* Alog,(X) valészinlség suruség
flggvénynek ésszertien ,simanak” kell
lennie
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Mikor kapunk Benford-eloszlast?

» Kiveteles esetben, ha a log,,(X)
valoszinldseg sariseg fuggvénye
konstans, akkor nem Iényeges
kovetelmeny az adatok terjedelme

o A fenti feltételek (terjededelem,
simasag) sok eloszlas fliggvényre

igazak, ezert gyakran kapunk
Benford-eloszlast
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Allam/teriilet

valodi vagy hamis tertlet (km?)

Afganisztan
Albania
Algéria
Amerikai Szamoa
Andorra
Anguilla
Antigua
Argentina
Aruba
Ausztralia
Ausztria
Azerbajdzsan
Bahamak
Bahrein
Banglades
Barbados
Belgium
Belize

Benin

645807
28748
2381741
197

464

96

442
2777409
193
7682557
83858
86530
13962
694
142615
431
30518
22965
112620

796467
9943
3168262
301

S77

82

949
4021545
367
6563132
64154
71661
9125
755
347722
818
47123
20648
97768

Most mar tudjuk, melyik adathalmaz hamis?
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Néhany alkalmazas adatok

feldolgozasara

ellendrzés: ado- illetve G conrorre e | i
konyvelesi csalasok
lebuktatasara (Nigrini), hamisitott
interjuk, kerddivek felderitésére
statisztikai adatfelvétel eseten

valasztasi csalasok kideritésére
(Irdn, 2009)

a processzorok lebegdpontos

szamitasokhoz hasznalt /
iInputjainak eloszlasa a Benford BE N F O RD S
torvéenyt koveti — ezt

figyelembevéve megnohet a L AW

SZam |taS| Sebesseg Application? -for Forensic ACCOUntihg,
fOIdrengéS beérkeZéSének Auditing, and Fraud Detection
detektalasa T MARK J. NIGRINI, P+D

sth...



Konyvelési csalas felderitése

Rose (2003) nyoman

egy magan kisvallalkozas kib6vitette
egy aruhazas csaladi vallalkozasat negy
aruhazbdl allo Gzletlancca

ki kellett engednie a kezébdl a
kOzvetlen iranyitast bizonyos
tertleteken

aggodott a konyvelési hibak és csalas
miatt

Excelben elemezte az aruhaz
kifizetéseit a Benford-torvény szerint
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Elsd szamjeqy teszt

Rate

0.35

0.3

0.25 -
0.2 -
0.15 -
0.1 -
0.05 -

O Benford
Bl Sample
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Elsd szamjeqy teszt

9

1 1
‘pem irikus — Pbenford
PIT'1KUS cnior
MAD =)
1=1

9

alkalmazas / dontés Elso szimjegyek Misodik szamjegyek Els6 két szamjegy
jo illeszkedés < 0.004 < 0.008 < 0.006
elfogadhato illeszkedés 0.004 - 0.008 0.008 — 0.012 0.006 - 0.012
Gyenge illeszkedés 0.008 - 0.012 0.012 -0.016 0.012 - 0.018
nincs illeszkedés =0.012 =0.016 = 0.018

Forras: Nigrini [2000]
6. Tablazat: A MAD teszt Nigrini dltal javasolt kritikus értékei
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Masodik szamjegy teszt

Rate

0.35

03
0.25
0.2 1

0.15

0.1 |
0.05 |

0

O Benford
W Sample

0 1 2 3 45 6 7 8 9
Digit




Elsd ket szamjegy teszt

Rate

0.04

0.0

N

(0]

= Benford
O Sample

@) < 00)
- - 5!

N
N

©
N

O
™

“HH||||||||‘|||||||||||||||||||||||||||||I|III||||||||||||||||||||||
< 00] N (] @) < 00 N (o} O < 00] N (] O < 00
(V] (0] < < n n n (o] © N N N 0 [00] (0)] (o) (0)]

Two Digit Pair




Elemzés

Els6 szamjegy teszt

— az 5, 6, 7-es szamjegyek sokkal gyakoribbak a vartnal,
viszont az 1-es sokkal keveshé gyakori

Masodik szamjegy teszt

— a6, 7-es szamjegyek ismét sokkal gyakoribbak, es a O
egyaltalan nem fordult el6

Els6 két szamjeqgy teszt

— az 56 és 67 a vartnal sokkal tobbszor fordult el

A tulajdonos megkereste az 56-0s es 67-es
szamjegyekkel kezdddd kifizetéseket

— Ismeretlen beszallitonak teljesitett kifizeteseket talalt

— atovabbi vizsgalat feltarta, hogy a beszallitd nem letezik: a
kifizetéesek magan szamlara tortentek
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Egy 2011-es hir

Matematikusok igazoltak a gorog csalast
2011.10.25. 15:10 - Index |

Tudomanyos bizonyiték tamasztja ala amit mar sokan gyanitottak:
Gorogorszag éveken keresztiul meghamisitotta koltségvetéseét - legalabbis
ezt allitjak az ilmenaui miiszaki egyetem matematikusai.

~,Meghamisitott szamoknal a szamjegyek eloszlasa eltéerest mutat a Benford-
keplethez képest" — allitjak az egyetem kutato6i, ami kreativ kdnyvvitelre enged
kOvetkeztetni.

A matematikusok az 6sszes unios tagorszag 1999 és 2009 kozo6tti adatait alapul
véve vegezték el szamitasaikat és a legnagyobb eltérést a Benford-képlettdl
Gorogorszag eseteben tapasztaltak. Minden egyes orszag esetében 156 adatot
vizsgaltak meg, beleertve az adossagallomanyt, a beruhazasokat és a
koltségvetési kiadasokat is.

A matematikusok egyuttal arra a meglep6 megallapitasra jutottak, hogy Belgium
adatai alig valamivel bizonyultak jobbnak Gorogorszagénal, ami szerinttik
megérne egy alaposabb vizsgalddast is. 45



Compustat penzugyi adatbazis

e 20000 cég konyvelési adatainak eltérese a
Benford-torvénytol

* egyre keveésbe tukrozik a valésagot... ®

Deviation from Benford's law over time
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Compustat penzugyi adatbazis 2.

o A szerz6 azota javitotta a grafikont, mert a zerus
adatok is szerepeltek a korabbi statisztikaban... ©

Benford deviation by year
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FOldrengések detektalasa
BenfOrd-torVény alapjén (Sambridge et al. 2010)

o detektalhato-e egy foldrengés csupan a
szeizmikus id6sor adatok els6 szamjegyel
alapjan?

o felszin elmozdulasok a 2004-es Szumatra-
Andaman foldrenges kapcsan, Peru allomas

e 200 masodperces mozgo ablak alapjan

illesztési jellemzot szamitottak: , S—
ny: mért, P,: elméleti gyakorisag,
n: adatok szama

? —HP 2\ 1/
b = (Z "D o ) x 100
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Dynamic range

Goodness of fit [7%]
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