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4-1 fejezet
Attekintés
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Attekintés
A ritka esemény szabaly a

kovetkezteto statisztikaban:

Ha valamilyen feltevések mellett valamilyen
megdfigyelt esemény valoészinisége kicsi, akkor arra
kOovetkeztetiink, hogy a feltevés nem igaz.

A statisztikusok a ritka esemeny szabalyt hasznaljak

kOovetkeztetési szabalyként (a logikal kdvetkeztetés
helyett).

Példa: egy adott moédszer hasznalata mellett 98 lany és 2 fil
szuletik
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4-2. fejezet
Alapok
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Definiciok

“ Esemeény

valamilyen folyamat vagy procedura (tovabbiakban
véletlen kisérlet) eredményeinek vagy kimeneteinek
gyujteménye

% Elemi esemény

egy olyan esemény, amit nem lehet egyszeriibb
komponensekre bontani
“ Esemeény ter

a lehetseges elemi események 0sszessege;
minden lehetséges kimenet, amit nem lehet tovabb
bontani
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Peldak
e esemeny/folyamat: egyszerli (nem iker) sziiles

e esemeény: lany (elemi esemény)
o teljes esemenyter [fid, lany]

o esemény/folyamat: harom sziles

e esemeény: 2 lany és egy fit (nem elemi, mert:
[If,I1,f11)

o teljes eseménytér [fff,ffl fIf,Iff,fI1LIf11If,1H] 8 elemi
esemeny

Megjegyzeés: kvantum-statisztikak
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Jeldlések

P — jelsli a valésziniiséget
A, B es C — adott eseményeket jell.

P (A) = jeloli annak a valészinliségét,
hogy az A esemeny bekovetkezik.
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A valoszinluseg kiszamitasanak
szabalyal

1. szabaly: A valésziniiség kozelitése a
relativ gyakorisaggal
Vegezz el egy kisérletet (vagy figyel] meg egy
folyamatot), és szamold meg, hanyszor
torténik meg az A esemény. Ezeken a

konkrét esemenyeken alapulva, P(A) a
kovetkezo modon becsulheto:

P(A): A bekOdvetkezéseinek szama
hanyszor ismétlodott a kisérlet osszesen
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Példa: Mi a vsz.-e annak, hogy egy
rajzsz0g a talpara esik?

e Dobjuk le 1000-szer és szamoljuk meg
hanyszor esik talpra.

e Hasonld feladat macskaval ...
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A vsz. kiszamitasanak szabalyal

2. szabaly: Klasszikus/kombinatorikus

megkozelités (Egyforman valészini
kimeneteket feltételez)

Tegyuk fel, hogy egy véletlen kisérletnek n kulonbozé
elemi esemény a kimenetele és minden egyes kimenet

bekOvetkezésének ugyanakkora az esélye. Haegy A
esemeény s esetben kovetkezhet be az n kimenet kozul,

akkor

P(A) A bekovetkezésének esetel
az 0sszes elemi
események szama

11. oldal
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Példa: Mi avsz.-e, hogy a
dobdkockaval 6-ost dobunk

|dealis kocka vagy valodi kocka?

Elemi események: 1-est, 2-est, 3-ast, 4-est, 5-
Ost, 6-o0st dobunk

Ha mindegyiknek ugyanakkora a vsz.-e, akkor

P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=P(5)=P(6)=1/6
Hasonl6 problemak: urna golydkkal,
lottdszamok, kartyajatekok, ....
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Szokasos hiba

Azért, mert nem tudjuk egy esemeny vsz.-et,
meg nem jelenti azt, hogy 50% - 50% hogy az
megtortenik vagy sem:

o Atmegyek-e az elemi statisztika vizsgan?
e Milyen 1d0 lesz holnap?
e Szeret? Nem szeret?
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A vsz. kiszamitasanak szabalyal

3. szabaly: Szubjektiv valdszinliség

P(A), az A esemény valdészinlséget a
relevans korilmények figyelembevetelével
becsuljuk.

Elemi statisztika fizikusoknak 14 . 0 I d al



A nagy szamok torvénye

Ha a véletlen kisérletet Ujra és ujra
megismeteljlk, a relativ gyakorisagbol
kapott (1. szabaly) valészinlség az
esemeény valédi valoszinuseget kozeliti
meg.
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A valoszinuseg hatarai

“* A lehetetlen esemeény valoszinusége 0.

“* A bizonyosan bekovetkezo esemény
valészinlsége 1.

“* Minden A eseményre, A vsz.-ge 0és 1koze
esik, beleértve a hatarokat is.
Vagyis, 0 < P(A) <1.
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Magyarazat

Osszes kisérlet szama: N
Amiben A bekovetkezett: N,
A vsz. becslése N,/N = P(A)
O<N,/N<1-2>0<PA)<I

Mivel N = vegtelen, N,/N = P(A)
P(A)=0 eseten lehet, hogy N, # 0
P(A)=1 eseten lehet, hogy N, #N
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| — Certain

A valésziniiség — ey |
lehetséges értékel

0.5 —50-50 Chance
— Unlikely U
0 Impossible
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Definicio

Az A esemény komplementerét A jeloli,
ami mindazokbdl az eseményekbaol all,
melyekben A nem koOvetkezik be.
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Példa

» A valosagban tobb fiu szuletik, mint lany. 205
ujszulott kozal 105 f10. M1 a valoszinlisege

annak, hogy egy veletlentl kivalasztott
ujszulott nem fid.
P(nem fit)=P(lany)=100/205=0.488
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Definiciok

Az igazi eselyek az A esemeny megtortenese elleneben
P(A)/P(A), altalaban a:b alakban kifejezve (vagy “a a b-
hez”), ahol a és b egész szamok (k6z6s oszto nélkil).

Az igazi esélyek az A esemeny megtorténése mellett
az elobbi reciproka. Ha A ellenében a:b az esély,
akkor A mellett b:a.

A nyerési esély az A eseménnyel szemben a nettd
profit (ha nyersz) viszonya a feltett 6sszeghez.
nyerési esely egy A eseménnyel szemben
A = (netto profit) : (feltett 6sszeq)
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Példa

* A kaszinOban tegyiink a 13-as szamra 5%-t.

o A nyeres vsz.-e: 1/38 (amerikai rulett)

* A kaszind 35:1-aranyban fogad.

* Mekkora az igazi esély?

e a 13-assal szemben az esely =

P(nem 13)/P(13)=37/38 / 1/38 = 37 vagyis 37:1
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Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk:
“* Aritka esemenyek szabalyat
< A valészinliség szabalyait.

“ A nagy szamok torvényeit.
“ A komplementer eseményt.

“ Esélyeket.
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4-3. fejezet
Addicids szabaly
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Kulcsfogalmak

A fejezet célja, hogy bemutassuk az addicios
szabalyt ami egy |0 eszk(z arra, hogy vele
olyan vsz.-eket szamitsunk ki melyek

P(A vagy B) alakuak, azaz annak a vsz.-e
hogy vagy A esemény bekdvetkezik, vagy B
esemény bekdvetkezi (esetleg mindkettd) a
véletlen kisérlet kimenetekent.
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Halalos aldozatok gyalogos
gazolasnal

Ittassag Gyalogos igen Gyalogos nem
Vezetd 1gen 59 79
Vezetd nem 266 581
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Példa

e Mi avsz.-e annak, hogy vagy a vezetd vagy a
gyalogos ittas volt?

o Osszes eset 985

e |ttas volt valaki: 404/985 = 41%

Elemi statisztika fizikusoknak

Ittassag Gyalogos igen Gyalogos nem
Vezetd igen 59 79
Vezetd nem 266 581
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Definicio

Osszetett esemény

barmely 2 vagy tobb
elemi eseménybol osszetett esemény

Jelolés
P(Avagy B) =P(A+B) =

P (egy kisérletben legalabb az A esemény vagy
egalabb a B esemeény) =

P (egy kisérletben A esemény vagy B esemeny
vagy mindketto bekovetkezik)
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Az O0sszetett események vsz.-ének
altalanos szabalya

Ha ki akarjuk szamitani annak a vsz.-éet,
hogy A bekoOvetkezik vagy B
bekovetkezik, meg kell szamolni, hogy
A hanyszor kovetkezik be és hogy B
hanyszor kovetkezik be, de nem
szabad t6bb mint egyszer megszamolni
a lehetseges kimeneteket.

29. oldal
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Példa

Mekkora annak a valdszinlisege, hogy a vezetd

vagy a gyalogos ittas volt?
Vezeto 1ttas: 138
Gyalogos Ittas: 325
Osszesen 463

Ittassag

Gyalogos igen

Gyalogos nem

Vezetd igen

59

79

Vezeto nem

266

581

de, kétszer szamoltuk azt az 59 esetet, amikor
mindketten ittasak voltak 463-59=404
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Osszetett esemény

Formalis 6sszeadasi szabaly:
P(A vagy B) =P(A+B)=P(A) + P(B) — P(A és B)

ahol P(A és B) jelenti annak a vsz.-ét, hogy A és B
mindketten egyszerre bektdvetkeznek a kisérlet
kKimenetekent.

Intuitiv szabaly:
Nasg=Na+Ng-Np g5 B
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A és B)
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Definicio
Az A és B események diszjunktak (vagy
kolcsOnosen kizarok) ha nem torténhetnek

meg egyszerre. (Vagyis, diszjunkt
események nem fedhetnek at egymassal.)

Total Area = 1 Total Area = 1

PA) D P(A) (B

P(A and B)

Nem diszjunkt események Venn

Diszjunkt események Venn
diagrammja

diagrammja
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Komplementer esemeények

A és A
diszjunkt esemenyek

Egy esemény és a komplementere nem
kovetkezhetnek be egyszerre.
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Komplementer események
szabalyai

P(A) + P(A) =1
P(/&) =1-P(A)
P(A) =1—-P(A)
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A és komplementerenek
Venn diagrammja

Total Area = 1

PA=1— PA

Elemi statisztika fizikusoknak 35. oldal



Osszefoglalas

Ebben a fejezetben targyaltuk az:

< Osszetett eseményeket.
“ A formalis 6sszeadasi szabalyt.
% Az intuitiv 6sszeadasi szabalyt.
< Diszjunkt eseményeket.

“ Komplementer eseményeket.
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4-4. fejezet
Multiplikacios szabaly
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Feltételes valoszinuseg

A masodik esemeny B vsz.-ében
figyelembe kell vennlnk, hogy A
bekoOvetkezett.
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A feltéeteles vsz. jelblese

P(B|A) jeldli annak a vsz.-ét, hogy a B
esemény bekovetkezik, feltéve hogy A
esemeny mar bekdvetkezett

(,B|A” kiolvasasa: “B felteve, hogy A.”)
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Példa

Mi a valdszinlisege annak,

hogy a vezetd ittas volt
(A esemeény)?
P(A)=138/985 = 14%

M1 a valoszinlisége annak,

hogy a gyalogos Ittas volt
(B esemeny)?

P(B)=325/985=33%

Ittassag

Gyalogos igen

Gyalogos nem

Vezet6 igen

59

79

Vezeto nem

266

581

Mi a valoszinlisége annak, hogy a gyalogos ittas volt,
ha tudjuk, hogy a vezetd ittas volt?

Vezeto ittas 138 esetben, ebbdl 59 esetben a gyalogos

IS.
P(B|A)=59/138=43%
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Definicio
Egy esemeny feltételes valoszinlisége az a
valoészinuség, amit akkor kapunk, ha
figyelembe vessziik, hogy egy masik esemeny
mar megtortent. P(B | A) jeldli B esemény
feltételes vsz.-ét, feltéve, hogy A
bekdvetkezett. Kiszamitasa:

P(A és B)
P(A)

P(B|A) =

41. oldal
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Példa (tovabb)

+ P(A és B)=59/985
. P(A)=138/985
» P(B|A)=P(A és B)/P(A)=59/138 mint eldbb.

[ttassag Gyalogos igen Gyalogos nem
Vezet6 igen 59 79
Vezetd nem 266 581
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Definicio

FlUggetlen esemeények

Két esemeny, A és B fliggetlenek ha az egyik
bekOvetkezése nem befolyasolja a masik
bekovetkezésének valoszinuségét. (TObb
esemény hasonlo modon fliggetlen, ha
barmelyiklik bekdvetkezése nem befolyasolja a
tobbiek bekovetkezésének valoészinliségeéet.) Ha
A és B nem fliggetlenek, akkor egymastol
fuggonek nevezzuk oket.

43. oldal
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Kulcsfogalmak

Ha az els0 A esemény kimenete
valahogy befolyasolja a masodik B
esemény kimenetét, fontos hogy a B
esemeny vsz.-ének kiszamitasakor
figyelembe tudjuk venni hogy A
bekoOvetkezett.

P(A és B) = P(A*B) kiszamitasanak
szabalyat multiplikacios szabalynak
nevezzuk.
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Formalis szorzasi szabaly

% P(A és B)=P(A) « P(B|A)

< Ha A és B fliggetlen esemenyek,
akkor P(BJA) = P(B).
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Intuitiv szorzasi szabaly

Na ¢s 8 = (Nasg/Na)N4
Na s 8/N = (Nasg/Na)NA/N
P(A*B)=P(B|A)P(A)
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Flggetlen esemenyek
szorzasi szabalya

“ Ha A és B flggetlen események,
akkor P(BJA) = P(B).

s Azaz:

P(A*B)=P(B)*P(A),
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Osszefoglalas:

“* Feltételes valoszinluseéget.

“* Formalis szorzasi szabalyt.

“ Intuitiv szorzasi szabalyt.
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4-6. fejezet
ValoszinUségek
kiszamitasa szimulacioval
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Kulcsfogalmak

Ebben a fejezetben egy masik
modszert mutatunk be a
valoszinliségek kiszamitasara,
amivel az elozo fejezetekben
bevezetett formalis modszerek
nehézségeit ki lehet kerulni.
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Definicio

Egy folyamat szimulacioja egy
olyan masik folyamat, ami ugyanugy
viselkedik, es igy hasonlo

eredmeényeket produkal mint az elso.
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Szimulacios példa (nagyon
egyszeru peélda)

Nemek (F,N) szelekcioja Ha valamilyen nemi
szelekcios modszert tesztellink, akkor
tudnunk kell, hogy mi a valészinisége annak,
hogy 100 ujszilott kézal legalabb 60 lany,
felteve, hogy a fiu es lany szlletesek
egyforma gyakoriak.

Talaljunk ki egy egyszerl szimulaciot, amivel
ki tudjuk szamitani ezt a valoészinliseget!
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Példa: Generaljuk 100 ujszulott nemét
1. megoldas:

< Dobjunk fel 100-szor egy érmét és fej =nd
iras = feérfi
F F [ F | | F F F F
no no ferfi no férfi férfi no no no no
2. megoldas:
% Generaljunk 0 és 1 sorozatokat egy szamitogeppel, ahol
0 = férfi
1=no0
0 0 1 0 1 1 1 0 0 0
féerfi férfi no férfi no no no férfi féerfi  férfi
53. oldal
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* Generaljunk nagyon sokszor (N alkalommal)
100 db véletlen 0 vagy 1 szamot 50-50%

valoszintséggel (vagy pl. 51,12% - 48,88 %).
o Szamoljuk meg hanyban van 60 vagy tébb
1-es (Ngy alkalommal).

* P(60 vagy tobb lany 100 sziiletésbol)=Ng,/N

54. oldal
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Véletlen szamok

Sok szimulaciéban, véletlen szamokat hasznalunk a
valésagos események szimulacidjara. Kulonboz6
véletlen szam generalasi modszerek:

<+ Véletlen szamok tablazata

< Excel (VEL() figgvény, 0 és 1 k6zott egyenletesen)

% C (y=random(100) ) véletlen 0 és 100 kdzo6tti
egeész egyenletesen
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Elemi statisztika fizikusoknak



Osszefoglalas

Ebben a fejezetben megvitattuk a:

%+ Szimulaciokat.

% Véletlen szam generalast.
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