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ELOSZO

A valdsziniiségszamitas és a matematikai statisztika targykore kb. 300 év
6ta folyamatosan, djabb és djabb eredményekkel gazdagszik. Eredményeit
néhdny évtized 6ta szdmos tudomdnyteriileten rendszeresen alkalmazzdk
kilonbozé problémdk megolddsdra. Folydiratok és napilapok gazdaségi,
miiszaki, mezbgazdasigi, tirsadalomtudomdnyi cikkeinek szerzéi is gyak-
ran alkalmaznak éllitdsaik bizonyitdsahoz valdszinliségszamitasi és statisz-
tikai médszereket. Kozvéleménykutatdsi adatok feldolgozésat, valasztdsok
eredményeinek sok szemponti elemzését az Ujsdgolvasék széles kore
rendszeresen olvassa. FEl6, hogy elemi valészinliségszamitasi és statiszti-
kai ismeretek nélkiil ezekb6! a cikkekbdl hamis kovetkeztetéseket vonnak
le. Mindezek figyelembevételével sziikségesnek tartjuk, hogy mar a ko-
zépiskoldk minden tipusdban a valdszinlségszdmitds és a statisztika alap-
jaival megismertessék a tanuldkat, mert az a gondolkoddsmdd, amely az
emlitett cikkek megértéséhez nélkiilozhetetlen, csak gy alakulhat ki, Mivel
a vildg jelenségei nem determinisztikusak, hanem véletlenszerfiek, ezért ki
kell fejleszteniink azt az érzéket, amely lehetSvé teszi szamunkra, hogy
becsiilni tudjuk a jelenségek bekdvetkezésének valoszinliségét, mert csak
igy dolgozhatjuk ki azokat a taktikai 1épéseket, amelyek a kovetkezmények
felerdsitésére vagy éppen kivédésére, hatdsuk cskkentésére alkalmasak.

E kényv a valészinliségszamitas és a matematikai statisztika elemeit tar-
gyalja a kozépiskolai ismeretekre tAmaszkodva. Fejezetei a f6iskolai és
egyetemi oktatasi programokhoz illeszkednek. Kidolgozott példai, feladatat
a gyakorlati élet kiilonboz6 terileteinek problémadit dlelik fel. A feladatok .
megoldasai a konyv III. részében taldthatok. Az 1. rész a valdszinliség-
szdmitast ot fejezetre, a Il. rész pedig a matematikai statisztika elemeit
négy fejezetre bontva tdrgyalja. A fejezetekhez n. ,ellen6rzé kérdések”
tartoznak, amelyekkel az Olvasé ellen6rizheti tudasét, ha a kérdéses fejezet
tanuldsdt befejezte. A kérdések természetesen csak a legfontosabb fogal-
mak definicidira, a tovabbi feiezetek megériéséhez nélkilozhetetlen téte-
lekre, és az alkalmaz4s szempontj4b6l fontos eljarasokra vonatkoznak. {gy
az az Olvasd, aki kordbbi tanulmdnyai sordn mar szerzett bizonyos isme-
reteket, az ellen6rzé kérdések alapjan megéllapithatja mennyire biztos a
tuddsa, és ha azt kielégitének taldlja, akkor a kévetkezé fejezet ismeretei-
nek elsajatitdsdra térhet 4t. Javaslom, hogy az Olvasé a példdkat és a fela-
datokat ilyen esetben is nézze 4t, ill. oldja meg, mert csak az Snalléan jol
megoldott feladatok adnak kell6 biztonsdgérzést, a tablazatok hasznsla-
tdban vald jartassdgot, amely nélkiil nem lehet jé eredménnyel vizsgdzni.
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A konyvben val6 tdjékozddést a jol tagolt tartalomjegyzéken kiviil a na-
gyon részletes név- s tdrgymutaté teszi még konnyebbé. Mindazok, akik a
konyvben foglaltakon tilmend ismereteket kivannak elsajétitani, az iroda-
lomjegyzékben taldlnak megfeleld miiveket igényeik kielégitésére.

Koszonetet mondok a konyv lektorainak, Dr. Szelezsdn Jdnosnak és
Dr. Obddovics Csilldnak a lektordlds farasztd, de szdmomra igen sok segit-
séget nydjté munkéjdért és kiilonosen Ersek Nindornak, aki nélkiil sem
ez a konyv, sem a szép kidllitdsi Matematika k6nyvem nem jelenhetett
volna meg.

Dr. Obddovics J. Gyula

Balatonszdrszd, 1994. december havéban

ELOSZO A NEGYEDIK KIADASHOZ

Koszonetet mondok mindazoknak, akik felhfvtak figyelmemet a kordbbi
kiadasokban el6forduld elirasokra és hibakra. Ez a negyedik kiadas néhany
Uj témakorrel és szdmos — az alkalmazdast és a tdrgyalt médszer megértését
elosegitd — példaval gazdagodott.

Koszonetet mondok a negyedik kiadds lektorainak, Dr. Szelényi Ldszio-
nak és Dr. Obddovics Csilldnak igen gondos és preciz munkéjukért.

Dr. Obddovics J. Gyula

Balatonszérszd, 2001. junius havdban
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GYAKRABBAN HASZNALT JELEK ES ROVIDITESEK

egyenld

nem egyenlé
azonosan egyenld
kézelitbleg egyenld
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nagyobb, mint
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nagyobb vagy egyenl6
Osszeadds

kivonds
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+ VAV A
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{al,a2,...} ay, ay, ... elemek halmaza
{x| T(x)} mindazoknak az x elemek-

nek a halmaza, amelyekre a
T(x) tulajdonsédg érvényes
tires halmaz

eleme ...-nak (...-nek)

nem eleme ...-nak {...-nek)
... tészhalmaza ...-nak (...-
nek)

... valédi részhalmaza ...-nak
(...-nek)

... nem részhalmaza ...-nak
(...-nek)

halmazok egyesitésének jele
halmazok metszetének jele
halmazok kiilonbségképzé-
sének jele

n®mnyg

n

A

—~2 C

A halmaz komplementere
direkt vagy Descartes-féle
szorzat jele

minden ...-ra (...-re)
létezik olyan ..., amelyre
érvényes ...; van legaldbb
egy olyan ..., hogy ...
rendezett par

X >

W <

(xl,xz)

AXB A és B Descartes-szorzata

(x1,%5,...,x,) szdm n-es

— leképezés jele

> hozzarendelés jele

fg fiiggvények jele
max (a,b) az a, b szamok koziil

a nagyobb
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O N =

az a szém abszolat értéke

=

[a,b], Ja.b | a-t6] b-ig terjedd zart ill.
nyilt intervallum

%o szazalék
! faktoridlis:
pl. 41=1.2.3-4=24
e a természetes logaritmus
alapszdma
e* e alapt exponencidlis fliggvény

{Z] binomiadlis egyiitthaté (» alatt

n!
2 =T o
h3 osszegezés jele, pl.

n
Ea,» =dytdy+.+a,

i=1

P, n elem ismétlés nélkiili per-
mutdciéinak szdma
Pkkaek) y elom ismétéses per-

muticiéinak szdma
V.x  nkilonbozd elem ismétlés

nélkiili k-ad osztélyd varid-
cidinak szdma
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C,x  nelem k-ad osztdlyd ismét-
1és nélkiili kombin4ciéinak
szdma
,’;, r  nelem k-ad osztalyd ismét-
léses kombindcidinak szdma
I biztos esemény
%) lehetetlen esemény
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1. RESZ

VALOSZINUSEGSZAMITAS

ELSO FEJEZET
1.1. Bevezetés

Az emberiség mar joval kordbban a valoszinliségszémitas matema-
tikai megalapozédsa elétt, a kdrnyezetében ismétlddben lejatszodo
jelenségek megfigyelése alapjan felkésziilt bizonyos események be-
kovetkezésére. Ilyenek voltak pl. az id6jdrdsra, a folyok vizdlldsdra,
a szerencsejatékokra vonatkoz6 megfigyelések.

Tekintsiink pl. egy anyagdban homogén, szabdlyos pontozdsi
dobdkockat (a tovdbbiakban roviden kock4t, 1. dbra). A kocka sok-
szori feldobdsakor azt tapasztaljuk, hogy mindegyik lapja az 6sszes
dobds kb. 1/6-dban lesz feliil.

1. dbra. Szabdlyos kocka lapjai

Ezt a ényt Ugy fejezziik ki, hogy a lehetséges hat eset mindegyi-
kének (a kocka egy adott lapja feliilre keriilésének a valészintisége
1/6. Altaldban egy véletlen esemény valészinliségén azt a szamot
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értjiik, amely megadja, hogy a széban forgd esemény az eseteknek
kb. hdnyadrészében kovetkezik be. A szerencsejdtékokkal kapcso-
latos véletlen események matematikai vizsgalataval elsoként H. Car-
dano (1501-1576), G. Galilei (1564-1642), B. Pascal, (1623~1662),
P. Fermat (1601-1665) és Ch. Huygens (1629-1695) foglalkozott.

Egy szenvedélyes szerencsejdtékos, Ch. de Méré a kovetkezd két
problémaval fordult Pascalhoz (1654):

1. Mi az oka annak, hogy egy kockaval dobva elényos arra fo-
gadni, hogy az els6 négy dobas kozott megjelenik a hatos, de hatra-
nyos arra fogadni, hogy két kockaval dobva az els6 24 dobas vala-
melyikében megjelenik a két hatos?

2. Két jatékos megéllapodik abban, hogy az nyeri a kitlizott
pénzdsszeget, aki elészor nyer k szami jdtszmdt. Hogyan kell mél-
tanyosan felosztani a kitlizott pénzdsszeget, ha valamilyen okbdl
akkor kellett abbahagyniuk a jatékot, amikor az elsd jatékosnak
még n <k, a masodiknak pedig még m <k gybzelem hidnyzik?

A problémdk kordbban is ismertek voltak, de helyes dltaldnos
megolddst B. Pascal és P. Fermat adtak 1654-ben. Az emlitett
problémdkkal Ch. Huygens is megismerkedett, és a megolddsokat a
,, De ratiociniis in ludo aleae” c. értckezésében rogzitette, amely
1657-ben jelent meg. Jelentds eredmények fiiz6dnek J. Bernoulli
(1654-1705) munkassagahoz, aki felismerte, hogy a valésziniiség-
szamitas jol alkalmazhaté a természet s tirsadalom véletlen jelen-
ségeinek vizsgdlatara. Ars conjectandi (A sejtés miivészete) c. mii-
vében a nagy szamok térvénye is megfogalmazdsra keriilt.

A 18. szdzadban A. de Moivre (1667-1754), Th. Bayes (1702—
1754), G. L. L. Buffon (1707-1788), J. L. Lagrange (1736-1813) és
masok bovitik a valdszinliségszamitast dj eredményekkel.

A valészinliségszamitas klasszikus elméletét P. S. Laplace fog-
lalta 9ssze. Abban az idében a valdszinliséget, a kedvezd esetek és
az Osszes esetek szdmdnak hdnyadosaként definidltdk, amely csak
az un. ,,egyenléen valdszinli” esetekre teljesiil.

Pl annak valosziniisége, hogy egy kockaval paros szamot dobunk %: % mivel

a kedvezb esetek a 2, 4, 6, vagyis harom, az dsszes eset pedig: 1, 2, 3, 4, 5, 6, azaz
hat.

A 19. szazad elejétél a valdszinliségszamitds igen gyors fejlo-
désnek indult S. D. Poisson (1781-1840), K. F. Gauss (1777~
1855), P. L. Csebisev (1821-1894) munkdssdga kovetkeztében.
A valbsziniiségszamitas toretlen fejlodését akaddlyozta az egzakt
matematikai megalapozottsdgdnak hidnya. A valSszinliségszdmiids
matematikai megalapozdsdval foglalkoztak a 20, szdzadban pl.
Sz. N. Bernstein (1880-1969) és R. Mises (1883-1953), azonban
modern elméletét A. N. Kolmogorov dolgozta ki. Kolmogorov E.
Borelnek (1871-1956), Jorddn Kdrolynak (1871-1959) és mdésok-
nak az eredményeit tovdbbfejlesztve, a halmaz- €s mértékelméletre
alapozva 1933-ban alkotta meg a valészin{iségszamitas axiomatikus
elméletét. Kolmogorov elmélete elésegitette a valdszinliségszamitds
ugrdsszerll fejlédését, mivel megsziintette azt a bizonytalansagot,
amit az alapok tisztdzatlansdga okozott. Munkdssdgdt kovetden a
valdsziniiségszamitas feladatanak megfogalmazdsa is médosult.

A valoszinliségszdmitas feladata olyan mérték bevezetése, amely
a bizonytalansdgot numerikusan méri, s erre alapozva olyan mate-
matikai médszerck kidolgozdsa, amelyekkel bizonyos események
(véletlen tomegjelenségek) valdszinlisége kiszdmithato.

A tovédbbiakban kisérletnek nevezziik az olyan tomegjelenség
megfigyelését, amelynek lefolydsa a véletlentdl fiigg. A kisérlet
killonbozé kimeneteleit a megfigyelés szempontjdbdl kivalasztott
mennyiség ill. a kisérlet eredményeit jellemz6 informacio megkii-
lonboztethet6 értékei alkotjdk.

Pl. egy kocka n-szeri feldobdsanal megfigyeljiik hdnyszor dobunk paros szdmot,
cgy célgépen a gydrtando alkatrész méreteinek bedllitdsa utdn megfigyeljiik az
elkésziilt alkatrészek tényleges méreteit.

Gyakran bizonyos feltételek 4ltal meghatdrozott korldtokkal, mate-
matikai eszkozokkel lefrt jelenség, un. modell megfigyelését végez-
ziik, s a modell megfigyelése alapjdn kivetkeztetiink a modell j6s4-
géra. Altaldban két alapvet modellt kiilsnboztetiink meg: a deter-
minisztikus €s a nem-determinisztikus vagy sztochasztikius modellt.

Determinisztikus modellnek nevezziik azt, amelynél a megfi-
gyelés szempontjabol kivalasztott feltételek egyértelmilen meghata-
rozzdk az eredményt. Ezzel Osszhangban egy jelenségrol is azt
mondjuk, hogy determinisztikus, ha azonos feltételek megléte ese-
tén a jelenség mindig ugyanigy jatsz6dik le és szitkségszeriien
bekovetkezik.
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Sztochasztikus modellnek pedig azt nevezziik, amelynél a meg-
figyelt feltételek alapjan nem lehet egyértelmiien meghatarozni a
kisériet kimenetelét. Egy jelenségrdl is azt mondjuk, hogy véletlen-
szerfi vagy sztochasztikus, ha a figyelembe vehetd feltételek nem
hatdrozzak meg egyértelmlien a jelenség kimenetelét. Természete-
sen ez nem azt jelenti, hogy a jelenségnek nem lennének meg az
okai, hanem csak azt, hogy nem ismerjik az okok Osszességét,
vagy egyes okokat nem vesziink figyelembe vizsgélataink soran.
A valésziniiségszamitas témakdrében végzett vizsgdlatokhoz szto-
chasztikus modellt alkalmazunk.

PpRT)

Pl. egy szabilyos pénzérme feldobdsakor a . fej” vagy ,frds” eredményt meg tud-
nank mondani, ha ¢ jelenséggel kapcsolatos dsszes befolyasold tényez6t szdmitéasba
vennénk, azaz ha figyelembe vennénk a feldobas el6tti helyzetét, a dobas magassagat, a
porgés gyorsasdgdt stb. Ha viszont csak azt vessziik figyelembe, hogy a pénzérmét
feldobtuk, és az eredményt befolyasol6 tényezSket nem, akkor a dobés eredménye
véletlenszeriten lehet ,fej” vagy ,irds”. A pénzérme feldobas kisérletét elegendd
sokszor megismételve azt tapasztaljuk, hogy kozel fele ardnyban lesz , fej”, ill. ,frds”.

Ezt gy mondjuk, hogy % valosziniiséggel lesz a dobas kimenetele | fej” vagy ,.iras”.

1.2. Esemény, eseménytér

Mit neveziink eseménynek, eseménytérnek?

Ebben a szakaszban felhasznéljuk a halmazelmélet elemi isme-
reteit, a halmazok egyesitésének és a metszet képzésének miivele-
teit, valamint a kiegészit6 halmaz képzésének miiveletét.

Kisérletek végrehajtasa ill. jelenségek megfigyelése el6tt mindig
meg kell hatdroznunk, hogy mit tekintiink lehetséges kimenetelnek.
Altaldban feltessziik, hogy a lehetséges kimenetelek halmaza min-
den kisérlettel kapcsolatban megadhato.

Definicié. Egy kisérlet egyes megkiilénboztethetd véletlentd] flig-
g6, lehetséges kimeneteleit (a megfigyelés eredményeit), elemi ese-
ménynek, az elemi események Gsszességét, halmazit pedig esemény-
térnek nevezziik. Az eseménytér barmely részhalmazdt esemény-
nek nevezziik. Egy A esemény elemi esemény, ha nem allithat6 el6
téle kiilonbdz6 események dsszegeként.

Az eseményteret jeldljiik Q-val, az elemi eseményeket pedig az
dbécé t6bbi indexes vagy index nélkiili dolt nagybetiiivel. A Q
helyett szokésos jeldlés a gorég nagy omega, azaz €2 .

1.2. Esemény, eseménytér 2]

Egy kogka feldobasdval végzett kisérletnél hat elemi eseményt kiilonboztetiink
meg, ¢spedig a kocka feliilre keriil§ lapjan megszamlalt pontok széma alapjan. A hat

elemi esemény tehdt Ay, A), A;, Ay, As, Ag, amelyek az 1, 2, 3, 4, 5 és 6-0s
dobdsnak felelnek meg, €s igy az elemi események O-val jelolt eseménytere:
Q=141 Ay, Ay, Ay, As, Agh il 0=11,2,3,4,5, 6}

halmazzal adhaté meg.

A Q cseménytér valamely részhalmazét, azaz bizonyos kimene-
telek Osszességét, amelyek bekovetkezése a kérdéses esemény be-
kbvetkezését vonja maga utdn, az eseménnyel azonositjuk.

Legyen pl. A a pdratlan pontszamok, B a paros pontszémok és C a primszamok
dobdsdnak eseménye, akkor ezen eseményeket rendre {1,3,5}, P46} & 2,35}
halmazok jelolik, azaz

A={35}, B={2.4,6}, c={2.35},
tehdt az A, B és C események a 0 = {1, 2,3, 4,5,6} eseménytér részhalmazai, azaz
AcQ,BcQ,CcQ.
Ha pl. a kisérlet kimenetele 1, 3 vagy 5, akkor azt mondjuk, hogy az A esemény

bek@vetlfezett. A B esemény bekovetkezik, ha a 2, 4, 6 szdmok koziil barmelyiket
dobjuk, ¢s a C esemény bekovetkezik, ha a2, 3, 5 szémok koziil barmelyiket dobjuk.

Valamely kisérletnél biztos esemény az, amely a kisérlet sordn
minden esetben bekovetkezik, jele: I, (szokds 2 -val is jelolni);
lehetetlen esemény pedig az, amely a kisérlet sordn sohasem ké-
vetkezhet be, jele: @. A Q teljes eseménytér a biztos eseménynek
felel meg, hiszen az Gsszes elemi eseményt tartalmazza, az @ iires
halmaz az eseménytér egyetlen elemét sem tartalmazza, ezért
akdrmilyen kimenetele van a kisérletnek a & esemény nem kdvet-
kezhet be.

A 6 elembdl 4ll6 eseménytérnek a biztos és a lehetetlen eseményt is szambavéve
2% részhalmaza van.

J}:l(‘ilje D a péros vagy primszdmok dobdsdnak eseményét. A D esemény bekovet-
kezik, ha a 2, 4, 6 vagy a 2, 3, 5 elemi események valamelyike bekévetkezik, azaz

ha a B vagy a C esemény bekovetkezik, tehdt a D esemény a BUC halmazmiive-
lettel adhat6 meg:

D=BuC={,34,56}

A ég B esemény Osszege tehdt az az esemény, amely akkor ko-
vetkezik be, ha A és B esemény koziil legaldbb az egyik beko-
vetkezik.
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Jellje E a pératlan primszamok dobdsanak eseményét, akkor az E esemény az A
és C halmazok metszete, azaz
E=AnC={5}

A és B esemény szorzata tehdt az az esemény, amely akkor ko-
vetkezik be, ha az A és B események mindegyike bekdvetkezik.

Definicié. Egy A esemény komplementere (ellentéte), jele: A
(olv.: 4 feliilvonds), az az esemény, amely akkor és csak akkor
kovetkezik be, ha A nem kovetkezik be. A esemény tehdt az A
cllentett eseménye.

Pl. azt az eseményt, hogy nem dobunk primszdmot a C halmaznak a Q teljes hal-
mazra vonatkozd C (olv.: ¢ feliilvonds) komplementerével fejezhetjiik ki, azaz

C={,456}

A pératlan és a paros szamok dobasa egyidejiileg nem kovetkez-
het be, az A és B diszjunkt halmazok, ezért az AN B iires hal-
maz, lehetetlen esemény, azaz

ANB=0.

Definicié. Két eseményt akkor mondunk egyenlének, ha barmelyik
bekovetkezése maga utdn vonja a mdsik esemény bekovetkezését is.

Osszefoglalva: eseményeknek a Q halmaz részhalmazait tekint-
jiik, ill. azzal azonositjuk. Lehetetlen esemény az, amely soha nem
kovetkezhet be, biztos esemény pedig az, amely mindig bekdvetke-
zik. Az A elemi esemény, ha nem lehetetlen esemény és nem bont-
hat6 fel A-tol kiilonboz6 események Osszegére. Az A Osszetett ese-
mény ha legalabb két, tole fiiggetlen esemény Osszegeként allithaté
elé. Egy kisérlet Q halmazét eseménytérnek nevezzilk, ha ¢ minden
eleme a kisérlet egy lehetséges kimenetelét jeloli, és a kisérlet bar-
mely végrehajtdsa sordn a megfigyelt kimenetel Q pontosan egy
elemének felel meg.

Azokat az eseményeket, amelyekrl a kisérlet eredményébol
egyértelmiien eldonthets a bekdvetkezésik vagy nem bekovetkezé-
siik, megfigyelhetd eseményeknek mondjuk.

Pl. a teljesen egyforma kocka feldobdsaval végzett kisérletsorozatndl a 6+5 do-
bas, azaz 11 6sszeg dobdsanak eseménye egyértelmilen megfigyelhetd, de azt nem
tudjuk eldonteni, megfigyelni, hogy melyik kockdval dobtuk a 6-ost s melyikkel az
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5-0st. Igy a nem megkiildnboztethets két kocka feldobasaval végzett kisérlet lehet-
séges kimeneteleinek szdma 36, azaz :

Q:{(!, 1, (1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(2,6),..., (6,1),(6,2),...,(6, 6)}

1.2.1. Miiveletek eseményekkel

Egy kisérlet eseményeire alkalmazva a halmazmf(iveleteket, miként
azt az el6z6 pontban példakkal szemléltettiik, ij eseményeket hoz-
hatunk iétre. Ebben a pontban a halmazmiiveleteknek megfeleld, —
a val6szinfiségszdmitasban édltaldnosan elfogadott — az elemi mate-
matikaban hasznalt miiveleti jelekkel definialjuk az eseményekre
vonatkozo miiveleteket.

Legyen A és B két esemény, akkor ezen események

q) AUB -vel, ill. A+B -vel jelolt dsszegén azt az eseményt
érijiik, hogy az A vagy B esemény koziil legaldbb az egyik beko-
vetkezik;

Pl §,2}u{.3}={.2.3}

b) AnB-vel, ill. AB-vel (ill. A-B -vel) jeldlt szorzata az az
esemény, hogy mind az A mind a B esemény, azaz mindegyik be-
kovetkezik;

PL {1,2}n{2,3}={2}

¢) B\C, ill. B~C kiilonbség az az esemény, amely akkor k-
vetkezik be, ha a B esemény bekovetkezik, de a C nem;

PL {20 f.3}={1}

E definicid értelmében B ={2,4,6} és € ={2,3, 5} kockadobds eseményeinek

B-C= {4, 6} kiilonbségét, B-nek és C ellentett eseményének szorzataként is defini-
alhatjuk. Pl

B\C=BnC =46}~ {L46}={6}
Megjegyzés

Az események Osszetett kifejezésében eléforduld zarojeles ese-
ménykiilonbségek altaldban nem kezelhetdk az elemi algebra sza-
bélyai szerint.
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Pl. A+(B-C), (A+B)-C, (A-C)+B dltaldban nem egyenldk, ugyanakkor
az A—(B+C)=(A—-B)—C egyenl§ség mindig teljesil.
Pl. jelentse B a kettdvel oszthaté szam dobéséat, C pedig a hdromndl nagyobb

szam dobdsdt. Ekkor B\ C a hdromndl nem nagyobb pdros szdm dobdsit jelenti,
azaz a kettes szamot.

Annak jelolésére, hogy az A esemény maga utdn vonja a B ese-
mény bekdvetkezését A < B szimbdélumot haszndljuk, amely ekvi-

valensaz A-B=A, ill. A+ B =B kifejezésekkel.

Definicié. Az A és B eseményeket egymast kizaréknak nevezziik,
ha egyszerre nem kovetkezhetnek be, azaz ha szorzatuk a lehetet-
len esemény, vagyis AN B =.

PlazAés A egymdst kizdré események.

Definicié. Legyen A, Ay, ..., A,, A, #@ (k=12,....,n) az ese-
mények olyan halmaza, amelyre A;-A;= g Gj=12,..,n;
i#j) és A +Ay+...+ A4, =1 teljesiil, azaz dsszegilik (uniéjuk) a

biztos esemény és pdronkénti szorzatuk (metszetiik) a lehetetlen
esemény. Ekkor a

0=1{A. Ay, ... A}

eseményhalmazt teljes eseményrendszernek nevezziik.

A teljes eseményrendszer eseményei koziil — a definicié értelmé-
ben, az eseményekre vonatkozé kisérlet sordn — mindig egy ese-
mény kévetkezik be, és nem tobb.

Pl. Legyen A az az esemény, hogy a kockdval 4-nél kisebb szdmot, B pedig az,
hogy 3-ndl nagyobb szdmot dobunk, akkor a Q={A,B} teljes eseményrendszer,

koziiliik legaldbb az egyik mindig bekovetkezik, azaz AU B =1 és egymist kizdr6
események, azaz ANB=0 .

Megjegyzések

1. Az eseményekre definialt mtveletek miiveleti jeleit a valoszi-
niiségszamitas témakorében az algebraban haszndlt miiveleti jelek-
kel szokds helyettesiteni és azt mondjuk, hogy egy kisérlet ese-
ményhalmazdhoz tartozé események a bevezetett miiveletekkel
eseményalgebrat alkotnak.

1.2.1. Miiveletek eseményekkel 25

Konnyen belathato, hogy az eseményalgebra miiveleti szabalyai
a halmazelmélet miiveleti szabalyainak felelnek meg, és igy a hal-
mazalgebrai azonossdgokkal azonosak az eseményalgebrai azonos-
sdgok. Legyenek A, B, C tetsz6leges események, akkor fennallnak
az alabbi azonossagok:

a)l.A+A=A
2.A+B=B+A (az 0sszeadds kommutativ)
3A+(B+C)Y=(A+B)+C (az dsszeadds asszociativ)
b)y1.AA=A (a szorzés idempotens)
2.AB=BA (a szorzds kommutativ)

3. A(BC)=(AB)C = ABC
O LLA+A=Iill. A+A=0Q

2.A+0=A

3A+I=1,ill. A+Q=0
d)1.AA=0

2LA0=0

3.AI=A, ill. AQ=A
e) 1LA(B+C)=AB+ AC

2.A+BC=(A+B)A+C) disztributiv torvénye)
f) De Aﬁorgai féle szabdlyok: Ha A és B események komple-

menterei A és B, akkor
A+B=A-B; A-B=A+B,

azaz események Osszegének ellentettje az egyes események ellen-
tettjének szorzatdval, és események szorzatdnak ellentettie az ese-
mények ellentettjének dsszegével egyenld.

(a szorzds asszociativ)

(A szorzds és Osszeadds két

2. Tetszdleges elemekb6l all6 halmazt, amelyben két kétvaltozos
miivelet A+ B és AB, valamint egy egyvéltozés miivelet A van ér-
telmezve, tovabbd van egy kitiintetett I eleme ([ =@ ), és az ele-
mek eleget tesznek az a)—e) axiémaknak Boole-algebrdnak nevez-
ziik (George Boole (1815-1864) angol matematikus és filozéfus).
A halmazok és az események tehdt ugyanannak az algebrinak, a
Boole-algebranak tesznek eleget.
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1.3. A valdsziniiség és axiomdi 27

Péidak
1. Egy gézturbina miikodik, ha a hozza csatlakozd hérom cs6 barmelyikén aramlik
gz, Az eseményalgebrai azonosségok felhasznalaséaval irjuk le a kovetkez6 esemé-

nyeket, ha A;, A,, A; esemény jelenti azt, hogy az 1., 2., ill. 3. cs6von dramlik gdz:
a) a wurbina nem kap gazt,
b) legalabb egy cs6 hibas,
¢) pontosan két cs6 hibatlan.

Megoldds
a) Azt az eseményt, hogy legaldbb egy csévon dramlik gaz a hirom esemény Gsz-
szege fejezi kit A} + A, + A;. Azt, hogy a turbina nem kap gdzt, ennek ellentett
eseménye fejezi ki, azaz
A+ Ay + Ay,
b) A legalabb egy csé hibds esemény azt jelenti, hogy vagy az 1. vagy a 2. vagy a

3. cs6 hibas. Ezt az eseményt pl. a De Morgan-szabdly ismételt alkalmazasaval
adhatjuk meg:

A+ Ay + Ay = A Ay A
¢) A pontosan két cs6 hibatlan esemény azt jelenti, hogy vagy az 1. cs6 hibas és a
masik kett$ hibatlan ( A4, A; esemény), vagy a 2. hibas ¢és a masik kett6 hibatlan
(A X2A3 esemény), vagy a 3. hibéas és a mésik kettd hibatlan ( AIAZX3 esemény) és
gy a pontosan két cs6 hibatlan eseményt a harom esemény ¢sszege adja:
AAr Ay + AR Ay + A Ay Ay

2. Egy iizemben a raktdrbol piros szalagon is €s z6ld szalagon is beszdllithat6 az
alkatrész. Azt az eseményt, hogy egy adott miiszakban van beszéllitas a piros
szalagon jeloljiik A-val, azt pedig, hogy a zold szalagon van beszillitds B-vel.
Szavakkal fejezziik ki a kovetkez6 eseményeket:

a) AB; b) A+B; c) B,
d) B—-A; e) ZB; h ZE;
g) A+B; h) AB; i) AB+AB.

Megoldds
a) Mindkét szalagon van beszallitas;
b) Legaldbb az egyik szalagon van beszallitds;

¢) A z6ld szalagon nincs beszdllitds, de a piros szalagon lehet, hogy van, de az is
lehet, hogy nincs;

d) A z6ld szalagon van beszillitas, de a piroson nincs;
) A piros szalagon nincs, de a z6ld szalagon ugyanakkor van beszallitas;

f) Az biztos, hogy mindkét szalagon nem folyik beszillitas, lehet, hogy egyiken
igen, vagy egyiken sem;

g) Egyik szalagon sem folyik beszallitas;

h) Egyik szalagon sem folyik beszillitds (A + B = AB %

i) Vagy mindkét szalagon van beszdllitds vagy egyiken sincs.

3. Egymés utan kétszer feldobunk egy kockat. Azt az eseményt, hogy az els6
dobds pontszama paros, jelolje A, azt, hogy a masodik dobds pdros, pedig B. Legyen
C az az esemény, hogy a két szdm szorzata paros, D pedig az az esemény, hogy
szorzatuk pdratlan. Adjuk meg a C és D eseményt az A és B eseményekkel.
Megoldds

Minthogy két szdm szorzata mindig péros, ha legaldbb az egyik szdm pdros, ezért
C = A+ B. Két szam szorzata csak akkor pdratlan szdm, ha mindkét szdm paératlan,
ami az A-nak is és B-nek is az ellentett eseményeként all el6, tehat D eléallitasahoz

alkalmazhatjuk a De Morgan-szabélyt: D = C=A+B=4B.

1.3. A val6sziniiség és axiémai

Az eseményalgebraban ldttuk, hogy egy kisérletet megadhatunk a
kisérlet lehetséges kimeneteleinek @ halmazédval, azaz az ese-
ménytérrel. Az eseménytér részhalmazaira eldirt miveletekkel
eseményalgebrat alkottunk és igy azt matematikailag kezelhet6vé
tettiik. Most azt fogjuk megvizsgalni, hogy valamely kisérlet sordn
miként Iehet egy A esemény bekovetkezésének esélyét, valdszind-
ségét egy val6s szdmmal megadni.

1.3.1. Gyakorisag, relativ gyakorisag

Egy A esemény bekovetkezésének esélyére akkor nyerhetiink meg-
bizhaté informéciot, ha az A-ra vonatkozé kisérletet sokszor meg-
ismételjiik, és megfigyeljiik, hogy az A esemény hdnyszor kévetke-
zett be. Tegyiik fel, hogy egy n-szer elvégzett kisérletnél az A ese-
mény k-szor kovetkezett be (0<k <n). A k szamot az A esemény

gyakorisaganak nevezziik.

Az n-szer elvégzett kisérletben az A bekovetkezésének ardnyat a
k szam fejezi ki. A k szamot az A esemény relativ gyakorisa-
n n
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ganak ncvezziik és g 4-val jeloljilk. Mivel az A bek&vetkezésére
csak k=0, 1, 2, ..., n, j6het szdmitdsba, ezért
0< ke (O
n
egyenlétlenség teljesiil a relativ gyakorisagra.

A kisérletet ismételten sokszor elvégezve azt tapasztalhatjuk,
hogy a relativ gyakorisdg egy bizonyos szam kériil ingadozik, és ez
az ingadozds az n ndvekedésével egyre kisebb, viszonylagos stabi-
litasa figyelhetd meg.

Definicié. Azt a szdmértéket, amely koriil valamely A esemény
relativ gyakorisdgdnak ingadozdsa viszonylagos stabilitdst mutat,
az esemény valésziniiségének nevezziik és P(A)-val jeloljiik.

Minthogy minden Q-ba tartoz6 A eseményhez hozzdrendelhe-
tink egy az elébbiek szerint értelmezett valés szdmot, ezért azt
mondjuk, hogy definidlhat6 egy P fiiggvény, amelynek P(A) he-
lyettesitési értéke adja az A esemény valdsziniiségét. A relativ gya-
korisag (1) egyenlétlensége alapjan az A esemény valdszintiségére
is teljesiil a

0<P(A)L]
egyenlotlenség. Ha az A a biztos esemény, azaz [, akkor k=n,
tehdt a relativ gyakorisag értéke ebben az esetben 1, igy
P(I)=P(Q)=1, és a lehetetlen eseményre k =0, tehét a relativ
gyakorisdg ebben az esetben 0, {gy a lehetetlen esemény valdszinii-
sége P(J)=0.

Legyenek A, Ay, ..., A, egymadst pironként kizdr6 események,
akkor

kA]+A2+...+A" :kAl +kA2 +...+kAn,
ezért

kavay+..+a,  Kka  ka, k4
MMy HA, T s
amelyb6] kovetkezik, hogy

P(Aj+ Ay +...+ A, )= P(A]) + P(Ay) +...+ P(A,).
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Mivel a Q eseménytér A eseményének valdszinlisége az a P(A)

val6s szdm, amely koriil a relativ gyakorisag ingadozik, ezért elfo-
gadhatjuk, hogy a relativ gyakorisdgra vonatkoz6 tulajdonsagok az
esemény valészinliségére is érvényesek, melynek matematikai meg-
fogalmazasat a kovetkezd pontban adjuk meg.

Példa

Dobjunk fel két szabalyos kockat. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a dobott
pontszdmok sszege 57

Megoldds

Az elemi események szdma 36, mivel az egyik kocka minden lapjéhoz a mdsik
kocka hat lapja tirsulhat. Az elemi események koziil az 5-6s dobds A eseménye:
1,4; 2,3; 3,2; 4,1 dobésokkal kovetkezik be. Mivel ezek az elemi események egyen-
l6en valoszintiek, valamint k=4 & n=36, igy az A esemény valoszinlisége:

P =S =1
1.3.2. A valé6szintiség matematikai fogalma

A kisérletek eredményeihez, azaz az események mindegyikéhez
egy valds szdmot rendellink, vagyis a nem iires Q halmazon meg-
hatarozunk egy valés értékii P fliggvényt. A P-t valdsziniiségi
fiiggvénynek, P(A)-tpedigaz Ac O esemény valésziniiségének
nevezzik, ha teljesiilnek az aldbbi axiémaék:
I. Minden A ¢ Q eseményre
0<P(A)<],
azaz P(A) nemnegativ, egynél nem nagyobb valés szdm; mds

széval minden esemény valoszintisége 0 €s 1 kozott van;

IL P(Q)=1,
azaz a biztos esemény valészinlisége 1;
III.Ha A és B egymast kizdré események, vagyis A-B =,
akkor
P(A+B)=P(A)+ P(B),

azaz az egymdst kizar6 események Osszegének valdszinlisége
egyenld ezen események val6szintiségeinek 6sszegével.



30 VALOSZINUSEGSZAMITAS

IV.Ha az A}, Ay, .., A,, .. egymdst pdronként kizdré események
sorozata, azaz A; - A j= @, ha i# j, akkor
P(A+Ay+...+ A +..)=P(AD+P(A)+...+ P(A)+....
Ezeket az axiémakat a valészinliség Kolmogorov-féle axicmdi-
nak nevezziik.

Megjegyzés

Ha a Q eseménytér véges, akkor a IV. axiéma felesleges.

Az axiomakbél a valdszinliségszadmitds matematikai elmélete
tisztdn matematikai eszkdzokkel kidolgozhaté. Ennek szemlélteté-
sére néhany fontosabb tételt — bizonyitdssal egyiitt — ismertetiink.

1. Tétel. Ha & az iires halmaz, akkor P(&J)=0.

Ui. legyen A egy tetszbleges halmaz, akkor az A és & diszjunkt
halmazok és AU = A. A Il axiéma alapjdn

P(A)=P(A+ D)= P(A)+ P(D),
s ez csak a P(@)=0 esetén 4llhat fenn, vagyis a lehetetlen ese-
mény valosziniisége 0.
2. Tétel. Ha az A, A, ..., A, események egymdst péaronként kizér-
jik, azaz A;-A; =0, ha i # j, akkor
P(Aj + Ay +...+ A,))=P(A)) + P(Ay) +...+ P(A,).

Ui. a ITI. axiéma e tétel n=2-nek megfeleld esete, igy azt fel-
hasznalva a tételt teljes indukci6val igazolhatjuk.

3. Tétel. Ha A az A esemény komplementere (ellentettje), akkor
P(A)=1-P(A).
Ui. az A és A egymdst kizar6 események, és O = A+ A, tehdt a
IL. és a III. axiéma szerint
1= P(Q) = P(A+ A)=P(A)+ P(A),

amibdla P(A) =1~ P(A) kovetkezik.
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4, Tétel. Ha A c B, akkor P(A) < P(B).

Ui. a Q eseménytér Aés B\ A (2. dbra) eseményei egymdst kol-
csonosen kizdrjak, tovabbd B=A+(B\ A), igy a Ill. axiéma szerint:
P(B)=P(A)+ P(B\ A).

Mivel P(B\A)20, ezért a P(A) < P(B) egyenlétlenség telje-
siil, ha Ac B.

Q B Q

2. dbra. Ac B 3. dbra. A\Bés A-B

5. Tétel. Ha A és B két tetszdleges esemény, akkor
P(A\B)=P(A)-P(A-B).

Ui. a Q eseménytér A\B és A-B (3. dbra) eseményei egymast
kolcsondsen kizdrjdk, tovdbbd A =(A\B)+(A-B), fgy a 1L axi-
6ma szerint

P(A)=P(A\B)+ P(A-B),
amelybd] mar allitasunk kévetkezik.

6. Tétel. Ha A és B két tetsz6leges esemény, akkor
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B), @)
azaz két tetszéleges esemény Osszegének valGszinliségét megkap-

juk, ha egyiittes bekovetkezésiik valosziniiségét kivonjuk a két
esemény valdszinliségének dsszegébbl.

Ui. a Q eseménytér A\ B és B (4. dbra) eseményei egymadst kol-
csbndsen kizarjak, tovdbbd A+ B =(A\B)+ B, fgy a III. axiéma
€s az 5. tétel felhaszndldsdval:

P(A+B)=P(A\B)+ P(B)= P(A) - P(A- B)+ P(B),
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amelybdl allitasunk mar kovetkezik. A (*¥) formula annak valészi-
niiségét adja, hogy a két tetszbleges esemény kozill legalabb az
egyik bekovetkezik.

4. dbra. AABésAUB 5. dbra. Események egyesitése

Kovetkezmény. Ha A, B és C tetsz6leges események (5. dbra) akkor
P(AUBUC)=
=P(A}+P(B)}+P(C )—P(ANB)—P( ANC }-P(BNC FP{(ANBNC).
Ui. legyen D= Bu C, akkor
AND=AN(BUC)=(ANB)U(ANC) &
P(AND)=P(ANB)+P(ANC)-P(ANBNANC) =
=P(ANBY+P(ANC)-P(ANBNC).

Tehdt P(A+ B+C)=P(A+D)=P(A)+P(D)- P(A-D)=
=P(A)+P(B)+P(C) ~P(B-C)—[P(AB)+P(AC)-P(AB-C)]=
= P(A)+ P(B)+ P(C)—P(B-C) —=P(A-B)—P(AC) +P(AB- C).

Példa
Igazoljuk, hogy P(A+ B)=1- P(A -B), ha A és B két tetszGleges esemény.

Megoldds
A De Morgan szabdly szerint A-B=A+B, cbbdl kovetkezik, hogy A'B és A+B
ellentett események. Az ellentett események valésziniiségeinek Osszege 1, azaz
P(K< 5) +P(A+B)=1, melybdl a P(A+B)=1-P(A - B) illitds kovetkezik.
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1.4. Valosziniiségi mez6k

Hogyan szdmitjuk ki egy A 0sszetett esemény valdszin{iségét?

Legyen Q= {AI,AZ,...,AH} egy teljes eseményrendszer. Tegyiik
fel, hogy ismerjiik mindegyik A; elemi esemény P(4;) val6szinii-
ségét, amelyet jeldljiink p; -vel, azaz

P(A) = p;.

Az A;, Ay,..., A, eseményeket a hozzdjuk tartozé p;
(i=12,...,n) valészinliségekkel egyiitt valészinfiségi mezdnek
nevezziik.

A val6sziniiségi mez6t az elébbiekhez hasonléan definidljuk
akkor is, ha a teljes eseményrendszer nem véges, de megszamlal-
hatéan végtelen eseményekbdl all. Ekkor végtelen valdszindiségi
mezdrdl beszéliink.

Egy A Osszetett esemény valdszintiségét is konnyen ki tudjuk
szamitani, ha el¢éllithaté a Q-bol vett események Gsszegeként,
ugyanis ekkor az A valészinliségét az 6t el8allité események vals-
szinliségeinek 6sszege adja. Ha pl. A = A; + A, + Az, akkor

P(A)=P(A )+ P(A))+(A)=p +p,+p,,

mivel A, Ay, Ay a Q teljes rendszer elemei, tehdt paronként ki-
zdrjak egymdst, és {gy alkalmazhat6 a IV, axiéma.
Példak

1. Hérom pénzérme ismételt feldobdsakor figyeljiik meg a fej dobasok szdmdt.
Mi lesz a Q eseménytér és a valdsziniiségi mez6?

Megoldds

Az eseménytér: Q = {O, L2, 3}, és a lehetséges esetek szdma 8 (F a fej, 1 az {rés).
Nulla fej dobdsanak eseménye (azaz 3 frds dobds eseménye) 1-szer kovetkezhet be,
egy fej dobdsdnak eseménye 3-szor kovetkezhet be, két fej dobésénak eseménye 3-
szor kovetkezhet be stb.:

FFF FFI FIF FII IFF IFI IIF III

A megfeleld valoszintliségi mez6: Q és

- -1 —ph=2 = =3 = =1
Po= P(O)_S’ Pl—P(l)—8v Pz—P(Z)—gr 173"1’(3)—8-
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(Vegytik észre, hogy a valoszin{iségek nemnegativ valos szamok és dsszegik: 1, az-
az %+%+%+%—=1. )
A legaldbb egy fej dobdsa legyen A esemény, €s a mindhdrom érmével fejet
dobunk vagy egyetlen fejet sem dobunk esemény legyen B, azaz
A={,2.3} 6s B={0,3}
Az A esemény valdszinlisége a definicio szerint:

- =3,3,1.7
P(A)= P+ P+ PO) =S+ +e =,
- L1,1_2_1
P(B)=PO)+ P =g tg=2=7.

2. Robin, Baldzs és Mikl6s futéversenyen vesznek részt. Robin nyerési esélye
kétszerese Baldzsénak, és Baldzs nyerési esélye kétszerese Miklésénak. Mi annak a
valésziniisége, hogy Baldzs vagy Miklés nyeri a versenyt?

Megoldds

Miklés nyerési valoszinliségét jelolje P(M) = p, akkor Baldzs nyerési valdszi-

niisége P(B) = 2p, és Robin nyerési val6szinlisége:
P(R)=2P(B)=2-2p=4p.

Az Osszes elemi esemény teljes eseményrendszert alkot, a valosziniiségek vsz-

szege 1, ezért
p+2p+4p=1,

amibdl

=1

p==
s igy

P(R)=4p =4 P(B)=2p =2 PM)y=p =-l-.
7’ 7’ 7
Balézs vagy Miklos nyerési valosziniisége pedig, mivel egymast kizaré eseménycek:

P{B,M)) = P(B)+ P(M) =-§-+ =%.

3|

1.4.1. Klasszikus valésziniiségi mez6

A gyakorlati feladatok megoldédsa szempontjdbdl fontosak azok a
valosziniiségi mezok, amelyeknél az egyes események valdszinii-
~ ségei egyenlék. Ha egy A esemény elééllithaté egyenld valészinii-
ségll események Ssszegeként, akkor az A valdsziniisége egyszerlien

kiszdmithaté.
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Definicié. Ha egy véges sok elemi eseményb6l 4116 Q eseménytér
minden eseményéhez egyenlé valdsziniiség tartozik, azaz az ese-
mények egyenlden valdészinliek, akkor egyenlé valésziniiségi me-

o

z6r6l, mds széval klasszikus valésziniiségi mez6rol beszéliink.

Ha Q n elemi eseménybd6l all, és ezek mindegyike 1 valészing-
n
ségli, akkor egy k szdmii elemi eseményt tartalmazé A esemény
o 1 _k
valésziniisége k-—=—, azaz
n n

_ Aelemeinek szdma
Q clemeinek szdma

P(A)

Ez a képlet a P(A) kiszdmitdsdra csak egyenlé valésziniiségi

mez6 esetén haszndlhaté. Az A esemény kimeneteleit kedvezd
eseteknek szoktuk nevezni és a fenti képletet igy irjuk fel:

P(A) = a kedvez6 esetek szdma
az 0sszes eset szama

Megjegyzés
Ha a Q={A1,A2,..,,An} teljes rendszer eseményei egyenléen
valdsziniiek, akkor nyilvanvald, hogy P(A,-)=—1—, (i=12,...,n),
n
hiszen
P(A)+P(Ay)+...+P(A,) =1
és
P(A)=P(Ay))=...=P(A,)=p,
tehdt

_ i
np=1 azaz p==

1.4.2. Kombinatérikai osszefoglalo

A klasszikus valdsziniliségi mezd eseményeinek valésziniiségei
dltaldban kombinatorikus médszerekkel szimithat6k ki. A kom-
binatorika alapfogalmaival kapcsolatos szdmitdsi formuldkat bizo-
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nyitasok nélkiil felsoroljuk, mivel a tovédbbiakban t6bbszor felhasz-
ndldsra keriiinek. Részletesebb ismertetésiik az irodalomjegyz€k
konyveiben taldlhaté meg.

A) Permutacié
a) n kiilonbozé elem kiilonbszo sorrendjének, azaz n elem per-
mutacidinak szama:
P, =n!,

ahol n!=1-2-3-...-(n—1)-n (olv. en faktoridlis); (0! =1; 1! =1).

Példa

Hany hatjegyti szam képezhetd a 0, 2, 3, 4, 5, 8 szdmjegyekb61?
Megoldds

Ha a 0-val kezdddd szamot nem tekintjik hatjegytinek, akkor 6 elem
P =6!=1.2.3-4.5-6=720 permuticiéinak szimdbdl le kell vonni a 0-val kez-
d6d6 permutéciok szamat, melynek szama annyi, amennyi az utdna 4ll6 5 jegy
permutdciéinak szdma: Py =51=120. Tehata0,2,3, 4, 5, 8 szamjegyekbdl képez-
hetd hatjegy(i szamok szadma:

720~120=1600 .
b) Ha az adott n elem kdzott kq, ko, ..., k. db megegyezb van,

akkor az dsszes lehetséges elrendezést n elem ismétléses permuta-
cidinak szama adja:

plhika,k,) _ n! '
" AR

ahol kl+k2+"'+kr =n.

Példa
Hany permutéci6 képezheté a MATEMATIKA sz0 bettiib61?

Megoldds

Az elemek (betiik) szama 10, de ismétlddd elemek is vannak: az M kétszer, az A
haromszor, a T kétszer fordul el, tehat 10 elem ismétiéses permutacioinak szamat

kell meghatarozni az ismétlédd elemek k; =2, ky =3, k3 =2 szdmdnak figyelem-

bevételével:
p(2321LD 10! 3628800

10 BT VST TR VR

1.4.2. Kombinatérikai dsszefoglalo 37

B) Variaci6
a) Ha n kilonboz6 elem kozill minden lehetséges médon kiva-

lasztunk k elemet s ezek sszes permutdcidit képezziik, akkor meg-
kapjuk n elem k-ad osztalyi varidciéit, melyeknek széma:

Vo k :n(n-1){nn2)...(n—-(k—-1))=(n—_’:’!-kT (k <),

Példa

A COMPAQ sz6 betiiibé] hany olyan harombetiis jelsorozat 4llithat6 elé, ahol az
egyes harombetis jelsorozatban a betitk nem ismétlédhetnek?

Megoldds
Hat elem harmadosztélyd varidcidinak szamat kell kiszdmitani:

6! _61_314:5.6
©-31 3 3

Ve3=6-54= =4.5.6 =120,

b) Ha megengedjiik, hogy a kivdlasztdsndl ugyanaz az elem leg-
feljebb k-szor ismételten kivdlasztasra keriiljon, akkor k-ad osztdlyd
ismétléses varidciordl beszéliink. A k-ad osztalyid ismétiéses vari-
aciok szama:

Vie=n* (konisfelléphet).
Példa

A totdban hdny tipposzlopot kell kitolteni a biztos 13, ill. 13-+1 talslathoz?

Megoldds

) Mivel az 1,x,2 elemek barmelyikét elhelyezhetjiik a tipposzlop megadott 13,
ill. 14 helyére, ezért a kilonbozd modon kitolthetd tipposzlopok szama 3 elem

Vi =3" 21594323, Vi, =3" =4782969 .

C) Kombinacid

a) Ha » kiilonb6z6 elem koziill minden lehetséges médon kivé-
lasztunk k elemet, de a kivdlasztottak sorrendjére nem vagyunk
tekintettel, akkor n elem k-ad osztdlyd kombindcidit kpjuk. n elem
k-ad osztalyd kombinaciéinak szdma:

c k:n(n—l)(n—Zl)(.!..(n——(k_1)):[,1) al

k|~ &l (n—k)!

(k <n).

>
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ahol (:J a binomidlis egyiitthatdk szokdsos jeldlése. [(gjzljl,

[o=1].
Példa

A lottészelvényen 1-t8l 90-ig vannak a szamok felirva, amelyck kozil ot szam
,eltaldldsa” sziikséges a legnagyobb Osszeg elnyeréséhez. Hany szelvényt kellene
tervszeriien kitolteni, hogy egy biztos 6tos talalat legyen?
Megoldds

Mivel az ot killonbozd szam kijelolésének a sorrendje nem szamit, igy a
kitoltendé szelvények szama 90 elem otodosztalyd kombinacidinak szamaval

egyenld:
90]=w:43949268 ,

C9“'5=(5 12345

b) Ha n elem k-ad osztdlyd kombindcidiban az elemek ismétld-
dését megengedjiik, akkor n elem k-ad osztdlyud ismétléses kombi-
nicisit kapjuk. n elem k-ad osztalyd ismétléses kombinacidinak
szama:

k - k!(nmli!

. —_ -1
;Lkz(””‘ 1}(’”" U s mis felléphed)

Példa

Hényféle eredményt kaphatunk, ha hdrom egyforma kockdt egyszerre dobunk fel
s a kockdk sorrendje nem szamit?
Megoldds

Mivel minden dobas az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok koziil harom szamot hatdroz meg,
melyek kozott egyenidk is lehetnek, ezért 6 elem harmadosztalyt ismétléses
kombin4cidinak szamat kell kiszimitani:

i 6+3-1 8
Céj—[ 3 ]_(3]._

1. A 32 lapos magyar kdrtya csomagbdl hiizzunk egy lapot. A piros lap hizdsa
legyen az A esemény, és a szammal jeldlt lap hizdsa legyen a B esemény. Mi annak
a valoszinfisége, hogy

876 _
212 =s6.

a) piros lapot hizunk, P(A)=7?

b) szémmal jelolt lapot hizunk, P(B)=7?
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¢) szammal jeldlt piros lapot hizunk, P(A-B) =7
Megoldds
Mivel az eseménytér egyenld valosziniiségii elemi eseményeket tartalmaz (hiszen

mindegyik lap kihtizasanak a valdszintisége —3% ), ezért

piroslapokszdama 8

P(A)= =
4 kdrtyacsomag lapszdma 32

1
g

szdmmal jelolt lapok szdma _ 16 _ | ,

P(B) =—— =55 =5
kartyacsomag lapszama 32 2
P(A-B) = szammal jelolt piros lapo/k szdma _4 l
kartyacsomag lapszdma 32 8

2. Egy dobozban 20 csavar van, amelyck koziil hatnak hibas a menete. Véletlen-
szerien harmat kivalasztva, mi a valoszinlisége annak, hogy mindharom hibés
(A esemény), ill. hogy a hdrom kéziil egyik sem hibds (B esemény)?

Megoldds

A kiemelt 3 csavar egymas kozotti sorrendje nem szdmit, és 20-b6l barmelyik
csavart ugyanakkora valésziniiséggel valaszthatjuk, igy 20 elem harmadosztalyu
ismétlés nélkiili kombindcidja adja a Q eseménytér elemeinek szdmat. Tehdt 20 csa-

varbdl harmat ( 230]: %——1—29—3& =1140 -féleképpen lehet kivdlasztani .
. PR 6)_6-5-4 o 4
Az A elemeinek szdma: 6 hibasbol 3-at 3 =—1——2——§~=20 -féleképpen vélaszt-

hatunk.

A B elemeinek széma: 14 hibdtlanbol 3-at (134 ]:%:364 féleképpen

vélaszthatunk.
Tehat ,,mindharom csavar hibas” kivalasztasanak valésziniisége:
20 1
P e T e 2
4 1140 57 0018,
»harom koziil egyik sem hibas” kivalasztas valésziniisége:
364 91
P(B)==22% - 21 -
) 1140 285 0319.

Ha a ,Jegaldbb egy hibds” C esemény valOsziniiségét akarjuk meghatarozni, ak-
kor a 3. tételt alkalmazhatjuk, mivel C =B , tehét

o 91 194
P(C)=P(B)=1- =l-==ll
(C)=P(B)=1-P(B)=1 285 = 585 0,681.
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3. Egy osztalyban 11 lany koziil 3 kék szemii és 8 barna szemil. Ha véletlenszeriien
kivalasztunk 6 lanyt, mi a valosziniisége annak, hogy pontosan egy kék szemil lesz
koztiik?

Megoldds

Hat lany kivalasztdsdnak osszes lehetséges szamdt 11 elem hatodosztilyd kombi-
nécidinak a szdma adja, azaz

i .R.Q. .
C’]ﬁ:(n}_ 1 _7:8:91001 _ 40

6 | 6i(11-6)! 1.2:3.4.5
A 3 kékszemi koziil egyet 3-féleképpen vélaszthatunk, a 8 barnaszemi kozil

5-6t @}féleképpen valaszthatunk, tehat a kedvez6 esetek szama:

k=C3p-Cgs =3(§)=3~56=1684

A kérdéses eseményt A-val jelolve:
_k_168
P == %62
Tehat 0,36 annak valdszintisége, hogy a 6 lany kozott lesz pontosan egy kék szemii.

=0,36.

4. Mi a val6sziniisége annak, hogy
a) egy szabélyos kocka s-szeri feldobdsa koziil legaldbb egyszer 6-ost dobunk?
b) két szabdlyos kocka s-szeri feldobdsdval legaldbb egyszer dupla 6-ost dobunk?

Megoldds

a) A 6-os dobds eseményét jeloljiik A-val. Egy kocka feldobdsakor 6 elemi ese-
ményt kiilonboztetiink meg, ha pedig s-szer feldobjuk, akkor az egyenlden valoszini

Ichetséges kimenetelek szdma 6°. Mivel a lchetséges esetek koziil a nem 6-os dobis

eseménye 5° esetben fordul e, igy a kedvezd esetek szama: 6* —5°. Annak valé-
szinfisége tehat, hogy s dobds koziil legaldbb az egyik 6-0s:

6* ~5* '5}"
P(A) = =121, *)
(A) pr (6) (*)

b) A dupla 6-0s dobds eseményét jeloljiik B-vel. Két szabalyos kocka feldobdsa-
kor az egyenléen valoszint kimenetelek szama 36, és igy az s-szeri feldobds lehet-

séges kimeneteleinek szdma 36%. 35 esetben dobhatunk dupla 6-ostol eltérct, igy

a kedvezd esetek szama: 36° —35°. Annak valésziniisége tehat, hogy két kocka s-
szeri feldobdsa kouziil legaldbb egyszer dupla 6-ost dobunk:

p(3)=§§i:_35_x_=1_(35)‘. )

36° k36
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s 2 2

A de Méré édltal felvetett kérdésre (1. 1.1. Bevezetés 1. probléma)
a (*) formuldbdl s =4 helyettesitéssel:

5 N 1
A=1-121] = S
P(A) (6] 0,5177>2

adddik, a (**) formuldabdl s =24 helyettesitéssel:

B 35 24
P(B) ~_1m(§€)

_ 1
=0,4914 < 5

/
adddik. A felvetett problémahoz tartozéan —]2~»nél nagyobb valészi-

niség eléréséhez szitkséges dobdsszamot nevezzitk kritikus érték-
nek, ami egy kocka dobdsadnal 4. De Méré annak okdt kereste, hogy
miért nem teljesiil az dn. , kritikus érték ardnyossdgi szabalya™:
4:6=24:36,
vagyis ha hatoddra csokken a val6szintiség, akkor miért nem hat-
szorosara né a kritikus érték. Ui. s =25 érték behelyettesitésével
35

25
mir P(B)zlm(—jg) =o,50553>% ad6dik. A kérdésre pontos

vilaszt de Moivre 1718-ban megjelent Doctrine of Chances c. mii-
vében adott. A 0< p <1 valdszinliséghez az s kritikus szdm az a

legkisebb egész szam lesz, amely nagyobb az (1- p)* :% egyen-

let x megolddsdndl, azaz x=- 2 __ In2 értéknél.
In(1- p) p2
+ AL
PT
2

Ebbol lathato, hogy elegendd kicsi p esetén %— ethanyagolhaté

kicsi érték, s ekkor a kritikus értékek ardnyossdgi szabalya megfe-
lel6 kozelitést ad.
Megjegyzés

De Méré misodik kérdésére (1. 1.1. Bevezetés 2. probléma) ab-
ban az id6ben szdmos tudésnak sem sikertilt helyes valaszt adni. Az
els6 jatékos gyézelmének valdsziniiségére, Pascal és Fermar 4lta-
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lanos megolddst adott. Ha A-val jeldljiik azt az eseményt, hogy az
elsé jatékos gydz, akkor
~1
1 ntkm=le, 0 s
P =T DI : (*5%)
i=n

Példa

Péter és P4l abban allapodnak meg, hogy az nyeri a felajdnlott T pénzdsszeget,
aki elészor nyer 10 jatszmat. Tegytk fel, hogy a jaték befejezéséig Péternck még kettd,
Palnak pedig még négy gybzelemre van sziksége. Milyen ardnyban osztozzanak a
megnyerhetd dsszegen, ha nem folytathatjak a jatékot? Ki jar jobban, ha elfogadjak
P4l ajanlatat, mely szerint a megnyert jatszmdk aranydban osszdk fel a T 9sszeget?
Megoldds

Pil ajdnlata szerint a nyert jdtszmdk ardnydban, azaz 8:6 ardnyban kellene
elosztani a T 6sszeget. Ugyanakkor Péter nyerési esélye a (***) formula szerint:

244-1 2
) 1 2+4-11_ 1[5
P(Pcter):;m 22 ( ; ]= 25 Z[l ):
i=

i=2
L5, (5).(5).(5)_ L _26 13
_?2.[(2}(3]%4}[5)}32(10+10+5+1)_ T

Vagyis, ha a jatékot folytatndk, akkor Péter % valosziniiséggel nyerhet, mig Pal

nyerési esélye csak , tehdt a T Osszeget igazsagosan 13:3 aranyban kell

3
16
felosztani Péter és P4l kozott. Ez a felosztasi ardny lényegesen eltér P4l 4ltal javasolt

ardnytél, mely Palnak kedvezett. Ui. Péter a T 6sszegnek csak % részét kapnd, az

igazségosan neki jard 1—91]5 rész helyett.

5. A legyartott termékek koziil N db a raktdrba keriilt, amelyek kozott & db hibds
van. Taldlomra kivalasztunk n db terméket (n < N). Ez azt jelenti, hogy barmelyik

n db termék kivalasztasdnak az esélye azonos. Az ilyen kivdlasztdst visszatevés
nélkiili mintavételnek nevezzitk. Mi a valoszinlisége annak, hogy a minta pontosan
h db hibasat tartalmaz?

Megoldds
N termék koziil n db kivalasztdsdnak lehetséges szdmdt, N elem n-ed osztdlyd

ismétlés nélkiili kombindcidinak szdmdval adhatjuk meg, azaz (}Z] szamd mintat

valaszthatunk. Az egyforma valosziniiségl elemi események szama tehat (]::J Az
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n—h hibatlan elemet {IZ _Ii; )-féleképpcn, h hibédsat pedig [l;]-féleképpen va-
- t

n—h \ h
sége, hogy a taldlomra kivett n db termék koziil pontosan 4 db hibas, vagyis az
A= {n — h hibdtlan, A hibz’\s} esemény valdsziniisége:

laszthatunk ki. A kedvezd esetek szama tehat: [N - ka\ és {gy annak valészinii-

(N—k k
\n-nHh

N
)

6. A legyartott termékek koziil N db a raktdrba keriilt, amelyek koziil k db hibds.
Most egyenként valasszunk ki n terméket (n < N), dgy, hogy minden termék kiva-
lasztdsdndl feljegyezziik annak milyenségét, és visszatessziik a tobbi kozé. Az ilyen
kivdlasztdst visszatevéses mintavételnek nevezzilk. Mi a valoszinlisége annak,

hogy a kivalasztott mintiban pontosan / db hibds termék van, ha feltessziik, hogy
barmely termék kivalasztdsanak az esélye azonos?

h
P(A) = L (k=0,1,2,....n).

Megoldds
A lehetséges esetek szdmdt, mivel barmelyik termék keriilhet az n elemii minta
L., 2., stb. helyére, az ismétléses varidciok szdma adja: N". Az egyforma valészi-

niiségli elemi események szama tehat N”. A kivalasztottak kozott akkor van A
hibds, ha pontosan n—# a hibatlan termékek szdma. A h hibds terméket a vissza-

tevés miatt k" -szor vilaszthatjuk ki. Az n—h hib4tlant pedig (N —k)"™ -féle-

képpen lehet kivalasztani. igy az A = {/ hibds, n - h hibétlan } eseményhalmaz ele-
meinek a szama (a kedvezd kimenetelek):

n _n=h g h
[ n )(N BTUE",
és 1gy a keresett valdsziniiség:

n n—h g h
N-EY"™k
h n—~h h
p(A):L:("I}- k ] [k ] k=012

Nn Il N 7V‘1
A formulabol lathato, hogy a hibéas termékek darabszama helyett elegendd a

p= 7’;— selejtardnyt ismerni, ekkor a formuldt

P(A)=[Z)(l—p)""’ p" (xHoxk)
alakban haszndljuk.
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7. Egy dobozban egyenld szamu fehér és piros goly6 van. Visszatt‘:véssel 5 elemii
mintat valasztva, mi a valésziniisége annak, hogy a mintban 2 piros golyd lesz
(A esemény)?

Megoldds
Mivel a dobozban ugyanannyi fehér és piros goly6é van, igy barmelyik szinli

golyo kivalasztasanak valdsziniisége p =—;—A A (****) formuldt haszndlva.

5-2 2
5 1 1 11 5
= —— = | =10 = —=—==0,731
P(A)_(ZI] 2] [2) 10 S 716 0,31,

vagyis 0,31 valosziniiséggel kerill az S elem{i mintdba 2 db piros golyo.
Megjegyzés
Tegyiik fel, hogy a Q eseménytér az Aj, Ay, ..., A,, ... megszdm-
ldlhatéan végtelen elemi események halmaza, azaz
0={A.Ay,...., Ay, b
A véges eseménytérhez hasonloan valdsziniiségi mezét kapunk,

ha a Q minden A; eleméhez hozzdrendeljitkk annak p; valészind-
ségét. Ekkor a IV. axiémdnak megfeleléen

P(Aj+Ay+..+ A, +...)=P(A )+ P(Ay )+...+ P(A, )+...=

=pi+pytetp, =2, p =1
~

Az A esemény P(A) val6szinliségét ebben az esetben is az
A elemi eseményeinek valdszinliségeibdl képzett Osszeg adja.
A P(A;) = p; szdmok azt mutatjdk, hogy miként oszlik meg az
egységnyi valoszinliség a Q teljes eseményrendszer eseményei
kozott. Ennek értelmében mondhatjuk, hogy minden p; 20

(i=12..), é Y p; =1 feltteleket kielégitd p; szamok valdszi-
i=1
niiségeloszldst alkotnak.
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1.5. Geometriai valdsziniiség

A O eseménytér egy geometriai alakzat nem megszamldlhat6 pont-
halmazéahoz rendelt elemi események halmaza is lehet. Ilyenkor ha
feltessziik, hogy a Q eseménytérben annak valdszinisége, hogy egy
véletlen pont az A < @ résztartomédnyba essen, ardnyos az A tar-
tomdny mértékével (vonalszakasz hossza, térfogatrész kobtartalma,
stb.), akkor geometriai valésziniiségrél beszéliink. A valSszinfisé-
get az A €s O mértékénck hdnyadosdval adjuk meg, azaz

)

P(A) = Arészszakasz hossza
Q szakasz hossza
vagy
P(A) = Arész t?rijlete .
Q teriilete
vagy
A rész térfogata
O térfogata
A val6sziniiséget a Q halmazon egyenletes eloszlasinak nevez-
ziik, ha tetsz6leges A esemény val6szintisége ardnyos a halmaz |A|

P(A) =

mértékével. Altalaban az egyenletes eloszlasu valdszinliségeket
geometriai valésziniiségeknek mondjuk.

Példak

1. Mi annak a p val6sziniisége, hogy egy r sugard korlap véletleniil kivalasztott
pontja a vele koncentrikus % sugar( korlapba esik?
Megoldds

Jeloljiik Q-val az r sugari, A-val pedig az % sugart korlap ponthalmazat, akkor

2
;
. ” 3
p=PA) = A teriilete _ _1

Qterillete ~ 2 4
2. Vilasszuk ki a valés szdmegyenesen az a és b pontokat tgy, hogy a
-2<a<0, 0<h<3

egyenldtlenségek teljestiljenck. Mi annak a valoszintisége, hogy a d =b-a egye-
nes szakasz harom egységnél hosszabb lesz?
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Megoldds

A Q eseményteret az (a,b) rendezett szdmpdrral adott ponthalmaz alkofja,
amelyet derékszogii koordinatarendszerben a 6. dbra téglalapja szeml€ltet.

Ay,
Xy —X4=3
3
12
+1
: : f " B X4
/3 2 a4 0 1 2 3

6. dbra. P(4) valosziniisége

Az A halmaz pontjait a églalaptartomdnyon belil a d=b-a>3 feltételt ki-
elégitd (a.b) pontok alkotjdk, azaz az x, —x; =3 egyenes feletti bevonalkézott
sikidom. Tehat annak valosziniiségét, hogy a b—a >3 lesz, az A és a Q teriiletek
mérészamanak ardnya adja:

_ Ateriilete _ 2 _ 1

p= Qterilete 6 3

3. Bgy 2r alapéli, 3r magassigi egyenes 4llasd négyzetes hasdb belsejébe egy
r sugari gombot képzeliink. Mi a valosziniisége annak az A eseménynek, hogy a
hasdb oldallapjai kozétt bolyongé gézmolekula éppen a gomb belsejében van?

Megoldds
3 « P 4r°n
A hasdb térfogata: V), =2r-2r-3r =12r". A gomb térfogata: V, == A geo-

metriai valdszinliség definici6ja szerint

4r’n
3 n
PA)=—t = === 0,35
W=y, " o

annak a valdsziniisége, hogy a gazmolekula az r sugard gomb belsejében van.
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E.1. Ellen6rz6 kérdések az 1. fejezethez

1. Mit neveziink kisérletnek, elemi eseménynek, eseménytérnek?
2. Hogyan definialjuk a valoszinliségi fiiggvényt?
3. Melyek a Kolmogorov-féle axiémak?
4. Hogyan igazolhat6k az axiémdk alapjan a
P(A\B)=P(A)-P(A-B) és
P(AU B)=P(A)+ P(B)— P(A- B) illitasok.
5. Hogyan definidljuk a véges valdszintiségi mez6t?

6. Hogyan szamitjuk ki az egyenl6 valosziniiségi mez6 valamely
eseményének valdsziniliségét?

7. Mit neveziink gyakorisdgnak és relativ gyakorisdgnak?

8. Mit neveziink geometriai valoszintiségnek?

V.1. Feladatok az 1. fejezethez

V.1.1. Igazoljuk, hogy az AB, Aés A-B események teljes rendszert alkotnak.
V.1.2.Legyen A, B és C egy Q eseménytér 3 eseménye. Igazoljuk, hogy

a)Bés BA egymdst kizar6 események;

by A+AB=A+B,

c) (A-CYB-C)=AB-C.

V.1.3. Egy vérba egy z6ld és egy voros kapun lehet bejutni. A ,,z61d kapu nyitva”

eseményt jelolje Z, a ,voros kapu nyitva” eseményt jelslie V. Mit jelentenek a
kovetkez6 események:

a) ZV, by Z+V: o Zi D V-Z, e Z+Vi HZ+V

O ZV,  WIV, hzv, )Z+Vi k) zZV+ZV

V.1.4. Legyen a Q eseménytér két tetszoleges eseménye A és B. Igazoljuk, hogy
a) P(B)=P(AB)+ P(A B);

b) P(A+ B)=1-P(A B).
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V.1.5. Dobjunk fel egy pénzérmét hatszor egymasutin. Mekkora a kovetkez
események valosziniisége:

a) mindegyik fej,

b) mindegyik irés,

¢) vagy mindegyik fej, vagy mindegyik irés,
d) pontosan egy fej, a tobbi irds,

) pontosan 4 fej,

) legaldbb egy fej.

V.1.6. Egy dobozban 20 db hibas, de még egyes esetben haszndlhats, és 30 db
hib4tlan csavar van. Ha 2 db-ot taldlomra kivesziink a dobozbdl, mekkora annak a
valdsziniisége, hogy

a) mindkett6 hibas,
b) egyik sem hibds,
¢) csak az egyik hibds,
d) legaldbb az egyik hibds,
") legfeljebb az egyik hibis.
A vélaszokat visszatevés nélkiili és visszatevéses mintavétel esetére is adjuk meg.
V.1.7. Egy 6 hektamyi teriilet folott szallo repiilégéprél véletlenszerlien leszakadt
egy lemezdarab. Mekkora a valosziniisége annak, hogy egy 100x80 m? -es sport-
pélyéra esik?

V.1.8. Egy kocka és egy pénzérme egyiittes feldobasaval (irds (D), fej (F), 1,2, 3,
4, 5, 6) ad6do elemi eseményekb6l allé Q eseménytér legyen

0=1{F1,F2,F3, F4 F5 F6,11,12,13,14,15,16}
a) Adjuk meg Q részhalmazaként a kovetkezd eseményeket:
A= {fej és paros szém},
B= {fej, valamint iras és prfmszzimok},
C= {irés és paratlan szémok}
b) Adjuk meg az
A vagy B,
Bés G,
csak a B eseményeket.

¢) Az A, B és C események koziil melyek a péronként egymast kizdré ese-
mények?

V.1.9. Dobjunk fel egy dtforintost, egy tizforintost s egy kockat.
a) Irjuk fel a Q eseményteret az clemi események felsoroldsaval (pl. FF1, stb).

b) Adjuk meg az A, a B és a C eseményt az elemi események felsoroldsaval, ha
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A = {iét fej és paros szdm }
B = {a 2-es szdm megjelenése }

C= {pomosan egy fejés prfmszém}
¢) Adjuk meg az
Aés B;
csak a B;
B vagy C eseményeket az elemi események felsoroldsdval.

V.1.10. Legyen adott a Q = {A;, A;, Ay, A, } eseménytér. Az alabb adott fiiggvé-
nyek koziil melyek definidlnak a Q-n val6sziniiségi mez6t?

a) P(4) =1, P(Ay) =3, P(Ay) =, P(A) =1

b P(A) =%, PUdy) =1

N

Py ==, P(A) =5

1
O P(A) =3, P(A)) =, P(A) =1, P(A) =4

d) P(A) = -;: P(4,) :%, P(Ay) =%, P(Ay) =0.

V.1.11.Llegyen P a Q:{AI,AZ,A3} eseménytéren értelmezett valosziniiségi

fiiggvény. Hatdrozzuk meg P(A;) értékét, ha
i.

és P(Ay)=—

a) P(Ay)= T

L
3
b) P(A)=2P(A,) és P(A;,):%;

¢) P{Ay, A3 ) =2P(A);

d) P(Ay)=2P(4y) 65 P(Ay)=3P(Ay).

V.1.12. Ndndi (N) és Baldzs (B), valamint Merci (M), Anita (A) és Jetta (J) sakk-
versenyen vesz részt. A nyerés valdsziniisége nemenként azonos, de minden fiu
kétszer esélyesebb, mint barmelyik lany.

a) Hatdrozzuk meg annak valosziniiségét, hogy a sakkversenyt lany nyeri;

b) Hatérozzuk meg annak valésziniiségét, hogy a sakkversenyt N és M (Nandi,
Merci) testvérpdr valamelyike nyeri.
) V.1.13'. Egy olyan silyeloszldsi kockdnk van, amellyel barmely pontszam dob4-
sdnak valoszinlisége aranyos a szoban forgé pontszdmmal. Az A, B, C eseményeket
rendre a paros, a prim és a pdratlan szdmok alkotjak.

a) Adjuk meg a val6sziniiségi mezét;
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b) Hatdrozzuk meg a P(A), P(B), P(C) valésziniiségeket;

¢) Hatdrozzuk meg a
¢, ) paros vagy primszdmok;
¢, ) pératlan primszdmok;
¢3 ) B-hez nem tartozo paros szamok dobésanak valoszintiségét.

V.1.14. Egy dobozban 12 tranzisztor van, amelyek koziil 4 hibds. Véletleniil ki-
emelve 2 db tranzisztort, mi a valosziniisége annak, hogy mindketté hibas; egyik
sem hibds ill. legaldbb az egyik hibds?

V.1.15. Egy rekeszbe rendezetlentl lett behelyezve 20 nd és 10 férfi személyi
nyilvantartasi lapja. A férfiaknak is és a néknek is a fele mérnok. Mi annak a valé-
szintisége, hogy egy véletleniil kiemelt lapon férfi (A esemény), mémdk (B ese-
mény), férfi vagy mérnok adatai vannak?

V.1.16. Egy kor keriiletén véletleniil kivélasztott hirom pontot jelolje a, b és c.
Mi annak a valésziniisége, hogy a harom pont a kér ugyanazon fél kertiletén fekszik?

V.117. P(A+B) =-i-, P(A) =% és P(A-B) =% ismeretében, hatdrozzuk meg
a P(A), P(B) é P(A-B) valésziniiségeket.

V.1.18. Hatdrozzuk meg a P(A-B), P(A-B), P(A+B) és P(B-A) valoszi-
niiségeket, ha P(A) =%, P(A+B) =% és P(B) = 35;’

V.1.19. Egy szabalyos kockat 100-szor feldobtunk, és az egyes pontszamok el6-
forduldsat az alabbi én. gyakorisagi tdblézatba foglaltuk:

Pontok szdma: 1 2 3 4 5 6
Gyakorisdga: 14 17 20 18 15 16
Széamitsuk ki

a) a 6-o0s dobis;

b) a 3-as dobas;

¢) a pératlan szdm dobds;

d) a primszdm dobds relativ gyakorisagat.

MASODIK FEJEZET
2.1. Feltételes valosziniiség

Kisérleteink sorén sokszor el6fordul, hogy valamely esemény valo-
szinliségét egy mésik esemény bekovetkezésének figyelembevéte-
lével kell meghatdrozni. Vizsgéljuk meg, hogy mi az A esemény
val6sziniisége abban az esetben, ha csak azokat a kimeneteleket
vess%ijk figyelembe, amelyek a B eseményhez is hozzatartoznak.
Ez/t gy is értelmezhetjiik, hogy Q helyett B-t tekintjiik az j ese-
ménytérnek, vagy az A valoszinliségét a B esemény bekdvetkezésé-
nek feltétele mellett keressiik.

Definici6: Legyenek A4, B tetszéleges eseményei egy kisérlet Q ese-
ményterénck €s B val6szintisége legyen pozitiv, azaz P(B)>0. Az

A esemény B feltételre vonatkozé, P(A]B) -vel jelolt (olv. pé A

feltéve B) feltételes valosziniiségén az A és B egyiittes bekovetke-
zésének és a B esemény valésziniiségének hanyadosat, azaz

P(A-B)

P(AB) = S o

szémof értjijk’(7. dbra). Ez a szdm azt mutatja, hogy A hanyadrész-
ben“kovetkemk be a B bekdvetkezéseinek esetei koziil, ill. ha B
bekdvetkezett, akkor annak valdszintisége, hogy A is bekdvetkezik,

P(AB).

@

7. dbra. Venn-diagram: P(A-B)!/ P(B) szemléltetése
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A képlet alapjan a feltételes valészintiséget a feltétel nélkilli valo-
sziniiségekbol kiszdmithatjuk, ha a feltétel valésziniisége nem nulla.

Megjegyzés
Ha A és B a Q-hoz tartozé egyenld valoszinliségi mezd esemé-
nyei, akkor az A esemény B-re vonatkozo feltételes relativ gyako-
risagat az
MA.B
Falg = ,
AlB mpg

képlettel szdmithatjuk, ahol m,. g az A-B esemény bekovetkezcé-

seinek, mp pedig a B esemény bekovetkezéseinek szdma.

éldak
’ 1. Dobjunk fel két szabdlyos kockdt. A B esemény legyen az, hogy a két koc-
kéval 6-ot dobunk, azaz amikor a két kocka felsd lapjan a pontok dsszege 6:
B={15),(24).03.3),472),5,D}
az A esemény pedig az legyen, hogy legaldbb az egyik kockan keitest dobunk. Szé-
mitsuk ki a P(A|B) feltételes valoszintiséget.

Megoldds '
A Q eseménytér elemeinek a szdma: 6-6 =36, az A elemeinek a szdma pedig:
A={2,1),(2,2),(2,3).(24).(2.9),(26),(1,2),3,2),(4.2), (5.2), 62}
azaz 11,6s A-B=1{(2,4),(4,2)} ezért

2
_P(AB) _36_2
P(A|B) PE) 55
36
P(a)y =1L
ugyanakkor (A) = %

2. Tegyiik fel, hogy egy iskola 230 tanul6jrdl az aldbbi kimutatds késziilt egy
jarvanyos betegség idészakaban:

beteg volt nem volt beteg gsszesen esemény
fid 50 60 110 B
lany 40 80 120 B
Osszesen 90 140 230
esemény A A
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A nyilvantarté kartonok rendezetleniil vannak letéve. Mi a valészinlisége annak,
hogy a véletlenszeriien kiemelt karton

a) figé;
b) betegségen dtesett tanuldé;
c) betegségen 4tesett fidé.

Ha elbzetesen a fitk és lanyok kartonjat rendezetlentl kulon-kiilén halomba
tették, akkor mi a valosziniisége annak, hogy

d) a fitik kartonjdbél egyet kivalasztva az betegségen 4tesett fiv kartonja lesz;
e) lanyok kartonja koziil egyet kivélasztva az olyan ldny¢, aki nem volt beteg?

Megoldds
A tablazat jelSlései szerint:
_110 _ .
a) P(B)= 236~ 0,48;
=90 _ 419
b) P(A) = 230 = 0,39;

¢) P(A-B)= .553% ~022:

50

_PAB) 336 _50 .

d) P(AIB)——(—)—PB =20 =110 =045
230

— .y 80
=)_PA-B) 230 _ 80
PA|B )= 0 2/ = 230 _ oV gq
o #ifp) AE) 120 ~120 - 87
230
3. Bgy tizem A-val és B-vel jelolt két célgépén ugyanazt az alkatrészt gyartja.
Az A gépen naponta 500 darabot, melybdl 20 db selejt, a B gépen naponta 650
darabot, melyb6l 30 a selejt. Ha az egyik nap gyartott alkatrészek koziil kivesziink

egyet €s az selejt, akkor mi annak a val6szinfisége, hogy ez a kivett selejtes alkatrész
az A gépen késziilt?

Megoldds

A lehetséges esetek szdma a két gépen naponta gyértott alkatrészek szama: 1150 db,
a kedvez6 esetek szdma az A gépen gyartott selejt darabszama: 20 db. Ha E jelenti
azt az eseményt, hogy az alkatrész az A gépen késziilt, § pedig a feltételt jelentd
eseményt, azaz egy selejt kihdzasat, akkor a P(E-S) annak a valészinliségét jelen-
ti, hogy az alkatrész az A gépen késziilt és selejt, igy

_PE-S) 1150 _ 20 _
P(EIS)_ P(S) 50 0
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2.1.1. Szorzasi tétel

A feltételes valésziniiség fontos kovetkezménye az n. szorzdsi
tétel (szorzdsi szabdly), amelyet, az A-B=B- A felhaszndldsdval a
2.1. pont (1) képletébdl

P(A-B)=P(B)P(A|B) 2)

alakban kapunk. Természetesen A-t is tekinthetjiik feltételnek s
akkor (2) helyett

P(B- A) = P(A)P(B|A) (2%)

formulat hasznaljuk.

Amint lathato a tétellel két tetszéleges esemény egyiittes beko-
vetkezésének valosziniiségét megkapjuk, ha az egyik eseményt
feltételnek tekintjiik, és ennek valészinliségét szorozzuk a masik
eseménynek a feltételre vonatkozd valdsziniiségével.

A szorzasi tétel tetszdleges A, A, ..., A, eseményekre is kiter-

jeszthet6 a teljes indukcié alkalmazésdval:

P(A Ay Ay = P(AI)P(AzlAl)P(A3|A1 “Ay)...

PAA Ay Agy) . (2F9)

A (2%%) formulat dltaldnos szorzdsi szabdlynak nevezziik.
Példak

1. Az el6z6 pont 2. péld4janak adatait felhaszndlva hatdrozzuk meg annak va-
16sziniiségét, hogy a 230 kartonbdl egymas utan kihtizott harom karton betegségen
atesett fiii kartonja.

Megoldds

A jelolje azt az eseményt, hogy az elsd karton betegségen atesett fiié, B azt, hogy
a mésodik karton betegségen dtesett fiié, C pedig azt, hogy a harmadik karton
betegségen dtesett fiié. Ekkor az ANBNC esemény valosziniiségét kell meghata-
roznunk a (2**) képlet szerint:

P(A-B-C)=P(A)P(B|A)P(C|B - 4).

A jobb oldali valdszinitiségek:
_50 .
P(A) = 230" P(B|A)

-8
229
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(feltettiik, hogy az A esemény megvaldsult, igy mind a betegségen étesettek széma,
mind az Osszes 1étszdm eggyel csokken);

88
PIC|B-A)= —-
(c|B-4) oy
igy a keresett valosziniiség:
=20 89 88
P(4-B-C)= 230 229 228 ~ 006

2. Egy dobozban 16 tranzisztor koziil 4 hibds. Mi annak a valésziniisége, hogy
a) visszatevés nélkiil harom egymads utdn kivett tranzisztor hibatlan?
b) az els6 hibatlan, a masodik hibas, a harmadik ismét hibatlan?

Megoldds
a) 1. médszer: Mivel 16 —4 =12 hibatlan van a dobozban, az elsé hibatlan tran-
zisztor kivételének valoszinlisége % =% =0,75. Ha hibétlant vettiink ki, akkor a

dobozban a maradék 15-b6l 11 hibatlan, tehat a masodszor is hibatlan tranzisztor

kivételének valosziniisége —;—; =0,73, és a harmadszor is hibdtlan tranzisztor kivéte-
lének valoszintisége %% = %: 0,71. A szorzési tétel alkalmaz4sdval
=12 1110 11
P16 1514 28" %3

tehdt 0,39 valésziniiséggel vehetiink ki a dobozbdl egymas utan harom hibatlan
tranzisztort.

16

2. mddszer: 16 tranzisztorbdl harmat [ 3

): 560 -féleképpen lehet kivdlasz-

tani, 12-b1 harmat pedig (?]: 220 -féleképpen, tchat
220 11
= %6 = 38— 0,39.

3. mddszer: 16-b6l egymds utdn harom tranzisztort kivilasztani 16-15-14 -
féleképpen lehet, 12-b61 harmat pedig 12-11-10 -féleképpen, tehat

_ 121110 _ 11
P=161514 28~ 0¥
b)Ha T,,T,,T; jeloli az egymas utén, visszatevés nélkiil, véletlenszeriien kiva-

lasztott hibatlan tranzisztor vélasztasanak eseményét, akkor a P( T172T3 ) valészin-
séget kell meghataroznunk. Mivel
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Py =192 -2,
P |T) = =,
P =S5 25 =1
és igy az éltaldnos szorzisi szabdly szerint a keresett valdsziniiség:
PUTTy) = P() - PG| T, PS[TT) = 3 = 016,

Megjegyzés

Adott, véges valosziniiségekkel rendelkezd véges szamu kisérlet-
sorozatokat (véges sztochasztikus folyamatokat) célszerii Uin. fadia-
gramon szemléltetni. A fadiagramot tgy készitjik el, hogy egy
kezd6pontbdl (a gyokérbol) kiindulva utakat (dgakat) rajzolunk az
els6 kisérletsorozat egymast kizard eseményeihez, és az utakhoz a
megfelelé valdsziniiségeket irjuk fel. E pontokbdl a kévetkezd ki-
sérletsorozat eseményeihez szintén megrajzoljuk az utakat, a meg-
feleld valdszinliségekkel ellétva, stb. A kezd6ponttél a végponthoz
vezet6 utak mindegyike a kisérletsorozat egy kimenetelének felel
meg.

A feltételes és a teljes valésziniiség tételeibdl egyrészt kovetkezik,
hogy a kisérletsorozat egy-egy utja dltal meghatdrozott eseményének
valoszintiségét az it menti val6szinliségek szorzata adja, masrészt, ha
az eseményhez tobb Ut tartozik, akkor a teljes val6szinliséget az
egyes utakhoz tartozo valdszintiségek dsszegeként kapjuk.

Példa

Adott hdrom urna, amelyeket A-val, B-vel és C-vel jeloliink. Az A-ban 6 fehér és
4 piros, a B-ben 5 fehér és 1 piros, a C-ben 5 fehér és 3 piros golyé van. A vélet-
lenszerlien kivalasztott urnabol emeljiink ki ugyancsak véletlenszerlien egy golyot.
Mi a p val6sziniisége annak, hogy piros goly6t emelttink ki az urnabol?

Megoldds

A sztochasztikus folyamat most két kisérletbél 4ll: az urna kivélasztdsibol és a
fehér (F) vagy piros (P) goly6 kivalasztdsdb6l. A fadiagramot a 8. dbra szemlélteti.

Ha az A urnat valasztottuk, akkor a piros golyd kiemelésének valdszinlisége:

1 4 2 . 11_1 i s
— — T — — — T a—— h k‘
3 10°15 ha a B urnit valasztottuk, akkor 3618 a a C urndt valasztottu
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1 3_1 . 1 e " . .
akkor R s minthogy hdrom kélcsondsen fiiggetlen 1t vezet a piros golyok-

hoz, ezért egy piros goly6 kiemelésének p valoszinliségét a hdrom 0t valdsziniiségei-
nek Osszege adja:
1 4 11,13 2 1 1 113

e T e B MY R A
P30t 3T s 188 360 0

8. dbra. Fadiagram

2.2. A teljes valosziniiség tétele

Egy O eseményteret tobbféle médon is felbonthatunk bizonyos
szdmd esemény Osszegére. A lehetséges felbontdsok koziil sza-
munkra az egyik legfontosabb az, amelyik a Q eseményteret
kolcsonosen kizdré események Osszegére bontja fel. Legyen

A, Ay, .. A, teljes eseményrendszer ZP(Ai) =1] és B egy

14

tetsz6leges pozitiv valosziniiségli esemény. Ha LnJAi =0 (9. dbra),
akkor .
B=Q-B=(A+Ay+...+4A,)) B=
=(A-B)+(Ay-B)+..+ (A, - B),
ahol az A;-B (i=1,2,...,n) egymdst kélcsondsen kizdré esemé-
nyek, igy
P(B)=P(A;-B)+P(Ay - B)+..+ P(A, - B).
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9. dbra. A Q eseménytér felosztdsa

A szorzasi tétel alkalmazdsdval P(B) a kovetkez6 alakban is
felirhato:

P(B) = P(Al)P(BlAl) + P(Ay)P(B|Ay) +..+ P(A,)P(B|A,), (3)
P(A)#0 (i=1,2,....,n)
Ezt a formuldt a teljes valésziniiség tételének nevezziik.

A teljes valosziniiség tétele tehdt azt fejezi ki, hogy ha A, A,,

..., A, egymast paronként kizard, pozitiv valésziniiségli események
n

és ZP(Ai)=1, akkor tetszéleges B esemény valoszinliségét a (3)
=

képlete szerint lehet kiszdmitani, amelyet

n
P(B) =Y, P(4P(B]A;) (3%)
i=1 .
alakban szok4s megadni.
Példak
1. Az évfolyam matematika szakos hallgatéinak 90%-a, fizika szakos hallgatdi-
nak 70%-a sikeresen vizsgédzott. A fizika szakosok az évfolyam 18%-dt teszik ki.

Mennyi a val6szintisége annak, hogy egy véletlentil kivalasztott hallgato6 a sikeresen
vizsgdzottak koziil valg?

Megoldds
Legyen B a kérdéses esemény. Az F esemény jelentse azt, hogy a kivélasztott
haligaté fizikus, az M pedig azt, hogy matematikus. A fizikus hallgaté kivilasz-
82

tasanak esélye: P(F )=~1]—686 a matematikus hallgatoé: P(M )=—]~O—6. A B esemény
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feltételes valészintisége az F feltétel mellett: P(B[F ): —110% és az M feltétel mellett:
( 90
P\BIM |=——.
( I ) 100

A teljes valosziniiség tételét felhasznalva:

| 21260
P(B)= P(B|F)P(F)+ P(B|M (M) = T%%‘T?)%J“Tg%'%z“éﬁg%oﬁg ~0,86.

Tehat 0,86 vagyis 86% annak a valoszintisége, hogy a véletleniil kivalasztott
hallgatd a sikeresen vizsgazottak koziil vald.

2. Egy éremgyiijtd dobozaban 19 darab otforintos van, melyek kozil 12 db a 2000.
évben, a tobbi pedig 1997. évben késziilt. Egy érdekl6d6 szamara véletlenszeriien 3
érmét kivesziink, és visszatevés eldtt mindharmat megjeloljik. A kovetkezd érdek-
16d6 szamdra ismét kivesziink taldlomra 3 érmét. Mennyi a valészintisége annak,
hogy a masodszor kivett hirom érme nincs megjeldlve, és 2000. évben késziilt?

Megoldds
A kérdéses eseményt jeldlje A, B; (j=0,1,2,3) pedig azt az eseményt, hogy az

elészor valasztott 3 érme koziil j darab 2000-ben vert érme volt. Elészor meghati-
rozzuk az A esemény feltételes valdsziniiségét B; feltétel mellett.

3 érme Osszes lehetséges kivdlasztdsdnak szdmdt 19 elem 3-ad osztdlyd kom-

bindcidi adjdk: n=Cyg 5 =(139)=969‘ A 12 db 2000. évben vert érme koziil j db
kivdlasztdsinak lehetséges szdma: Cy, ; =(lj.2) €s a kordbban vert 7 érme koziil
3-j db kivdlasztdsdnak lehetséges szdma: Cj3_; =[3zj} vagyis a kedvez6
esetek szdma: k; =Cjy ;- Cy3; =(12]( 7 ) A Bj esemény valosziniisége:

Jj\3=

12Y 7
J A3-J

s

Ha el6szor j db 2000-ben vert érmét vélasztottunk, akkor mdsodszor 3 db nem
megjelolt 2000-ben vert érmét csak 12—j db nem megjelslt 2000-ben vert érme
kozul valaszthatunk. A lehetséges kedvez valasztasok szama:

12~
k2=C12—j,3=( 3 j]-

k .
P(B"'):]L: (j=0,1,2,3).



60 VALOSZINUSEGSZAMITAS

2.2.1. Bayes tétele 61

Tehdt az A esemény feltételes valoszinlsege B feltétel mellett:

12—

G)

Most alkalmazzuk a teljes valdszintiség tételét:

p(A|B )= ..V.LZ_z (j=0,1,2,3).

12 i (12Y 7
P
P(A)= EP(AIB JP(B; )= 2 AL L
~ (19 19
Jj=0 =0
B
12(220~1-35+165~12~21+120<66-7+84-220<1)==
9

Tehat 0,13 annak a valdszinlisége, hogy masodszorra 3 db nem mcgielélt 2000~
ben vert Stforintos érmét vesziink ki.

2.2.1. Bayes tétele

A teljes eseményrendszerrel kapcsolatban gyakran nem a B ese-
mény valdszinliségét kell meghataroznunk, hanem azt, hogy a B
esemény bekovetkezésében az eseményrendszer egyes A; esemé-
nyei milyen szerepet jatszanak. A kérdés a kovetkezbképpen is
megfogalmazhat6: ha B bekovetkezett, mi annak a valdsziniisége,
hogy ez pontosan az eseményrendszer A; (i-edik) eseményének
bekovetkezésével egyiitt valdsult meg.

Az A; események B eseményre vonatkozo feltételes valdszinliségeit
minden i-re a
P(4;-B)

P(A]|B)= 05

ey
képlettel szamithatjuk.

A (1) képletbe P(B) helyett helyettesitsiik a 2.2. pont (3) kife-
jezés jobb oldaldt, a P(A;-B) helyett pedig a neki megfeleld
P(Ai)P(BIAi) kifejezést, akkor a kovetkezo osszefliggést kapjuk:

P(A)P(B|A;)
P(ADP(B|A+P(4y)P(B|Ay .. +P(A,)P(BA,)

P(4,|B)=

i=12,..,n).
Ezt a formulat nevezziik Bayes-tételnek.

Ha tehdt az A, A,, ..., A, egymdst paronként kizéré pozitiv va-

1
l6szinliségli események, amelyekre ZP(A,- ): 1, akkor tetszéleges
i=]
pozitiv val6sziniiségli B eseményre és barmely i-re fennall a (2)
Osszefiiggés, amelyet
PlA; )P\B|A;
P(AilB)z———(-—iM; (i=12,...,n) (2%)
Pl4; )P(B]A i)

TR

1

J

alakban szokds megadni. Az (2*) formuldbdl 14thatd, hogy a Bayes-
tételt akkor alkalmazzuk, ha egy teljes eseményrendszer valamelyik
eseményének feltételes valészintiségét kell meghatarozni, ismerve a
feltételi eseménynck az eseményrendszer elemeire vonatkozé fel-
tételes valdszintiségeit, valamint a teljes eseményrendszer minden
elemének val6sziniiségeit.
Példak

1. A2 fejezet 2.1. pontjanak 2. példajaban szereplé adatok felhaszndldsaval ha-
tarozzuk meg

a) az A esemény valdsziniiségét a teljes valdszinliség tételével is, és

b) annak valészinliségét, hogy egy betegségen étesett tanulét kivalasztva, az a
fidk koziil vald; lanyok koziil valé.
Megoldds

a) Az esemény és komplementere mindig teljes eseményrendszert alkot, ezért a
B, B teljes eseményrendszer. Alkalmazhato tehat a teljes valdsziniiség tétele:

Pa)=Plepl(o) +P(A|B)P 100330 135" 530 =235 0%

ami megegyezik a kozvetleniil szamitott P(A) -val.
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b) Bayes-tétel felhasznalasaval szamitjuk ki annak valdszinliségét, hogy a be-
tegségen étesett tanul6 a fidk kozil valé:

50 100

PlB)P(B) 110230 _50 _ o .
PB|A)= YR =55 =056
230

lanyok koziil valé:

P(A!E p(E) 0. 120

FAR _ 120 230 _40 _
P(B|A)= AT = s a0 - O
230

2. Egy miihelyben gyartott osszes alkatrész 50%-4t a G, gép 3%-os selejttel,
30%-4t a Gy gép 4%-os selejttel, 20%-4t pedig a G3 gép 5%-os selejttel gydrtja.
a) Mi a valosziniisége annak, hogy egy véletleniil kiemelt alkatrész selejtes?

b) Ha a véletleniil kivélasztott alkatrész selejtes, mi a valésziniisége annak, hogy
aza Gy gép terméke?

Megoldds

A selejtes alkatrész vélasztdsanak eseményét jelolje Z, akkor a teljes valészini-
ség 2.2. pont (3) képlete szerint

P(Z) = P(G)P(Z|G)) + P(G,)P(Z|Gy) + P(G3) P(Z|G3) =
=0,50-0,03+0,30-0,04+0,20-0,05=0,037.

Annak valosziniiségét, hogy a selejtes alkatrészt a G, gép gyartotta a Bayes-tétel
(2) képletével szamithatjuk ki:
P(G)P(Z|G))

P(G|Z)= =
P(G))P(Z|Gy) + P(G, )P(Z|G2 )+ P(G3)P(Z|G3)

0,50-0,03 _0015 15

~0,50-0,03+0,30-0,04+0,20-0,05 0,037 37 = 041,

3. Egy korhazban 50 nét és 10 férfit polnak. A férfiak 8%-a, a n6k 0,45%-a
szivbeteg. A betegségeket leiré kartonok koziil véletlenszeriien egyet kivalasztva,
azt latjuk, hogy a karton szivbetegé. Mennyi a valosziniisége annak, hogy a karton
nd betegé?

Megoldds
Az A esemény jelentse azt, hogy a kivilasztott karton szivbetegé, By jelentse azt,

hogy a kivalasztott karton nd betegé, By pedig jelentse azt, hogy a karton férfi
betegé.
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A B, esemény valosziniisége:
50_5
P(B)="—=2
&) 60 6’

a B, esemény valoszinlisége:

10 _ 1
P(By) === ==,

(By) =%
A By esemény A feltétel melletti feltételes valosziniiségének kiszdmitasahoz a

Bayes-tételt alkalmazzuk, melyhez sziikségiink van az A esemény B, és B, feltétel
melletti feltételes valosziniiségére is:

45 10
P(AIB)zP(ABl)zlo()OO 60 __45 __ 9
YT PB) 10 10000 ~ 2000’
60
8 50

P(ABy) _ 100 60
P(A|32)=( ) 100 60 _ 8 _ 2

P(By) 30 100 ~ 25°

60
és 1gy
9 5
P(B)|A) = P PGB = 20006 __g5
" P(A|B,)P(B,) + P(A[B,)P(B,) 2_0966.2_ 2_25% o

Tehat 0,22 annak a valdsziniisége, hogy a szivbetegséget feltiintetdé kivalasztott
karton né betegé.

2.3. Események fiiggetlensége

Altaldban fiiggetlennek mondunk két eseményt, ha nincsenek hatas-
sal egymdsra, vagy més széval, ha az egyik bekovetkezése nem
befolydsolja a mdsik bekovetkezését. Matematikailag akkor tekint-
juk fuggetlennek a két eseményt, ha az egyik bekdvetkezése nincs
hatassal a mésik bekovetkezésének valosziniiségére.

Definicié. Legyen A és B két tetszoleges véletlen esemény. Az A és
B egymdsto] fiiggetlen események, ha

P(A-B)=P(A)P(B) (1
vagyis, ha A és B egyiittes bekovetkezésének valdsziniisége egyen-
16 A és B valésziniiségeinek szorzataval.
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Ha A és B fiiggetlen események és P(B) >0, akkor P(AIB)zP(A),
vagyis az A feltételes valdszintisége a B feltétel mellett egyenl6 az
A valdsziniiségével, azaz a B esemény bekOvetkezése nem viltoz-
tatja meg A bekovetkezésének esélyeit. Ha az (1) feltétel nem telje-
siil, akkor az A és B események nem fiiggetlenek.

Altaldban n eseményt (n=2,3,..) fiiggetlennek neveziink, ha
akdrhdnyat kivalasztva kozilik, azok egyiittes bekovetkezésének
valdsziniisége egyenld valészinliségeik szorzatdval. Az A}, A;, ...,
A, eseményekrol tehat azt mondjuk, hogy (teljesen) fiiggetlenek,

ha barhogyan kivélasztva kozilik A;, A; ..., A; eseményeket,

teljesiil a
P(A A A )= P(4; )P(A;)...P(4; ), (k=23,....n) (1%

egyenldség, azaz barmely tetszblegesen kivalasztott k-szamd kii-
16nbdz6 esemény egyiittes bekdvetkezésének valdsziniisége az egyes

események valészinliségének szorzataval egyenld. Ez 2" —n—1
feltétel teljesiilését koveteli meg.

Ha az (1*) csak k =2 -re, vagy csak k =3 -ra, ... teljesil, akkor
azt mondjuk, hogy az A, A,, ..., A, események pdronként, har-
manként, stb.-ként fiiggetlenek.

Példak

1. Egy kocka feldobdsdnak eredménye lehet paros szdm és pdratlan szdm. A pé-
ros szdm dobdsénak eseménye legyen A, a pdratlan szdm dobdsaé pedig B. Vizsgdl-
juk meg az A és B események fiiggetlenségét.
Megoldds

Piros és pératlan szdm dobédsa egyszerre nem kovetkezhet be, tehdt A és B
egymast kizdré események, azaz P(AB)=0. Az A és B esemény bekovetkezésének

valészinlisége: P(A):%:—;-, P(B):%:%, tehat
=L 1_1
P(A) PB) =1 2=

Mivel 0= P(AB)# P(A)P(B) =—£—, az (1) feltétel nem teljesiil, ezért az A és B

események nem fiiggetlenek.
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2. Az A, B és C események fiiggetlenek, ha a hirom esemény pdronként fiig-
getlen, azaz

P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC)= P(A)P(C), P(BNC)=P(B)P(C)
és teljesiil még a
P(ARBAC)=P(A)P(B)P(C) ™

feltétel is. Vegyiik észre, hogy a teljes fliggetlenséghez a paronkénti fiiggetlenség
nem elegendo.

3. Két szabélyos pénzérme feldobasaa Q = {FF JFLIF I } eseményteret alkotja.

Az események egyenl6 valdsziniiségliek. Vizsgaljuk meg az A, B és C események
fiiggetlenségét, ha

A={FF F1}, B={FF,IF}, c={FI IF}

Megoldds
Az A, B és C eseményck valoszintiségei:

|ro

P(A)=P(B)=P(C)=2=1

>N

és
PAB)=P(FFY =, PUAC) =PdFTh=1,
P(BC) = P{IF) = -}1-.
A paronkénti fiiggetlenség feltételei teljesiilnek, ui.

P(AB) = P(A)P(B) =%-;— =—[1?, stb.

A (*) feltétel azonban nem teljesiil, mivel ABC =@ és igy P(ABC) = P(D) =
=0# P(A)P(B)P(C), vagyis a harom esemény nem fiiggetlen.
Megjegyzés
Ha az A és B fiiggetlen események, akkor
a)az A és B események is fiiggetlenek;
b)az A és B valamintaz A és B események is fiiggetlenck.
Ui. P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =
=1-P(A)~P(B)+P(ANB)=
=1-P(A)—-P(B)+P(A)P(B)=
=[1- P~ PB)]= P(A)P(B).
A b) dllitds hasonlGan ldthaté be.
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4. Egy irodaban két szamitégép egymastol fiiggetleniil mitkodik. Az egyik sza-
mitogép miiszakonkénti meghibasodasanak valésziniisége 0,3, a mésik szamitogépé
pedig 0,2. Mi a valésziniisége annak, hogy legaldbb egy miiszak id6tartama alatt
egyik szamitégép sem hibasodik meg?

Megoldds ’

Ha A-val jeloljik az egyik szamitégép és B-vel a masik szamitdgép miiszakon
beliili meghibdsoddsanak eseményét, akkor P(A)=0,3,és P(B)=0,2. Azt az ese-
ményt, hogy legalabb egy miiszakon beliil egyik szamitégép sem hibdsodik meg,

A és B események ellentétével, azaz AB -vel adhatjuk meg. A fiiggetlenség figye-
lembevételével

P(AB)=P(A)P(B)=(1-03)-(1-0,2) =0,7-0,8 = 0,56.

Tehdt 0,56 annak val6szinlisége, hogy egy miiszakon beliil egyik szamitogép sem
hibasodik meg.

5. Egy lizem raktaraban gumicsizmék és bakancsok vannak. Annak valoszin(isé-
ge, hogy egy munkas tevékenységéhez csizmit, ill. bakancsot igényel 0,8, ill. 0,5.
Ha mindegyik munkas csak egy labbelit visz el, mennyi a valdsziniisége annak az A-
val jelolt eseménynek, hogy 6 munkds egymds utdn csak csizmét vagy 6 munkds
egymds utdn csak bakancsot visz el?

Megoldds

Legyen B esemény az, hogy mind a hat munkds egymds utdn egy-egy csizmat
igényel, C esemény pedig az, hogy mind a hat munkds bakancsot igényel. Nyilvén-
valg, hogy a B és C események egymast kizarjak, tehdt az A valoszintiségét a B és C
valosziniiségének osszegeként meghatarozhatjuk, azaz

P(A)=P(B+C)=P(B)+ P(C).
Mivel a csizma igénylésének valdszinlisége 0.8, igy a 6 egymds utani igénylés
valdsziniisége:
P(B)=08° =0,262144
és hasonléan:
P(C)=0,5° =0,015625,
vagyis
P(A) = P(B)+ P(C) =0,262144 + 0,015625 = 0,28.
Tehdt 0,28 annak valdszinlisége, hogy mind a 6 munkas egymas utan csizmat
vagy bakancsot igényel.

Megjegyzés
1. Ha két esemény, A és B fiiggetlen, vagyis P(AB)=P(A)P(B),
¢s mindkét esemény valdszintisége pozitiv, akkor A és B nem lehet

egymast kizaré esemény, mivel egyszerre is bekovetkezhetnek,
azaz P(AB)+#0. Ha azonban az egyik esemény valdsziniisége 0,
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akkor P(AB)=0, de AB nem lehetetlen esemény, akkor A és B
egymdst kizdré események. Hasonldan, két egymdst kizdrd ese-
mény csak akkor fiiggetlen, ha legaldbb az egyik esemény bekovet-
kezésének valdszinlsége 0.

E.2. Ellen6rz6 kérdések a 2. fejezethez

1. Hogyan definialjuk a feltételes valdszinliséget?

2. Milyen eseménytéren értelmezziik a feltételes relativ gyakori-
sdgot?

3. Hogyan értelmezziik a valosziniiségek szorzasi tételét?

4. Hogyan alkalmazzuk a fadiagramot valdszintiségek kiszamita-
séra?

5. Mit mond ki a teljes valészinliség tétele?
6. Hogyan szdrmaztatjuk Bayes tételét?

7. Hogyan definidljuk az események fiiggetlenségét?

V.2. Feladatok a 2. fejezethez

V.2.1. Dobjunk fel két szabalyos kockat. Mi annak a valdsziniisége, hogy az
egyiittes pontszdm 10 vagy 10-nél nagyobb, ha

a) az 1-es kockdval 5-6st dobunk,
b) legalabb az egyik kockdval 5-¢st dobunk.

V.2.2. Az 1,2...,9 szédmjegyek koziil véletleniil vélasszunk ki két szamjegyet.

Ha a két szamjegy Osszege paros, mi annak valoszinlisége, hogy mindkét szamjegy
pératlan?

V.2.3. Bence a jol megkevert 52 lapos bridzs kértyacsomagbdl négy lapot kapott.
Ha a négy lap mindegyike pikk, akkor mi a valdsziniisége annak, hogy a kévetkezd
harom lap kozédtt is lesz legaldbb egy pikk? (A pikk, kér, kard, treff lapok mind-
egyikébdl 13 van.)

V.2.4. Egy dobozban 7 hibdtlan és 3 hibés alkatrész van. Ha egymds utén hdrom
alkatrészt kiveszink a dobozbol, mi a valoszintisége annak, hogy az eis® kettd hibat-
lan, a harmadik pedig hibés lesz?

V.2.5. Pongréc a j6l megkevert 32 lapos magyar kartyacsomagbél S lapot kapott.
Mi a valésziniisége annak, hogy mindegyik lap z61d?
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V.2.6. Szamitsuk ki az A eseménynek a B-re vonatkoz6, valamint a B esemény-
nek az A-ra vonatkoz6 feltételes valosziniiségét, ha

=3 =3 _3
P(A)_S’P(B)_S és P(AU B) T
V.2.7. Szémitsuk ki az
@P(AB);  b)P(B|A);, )P(AUB);, d)P(A|B); e)P(E[Z)

valdsziniiségeket, ha P(A) = —15; P(B) :%— és P(ANB) = -}‘:

V.2.8. Egy évfolyam hallgatéinak 25%-a matematikdbol, 15%-a fizikdbol és
10%-a matematikdbdl és fizikdbdl is elégtelenre vizsgdzott. Vilasszunk ki egy
hallgat6t az évfolyambdl, és allapitsuk meg:

a) Mi a valoszinlisége annak, hogy matematikabol elégtelen az osztalyzata, ha
fizikdbdl elégtelen?

byMi a val(‘)sziriﬁsége annak, hogy fizikabdl elégtelen az osztlyzata, ha mate-
matikdbdl elégtelen?

¢) Mi a valdsziniisége annak, hogy matematikabdl vagy fizikabol elégtelen az
osztilyzata?

V.2.9. Egy id6s hazasparnal annak valoszinlisége, hogy a férfi még 10 évet él

, annak valoszinfisége, hogy a n még 10 évet ¢l —;— Szamitsuk ki annak val6szi-

N

niiségét, hogy
a) mindketten élnek még 10 évet;
b) legalabb az egyik él még 10 évet;
¢) egyikiik sem él még 10 évet;
d) csak and él még 10 évet.
V.2.10. Balazs, Robin és Nandor egy céltablara 16nck. A talalat valosziniisége a

sorrend szerint -é—,:l‘-% Mindegyikiik egy 16vést ad le. Mi a valdszinfisége annak,

hogy
a) koziiliik csak egy taldl a céltabldba;

b) ha egy taldlat van, akkor azt a 16vést Baldzs adta le?

V.2.11. Egy iskola 2000 didkja koziil a fidk szdma 1500, a ldnyoké 500. A szem-
orvos minden didkot megvizsgalt és azt taldlta, hogy 60 fii és 50 lany rovidlaté.
Mekkora valészintiséggel

a) rovidlato egy véletlenszeriien kivalasztott diak;
b) rovidlato egy véletlenszeriien kivalasztott lany;
¢) rovidlaté egy véletlenszeriien kivalasztott fid;

d) 14ny egy véletlenszeriien kivalasztott rovidlato?
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V.2.12. Egy cip6 nagykereskedé X, Y és Z gyartol vasarol cipdket 25, 35, ill.
40%-os ardanyban. Az X, Y, ill. Z gyér cip6i S, 4, ill. 2%-ban hibasaknak bizonyultak.
Mekkora annak a valdszintisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott cip6

a) hibés,

b) hibatlan,

¢) hibds és azt az Y gydr készitette,
d) hibétlan és azt a X gyar készitette?

V.2.13. Egy gyarban két szalagon ugyanazt a terméktipust szerelik ossze. Az els
szalag mellett gyakorlott szakmunkédsok 10%-os selejttel; a médsodik szalag mellett
kezdd betanitott munkéasok 20%-os selejttel végzik a szerelést. Véletlenszerlien
kivélasztunk mindkét szalagrol lekeriilt termékek koziil egyet-egyet. Mekkora annak
valdsziniisége, hogy

a) mindkettd hibas,

b) egyik sem hibas,

c) legaldbb az egyik hibds,

d) pontosan egyik hibds?

V.2.14. Egy miihelyben egymastél fiiggetleniil 6t forgacsold gép miiksdik. Az
egyes gépek napi tizemszeri milkodésének valdszinfisége 0,9. Mekkora annak valo-
szinilisége, hogy egy véletlenszeriien kivélasztott napon

a) mind az 6t gép tizemszeriien mikodik,

b) egyik gép sem miikodik,

c) legalabb egy gép miikodik,

d) legfeljebb egy gép miikodik?

V.2.15. Egy iizem héarom kiilénboz§ termelékenységii gépe ugyanazt a terméket
gyartja. Az X gép naponta 10 db-ot, az ¥ gép 15 db-ot, a Z gép pedig 25 db-ot gyért.
Az X, Y, Z gép naponta gyartott termékei kozott dtlagosan szépséghibds 0,3, 0,9, ill.
0,5 db. Az egy nap gyartott dsszes terméket tartalmazé 14dabol véletlenszeriien kive-
sziink egyet és megéllapitjuk, hogy szépséghibas. Mekkora a valosziniisége annak,
hogy azt az X gép gyartotta?



HARMADIK FEJEZET
Val6sziniiségi valtozok és jellemzéik

Egy kisérlet altal meghatarozott valdszinliségi mezd ismeretében
rendelkeziink azokkal az informaciokkal, amelyek lehetévé teszik a
kisérlet részletes vizsgdlatat. Az eseménytér eseményeinek vizsga-
lata helyett célszerlibb az eseményekhez rendelt, megfeleléen ér-
telmezett valds szdmokkal végezni vizsgdlatainkat. Amennyiben az
eseménytéren értelmeziink egy valds érték(i fliggvényt, akkor az
analizis jol kidolgozott eszkozeivel is elemezhetjiik a véletlen jelen-
ségek torvényszeriiségeit.

Tekintsitk példaul az elsd fejezetben targyalt kockadobassal vég-
zett kisérletet. Lattuk, hogy a Q eseménytér hat elemi eseményt
tartalmaz: A; az 1-es dobds, A, a 2-es dobds,... A¢ a 6-os dobads

eseménye. Mindegyik esemény valészinlisége —16—, azaz P(A;) = %,
(i=12,...,6). Ezt a jelenséget a kovetkez6 moddon is megfogal-
mazhatjuk: A kockadobds kimenetelét egy olyan X valtozénak
tekintjiik, amelynek értékei, a lehetséges eredmények, az 1, 2, 3, 4,
5 és a 6 szamok. Az X minden dobdsnédl ezek koziil csak egy értéket

vehet fel, éspedig —é— valészinlséggel. Vizsgalhatjuk pl. a 3-ndl na-

gyobb szam dobdsdnak, vagy a 2 és 5 k6zotti szdm dobdsanak valé-
szinliségét is stb. Az X vdltozé jelentheti pl. a Balaton vizének
véletlenszerlien kivalasztott idSpontokban mért hémérsékletét, egy
célgépen gyartott termék véletlenszertien kivalasztott darabjanak
valamely méretét, stb. Az ilyen valtoz6 értékei véletlentdl fiiggé
szamértékek.

Definicié. Ha egy kisérlet minden lehetséges kimeneteléhez, azaz a
kisérlet teljes eseményrendszere mindegyik elemi eseményéhez
egyértelmiien hozzarendeliink egy-egy valés szdmot, akkor a Q
halmazon egy valos értékii fiiggvényt értelmeziink. Ezt a fiiggvényt
valészinliségi valtozonak nevezziik és X-szel (dltaldban az dbécé
dblt nagybettivel) jeloljiik.
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A valoszinfiségi valtozo jelolésére a X helyett a & gorog betlit is
hasznéljuk.

Ha egy kisérlet sordn az A; eclemi esemény kdvetkezik be, és eh-
hez az x; értéket rendeljiik, akkor ezt az X valosziniiségi valtozd
egy lehetséges értékének mondjuk és az X = x; jelolést haszndljuk.
Ekkor az A; elemi esemény valdszinliségét P(X = x;) jeloli.

A kovetkezd pontokban a diszkrét és a folytonos valdsziniiségi
valtozékkal valamint azok jellemzdivel ismerkediink meg.

3.1. Diszkrét valosziniiségi valtozo

Definicié. Egy X valoszinliségi valtozot diszkrétnek neveziink, ha
csak megszdmlalhaté szamu értéket vehet fel, azaz lehetséges érté-
keinek halmaza véges vagy megszdmlalhaté halmaz. Pl. diszkrét
valosziniiségi valtozé a kockadobdsnél kapott pontszdimokkal meg-
hatdrozott véltozé.

Legyen az X valoszinliségi valtozé lehetséges értékeinek hal-
maza {xl,xz,...,xn}, akkor ezt roviden X(Q)—val jeloljiikk, azaz
X(Q)z{xl,xz,...,xn}. Az X =x; esemény bekovetkezése azt
jelenti, hogy a valésziniiségi valtozo értéke az {x,x5,...,x,} hal-
mazba esik. Ennek értelmében a biztos esemény az, hogy a val6-
szinliségi valtozé valamelyik lehetséges értékét felveszi. Azt is
mondjuk, hogy a biztos esemény valoszintisége, azaz 1, a valészi-

niiségi valtozo lehetséges értékein oszlik el.
Az X val6sziniiségi valtozot adottnak tekintjiik, ha ismertek a

pi=PX=x)(@i=12,...,n)
valésziniiségek. Ezt igy is mondjuk, hogy p; annak a val6sziniisé-
ge, hogy az X val6szinliségi véltozé felveszi az x; (i=1,2,...,n)
értéket.
Ha X(Q)={x,x,,...,x,}, akkor az x; (i=1,2,...,n) pontok-
ban képzett p; = P(X =x;) valdsziniiségekkel egy valosziniiségi
mez6t kapunk.
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Definicié. Az X (@) halmazon
vix)=p;=PX=x) (i=12,...,n) )

képlettel adott fliggvényt, az X valtozé valészinliségeloszlasanak,
az

F()= Y, p; (1%)
x,-<x
fliggvényt, ahol az Osszegezést mindazon i-re végezziik, amelyre
x; < x egyenlétlenség fennall, X diszkrét eloszlasfiiggvényének
nevezziik. A valdszinliségeloszlast tablazatosan adjuk meg:

X 1 x2 *n

v(x;) v(xp) v(xp) v(x,)

Az (1) formula azt fejezi ki, hogy az X valdszintiségi valtozo az
x; érteket p; = v(x;) valdsziniiséggel veszi fel. A valtozo eloszld-
sdt tehat egyértelmiien jellemzi az, hogy a valtozé milyen értékeket
milyen valésziniiséggekkel vesz fel.

Ha az xj,x;,...,x, jeldlik azokat a kiilonboz6 értékeket, ame-
lyeket egy diszkrét X valosziniiségi valtozé pozitiv valdsziniiséggel
vesz fel, akkor a {X =xk}, (k=1,2,...,n) események teljes ese-
ményrendszert alkotnak.

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy az X valtozd eloszldsa kielé-
giti a kdvetkezd feltételeket:

n
a) v(x;)20, é b) Y v(x)=1
i=1
Példak

1. Egy kockadobis 1, 2, 3, 4, 5, 6 kimenetelei legyenck az X valoszintiségi vélto-
z6 értékei. Adjuk meg az X valészinliségeloszlasat és eloszlasfiiggvényének értékeit.

Megoldads
Mivel a kockadobds kimenetelei koziil barmelyik —é— valdsziniiséggel kovet-

kezhet be, igy X valésziniiségeloszlasa:
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x; 1 2 3 4 5 6
R
Pi 13 6 6 6 6 6

Mivel X 1-nél kisebb értéket nem vehet fel, igy x <1 esetén F(x)=P(X <x)=0.
(Vagyis {X <x} lehetetlen esemény). Ha x>6, akkor F(x)=P(X <x)=P(Q)=1,
mivel az {X < x} biztos esemény. Ha 1<x<2, akkor X valésziniiségi valtozd az
(1*) formulanak megfelelden csak x-nél kisebb értéket vehet fel, vagyis az 1 szdmot,

tehat F(x)=P(X =1) =%. Hasonléan kapjuk, hogy 2 < x <3 esetén X felveheti az

1 és 2 értéket, azaz F(x)= P(X <x) =%, stb. Tehdt az X eloszlasfliggvénye:

0,ha x<1
pl=%, hal<x<2

P+ Do :%,ha2<xs3

F(x)= pl+p2+p3=—36—,ha3<x£4
pl+p2+p3+p4 =%,ha4<x$5
m+pz+p3+p4+ps=%,ha5<x56
6

Y pi=lLha x>6

i=1

Az X val6sziniiségi véltozo eloszlasanak abrazolasat 1. a 3.1.2. pontban, az elosz-
lasfiiggvény dbrdzoldsét 1. a 3.2.1. pontban.

2. Egy dobozban négy j6 és hdrom hibds tranzisztor van. Vegyiink ki a dobozbdl
véletlenszertien négy tranzisztort. Az X valészinliségi valtozo értéke rendre legyen a
jO tranzisztorok szama. Tablazatosan adjuk meg a valésziniiségi valtozo eloszlasat.

Megoldds
Az X diszkrét valosziniiségi valtozo, értékei pedig az x; =k (k=1,2,3,4)
szamok. Annak az eseménynek a valdsziniisége, hogy k darab j6 tranzisztort vettiink

ki a dobozbdl a
[jI_S__]
k|4-k
p=P(X =k)= ( ) (k=1,2,3,4)

=N

P

formuldval szamithat6 ki, tehat
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4 )[3 ) £4][ 3)
1 13) 4 202 18
=P(X =1)= T : = =2)= = —— :
p1=P( ) 7 35 011, p,=P(X =2) - 33 0,51;
3 3
; 3J 1z C 0 .
341 410
py=P(X=3)= 12:(),34; py=P(X=4)= = =0,03.

s )

Tehdt a kérdéses X diszkrét valoszintségi valtozo tablazatosan adott eloszldsa:

X 1 2 3 4

pi | 011 | 051 | 034 | 003 | Dpi=1

(A kerekitési hibak miatt tér el az dsszeg az 1-t1.)

3.1.1. A varhaté érték

Ha egy val6szinliségi valtozéra vonatkozélag fliggetlen kisérletso-
rozatot végziink, akkor a véltozd dltal felvett értékek egy meghata-
rozott €rték korill ingadoznak. A valoszinfiségi valtozot jol tudjuk
Jellemezni azzal a valés szammal, amely koriil a véltozé tapaszta-
lati értékeinek az 4tlaga ingadozik. Ezt a valés szdmot vdrhaté
értéknek nevezziik.

Definicié. Az X diszkrét valoszintségi véltoz6 M (X)-szel jelolt
varhaté értékének, ha eloszldsa a
vix)=p;=PX =x) (i=12,...,n)

Osszefiiggéssel adott, az

n
M (X) = xpp(xp) + xgv(X0) + .o x,0(x,) = 3 x0(%;) )
i=1
képlettel meghatdrozott szdmot nevezziik.
Mads megfogalmazdsban, az M (X) az X valészinliségi valtozo

lehetséges értékeinek a silyozott atlaga. Szokdsos jelolése még
EX), M, u, m, vagy m.
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A (2) képletet az X diszkrét valésziniliségi valtozé varhato érté-
kének kiszamitdsara, ha az x; értékeket p; val6sziniiséggel veszi

fel, az
n
j=1

alakban haszndljuk.
Példak

1. Két szabalyos kockdval végzett kockadobdsok esetében a Q eseményteret 36
rendezett szimpdr alkotja:

0= {(1, 1,1,2),...,(65), (6 6)}-

X értéke legyen a Q elemeit képezé (a, b) szdmparokb6l mindig a nagyobbik
szammal egyenld, azaz X (a,b)=max(a,b). Ekkor az X valdsziniiségi valtozo le-
hetséges értékeinek halmaza:

X@=1,23456}.

Szamitsuk ki az X valtozé p; =v(x;) eloszldsdt és M(X) vérhat6 értékét.

Megoldds

Az {(1,1)} esemény csak egyféleképpen kovetkezhet be, a ,nagyobbik szdm 27"
esemény haromféleképpen kovetkezhet be, stb. tehdt

v() = P(X =1) =P, )} =%;
v(2)=P(X =2)= P{(2,1),(2,2, (1)) = %:

5.
v3)=P(X =3)=P((3.1),(3,2), 3.3, (2.9). L DP =53
s hasonléan kapjuk, hogy
= 1.
vih)=P(X =4 = 36
5)= P(X =5)=mx;
v(S)=P(X =5)=7¢;
W6)=P(X =6)=—.
A kapott eredmények alapjdn az X valdszinlségeloszlasat tablazatosan is meg-
adhatjuk:

x; 1 2 3 4 5 6
v(x;) 1/36 3/36 5/36 7136 9/36 11/36
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Az X vérhat6 értéke a (2) formula szerint szdmolva:

S 1,3 .25 47 .9 .11 161
M(X)=) x;v(x;) == +2—— 43— 44— 452 4 6o £ 4,47,
X) gl'x,v(x,) b2 235 P35 43 O 3e H03emae ~ 44

Természetesen sosem lesz a két kocka dobasanal megjelend nagyobbik szam
4,47, pusztdn az egymés utdni dobdsok max(a,b) pontszdmanak atlaga fog 4,47
koriil ingadozni.

2. Egy kockaval végzett kisérletnél kapott valdsziniiségeloszlasbol (1. 23.1. pont
példdjat) szamitott varhaté érték:

6
=S px =L =21
M(X)—iz:}p,x,—6(l+2+3+4+5+6) = =35

is csak azt mutatja, hogy az egymasuténi dob4sok pontértékének dtlaga a 3,5 varhat6
érték koriil fog ingadozni. Pl. ha kétszer 100 dobasos kisérletnél az egyes dobdsok
pontjait dsszeadva 346-ot, ill. 349-et kaptunk eredményiil, akkor ezek atlagét képez-
ve 346/100=3,46, ill. 349/100=3,49, azaz mindkét esetben 3,5-hez kozeli, de
attol eltérd értéket kaptunk.

Megjegyzés

Tegyiik fel, hogy az X valészintiségi viltozé végtelen sok,
X5 Xpseens Xpysenn Ertéket v(xp),v(xp),...,v(x,),... valosziniiséggel

=

vesz fel, akkor abban az esetben, ha zv(xl- )x; végtelen sor abszo-
i=1

ldt konvergens, azaz Z v(x; )’xil < +oo, a vdrhaté értéket
i=1

M(X)=Y v(x;)x;
i=l1
képlettel szamitjuk.

3.1.2. Vonaldiagram és hisztogram

A diszkrét val6sziniiségi eloszlasokat vonaldiagrammal vagy hisz-
togrammal szemléltethetjiik. A vonaldiagramot tdgy készitjiik,
hogy a Descartes-féle derékszogii koordindtarendszer x-tengelyén
kijeldlt pontokhoz az X lehetséges értékeinek megfeleld szamokat
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irjuk egy adott tdvolsagegységgel, és a pontokra olyan — x-tengelyre
merdleges — egyeneseket illesztiink, amelyek hossza ardnyos a
szoban forgd pontokhoz tartoz6 valésziniiségekkel. A 3.1. pontban
targyalt példa val6szinliségi eloszldsdnak vonaldiagramjat a 10.
dbra, a 3.1.1. pontban targyalt 1. példa valdszinliségi eloszldsdnak
vonaldiagramjdt a 11. dbra szemlélteti.

P

CE NN

1 2 3 4 5 6 x

10. dbra. X valésziniiségi viltozé eloszldsdnak vonaldiagramja

v(x;)
11/36

9/36
7/36
5/36
3/36

1361 |
o0 1 2 3 4 5 &

<V

11. dbra. X valészintiségi vdltozé eloszldsa

Az abrén azt rajzoltuk fel, hogy a val6sziniiségi valtozé az 1 ér-

téket 316 a 2 éricket —é%, és igy tovdbb, a 6 értéket %—é» val6szi-

nliséggel veszi fel.

Példa
A 3.1.1. pont példdjinak Q eseményterén most a két kockaval dobott pontszamok
osszege legyen az X értéke, azaz

X(a,b)y=a+b
képlettel képezziik a valdszinliségi valtozd értékeit.

Megoldds
X(0)=10,34,56,7,80910,11,12}.
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Az X valoszinliségi valtozo v(x;) eloszldsdnak tabldzata:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12

v{x;) | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 4/36 | 3/36 1 2/36 | 1/36

PL v(5) = P(X =5) = P({(1.4),(23),3,2),(4.)} = g“g

Az X vérhat6 értéke:

MX)=Y xv(x) =213 24 4112 2.1 252 _
2;, 367 36 36 1736756 =7

Az X valészinliségi valtozé eloszlasat a 12. abra szemlélteti.

636 1 (X))
5/36
4136
3/36
2/36
1136
o' ! ¥ ¥ 4 i i
123456789101112x,

12. dbra. X valésziniségi vdltozé eloszldsinalk vonaldiagramja

l} v(x;)
6/36
5/36 +
4/36 T
3/36 +
2/36 +
1/36 +

ol 1 234567 8660112 %
13. dbra. Az X valbszintiségi valtozo eloszldsdnalk hisztogramja

Ha a valészinliségi eloszlast minden x;-nél azonos szélességii,
egymdshoz illeszkedd téglalapokkal abrazoljuk, és e téglalapok
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teriiletdsszege pontosan 1, akkor hisztogrampt kapu.tllk. A tégla-
lapok szélességét tehat ugy kell megvdlasztani, hogy oss/zeadva/az
egyes téglalapok alapjdnak v(x;)-vel (ill. a v(x;) -vel ardnyos tég-
lalap magassaggal) képzett szorzatz’u. eredményi}il pontosan 1-et
kapjunk. E példéndl a téglalapok alapjdt 1-nck valasztya a hiszto-
gramot a 13. dbra szemlélteti. Vegyiik észre, hogy a két tengelyen
az egység megvalasztdsa lényegesen eltér.

Példa

Egy kockajétékos a banktdl paros szém dobdsa esetén‘a pgntfzém 18-szorosét
kapja forintban szdmolva, pératlan szdm dobdsa esetén pedig a Jatekos fizet a bank-
nak, éspedig a pontszdm 24-szeresét. Szdmitsuk ki a vérhat6 értéket.

Megoldds
Az eseménytér: 0 = {1,2,3,4,5,6}: Az X valosziniiségi valtozo értékkészlete (a ja-
tékos nyereségét pozitiv, veszteségét negativ szammal jeldlve):

X(1)=-1-24=-24; X(2)=2-18=36; X(3)=-3-24=-72;
X(4)=4-18=72 X(5)=-524=-120; X(6)=6-18=108,
tehat

X(Q) =36,72,108, - 24,-72,~120}
. . i | )
Egy szabilyos kocka feldobdsa esetén barmely pontszim bekivetkezése '3 valé-

szinfiségli, tehat az X véltozé v(x;) eloszldsa tablazatosan:

X 36 72 108 —24 =72 -120

i N
Vi) s 5 5 3 6 6

A vérhat6 érték: ]
1 1 1 ol g1 5y L 2162216
M(X)=362+72:£+108- 224 % ¢ 3 z
Az ilyen rendszer(i jatékot, vagyis ahol a varhaté érte?k ,0’ kor-
rektnek nevezziik. A jatékos szempontjdbdl kedvezd a jétck, ha a

vérhat6 érték pozitiv, és kedvezétlen, ha negativ.

Példa

Tegyiik fel, hogy a kockadobas jatékszabalya most a kovetkezd: primszam dobg-
sakor a jatékos a pontszdmmal azonos forintot nyer, nem prl’mszelim dobésakor pedig
a pontszammal azonos forintot veszit. Szdmitsuk ki a vérhat6 értéket.
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Megoldds

Az €l6z8 példahoz hasonléan végezzitk a szamitasokat, Az X valésziniiségi val-
t0z6 v(x;) eloszldsa tablazatosan:

X 2 3 5 —~1 —4 -6

v(x;)

1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6

A negativ szdmok a jatékos veszteségeit fejezik ki, ha nem primszamot dob. A j4-
ték varhatd értéke:
1 1 1 1 | I
M(X)=22+43 =45 =-1 2ud. Ll L1
X) 6 3 6 5 6 6 6 6 6

A jétékszably a jdtékos szdmdra kedvezétien, mivel a varhat6 érték negativ.

3.1.3. A szérasnégyzet (variancia) és a széras (diszperzi)

Milyen tovdbbi szdmértékekkel jellemezhetjiik egy kisérletsorozat
eredményeit?

Kiilénbsz0 jelenségek jellemzésére kiznapi értelemben is gyak-
ran haszndljuk az dtlagériéket, amely megfeleltethetd a véarhaté
értéknek. Azonban pusztdn az dtlagértékbél levonhaté kovetkezte-
tés konnyen megtévesztd, hamis eredményre vezethet. Pl. a 60 éves
nagyapa €s a 6 éves unoka dtlagéletkora 33 év, ami a nagyapdra
vonatkozolag igen kedvezd, de nem tigy az unokara. Az X val6szi-
niiségi véltoz6 eloszldsdnak a jellemzésére tehdt a varhaté érték
mellett a varhato értéktdl valé atlagos eltérésnek a mértéke is fontos
informdciét szolgaltat.

Egy jelenségre vonatkozé kisérletsorozat mérési adatainak jel-
lemzésére tehdt rendszerint megadjsk az egyes mérési adatok elté-
rését dtlaguktol, az dtlagtl valé eltérések négyzeteinek atlagadt,
valamint az utébbi négyzetgyskét. Ennek megfeleléen egy valoszi-
nliségi valtozé varhato értékének kiszamitdsa mellett azt is meg-
vizsgaljuk, hogy a valtoz$ értékei mennyit térnek el a virhaté ér-
tékt6l, ill. mennyire ,,sz6rnak” a vérhat6 érték koriil,

Legyen adott az X diszkrét valésziniiségi valtozé és eloszlasa:

xi xl .x2 veen xn

v(x) | v(x) v(xy) v(x,)
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Definicié. Az X valoszinliségi valtozo szérasnégyzetének (varian-
ciajanak) az (X —m)? val6sziniiségi véltoz6 vérhaté értékét ne-
vezziik, azaz a
n
D*(X) = X5 —m)*v(x) = M((X —m)?) (1
i=1

formuldval adott szdmot, ahol m az X véarhaté értéke (m=M(X) ).
A szérdsnégyzet szokdsos jelolése még s, o2 és Var(X).

A szérasnégyzet jellemzi tehat az X-re vonatkozé egyes mérési
adatok eltérését atlagukt6l. Mds szdéval az adatok négyzetes kozép-

hibaja D*(X) koriil ingadozik.

Definicié. A D2(X ) szdrasnégyzet pozitiv négyzetgyokét az X va-
16szinliségi valtozé szérasianak (standard eltérésének) nevezziik,
azaz
D(X) =M (X =m)?). ©)
A sz6rés szokdsos jelolése még s, G és 4/ Var(X).

A széras tehat a valosziniiségi valtozé varhato értéke koriili in-
gadozésainak dtlagos nagysagat jellemzi.

Az X val6szinliségi valtozé szérasnégyzetének egyszeriibb ki-
szamitasat teszi lehetévé a kovetkezo tétel:

Tétel

D*(X) =Y xPv(x)—m* =M (X ) —m?. (3)

n n
A tétel gizonyftéséhoz a inv(xi) =m és a ZV(xi) =1 Ossze-
i:l l=l
fiiggéseket haszndljuk fel:

i(x,- —m)?v(x;) = i(x,-2 —2mx; +m®)(x;) =

i=1 i=]
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n 7
= zxizv(xi) - 2m2xiv(x,-) + mziv(x,i) =
=1

=1 i=l
n 2 5 ) n 5

= 2 x5 v(x) = 2m* +m =3 x () —m>.
i=1 i=1

A (3) képletet az X diszkrét valdszintiségi valtozo szorasnégyzeté-
nek kiszdmitdsdra, ha az x; értékeket p; valoszinliséggel veszi fel, a

2
n N
2 _ 2 A
D*(X)=Y x7p; - 2% pi (3%
=1 i=1
alakban hasznaljuk.
Példak
1. Szamitsuk ki az X valosziniiségi valtozé
i 1 2 3 4 5
X; -1 0 1 2 3
v(x;) 0,3 0,1 0,1 0,3 0,2

tabldzattal adott eloszldsa alapjan varhats €rt€keét, szérdsnégyzetét és szGrasit,
Megoldds
A virhat6 érték:
s
rnzM(X)=2xl-v(xi) =-1-03+0-01+1-01+2.03+3-02=1.
i=1
A szérasnégyzet:
DX*(X)=M(X*)=m* = (-1)*.03+0%-01+12 .01+ 22 03+ 32.02-12 =24,
A sz6rés:
D(X)=+/2,4 =1,5492.

2. Dobjunk fel két kockit, és az X valosziniiségi valtozé értéke legyen a két pont-

szam kozil mindig a kisebb pontszémmal egyenld. Szamitsuk ki X eloszldsat, var-
hat6 értékét és sz6rasat. ’

Megoldds

A lc?hetséges esetek szdma: 36. A legkisebb pontszam 1, két kockdt feldobva va-
lamelyiken az 1 pont 11 esetben fordulhat ¢l6, a 2 mint kisebb pontszam 9 esetben
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fordulhat eld,..., a 6 pont csak egy esetben, dupla hatos dobasa esetén fordulhat eld
kisebb” s7amkent {gy az eloszl4s tdbldzata:

X; 1 2 3 4 5 6
11 9 A 5 3 1
Pil 361 36 | 36 | 36 | 36 | 36

6
A varhat érték: m =M (X) =Y x;p; =
i=1
" 5 3 1

- . 5+ 6 = 2,53
=gt 6+3 36+4 3677360 36

6
2
A szérisnégyzet: D (X) = Var(X) = inzl’f -mt =
i=l

:"3%(12‘11+22-9+32 7+4% 545%.3+6%.1)-253% =

=8,36-6,40=196.
A szdras: D(X) =1/Var(X) =
Megjegyzések

1. A vérhat6 értékre, a szérasnégyzetre és a szdrdsra érvényesek az
aldbbi tételek:

a) M(kX)=kM(X), ke R;

by M(X +k)y=M(X)+k;

) M(Xi+Xp+.. .+ X )=MX)+M(Xy)+...+ M(X,),
ahol X;, X5, .., X, ugyanazon a Q eseménytéren €rtelmezett valo-
szinliségi valtozdk;

d) D*(X +k)=D*(X);

¢) DX(aX +k)=a*D*(X), ae R;

D D(X +k)=D(X);

g) D(@aX +k)=|a|- D(X).

2. Gyakran a szamitasok egyszeriibbek, ha az X val6szinliségi
valtozo helyett az
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X - M(X)

D(X)
valésziniiségi véltozora tériink at, mert ennek varhato értéke 0 és
szérasnégyzete 1, azaz

M(X*)=0, D>(X*)=1. )

Az X*-ot normdlt vagy standard valészinfiségi valtozénak ne-
vezziik.

A (*) dllitasokat az a), b), d), e) tételek felhasznaldsaval igazol-
hatjuk, ui.

X*= (DX)>0 &

[ X=MX)) 1 _ _
M(X*)_M( s ]_D(X)M(X M(X))=
D(X)(M(X) M(X))=0;
és
2ysy = p2f X=MX)\_ 1 2y _ -
D7 (X*) D( DX) ] DZ(X)D (X -M(X))
= D7 (X)) =1
D2 (X)

3. Egy pozitiv X valdszinfiségi valtozé szordsanak és varhato ér-
tékének
D(X)

m, (M(X);tO)

hdnyadosét X relativ szérasanak nevezzik.

Pl. a 2. példa val6sziniiségi valtozojanak relativ szérasa: ‘5;_3 =0,553.

3.1.4. Valésziniiségi valtozok egyiittes- és peremeloszlasai

Miként vizsgalhato két valosziniiségi valtozé kapcsolata?
Legyen X €s Y a Q eseménytér két valoszinliségi véltozoja:

X(@) =1{x. 5000, 8 Y( @) ={y1, yar sy I
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Képezziik az
X)X Y(Q)=1{(x1, 30 (31, Y2102 O ¥}
Descartes-szorzatukat és minden (x;,y;) rendezett pérhoz rendel-
jiik hozzd a P(X=x;,Y=y;) val6szinliséget, melyet w(x;,y;)-vel
jeloliink.
Definicié. Az X (Q)xY(Q) halmazon értelmezett
W,y )=P(X=x.Y=y;)
(i=12...nj=12,....m) (1)
fiiggvényt az X és Y, ill. (X;Y) valésziniiségi vektorvaltozd
egyiittes eloszlasanak vagy egyiittes diszkrét valosziniiségelosz-

lasnak nevezziik.

Az X és Y egyiittes eloszldsat az aldbbi tdbldzattal adjuk meg:

X\Y n 2 Ym | sor

Xy w(xp, i) | w(xp, o) | | W ye) | ov(y)

x) w(xg,yp) | wlxa,yp) | 7 | Wl ym) | v(x2)

Xn W(xn’ D’l) W(-xnyyZ) W(xmym) V(Xﬂ)
Eoszlop u(yy) u(yz) u(Ym)

A tdbldzatban a v(x;) jeldli az i-edik sor elemeinek, u(y;) pe-

dig a j-edik oszlop elemeinek az Osszegét:

()= 3w,y ;) u(y;) = 2w,y ;) 2
j=1 i=1

amelyeket marginalis (hatar-)eloszlasoknak vagy peremeloszla-
soknak neveziink az X, ill. az Y vdltozdkra vonatkozdlag.
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Nyilvdnval6, hogy a w egyiittes eloszlés eleget tesz a

n m
w(xi,yj)ZO és EZW(x,-,yj)zl
i=1 j=I

feltételeknek.
Az X és Y val6szinliségi valtozok egyiittes varhaté értékét
M(XY) = x;y jw(x,y ;) 3)
iJ

formuldval szdmitjuk ki, ahol az 6sszegezést i, és j indexek minden
lehetséges értékére végezziik, ugyanugy, mint az elébbi képletben.
Ha X és Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozék, akkor az egyiittes el-
oszlas:
W(xi!yj) =v(xi)~u(yj).
Példa

Két szabdlyos kockaval dobdsokat végezve — mint azt a 3.1.1. pont péld4jsban
lattuk — a O eseményteret 36 rendezett szampdr alkotja:

0 ={1LD,2),...,(65),(66)} .

Az X val6sziniiségi valtozo értéke a Q elemeit képezd (a,b) szdmpérokbdl mindig
a nagyobbik szammal legyen egyenl6, azaz X (a,b) = max(a,b) , az Y valtozd értéke
pedig mindig az (a,b) szdmparok 6sszege legyen, azaz Y (a,b) = a+b, vagyis

X(©@={23456} & Y@ =1{34567809101112}.
Az X(Q)XY(Q) Descartes-szorzat a Q* eseményteret allitja ¢l8:
X@xY (@) ={12),13),...,(611),(6,12)}.
Készitsiik el az X és Y viltozok egyiittes elosﬁlésénak tablazatét és szamitsuk ki
a)az M(XY) =Zx,-ij(x,~,y,-) vérhat6 értéket,
ij

b) adjuk meg az F(x,y) eloszidsfiiggvény néhdny értékét,

¢) X és Y véltozdk perem-eloszlasfiiggvényét,

d) szdmitsuk ki az eloszlasfiiggvény értékét x=25, y=3,6 helyen egyiittesen,
ill. kiilon-kiilon.
Megoldds

A max(a,b)=1 és a+b=2 csak egyszer fordulhat el6 a lehetséges kimenetelek

koziil, tehat w(1,2) =—3%. Ha a szdmpdrok koziil egyik sem nagyobb 1-nél, akkor 2-nél

nagyobb dobds nem johet létre, tehat w(l, y j)=0, ha y;=3,4,..,12. Hasonléan
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kapjuk a w(2,2) =0, w(2.3) =§% W(24) =

tes eloszlas és a peremeloszlas tablazata, tehat a k()vetkezoA

--, w(2,5) =0, stb értékeket. Az egyiit-

a)Az M (XY) varhat6 értéke a (3) formula szerint szdmolva:

XY)=Zx,y, (x,,yj)=12——+23——+24——+34—+ +612~§€z3422

b) Fx, y)=4%=

0,
36
_...+()=._1_..‘
3670736
-3-6'9
23
36 36 36"
2._3

1
36

2
36

hax<lvagyy<2
hal<x<26s2<y<3

ha2<x<3és2<y<3

hal<x<2és3<y<4

ha2<x<3és3<y<4

ha3<x<4és3<y<4

hal<x<2és4<y<5

ha2<x<3és4<y<5

ha3<x<4és4<y<5

ha6<xésl2<y

xwl 2|3 |4|s5|e] 78|92l

it el ololololololololol] o] e
2 | o l2sslizs]l o lolo|lolololol o336
3 10| o |236|236l136] 0 | ool ool o] sne
4 ol o olaselonsl2zsling ool ool 6
s 1olo]| ol o|236236|236|236]136] 0 | 0 | 9136
6 oo ol ol o/|s6|2me|luse|se|2se|ise| 1136
S | 1136|2736 | 3/36 | 4736 | 5136 | 6/36 | 5/36 | 4136 | 3/36 | 2136 | 1/36

3.1.5. A valdsziniiségi vdltozok kozotti kapesolat szorossdga 89

¢) Az x véltozé perem-closzlasfiiggvényét az X margindlis eloszlasinak osszege-
zésével kapjuk:

0, hax<1

1

— <

3% hal<x<2

4

-, 2<x<

36 ha x<3
£ (x) = %, ha3<x<4, xeR é F,(x)=P(X <x).

16

- ¢ <

36 ha4<x<5

%, haS<x<6

1, ha6<x

Az y véltozé perem-eloszlasfiiggvényét az ¥ margindlis eloszldsdnak osszege-
zésével kapjuk:

0, hay<2
3%, ha2<y<3
Fp(y)= 3% had<ysd  eRés F,(» =P <y)
5%, ha4<'ySS
L hal2<y

&) FS36 =5 F(29)=5 F,06)=5

3.1.5. A valésziniiségi valtozok kozotti kapesolat szorossiga

A valoszinliségi valtozokrol fontos tudnunk, hogy fiiggetienek-e
vagy sem. Ha az X és Y fliggetlen valdszinliségi valtozdk, és kozii-
lik az egyik ismert, annak alapjén a mdsik véltozéra nem nyeriink
) informdciét. Pl. abbdl, hogy ismerjitk az X véltozé eloszldsét, a
téle fuggetlen Y valtozo eloszlasdrél még semmit sem mondhatunk.
A gyakorlati feladatokban el6fordulé valdszinliségi valtozdk kozott
azonban gyakran van bizonyos Gsszefiiggés. Altaldban, ha az X és ¥
véltozék nem fiiggetlenek, akkor az egyik véltozérdl nyert infor-
mdciokbdl a mdsik véltozora is szerezhetiink informécidkat. P1. ha
egy gépkocsi sebessége nd, akkor a fogyasztisa is n6, vagy egy
drucikk drdnak ugrdsszerli novekedése, az drucikk keresletének



90 VALOSZINUSEGSZAMITAS

cs6kkenésével jar. Az ilyen tipusid véltozok kozott dltaldban nem
fiiggvénykapcsolatrdl van sz6, hiszen a valdszinliségi valtozé érté-
keinek Iétrejottét szamos véletlenszerii hatas befolydsolja. A valé-
szinfiségi valtozék kozotti kapesolatot sztochasztikus kapcesolat-
nak nevezzik.

Az X és Y valdszinliségi valtozok kozotti osszefiiggés szamszeril
jellemzésére, a valosziniiségi valtozok kozotti sztochasztikus kap-
csolat szorossdganak mérésére bevezetjiik a kovariancia és a kor-
reldciés egyiitthato fogalmat.

X és Y valoszinliségi valtozok Gsszege, szorzata, a valtozok és
varhaté értékiik kiilonbsége és ezek szorzata, valamint varhaté
értékiik szintén valdsziniiségi véaltozok. A valdsziniiségi valtozokra
vonatkozé vizsgdlatok azt mutatjdk, hogy ha az X és Y vdltozdk
szoros kapcsolatban allnak, akkor a varhat6 értékeikt6l valo eltéré-
seik egyiitt novekednek ill. csokkennek, és igy a varhaté ért€kiikkel
képzett kiilonbségek szorzata pozitiv, azaz

X -MX))Y-M1))>0

vagy, ha a varhato értékeikhez képest ellenkezd iranyba valtoznak,
akkor negativ, azaz
(X =M X)\Y -M())<0.

Ezek alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy az
(X -MX))Y -M(®©))
val4sziniiségi valtozo véarhaté értéke az X és Y véltozok fiiggdségé-
nek mérésére szamszerl informdcidt ad.

Definicié. Legyen X és Y diszkrét, véges valosziniiségi véltozok
egyiittes eloszldsa w, a varhat6 értékeket jelolje m, és m,, akkor

az X és Y véltozék Cov(X,)-nal jelolt kovariancidjin a
Cov(X,1)=Y, (=m )y j=m Wiz, 3 ) =M (X =m)(¥=m,)) (4)
i
szamot értjiik.
Minthogy az X és Y diszkrét, véges valoszintiségi valtozok, ezért a
Dy wxy )=,y Uy ;) =my;
J

i,j

3.1.5. A valdsziniiségi valtozok kizotti kapesolat szorossdga 91

z.xl-w(.x,«, yi)= }:xiv(x,;) =M,
iJ i
ésa
2w(x,y ;) =1
L]
osszefiiggések felhaszndldsdval a (4) képletet szdmitdsra alkalma-
sabb alakra hozhatjuk:
Cov(X,Y) = 2 (= )y j—myw(x;, y ;) =
L]
:zxiij(.xi,)/j)—mxmy :M(XY)——mxmy. (&)
LJ
Ha X és Y fuiggetlen valdszinliségi valtozok, akkor
w(X;,y ;) = v(x)-uly;)
és igy
M(XY) = 2y jw(x,y ;) = 2,5y v(5) - u(y;) =
i,j i,j
=2 xv(x;) >y u(y ;) =M(X )M (Y.
i J
Az M(XY)=M(X)M(Y)-bdl (5)-re tekintettel kivetkezik, hogy
Cov(X,Y)=0, de ez fordftva nem &ll fenn, azaz Cov(X,¥)=0-

bol nem kovetkezik X és Y valtozdk fiiggetlensége. Mivel a ko-
variancia nagysagat jelent6sen befolydsolja a vizsgalatba bevont
(%;,y;) adatpdrok méri€kegysége, ezért ennek kikiisz6bolésére az

X-m, Y—m,
D(X) D(Y)

és az
standardizdlt vdltozok kovariancidjdt képezziik, mely mar dimen-
ziémentes:

Cov| Xmme Y =my | Cov(X,¥)
D(X) D) | DX)D¥)'
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Az 6sszefiiggés szorossaga igy fuggetlenithetd az (x;,y;) adat-

pérok, a valtozok mértékegységétdl. Ezek figyelembevételével ki-
mondhat6 a kdvetkezd

Definicié. Ha az X és Y valdszinliségi valtozok szoérasa és kovari-
ancidja létezik, akkor az R(X,Y) -nal jelolt korrelaciéjan az

Cov(X,Y) M(XY) - mymy
D(X)DY)  D(X)D()

képlettel meghatédrozott szdmot értjiik.

R(X,Y)= (6)

A korreldci6t a valésziniiségi valtozok kézotti kapesolat erdssé-
gének mérésére hasznédljuk. Az R(X,Y) korreldcié dimenziémen-
tes és az aldbbi tulajdonsdgok jellemzik:

a) R(X,Y)=R({¥,X);

b) ~1<R(X,Y) <],

o) R(X,X)=1 R(X,-X)=-1,

d)R(aX +b,cY+d)=R(X,Y), haa,c#0.

Osszefoglalé megjegyzések

1. A kétvaltozds egyiittes eloszldsokhoz tartozé valtozénkénti
azonos peremeloszldsok esetén is kiilonbozhetnek a kovariancidk is
és a korrelécidk is.

2. A O eseménytéren értelmezett X és Y valdsziniiségi véaltozok
fiiggetlenek, ha

P(X=x,Y=y)=P(X=x)- P =y;) (M
G=12.m j=1,2,....m)

s ebben az esetben a w egyiittes eloszlds minden tagja a megfeleld
peremeloszldsok szorzataként éllithat6 eld, azaz

w(x;, y;) = v(x) - u(y;).
Ha X és Y fliggetlen valdsziniiségi valtozok, akkor
A M(X+Y)=M(X)+ M),

b) D*(X +Y)=D*(X)+D*(¥); (8)
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Feltessziik, hogy M (X)és M (Y) létezik, akkor (2)-re tekintettel

a) M(X+Y) =23 (5 +y )w(x;, ) =
2]

=ZZM 'W(xi»yj)"'zzyj' WX,y )=
i i

= xy(x)+ 3,y u(y;)=M(X)+M(Y).
i J

b) Minthogy
DX (X +Y)=Y (5 +y,)°w(x,y,) =~ (M(X + V),
LJ
igy négyzetre emelés, rendezés és a)-ra, valamint (2)-re tekintettel
D2(X +Y)= Zx,-zv(x,-) - m? + Z y%u(yj) - m% =
i J
=D*(X)+D?*(Y).

3.Ha az X és Y valdszinliségi valtozok figgetlenek, akkor
R(X,Y)=0. Ez az éllitds forditva nem 4ll fenn, vagyis nem kovet-

kezik R(X,Y)=0-bol, hogy X és Y fliggetlenek. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy a valosziniiségi valtozok korreldlatlanok. Ha
R(X,Y)=+1, akkor a valdsziniiségi valtozok kozott linearis fiigg-
vénykapesolat van, azaz ¥ = aX +b, ahol a és b konstansok, és ez
forditva is igaz; ha viszont —1<R(X,Y)<1, akkor az R(X,Y)
értékébdl nem lehet a valoszinliségi valtozok kozotti fiiggvény-
kapcsolat milyenségére kovetkeztetni, pusztdn a kapcsolat linedris
jellegének er6sségét lehet becsiilni. Ha [R(X ,Y)I kozel van az 1-

hez, akkor azt mondjuk, hogy X és Y erésen korrelaltak. A (6)
formula alapjan mondhatjuk, hogy az X és Y val6szintiségi valtozék
korrelélatlanok, ha
M(XY)=MX)OMY),
ill. (8) formuldra tekintettel, ha
D*(X +Y)=D*(X)+ D*(Y).
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Példa
1. Szdmitsuk ki az
X\Y 4 10 2sor
2 0 172 172
6 12 0 172
Zoszlop 172 172
U\v 4 10 zsor
2 1/4 1/4 12
6 1/4 1/4 12
Zoszlop 12 172

egyiittes eloszldsokkal adott X és Y, valamint U és V valésziniiségi véaltozék kovari-
ancidit és korrel4ciGjukat.
Megoldds

A peremeloszlasok alapjdn egyrészt. lathat6, hogy az X és Y valoszinliségi
valtozok nem figgetlenek, az egyittes eloszlas tagjai nem egyenl6k a megfeleld
peremeloszldsok szorzataival, azaz w(x;, y;) # v(x;) - u(y;), az U és V valésziniiségi

1_1.1

véltozék pedig fiiggetlenck, azaz w(x,-,yj)=v(x,~)~u(yj), (4 =37 stb.), mas-

részt az X és U valamint az Y és V eloszldsai azonosak.

X és U eloszlasa:

v(x;) 12 172

Y és V eloszldsa:

Yi 4 10
u(yi) 12 172

Az XY varhat6 értéke:
1

M(XY)=2'4~0+2‘10-5+6~4-12—+6-10-0=22.

Az UV virhat6 értéke:

2.4 i210 6.4 Le610 =
MUV)=2-4 4+~10 4+64 4+610 7 28.
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p PR, 24+
X és U véarhat6 értéke: m, =m, ==5—= 4;
4+10

=17.

Y és V vérhato értéke: my =m, = 2
X és Y, valamint U és V kovariancidja:

Cov(X,Y)=M(XY)-mm, = 22—4.7=-6;

Cov(U,V)y=MUV)-m,m, =28 -28=0.

X és Y, valamint U és V szorasnégyzete €s szérdsa:

D} (X)=D*U)=M(X?)-m? =22 %+62 %—42 =4,

D*(¥)=D*(V)=M¥?)—m? =4 %+102 %—72 =9,
tehat
D(X)=DW)=va =2 D(¥)=D(V)=+9=3.

Az X és Y, valamint U és V korreldcidja:

_Cov(X\)Y) -6
R(X’Y)“D(X)D(Y)" g ="

_ Cov(U,V) _0_
ROVY= DWUHYDV) 6 0

Vegyiik észre, hogy béar az X és U valamint az Y és V eloszldsa azonos, de
Cov(X,Y)# Cov(U,V) és R(X,Y)=RWU,V).

Az X és Y kozott, mivel R(X,Y)=-1, linedris fiiggvénykapcsolat van, éspedig
y z—;—x+1. Az U és V valdsziniiségi valtozok korrelalatlanok, mivel R(U,V) =0.

(1d. a II. rész 4. fejezetét.)

2. Egy szabdlyos pénzérmét dobjunk fel négyszer. Az X valésziniiségi véltozd
értékei legyenek a négy dobésnal jelentkezd fejek szdma, az Y valosziniiségi véltozod
pedig jeldlje a fejdobds sorozat hosszat. Szamitsuk ki az X és ¥ véltozék egyiittes és
peremeloszldsat, kovariancidjat €s korreldcigjat.

Megoldds
Négyszeri feldobés fej (F), {rds (I) sorozat lehetséges eseteinek szdma 16:
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97

Az X val6sziniiségi valtozo (fej dobasok szama) elosziasa: v(0) =%, mivel a 0

fejdobas eseménye egyszer kovetkezik be, v(l) :—l%, mivel 1 fejdobds négyszer ko-

vetkezik be, stb.
Az X valbszinliségeloszlasdnak tdblazata:

X; 0 1 2 3 4
ol L2l 2] <
! 16 16 16 16 16

Az Y valoszinliségi valtozd (fej dobassorozat hossza) eloszlasa: u(O):T]—

6’
u(l)y = ‘1’%’ mivel a (*) 16 eseménye koziil 1 hosszisdgi F sorozat 7 esetben kovet-

3
16
Az Y valosziniiségeloszldsanak tabl4zata:

kezik be (aldhizottak), u(2)= ( a kétszer aldhiizottak, szdmuk 5), stb.

1

£
16

Yj 4

L
16

l-|e
;Iu\ [N
E\IN [

u(y;)

Az X és Y nem fiiggetlenck, igy a peremeloszldsok szorzataként nem 4allithatSk
eld az egyittes eloszlas tagjai. A

w(xi,yj)= P(X =x;,Y = yj) (,j=01273,4)

formulat alkalmazva kapjuk az egyiittes eloszlds tdbldzatét:

IS
o
=)
=)
[=

X\Y 0 1 2 3 4 | sor

1 1

0 e 0 0 0 0 e
4 , 4

1 0 e 0 0 0 6
3 3 6

2 0 16 T 0 0 I
2 2 0 4

3 = = 4
0 0 16 16 16

L

16

==~

2 oszlop — —

—_
=)

—_

=N

-
NI
NS
—_

=)

Az XY vérhat6 értéke valamint m, és m, vérhat6 értéke:

A1 240034302033 2044 2
MXY)=1 1420124220554 3:2 5 43:3 24 4 4= 425,

1 4., 6 . 4., 1
0Lyt 834,41,
e T T TR TR T3

0Ly Ly 3324 L
m),-O 16+1 16+2 16+3 l6+4 T 1,69.

Az X és Y valtozok kovariancidja:
Cov(X,Y) =M (XY)~m, m, =425-338=087.

Az X véltozd szérasnégyzete:

2 _ 2v_ 2_12. 4 42 6 2 4 42 1 52
DXX)=M(X)=my =17 e 2% o4 3T e 4% 2o =0 =1,

Az X vdltozd szérasa:
D(X)=1.
Az Y viltoz6 szérdsnégyzete:
5

209y — 2y 202, 1 52,5 222 2 1 500
DYY)y=MI“) my =1 16+2 ]6+3 16+4 6 2,86=0,96.

Az Y véltoz6 szérisa:
D(Y)=0,98.
Az X és Y viltozé korreldcidja:

LovX,¥) _ 087 _ gg78.

R =53 ~T-098

Az R(X,Y) kozel van az 1-hez, ezért mondhatjuk, hogy X és Y erbsen korrelaltak.

3.2. Folytonos valésziniiségi valtozé

A diszkrét valdsziniiségi valtozok, mint azt az e¢l6z6 pontokban
lattuk, értékeiket egy véges vagy egy megszamldlhatéan végtelen
szdmhalmazbdl vehetik fel. Szdmos olyan véletlen jelenség is van,
amelynél a véltozé altal felvehetd értékek egy zart [a,b] interval-
lumba esnek. Pl. egy villanyég6 0 és 1000 ora kozott (a [0;1000]
intervallumban) birmelyik pillanatban meghibdsodhat (kiéghet),
vagy a vizallast jelz6 mérdléc 0 m és 10 m jelzd pontjai kozott a
Duna vizéllasa barhol lehet.
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A val6szinliségszamitisban az ilyen problémak tdrgyaldsara be-
vezették az tin. folytonos valésziniiségi valtoz6é fogalmit. Ez azt
jelenti, hogy definidlunk egy olyan X valdszinliségi véltozot, amely
»folytonosan” vehet fel értékeket az R valés szdimhalmaz valamely

részhalmazabdél. A folytonos valésziniiségi valtozé definicigjdt leg--

egyszeriibben az Gn. eloszldsfiiggvény segitségével adhatjuk meg.

3.2.1. Eloszlasfiiggvény

Tegyiik fel, hogy minden adott xe R értéknél ki tudjuk szdmitani
a P(X <x) valosziniiséget. gy minden x valés szdmhoz hozzi-
rendeliink egy P(X < x) valés szdmot, azaz egy val6s-valds fligg-
vényt definidlhatunk. Jeloljiik ezt a fiiggvényt F(x) -szel, és legyen

F(x)=P(X <x), VxeR (1

Definicié. Az (1) formuldval adott F(x) fiiggvényt az X valGszi-
nliségi valtozo eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Az értelmezés szerint tehdt az F fiiggvény értéke az x pontban
annak a val6szinlisége, hogy a X véltozé értékei kisebbek mint x.

Az eloszlasfiggvény értelmezésébdl kovetkezik, hogy F(x) -re
teljesiilnek az aldbbi tulajdonsdgok:

1. F(x)=0;

2. monoton névekedd, azaz Va,b esetén, ha a < b, akkor
Fla)< F(b),

3. lim F(x)=0¢s lim F(x)=1;

X—3—0c0 X—y+o0

4. F(x) minden pontban balrdl folytonos, azaz Vce R esetén

lim F(x)=F(c).
x—c-0

Ha egy fiiggvény eleget tesz az 1.—4. pontokba foglaltaknak, ak-
kor valamely folytonos valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényé-
nek tekinthetd. Figyelembe véve az el6zdeket definialhatjuk a foly-
tonos valdszintiségi vdltozot.

3.2.1. Eloszlasfiiggvény 99

Definici6. Ha az X valosziniiségi véltozo F(x) eloszldsfiiggvénye
folytonos, akkor az X vdltozdt és az eloszldsdt is folytonosnak
nevezziik.

Példa

Tegyiik fel, hogy egy villanyégd véletlenszerli meghibasodasi idSpontja 0 és
1000 6ra kozott van (vagyis legfeljebb 1000 ordig j6). Hatdrozzuk meg a jelenség
closzldsfiiggvényét.

Megoldds

Ha a [0;1000] iddintervallumot egy szakasznak tekintjik, akkor egy geometriai
valoszinliségi feladatra vezethetjilk vissza a problémat, mert annak valésziniisége,
hogy a [O;x] szakaszon ég ki az g0, ardnyos a szakasz hosszaval. Jelentse az X
valdsziniiségi véltozé a meghibasodas iddpontjat, azaz X a [0;1000] intervallumbél
veheti fel értékeit. Nyilvdanvalé, hogy

P(X <0)=0,
mert X <0 lehetetlen esemény (a meghibasodas idépontja negativ nem lehet). Az
is vildgos, ha x >1000, akkor
P(X <x)=1,

mert kimondtuk, hogy az ég6 1000 Srén tal biztosan nem tizemelhet. Ha viszont
0 < x <1000, akkor

X

P(X <x) =1000"

mert feltettilk, hogy a meghibasodas val6sziniisége aranyos a szakasz hosszaval.
Tehdt

0, hax<O
F(x)=P(X <x)= %O-’ ha0< x<1000 *)
1, hax>1000

A (*) formuldval adott F(x) eloszlasfiiggvény grfjat a 14. dbra szemlélteti.

F(x)

0 1000  x
14. dbra. F(x) eloszldsfiiggvény
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Az eloszlasfiiggvény ismeretében ki tudjuk szadmitani annak va-
l6szintiségét is, hogy az X valésziniiségi véltozé értékei egy adott
[a ;b] intervallumba essenek. Ervényes a kovetkezd tétel:

Tétel
Ha F az X val6szintiségi véaltozé eloszlasfiiggvénye, akkor
Pla<x<b)=F(b)-F(a). 2)

Ui. ha az A, B, C eseményeket a kiovetkezd modon definidljuk:
A legyen X <a; Blegyen X <b és C legyen a<x<b, akkor
mivel C=B-A és Ac B, ezért

Pa<x<b)=P(C)=P(B-A)=P(B)-P(A) =
= P(X <b)-P(X <a)=F(b)~F(a).

Példa

A tétel felhasznélasaval szamitsuk ki a villanyégdre vonatkozdlag annak valo-
szinliségét, hogy a meghibasodas a 30. és a 100. dra kozott kovetkezik be.

Megoldds

P(30 < x < 100) = F(100) = F(30) =20 _30__ 70

1000 7000 ~ 1000 - 07

Megjegyzés

A diszkrét valosziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye az x-ten-
gellyel parhuzamos szakaszokbdl 4ll, tn. 1épesds fiiggvény. Az egyes
intervallum szakaszokhoz a lépcsds fliggvény értékeit az aldbbi mé-
don szdmitjuk ki:

F(x)=0, hax<x

F(x)=pg, haxg<x<x
F(x)=po+p, haxyy<x<x,
F(x)=po+p1+py, haxy<x<x;

FxX)=pg+p1+...+pg, hax, <x<xpy

F(x)=1, hax,_;<x,feltéve, hogy az X véltoz6 n szdmu
értéket vesz fel.
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Példak
1. Legyen az X diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasi tabldzata:
Xy -3 2 6
Pk 1/4 12 1/4

Abrazoljuk az F(x) eloszldsfiiggvényt.
Megoldds
Ha x<-3, akkor F(x)=0,

-3<x<2, akkor F(x)=
2<x<6, akkor Fx)=—+—=—==,

6<x akkor F(x)=

A megoldast a 15. dbra szemlélteti.
F(x) 4
1
3/4
112+
1/4

3210 1234567 x

-

15. dbra. F(x) eloszldsfiiggvény (lépcsés fiiggvény)

2. Az adott fiiggvények koziil melyik lehet eloszlasfiiggvény?

0, hax<0 x
_ _je’, hax<0
@ F)= ——-—i;j haO< x; b) F(x)—{]‘ ha0<ux.

Megoldds
a) F(x) nem lehet eloszldsfiiggvény, mert (0,4) intervallumban negativ;
b) F(x) valéban lehet eloszlasfiiggvény, mivel minden xe& R -re értelmezve van,
monoton ndvekvd, minden pontban folytonos és
lim F(x,)= lim 0=0, lim F(x,)= lim 1=1.

Xp=y—oo Xy =00 Xy 00 Xp—yoo
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3. Dobjunk fel 3 érmét. Az X valosziniiségi valtozo legyen a dobésonkénti fejek
szdma. Adjuk meg az X valtozé

a) valoszinliségeloszlasat és grafjat,

b) eloszlasfiiggvényét és grafjat,

¢) F(=1), F(18), F(2) értékeket, valamint az eloszlasfiiggvény felhaszndldsdval
annak valésziniiségét, hogy legalabb 1 fejet, ill. legfeljebb 1 fejet dobunk.

Megoldds
Tegyiik fel, hogy az
FFF, FFI, FIF, IFF, IIF, IFl, FII, [II
elemi események egyenld valbsziniiségiiek. Az X diszkrét valdszinliségi valtozo
értékei: 0, 1, 2, 3.
a) A fej dobasok valésziniisége (16. dbra):

1 3 3 1
= = e =]}== = ==, P(X =3)=~.
P(X=0) 3 P(X =1) g P(X =2) 2 ( ) g
pi &
3/8
1/8 ¢ ? -
0 12 3 X

16. dbra. X valésziniiségeloszldsa

b) Az eloszlasfiiggvény:
0, ha x<0
%, ha 0<x<1
Fo)= g-, ha 1<x<2; xeR. (I7. 4bra)
-78—, ha 2<x<3
1, ha3<x
F(x) &
PO
[
"_-ﬂl L 1 B,
0 1 2 3 “x

17. dbra. F(x) eloszldsfiiggvény

3.2.2. A siiriiségfiiggvény 103

¢) F(-D)=P(X <-1)=0, F(18)=P(X <18) =%=%,

F(3)=P(X <3) =%.

d) Legalabb egy fej dobasanak valdsziniisége:
PX2D)=1-PX <D =1-F(1)= 1-%:-;-,
Legfeljebb 1 fej dobasanak valdszintisége:

P(X <1)=P(X <2) = F(2) :%.

3.2.2. A siirtiségfiiggvény

Definicié. Ha az X val6sziniiségi valtozd F(x) eloszldsfiiggvénye
folytonos, és véges szdmii pont kivételével 1étezik az F'(x), akkor
a derivéltfiiggvényt az X siiriiségfiiggvényének nevezzik és f(x) -
szel jeloljiik, azaz
F'(x)= f(x). (1

Mds megfogalmazasban:

Ha az X valosziniiségi valtozé F(x) eloszlasfiiggvénye eldallit-
haté

F)y= [ fds

alakban, ahol f(t) integrdlhaté fiiggvény, akkor az f(¢r) fiigg-
vényt az X valdsziniiségi valtozo, ill. az F(x) eloszldsfiiggvény
stiriségfiiggvényének nevezziik. Az eloszlasfiiggvény tehdt a
stiriségfiiggvény integralfiiggvénye.
Tétel

Az fstrliségfiiggvény az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

1. f(x) 20, azaz nem lehet negativ;

2. J f(x)dx =1, azaz improprius integrélja 1;

~—00
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3. J f(xdx=Pl@a<X < b), azaz tetszdleges [a,b]-beli integ-

rélja az X véltoz6 [a,b]-be esésének valoszinliségével egyenld.
Bizonyitas

1. Mivel F(x) monoton nem csikkend, ezért nem lehet a deri-
véltja negativ.

2. j f@x)dx= lim j f(x)dx= lim [F(R) F(-R)]=1-0=1,

—00

az F (x) eloszlasfuggvény 3. tulajdonsédga értelmében.

3. A Newton-Leibniz tétel értelmében
b
j f(x)dx=F(b)—F(a)=Pla< X <b)=
a

=Pla<X <b)=Pa< X <b).

Megjegyzés

1. Ha egy f folytonos fiiggvény rendelkezik az 1.-2. tulajdonsé-
gokkal, akkor egy folytonos valdszinliségi valtozo siirliségfiiggvé-
nyének tekinthetd.

2. Annak valészintisége, hogy az X viltoz6 az [a,b] interval-
lumba esik — a 3. tulajdonsdg alapjdn — az f(x) stirliségfiggvény
grafja alatti [a,b] intervallumhoz tartozé teriilet méroszamaval
egyenlo.

A folytonos valoszintiségeloszlasokat gyakran nem az eloszlds-
fiiggvénnyel, hanem a stirliségfiiggvénnyel adjuk meg, és az elosz-

g

lasfiiggvényt a stiriiségfiiggvénybdl szamitjuk ki az
X
F(xy= [f@di @)

integrallal.

3.2.2. A stirfiségfiiggvény 105

Pl. a3.2.1. pont példajaban szerepld X val6szinliségi valtozo stirliségfiiggvénye az

0, hax<0
Fx)y=P(X <x)= 1000 ha0< x<1000  (18. a) 4bra)
1, hax>1000
eloszlasfiiggvényének derivaltja:
O, hax<0
F'(x)=f(x)= 1000 ha 0 < x <1000
0, ha x > 1000

melynek grifjit a 18. b) dbra szemlélteti. f(x)=0 az értelmezési tartomanybeli
minden x-re és

1000 000 0o
jf(x)dx~ f()dx+ g 100()dx+ Ide [IOOO} =T-0_6:1"

00

Foo A o4
1 1/1000
0 1000 0 1000

18. a) dbra. F(x) eloszldsfiiggvény 18.b) dbra. flx) siriségfiiggvény
Példak
1. Az adott fiuggvények koziil melyik lehet siirliségfiiggvény?

1
— < <

a) f(x)= 5’ haO_x_IO,
0 egyébként;

1
- <x<
b) f(x)= Sx, ha0<x<4,
0 egyébként.
Megoldds

oo 10 10
a) Mivel jf(x)dx = I—;—dx = [-g—jl = —1-59-~ 0=2#1, ezértez az f fliggvény nem
—o0 0 0

lehet egy folytonos valosziniiségi véltoz6 siirliségfiiggvénye.
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3.2.3. Varhato érték, szordsnégyzet és szords 107

T 1 2T 16
b) Mivel | f(x)dx=j§xdx=l:~1%j| =1g~0=1 & f(x)20, ezért ez a fige-
0 0

vény lehet egy folytonos valdszintiségi valtozo siiriiségfiiggvénye, melynek eloszlas-
fiiggvénye:

0, hax<0,
Flx)= -f%xZ, ha0<x<4,
1, hax>4.
2
2. Milyen ¢ érték mellett lesz az f(x) = {cx » ha0<x<3, figgvény valamely

0 egyébként,

folytonos valdszintiségi valtozo stirliségfiiggvénye? A ¢ ismeretében szdmitsuk ki
P(1< X £2) értékét.

Megoldds
A ¢ értékét
i3 3 2 ox’ ’ 27
If(x)dx:i‘;cx dx=I:T]O =_TC_0=1

egyenletbd! szamithatjuk ki, azaz ¢ = 3.1 , tehat

279
1, 0, hax<,
F={g* ha0Sxs3 o poy= ~217x3, ha0<x<3,
0 egyébként, L hax>3.
Azf, ill. a F fiiggvény felhaszndldsdval:
PUSX<2)= j%x%: F(Q)-F(l) =-§—7—~%=27—7.

3.2.3. Varhaté érték, szérasnégyzet és széras

Definicié. Ha az X folytonos eloszlast val6szinliségi valtozénak
f(x) astriiségfiiggvénye, akkor varhatoé értéke:

oo

M(X)= [xf(x)dx D

—00

feltéve, hogy az improprius integrél abszoldt konvergens, azaz

[ f (e)dx <+,

—~00

Tehat az (1) formula csak akkor 4ll fenn, ha a jobb oldali integral
1étezik és véges.

Definicié. Ha az X folytonos eloszlasu valdszinfiségi valtozonak
f(x) astriiségfiiggvénye, akkor szérasnégyzetét és szérasat a

DX(X)=M((X-m?)= [(x=m)* f (x)dx @)
- T 2
DX) = | [(x=m)® f(x)dx 3)

képletekkel definidljuk, ahol m =M (X)), feltéve hogy a jobb oldali
integrdl létezik.
A (2) formula alapjan azt is mondhatjuk, hogy a szérdsnégyzet
az (X -M (X ))2 val6sziniiségi valtozo varhato értéke, ha létezik.
A diszkrét esethez hasonléan az m=M (X) és M(X 2) 1étezése
sziikséges és elegendd feltétel a D*(X) létezéséhez, és igy a szd-
rdsnégyzetet és a szordst a kovetkez6 képletekkel is szamithatjuk:

D*(X)=M(X*)-m® = [x* f (x)dx — m* )
R

D(X)=\/M(Xz)—m2 =\/Jx2f(x)dx~m2. 5)

R

Megjegyzés

Mindazok az dllitdsok, amelyeket a 3.1.3. pont megjegyzésében
felsoroltunk a diszkrét valdszintiségi valtozé vérhatd értékére, sz6-
rasara és szorasnégyzetére, a folytonos valdsziniiségi valtozokra is
érvényesek.
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Pl. Ha X[, X,,...,X, valoszinliségi valtoz6k mindegyikének
1étezik vérhaté értéke, akkor osszegiiknek is 16tezik véarhaté értéke,
és az Osszeg vérhaté értéke az egyes véltozék varhaté értékének
Osszegével egyenld, azaz

MX{+Xo+...+X,)=M(X)+M(X)+...+ M (X,) stb.
Példak
1. Legyen az X folytonos valosziniliségi valtozo siiriiségfuggvénye:
3.2 <x<2
F)= Rt ha0<x<
0, hax<O,ill. hax>2
Hatdrozzuk meg és dbrazoljuk az F(x) eloszlasfiiggvényt.

Megoldds

A 0< x <2 intervallumban:

x 3
_f3pg 3] 31 s 1 s
F(x)—'({8ld[—8{3] =3 3x —Sx’
0, hax<O
igy F) =15+, ha0s x<2
1, hax>2
Az F(x) grifjita 19. dbra szemlélteti.
F(x)#
1
0 1 2 3 x

19. dbra. F(x) eloszldsfiiggvény

2. Legyen az X folytonos valosziniiségi valtozo stirliségfiiggvénye:

32
f0)= Rl ha0<x<2 (20. 4bra)
0, hax<OQill hax>2

3.2.3. Vdrhat6 érték, szdrdsnégyzet és szords 109

Szamitsuk ki a P(—;— <X S—;—) valdsziniiséget, valamint X vérhatd értékét, szoris-

négyzetét €s szOrdsat.

x
Megoldds
Annak val6szinfisége, hogy X az [
, 3
1,3 3, 3[212 31027 1) 3 26 13
PExs2) =[ foydre=[2xlax=2| 2|23 1[27 1) 3 26 13
2 2!“’ !8 83_1_83[8 8)2428 32
3
A viérhat6 érték:
235 3[T 316 3
m=M(X)= de=[28dx =22 | 23.16_3
X) ’J;xf(x) (J;Sxdx S[J TS
0
2 (.2 23, 3[¥T 332 12
MY = [rde= [3xtax=3| 2| 23.32_12
1{ f&® isx 8[5]0 85 5

Tehét a szérasnégyzet:
D X)=M(xY)-m2=12_3 2 0 3
5 (2] -
€s a szOras:

3 13 _1
DX)= === = = =. =
(X) 0 2" 5~ 0,7746 = 0,3873.
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3.3. A valészintiségi valtozo6 egyéb jellemzdi

A valosziniiségi valtozé és eloszlasa jellemzésére a véarhaté ér-
ék, a szérds és szérasnégyzet mellett tovabbi informdaciot nyerhe-
tiink az tn. momentumok eléallitasaval. A kovetkezd pontokban
megvizsgaljuk, hogy a momentumokkal miként éllithatok 61'6 az
eloszlasokat jellemzd varhaté eltérés, median, kvantilisek, terjede-
lem, médusz, ferdeség és lapultsag értékei.

3.3.1. A momentumok és alkalmazasuk

Az X val6sziniiségi valtozé varhato értékét (diszkrét és folytonos
esetnek megfelelden)

oo

MX)=Y xyx), il M(X)= [xf(x)dx

—00

formuldkkal, a szérdsnégyzetét pedig

D2(X) =3 (x = M (X)) v(x) = M (X*) = (M (X))*,
ill.
D2(X)= [(x=MOOY fQde= [ (e~ (M (O

formuldkkal adtuk meg. A formuldkban X és X 2 vérhat6 érték'e
szerepel. A valészinfiségi valtozé magasabb foku véarhat6 értéke is
felhasznalhaté eloszlasanak és siiriiségfiiggvényének jellemzésére.

Definici6. Legyen X valdszinliségi véltozo. Az X k véltozs varhaté
értékét k-adik vagy k-adrendii momentumanak nevezzik és

M -val jeloljiik, azaz

My =MX*) =Y xfv(x) (k=12,.) (1)

ill.

3.3.1. A momentumok és alkalmazdsuk 111

M =MX*)= [x*f(x) k=12..) )

—00

ha a vdrhaté értékek léteznek. Az M (X) varhat6 értéket, tehst
elsérend{i momentumnak is nevezhetjiik.
Az X véltoz6 k-adik momentuma mellett azt is vizsgalhatjuk,

hogy X egy adott r értéktdl (ponttol) vald eltérésének k-adik mo-
mentuma mivel egyenld. Ha ez az r érték éppen M (X) értékével

egyenld, akkor a vdrhaté értékre vonatkozé tn, k-adik centralis
momentumrél beszéliink, melyet 1, -val jel6liink:

,ukzM((X—M(X)Y‘) (k=0,1,2,...) 3)
Az els6 centralis momentum 0, ui.
MX -MX)=MX)-MM(X))=MX)-M(X)=0,

mivel M (X) konstans, igy varhaté értéke dSnmagéaval egyenld.

A mdsodik centrdlis momentum pedig a sz6rdsnégyzettel egyen-
16, azaz

D2y =M (X~ ()P )= M (x 2~ (4 (xR

Ebbél lathatd, hogy az els6 €s méasodik momentum ismeretében
a masodik centralis momentum, azaz a szorasnégyzet is eléallithats.
Az M (X) vérhat6 értéket az eloszlas centruménak is nevezziik.

Definicié. Az

k
M( |%| ) (4)
vdrhatd értéket, ha létezik k-adik abszoliit momentumnak, az
M(lx ~M(x )" ) )

vérhatd értéket, ha létezik k-adik centralis abszoliit momentum-
nak nevezziik.

Ha a diszkrét val6szintiségi valtozé x; -hez tartozd p; val6szinii-
ségei, ill. folytonos val6sziniiségi valtozé siirliségfliggvénye szim-
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metrikusak a varhaté értékre, akkor a paratlanrendii centralis mo-
mentumok 0-val egyenlok.

Ha az eloszlas, ill. a siirliségfiiggvény nem szimmetrikus, akkor
annak mérésére egy Un. ferdeségi egyiitthatot szamithatunk ki, ha
ismert a véltoz6 szérdsa, és harmadik centrdlis momentuma.

Definicié. Az X valészinlségi véltozé v, -gyel jelolt harmadik
centrdlis momentumdnak és szérasa harmadik hatvanydnak hdnya-
dosat ferdeségi egyiitthatonak nevezziik, azaz
MI(X-MXP)_us
D3(x) o3
Egycsticsu eloszlas esetén a valdszinliségi valtozénak csak egy

moédusza van (1. 3.3.3. pontot), ekkor a folytonos valdszintiségi
véltozo slirliségfiiggvényének grafja negativ y; esetén a médusz-

(6)

tél balra, pozitiv y; esetén pedig a médusztdl jobbra elnyilik. Ha
¥1 =0, akkor a graf szimmetrikus.

Az X valésziniiségi valtozo stirliségfliggvényének jellemzésére a
vele azonos varhat6 értékii és szorasu normalis eloszlasu val6szinii-
ségi valtoz6 slirliségfiiggvényével vald dsszehasonlitasbol is kovet-
keztetést vonhatunk le.

Definicié. Az X val6sziniiségi valtozd 7y, -vel jeldlt negyedik cent-

rlis momentuma és szordsa negyedik hatvdnya hdnyadosdnak 3-
mal csokkentett szdmértékét lapultsagi egyiitthatonak nevezziik,

azaz
7/2=M(X-M(X))4 3o Ma 4 %

D*(X) ot

A leggyakrabban eléfordulé normélis eloszlas (1. a 4.2.3. pontot)
lapultsdgi egyiitthatéja 0, igy mondhatjuk, hogy pozitiv y, esetén
az X valtozd siiriségfiiggvénye rendszerint magasabb és csiicso-
sabb, mint az Osszehasonlitdsul valasztott, megegyezé vérhatd
értékii és szoérdsu normalis eloszlast valtozo stirliségfiiggvényéé
(21. a) és b) dbra).
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~_normal y,=0

21. a) és b) dbra. Lapultsdg és ferdeség a normdleloszldshoz képest

Az (5) formuldt k =1 esetén a valdszinliségi valtozo varhat6 ér-
téke koriili véletlen ingadozasanak mér6szamaként hasznalhatjuk
a szérdsnégyzet helyett, pontosabb értéket ad, de haszndlata az
abszolit érték miatt nehézkesebb.

Definicié. Az X valdsziniiségi valtozd m; -lel jelolt elsé centralis

abszolit momentumat az X varhato eltérésének nevezziik, ha vir-
hat6 értéke létezik, azaz

my =M (X -M(X)). (8)

Példa
Szdmitsuk ki a ferdeségi €s a lapultsdgi egyiitthatét, ha

NSE]

1 n
— - <y <

@) f(x) = 2cosx, ha _x_z
0 egyébként;

a_1 ha0<x<1

b) F) =T 14y
0 egyébként.
Megoldds
a)Mivel az f(x) siiriiségfiiggvény szimmetrikus az y tengelyre, ezért a pdratlan-
rendil centralis momentumok 0-val egyenldk, azaz M (X)=0, és u3 =0. A sz6-
résnégyzet:
2 1

2 Loosxde=2n? —2=0467401101,

:DZX =
Ky (X) 5 T

,\,’;,‘——Nfﬂ

amelybdl a széras: ¢ = D(X) =4/0,467401101 = 0,6836673906,

0% =03195468911, o =0,2184637892,
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z

a1 1 4 2

py= | x* cosxdy=—om* +24-3n" = 047925498,
2 16
3

—&=_O~——=O inthogy a stiriiségfiiggvény szimmetrikus.
M= 3T 03195468911 o8 ghiseveny

v, =Ha 3 Q47925498 5 806249806 A negativ 7, -bsl arra ko-
L 0,2184637892

vetkeztethetiink, hogy a megegyezd vérhato értékil és szordsi normdlis eloszldsid
valtozo siiriiségfiiggvényéhez képest a vizsgalt valtozé sirtiségfuggvénye laposabb.

b) A vérhat6 érték:

ed Lo oI o aaiom1o00
m=M(X)=jx~-E Fdx=2"2=0, ,
0 1+x

szérdsnégyzet:

1
D%X):j(x—m)z.i L ix = 0,07851926940,
0 T 14x

szOrés:
0 =4/0,07851926940 = 0,2802129001,
és igy
o3 =0,02200211219, o* =0,006165275664.

1

: 4 1
= [ (x=m)® = ——dx =0,02200211219,
N !; T 14 x?

1
44 1
= | (x—m)* ———dx =0,01185056671.
My J( 71722

0
A kiszamitott értékekkel:

7 =48 = 02490325103 ¢s 7, = L4 -3 =-1077852905.
[ (o
A 7, ferdeségi egyiitthat6 pozitiv, ¥, lapultsdgi egyiitthaté negativ, tehdt Sssze-

hasonlitva a megfeleld normélis eloszlasi valtozo striiségfuggvenyével, arra kovet-
keztethetiink, hogy a vizsgalt valtozo siirliségfiiggvénye a médusztol jobbra el-
nyilik, és laposabb.
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3.3.2. A median

Definicidé. Azt az r szdmot, amelyre az X valészinliségi valtozo
M (]X - rl) elsérendii abszoliit momentuma felveszi minimumat, ha
ez létezik, mediannak (az eloszlds kozepének) nevezziik és m, -vel
jeloljiik. Ez az m, szam a valészintiségi valtozo értékeit két olyan
részre osztja, amelyek bekovetkezési valdsziniisége ugyanaz.

A definiciébdl és a varhat6 érték fogalmdbdl kovetkezik, hogy a
median bizonyos esetekben egyenl is lehet a varhato értékkel, de
altaldban attél kiillonbozik.

A medidnt szokds az X valdszinliségi valtozé F(x) eloszl4s-
fiiggvényével is definidlni. Igazolhatd, hogy az

F)=1 (1)

egyenletnek, ha egyetlen x; megolddsa létezik, akkor az az elosz-
las mediénjaval egyenld, azaz x; = m,. Ha nincs egyetlen megolda-

sa az (1) egyenletnek, de valamely ]a,b] intervellumbeli értékekre

F(x)= —é—, akkor ennek az intervallumnak a kdzéppontjdt nevezziik

medidnnak, azaz
a+b
me = 2 " (2)

Ha az egyenletnek nincs megolddsa, akkor azoknak az x értékeknek

a fels6 hatdrat nevezziik medidnnak, amelyekre F(x)< %

A medidn geometriai szemléltetésére dbrazoljuk az F(x) elosz-
lasfliggvényt és az x tengellyel parhuzamosan, F(x) ordinitdjanak
% magassdgaban vegyiink fel egy egyenest. Ha az F(x) gréfjdnak
az egyenessel vald metszéspontjat levetitjiik az x tengelyre, meg-
kapjuk a medidnt. A 22. dbra az egyetlen megoldés esetét, a 23.
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dbra a Vxe ]a,b]-re F(x) =% esetét, és a 24. dbra pedig ,.fels6-

hatdr F(x) < % » esetét szomlélteti.

Fix) &
1 -
112

™™
0 m,

=¥

22. dbra. A medidn grafikus meghatdrozdsa

F(x) A
1
LY

o

0 a m,b X

23. dbra. A medidn grafikus meghatdrozdsa

Foo®
1 o
112  —
oo
s .
0 m, X

24, dbra. A medidn grafikus meghatdrozdsa

Az X folytonos valdszintiségi valtozé f(x) siirliségfliggvényé-
nek grafikonja alatti teriiletet az x =m, egyenes felezi, melybdl

mar kovetkezik, hogy szimmetrikus eloszlds esetén a medidn
egyenld a valtoz6 varhato értékével, azaz m, = M (X).
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3.3.3. A p-kvantilis, a terjedelem és a médusz

A medidn, m, olyan szdm, amely az eloszldst %% ardnyban osztja

ketté. A gyakorlatban eléfordul, hogy olyan 0< p <1 szdmot kell
megadnunk, amely az eloszldst p:(1— p) ardnyban osztja ketté.

Definicid. Azt az x » valds szamot, amelyre a

P(X <x,)=p, P(X >x,)=1-p, O0<p<l €Y
egyenlétlenségek teljesiilnek, az F(x) eloszlasfiiggvény p-kvanti-
lisének nevezziik, ha csak egyetlen ilyen xp létezik.

A medidnhoz hasonléan itt is még két esetet kiilonboztethetiink
meg. Eléfordulhat, hogy Vxe ]a,b] -re p-vel egyenld, akkor F(x)
p-kvantilise ezen intervallum kdzéppontja, azaz

_a+b
5
Ha a p értékkel nem lesz egyenld az F(x) eloszldsfiiggvény

egyetlen x, helyen sem, akkor p-kvantilisnek az F(x)< p felté-
telt kielégit x értékek fels6 hatdrat nevezziik.
Abban az esetben, ha F(x) szigorian monoton ndveked6, akkor
az
Fx)=p )

egyenletnek egyetlen megoldésa van, és az x, -vel egyenld. A me-

didn definici6janak megfeleléen, a p=% értékhez tartozé x
2
kvantilis a medidn. Gyakrabban haszndljuk a p =—}I, ésap =%
értékekhez tartozé kvantiliseket, az elébbit alsé, az utébbit pedig
fels6 kvantilisnek nevezziik.
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A valésziniiségi valtozd jellemzését kiegészithetjiikk azzal is,
hogy megadjuk azt az my, -vel jelolt legsziikebb intervallumot,
amelybe 1 valdsziniiséggel beletartozik az X.

Definicié. Ha valamely X valoszin(iségi véltozo korlatos és ]a,b]
az a legsziikebb intervallum, amelyre

Pla<X £b)=1 3)
akkor az intervallum m, =b—a hosszit az X valdszinliségi valto-
z6 terjedelmének nevezziik.

Igazothatd, hogy korldtos eloszldsokra a variancia legfeljebb a
terjedelem fél hosszaval egyenld, azaz

Var(X) = D*(X) sﬁz’—. (4)
Mind a diszkrét, mind a folytonos val6sziniiségi valtozo jellem-

zésére azt is célszerli megadni, hogy melyik x; értéket veszi fel a

legnagyobb valdszintiséggel, ill. mely értékeket vesz fel relative
nagyobb valoszintiséggel.

Definicié. Diszkrét valdszindiségi vdltozo x;,x,,... lehetséges
értékei koziil azt az x; szdmot nevezziik az X véltozé médusza-
nak, amelyre a P(X =x;)= p; szam a legnagyobb. Ez az x; a le-
hetséges értékek koziil a legvalosziniibb. Ha tobb ilyen érték van,
akkor mindegyik modusza a valdsziniliségi valtozonak.

Ha X folytonos eloszldsi valbszindiségi véltozo, akkor a sfirtiség-
fiiggvénye lokélis maximumhelyeit nevezziik az eloszlds médusza-
inak, jelolése: my. Az closzldsnak tehdt t6bb médusza is lehet. Az
egy, két, hdrom stb. méduszd eloszldst unimodalis, bimodalis, tri-
modalis stb. eloszldsnak mondjuk (25. dbra. és 26. dbra).

P4

ol

25. dbra. Unimoddlis eloszlds modusz (my ), medidn (m, ) és kizépérték x)

E.3. Ellendrzd kérdések a 3. fejezethez 119

f(x) f(x)

{ 3o
1] T u ot T ¥ ¢ {
X my my my

26. dbra. Bimoddlis és trimoddlis eloszlds

Példa
Szamitsuk ki az
0, hax<0
F(x)= —;—x3, ha0<x<2
L hax>2
eloszlasfiiggvény medianjat, also- és fels kvantilisét.
Megoldds
Az %x3 =-;—, %xs :%—, -é-x3 =Z— egyenletek megolddsai adjék a medidn, az

alsé és felsd kvantilis x, értékeit:

Medidn: m, = x =4 = 15874

Als6 kvantilis: x, = %/5 =1,2599
r

Fels6 kvantilis: x5 = V6 ~18171.
)

E.3. Ellenérz6 kérdések a 3. fejezethez

1. Mit neveziink egy X valdszintiségi valtozo eloszldsanak és
vérhatd értékének?

2..Egy Jjatékot mikor neveziink korrektnek ill. a jatékos szem-
pontjdbdl kedvezoének vagy kedvezétlennek?

3. Hogyan definidljuk az X valésziniségi valtozd szorasnégyzetét
és szOrasat?

4. Hogyan értelmezziik az X és Y valdsziniiségi valtozok egyiittes
eloszldsit és peremeloszldsukat?
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5. Hogyan definidljuk az X és Y valoszintliségi valtozok kovarian-
cidjét és korrelacidjat?

6. Milyen kovetkeztetést vonhatunk le a korrelacié értékébdl az
X és Y val6szinliségi valtozok kozotti kapcsolatra vonatkozdlag?

7. Hogyan értelmezziik az X folytonos valdsziniiségi véaltozo ese-
tén az eloszlast, a varhaté értéket, a szérdsnégyzetet és a szordst?

8. Hogyan értelmezziik az X valdsziniiségi valtozé eloszlasfiigg-
vényét és siirliségfliggvényét?

V.3. Feladatok a 3. fejezethez

V.3.1. Szamitsuk ki az m vdrhat6 értéket, a szérdsnégyzetet €s a szordst az aldbbi
tablazatokkal adott eloszlasokhoz:

aj X; 2 3 11
v(x;) 173 12 1/6

b x; -5 4 1 2
v(x;) 1/4 1/8 172 178

V.3.2.Egy szabdlyos pénzérmét dobjunk fel négyszer egymds utdn. Hatdrozzuk
meg az X és Y eloszldsat, varhat értékét, szérasnégyzetét és szérdsat, ha

a) X jelenti a négy dob4sonkénti fejek szamadt;

b) Y jelenti a négy dobdsonkénti fej dobdsok sorozatdnak hosszat.

V.3.3. Egy jdték hirom szabdlyos pénzérme feldobasdbdl all. A jatékos 3 fej do-
bésakor 5 forintot, 2 fej dobdsakor 3 forintot, 1 fej dobdsakor 1 forintot kap, egy¢b-
ként pedig azaz 3 irds dobésakor a jdtékos fizet a banknak 15 forintot. Allapitsuk
meg, hogy a jatékos szempontjabol kedvez6 vagy kedvezbtlen a jatek?

V.3.4. Tegyiik fel, hogy az X és Y valésziniiségi valtozok egyiittes eloszlasa az
aldbbi tabldzattal adott:

X\Y -3 2 4 Zsor
1 0,1 0,2 0,2 0,5
3 0,3 0,1 0,1 0,5
Zoszlop 0,4 0,3 0,3
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Hatdrozzuk meg az X és ¥

a) closzlasat;

b) kovariancigjat;

c¢) korreldci6jat és

d) vizsgéljuk meg X és Y fiiggetlenségét.

V.3.5. Hatdrozzuk meg az X és Y valoszinliségi véltozokhoz az

a) M(X) és M(Y);

b) Cov(X,Y);

c) D(X), D(Y) és R(X,Y) értékeket, ha az egyiittes eloszldsok tdbldzata:

A
) X\Y -4 2 7 zsor
1 1/8 1/4 1/8 172
5 1/4 1/8 1/8 12
ZOSZIOp 3/8 3/8 1/4
B
) X\Y -2 -1 4 5 zsor
1 0,1 0,2 0 0,3 0,6
2 0,2 0,1 0,1 0 0,4
2oszop | 03 03 0.1 03

V.3.6. Legyenck X és Y fuggetlen valdsziniiségi valtozok az

X 1 2
v(x;) 0,7 0,3

Yi -2 5 8
u(y;) 0,3 0,5 02

eloszlasokkal adottak. Allitsuk el8 az X és Y egyiittes eloszldstabldzatst, és igazol-
juk, hogy Cov(X,Y)=0.

V.3.7. Legyen az X folytonos valoszinfiségi valtozo:

Fo= —éx+b,ha0$xs3

0, hax<Oéshax>3

stirtiségfuggvénnyel adott.
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a) Szamitsuk ki a b értékét;
b) Szamitsuk kia P(1< X <£2) értékét.

V.3.8. Az X diszkrét valosziniiségi valtoz6 az

X -2 1 2 4

v(x;) 1/4 1/8 12 1/8

eloszldsi tablazattal adott. Abrézoljuk az F(x) eloszldsfiiggvényt.

V.3.9. Legyen az X folytonos valdsziniiségi valtozo slirliségfiiggvénye:

f=|3x ha0<xS2
0, hax<0,éshax>2

Hatdrozzuk meg és dbrézoljuk az F(x) eloszlasfiiggvényt.

V.3.10. Szémitsuk ki az X val6sziniiségi valtozo elsé négy momentumat, ha el-
oszldsa:

X —2 1 3
v(x;) 1/2 1/4 1/4

V.3.11. Egy érme olyan stilyozasi, hogy a fejdobas valdsziniisége P(F) =%,

az {rasdobdsé pedig P(I) = % Dobjuk fel az érmét haromszor egymdsutén. Jelentse
az X valdsziniiségi valtozo a dobasonkénti fejdobésok sorozatanak hosszat. Hataroz-
zuk meg az X vdltozé értékeit, eloszlasdt, varhatd értékét.

V.3.12. Egy X valosziniiségi véltozé a -2, 0 és 4 értékeket veheti fel, melyek-
hez tartozo valosziniiségeloszlas:

PX=-2)=2; PX=0)=3; PX=4=1.

a) Irjuk fel és abrazoljuk az X véltoz6 eloszldsfiiggvényét;

b) Szamitsuk ki az eloszlasfiggvény értékét az X =-3, X =-2, X =1, X =5
helyeken;

¢) P(X20)=?, P(X<0)=".

V.3.13. Egy dobozban 3 friss és 2 zéptojds van. Visszatevés nélkiil véletlenszerii-

en kivélasztunk hdrmat. Az X val6sziniiségi valtozé jelentse a kivett friss tojasok
szamét. Adjuk meg az X véltozé

a) valoszintiségeloszlasat és grafjat;

b) eloszlasfiiggvényét és grafjat;
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valamint annak val6sziniségét, hogy legalabb egy friss, ill. legfeljebb egy friss tojas
van a kivettek kozott.

V.3.14. Egy csokolddégyar 110 egységnyi és 220 egységnyi titkositott adalék-
anyaggal gyart 20, 40, 60 és 100 g-os csokoladé szeleteket. Az ALFA lizlethdznak a
kovetkezo tablazat szerinti dsszetételben teljesitették a megrendelést:

X\Y 20 40 60 100
110 50 100 100 250
220 250 300 400 550

Valasszunk ki véletlenszerlien egyet. Az X valosziniiségi valtozo jelentse a cso-
kolddé szelet adalékanyag mennyiségét, ¥ pedig a tomegét. Adjuk meg az (X,Y)
valdsziniiségi vektorvaltozo

a) egyiittes valésziniiségeloszlasat és peremeloszlasat,

b) egyiittes eloszlasfiiggvényét és a perem-closzlasfiiggvényeket,

¢) X és Y véltozdinak kovariancidjat és korreldciés egyiitthatdjt.



NEGYEDIK FEJEZET
Nevezetes eloszlasok

A val6sziniiségszamitas, mint minden mas tudomany, a kiilonb6z6
jelenségek vizsgdlata sordn arra térekszik, hogy feltdrja azokat az
elvonatkoztathatd jegyeket, amelyek lehetévé teszik a kiillonb6zo
jelenségek bizonyos szempontok szerinti csoportba soroldsat, mert
ezzel azonos mddszerek alkalmazédsdra nyilik lehetdségiink. Szd-
mos jelenségrél megallapitottak, hogy a valoszintiség szempontja-
bl hasonléan viselkednek, pl. ugyanazt az eloszldst kovetik, vagyis
az X valosziniiségi véltozd x; értékeihez a p; valosziniiségek azo-
nos eljarassal (képlettel) szdmithatdk ki, fiiggetleniil x; jelentésé-
t6l, vagy csak paraméterértékekben kiilonbozoek, de ugyanazzal az
eloszldsfiiggvénnyel irhatdk le. A kovetkezd pontokban azt vizs-
géljuk, hogy bizonyos feltételeknek eleget tevé valdszinliségi val-
tozéknak milyen jellegzetes eloszlasfiiggvényei vannak.

4.1. Diszkrét val6sziniiségeloszlasok

A gyakorlati feladatok kisérleteinél legtobbszor csak az érdekel
benniinket, hogy a kisérlet eredményes volt-e vagy eredménytelen.
Olyan kisérletsorozatot vizsgalunk tehat, amelynek pontosan két
kimenetele van, vagyis a kisérlet sordn azt figyeljik meg, hogy
valamely A esemény bekovetkezett-e vagy sem. Ilyen kérdésre ad
vélaszt a kovetkez6 eloszlas.

4.1.1. Binomialis eloszlas

Mi annak a valosziniisége, hogy egy kisérletben az A esemény pon-
tosan k-szor kovetkezik be?

Tekintsiink egy filggetlen kisérletekbdl allo kisérletsorozatot.
Legyen az A esemény bek6vetkezésének valdszinlisége minden ki-
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sérletben P(A)= p és az ellentett esemény A bekovetkezésének
val6szinlisége:
P(A)=1-P(A)=1-p=q.
Ismételjiik meg a kisérletet n-szer egymastdl fliggetleniil, és az X

diszkrét valdsziniiségi véltozo értéke legyen az A esemény beko-
vetkezéseinek szaméval egyenld.

Tétel

Annak valdsziniisége, hogy n (n=12,...) fiiggetlen kisérletso-

rozatban az A esemény pontosan k-szor kovetkezik be, azaz az
A esemény bekovetkezéseinck szamédt megadé X valoszintiségi
véltozé x; értéke éppen k (tehdt x; =k)a

P =P(X =k>=(z}p"q”"‘, (1)

(k=0,1,2...,n) (0SS p<])

n!

= m binomia-

n
képlettel adhaté meg, ahol g=1-p, és (k}

lis egyiitthato.
Az (1) eloszlast n-edrendii, p paraméterii binomialis eloszlas-
nak nevezziik, mivel a p, = B, (k) valosziniliségek a (p+ )" hat-

vénymennyiség binomidlis tétel szerinti kifejtésének tagjai, azaz az
eloszlast a kovetkezd tdblazattal adhatjuk meg:

k 0 1 2 n

Pk)| " (?)9"'119 (Z)q""zpz e | P

Az 1. tétel bizonyitdsat az A és B elemekbdl 4ll6 olyan n elem-
hosszisagd sorozatok vizsgélata alapjén végezhetjiik, amelyekben
az A elem pontosan k-szor, B elem pedig (n—k) -szor fordul elé.

" Az ilyen elem-n-es sorozatok szdma: [

4.1.1. Binomidlis eloszlds 127

n
k

kisérletek egymadstdl fliggetlenek, ezért minden elem-n-es valGszi-
kqn—k

). Mivel feltettiik, hogy a

niisége: p
szinfisége:

, ahol g=1-p, sigy az A el6fordulasanak vals-

P(A) = (Z )pkq"_k; (k=0,1,2,...,n).

A binomiélis eloszldst 4ltaldnosabban is definidlhatjuk.

Legyen X diszkrét valoszin(iségi valtozd, amelynek értékei a ter-
mészetes szamok, azaz X ={O,1,2,...,n,...}. Ha annak valészin(-

sége, hogy X éppen a k értéket veszi fel
Pi =[Z)p"q”"‘; (k=0,1,2,...,n)

akkor az X valdszinfiségi véltozé binomialis eloszlasu. A binomia-
lis eloszlds tagjai kezdetben a k-val egyiitt ndvekednek, majd a
maximum elérése utdn csokkennek. Ha np egész szdm, akkor az
ehhez tartozé val6szinliség a legnagyobb, ha pedig nem egész
szdm, akkor az np-hez legkozelebbi egész szdmhoz tartozé valészi-
niiség a legnagyobb.

Az (1) binomidlis eloszlast b(k;n, p)-vel is szokds jeldlni, azaz

b(k;n, p) = (Z ]pk q"* (1%

amelynek k < x -re vonatkozé 6sszegezésével kapjuk az eloszlas-
fiiggvényt:

Fy(x)= Z(Z )pkq"‘k . )

k<x
Megjegyzések

1. Ilyen kétkimenetelli fiiggetlen kisérletek vizsgalatéval el6szor
J. Bernoulli foglalkozott, ezért a fentiekkel kapcsolatban Bernoulli-
kisérlet és Bernoulli-eloszlés elnevezések is hasznalatosak.
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2. A P, (k) valosziniiségek kényelmesebb kiszamitasat a

P,,(k+1)=’;€;’; .%-Pn(k) (1%%)

rekurzids képlettel végezhetjiik.
A binomiilis eloszldsd X valdszintiségi valtoz6

vdrhatd értéke: m=M(X)=np 3)

szordsnégyzete: s?= Var(X) = D? (X)=npq @)

szordsa: s = ,/Var(X =D(X)=+npq (&)

A (3), (4) és (5) formulak a megfeleld definicidk és a binomidlis
sorbafejtés képleteinek felhaszndldsa alapjdn igazolhatok. Ui. az
(1*) jelolést haszndlva

14 7 ! X —k
M(X)= Zkb(k,n,p)=2k—k-'—(;?:—@p qn .
k=0 k=0 ' ’

k =0-ra az els6 tag kiesik, egyszeriisitstink k-val és emeljiik ki
np tényezot:

- (n=D! -1 _n—k
M(X):"plé(k—l)l(n—k)zpk

k—-1=r helyettesitéssel az Osszegezést r=0 -t6l n—1-ig vé-

gezziik:
M(X)= npg——ﬂ- prq"-l_r = npnilb(r' n—1, p)
) rzor!(n—l—r)! o
de a binomialis tétel értelmében:
n-1 1 1
S brin-1,p)=(p+q)"" =1"" =1,
r=0

tehat
M(X)=np.
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n

A fenti 1épéseket alkalmazva M (X 2)= zkzb(k;n, p) formuléra,
k=0

kapjuk:

M (X?)=np(np+q),
. . 2 v 2 2 . L
€s felhaszndlvaa D“(X)=M (X “)- (M (x )) Osszefliggést, kap-
juk, hogy
D*(X) =np(np +q) - (np)* = npq.
Példak
1. Egy szabdlyos pénzérmét dobjunk fel hatszor és figyeljiik meg a fej dobdsok

szamat. Allftsuk el a valosziniiségi véltozo eloszlasat, eloszlasfiiggvényét és grafi-
konjait.

Megoldds
Bernoulli-kisérletrol van sz6, tehat az (1%) ill. (1**) képlettel el64llitjuk az elosz-

las tébldzatit n=6, p=gq =i, k=0,1,2,3,4,5,6 értékekre. A

2
(6Y1 ko \k
- ]5) )
ill.
1
6-k 2 6-k
D=2=k 2 | =5k
P,(k+1) P T Py (k) k+1P6(k)
2
képleteket hasznélva:
k 0 1 2 3 4 5 6
Py (k) 1 5 15 20 15 5 1
64 64 64 64 64 64 64

Az eloszldsfliggvényt Fy(x) = ZP(k) képlettel szamitjuk:

k<x

k 0 1 2 3 4 5 6 6 <
1 7 22 42 57 63

F.(k —_— — == —_ =L =

o) 0 64 64 64 64 64 64 !
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A binomidlis eloszlasii valoszinfiségi valtozo eloszldsat a 27. 4bra, a binomialis
eloszlasfiiggvényt a 28. dbra szemlélteti.

Q)
20/64 T
15/64 T
6/64 - ——
1/64 —
0 1 2 3 4 5 6 k

27. dbra. Pyk) valdsziniiségi vdltozd eloszldsa (hisztogramja)

4 Fex)
1 - = ZIIIITIIITIIIIIIIIIZIIIILLL
63/64 T
L o—s
42/64 ---eeeeeeeeeeeeeeeee ~—
22/64 4 —
764 te——t 1
Yodgmems | |+ i —p
ofl 1 2 3 4 5 6 x

28. dbra. Az Fg(x)binomidlis eloszldsfiiggvény

2. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy egy hazaspar 6 szilletendd gyermeke koziil

a) 3 fid lesz; ,
b) a fidk szdma kevesebb lesz a lanyok szdmandl, ha a fidk sziiletésének val6-

szinfiségét 12 -nek vessziik?
Megoldds

Mivel most n=6 és p=g= —-12— ezért az (1) képlet szerint
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o (6Y1IV(1Y _ 65411 5.
“ ”(3““"(313)(5) “T2383°16

b) Ha a fidk szdma 0, 1, 2, akkor kevesebb a lanyok szdmanal, tehat

6 1 5 2 4
P(Oﬁﬁ)+P(1ﬁﬁ)+P(2ﬁﬁ)=[%) +[?I%j (32-] +(§I%j [%) =;_é

3. Egy szamitogéphez 4 egyméstol fiiggetleniil miikodd lemezegység tartozik.

Az egyes lemezegységek 6-107* valosziniiséggel hibasodhatnak meg. Ha az adat-
feldolgozis elvégzéséhez legaldbb 2 hibétlan lemezegység kell, mi a valdsziniisége
annak, hogy az adatfeldolgozés sikeresen befejezhets?

Megoldds

Annak, hogy egy lemezegység nem hibdsodik meg p=1-6- 107 =09994 a
valdsziniisége. Ha a hibatlanul miikod6 lemezegységek szamat X jeloli, akkor az X
valoszintiségi valtozo eloszlasa egy n=4, p=09994 paraméterii binomialis elosz-
las. Tehat a sikeres adatfeldolgozas valoszintisége P(X =2), azaz

4
P(sikeres adatfeldolgozds) = P(X 22) = Zb(k; 4,0,9994) =
k=2

= (‘2‘ )0,99942 -0,00062 + [ ;‘ ]0,99943 -0,0006+

+( 3)0,99944 -0,0006" = 0,9999998.

4.1.2. Poisson-eloszlas

Mi a valoszinlisége annak, hogy egy sajtohibakat tartalmazé konyv
véletleniil kinyitott oldalan van sajtéhiba?
Legyen A pozitiv dllandé és X egy diszkrét valészinliségi valto-
26, amelynek értékei 0, 1, 2,..., k,... Ha X a k értékeket
e
Kk
valészinliséggel veszi fel, akkor az X ecloszldsdt A paraméterti
Poisson-eloszlasnak nevezzik. A p(k,A) szamok val6sziniiség-
eloszlast alkotnak, ui.

P(X =k)= p(k; 1) =

(A>0), (k=0,1,2,..) (H
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o a2k _—A
z Ae” _ o Z e eh =1
k!
k=0
A Poisson-eloszlasu Valoszmusegl valtozéhoz tartozd eloszlas-
fiiggvényt a (1) -gyel adott valdszinliségek sszegezésével kapjuk
minden k < x -re kiterjesztve:

lkl

e 2)

Fy(x)=

k<x
A Poisson-eloszldsi X valosziniiségi valtozo
vdrhato értéke: m=M(X)=4;
szordsnégyzete: §% = Var(X) = DZ(X) =1,

szérdsa: s=/Var(X) = D(X)=+/2,

amelyeket a megfelelé definicidk alapjan éllithatunk eld. A bizo-
ok

nyitdshoz felhasznéljuk, hogy ot = 2 Al'c' Az (1) formula jelolé-
k=0

sét hasznélva:

le

MX)= Zk plk; A) = Zk
k=0

Az els6 tag k=0-ra O-val egyenld, igy A kiemelésével és
k —1=r helyettesitéssel:

/»Lk -1 -A
M(X)= /lz(k T
o P - L
r:

Hasonlé meggondoldssal M (X 2) = A(A+1) adddik, és gy

DXX)=MX>)-MX)P =AA+) -2 =2
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Poisson-eloszlast szemléltet a 29. dbra A =1, A =2 és A =5 -re:

4 Pallc®) A 4 Palk?)
0,44 A=1 0.4+ A=2 0.4t A=5
0,3+ 0,3+ 0,3+
0,2+ 0,24+ 0,2+
0.1+ 0,14 0,14
4 K 4
Htgop ——t —
02 46 02 46 8 0 2 46 810
29. dbra. Poisson-eloszldsok
Megjegyzések

1. Az egyes valdsziniiségek kiszamitasat megkonnyiti a kovetke-
z0 rekurzids formula:

A

Palk +1:2) = 25 py (ki ). (1)

2. A Poisson-eloszlds a bmomlalls eloszldsbél is szdrmaztathatd,
annak n szerinti hatdrértékeként, ha feltessziik, hogy A dlland6 és

p =%, azaz A = pn; ekkor ugyanis

k n—k k -2
O AN _A _Afe
i tn = im [ 3 (1= 2

A binomidlis eloszlédst elég nagy n és kicsi p valésziniiség esetén
az np = A paraméterii Poisson-eloszlds j6l kozeliti. Ennek bel4ts-

sdhoz felhaszndljuk az

2
In(l-z)=-z-2--% - . (*)

Taylor-sort. Ui. ha A =np , akkor

b p)=(1-p)' = (-2
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Mindkét oldal természetes logaritmusat képezve:

Inb(0;n, p) =In(1- %)" =nln(l- %).

(*) figyelembe vételével, z =% helyettesitéssel:

A S
In(l-=)=-=2-20 -2 —
( noon? 3
Ha n igen nagy, akkor
2 3
A
Inb(0;n, p) = nin(1~2) =_A_%__3;2_ Y
és igy
b(0;n, p) = e—’l. (**)

Ha a p elegend$ kicsi, akkor g =1, és

blk;n,p) _(n—k+1Dp _A-G-Dp z_/’_L_'
b(k -1;n, p) kg kq k

Ekkor b(k;n,p)z—%b(k—l;n,p) osszefuggésbol (**) felhasz-

A2t
2

naldsaval b(l;n, p) = Ae™, b(2;n, p) = , 6s teljes indukcid-

val kapjuk, hogy

blk;n, p) zi-z-,—-= 2k ).

3. Az e és e értékeket a [0;3] intervallumban a 6. tdblazat
tartalmazza.
Példak

1. Szamitsuk ki az X valosziniiségi valtozo Poisson-eloszldsit A=1 A=2,
A =5 paraméterckkel, ha £ =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 .
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Megoldds

A k=0 értékhez a (1) képletet, a k tovabbi értékeihez a (1*) képletet hasznaljuk.
Az eredményt téblazatba foglaltuk. (L. 29. dbra.) P1.
0 -1

= = ) = 1 e = l = 1 = =
P(X =0)=p(O) = 0 T e 2718382 0,3679 = 0,368 stb.
k 0 1 2 3 4 5
pk;1) 0,368 0,368 0,184 0,0613 | 0,0153 | 0,00307

plk;2) 0,1353 0,2707 | 0,2707 | 0,1805 |0,0902| 0,0361
p(k;5) 0,00674 0,0337 | 0,0842 | 0,1404 |0,1755| 0,1755

k 6 7 8 9 10
pk;1) 0,00051 | 0,00007 | 0,0000
pk;2) 0,012 0,0034 | 0,0009 | 0,0002 | 0,0000
p(k;5) 0,1462 0,1045 | 0,0653 | 0,0363 | 0,0181

2. Tegyiik fel, hogy az X valésziniiségi valtozo Poisson-eloszldsd. Szamitsuk ki a

1)(3;-;—), p(2;0,7) valosziniiségeket.

Megoldds
3 1

17 ..
2 - 0,607

P N
P(X =3)= p(3i) 5 o

=0,013;

O e 0490497
2 2

P(X =2)=p(2,07) = =0,12.

3. Tegyiik fel, hogy egy 500 oldalas kényvben véletlen eloszlasban 300 sajtShiba
van, Szamitsuk ki annak valdszintiségét, hogy egy adott oldalon
a) pontosan 2 sajtéhiba van;

b) 2 vagy tobb (legaldbb 2) sajtéhiba van.
Megoldds

Ha azt vizsgiljuk, hogy oldalanként hdny sajtohiba van, akkor n=300 és
p= _S%B paraméter(i binomidlis eloszlast kapunk. Mivel p elég Kicsi és n elég nagy,
a binomiélis eloszldst Poisson-eloszlassal kozelitjik A=np=06 paraméterérték

mellett.
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4.1.3. Hipergeometrikus eloszlds 137

a) p(2,0,6) = =0,0988.

(06) ™ 036-0,549
2! - 2

b) Annak az eseménynek a valésziniiségét, hogy egy oldalon 2 vagy tobb, azaz
legaldbb 2 hiba van, az ellentett események valészinliségei kozotti osszefiiggés
alapjan szamitjuk ki. Ketténél kevesebb hiba egy oldalon gy kovetkezhet be, hogy
az X a 0 vagy 1 értéket veszi fel, s minthogy ezek az események egymdst kizdrjak,

igy osszegiik valészinlisége pq + p;. A vizsgalt esemény valdsziniisége:

06) ¢ 06.c95 )
A TR

P(X 22):1—(p()+p1)=1-—[

=1-(e™% +060,549) =1- (0,549 +0,329) = 0,122,
Megjegyzés

A gyakorlati feladatokban gyakran taldlkozunk Poisson-elosz-
ldssal. Pl. egy telefonkdzpontban egy adott iddintervallumban je-
lentkezé hivésok éatlagos szdma, vérsejtek szdma egy térrészben,
egy adott tartomanyba hullé es6cseppek szdma, a radioaktiv boml4-
sok szama egy adott id6tartam alatt, a csillagok a térben, kozeli-
téleg Poisson-eloszldsdak stb.

4.1.3. Hipergeometrikus eloszlas

Mi annak a valészintisége, hogy N szamu alkatrészbol visszatevés
nélkiil kivélasztott n db-bdl 4116 mintdban a selejtesek szdma k db,
ha a N szamu alkatrész kzott M db selejtes van?

Definicié. Azt az X valdszinliségi valtozét, amely az x; =k
(k=0,12,...,n) értékeket

MYN-M
k ln-k

N
n
valdsziniiséggel veszi fel, hipergeometrikus eloszlasi valészinii-

ségi valtozénak nevezzilk, ahol N, M, n nemnegativ egészek és
M <N, O<n<min(M,N-M).

pk :P(X :k): s (k:0,1,2,...,n) (1)

A hipergeometrikus eloszlds tagjai kezdetben k-val egyiitt ndve-
kednek, majd a maximum elérése utdn csOkkennek. Az eloszlds

tagjait j6l kozelithetjiik az n-edrendil % = p paraméterli binomis-
lis eloszlds megfelel6 tagjaival, ha a k-hoz képest M és N elég nagy.

Egy hipergeometrikus eloszldsi X valdsziniiségi valtozo

vdrhato értéke: m=M(X)= n——%—;
e 2 2 n—1
szordsnégyzete: s° =Var(X)=D"(X)=np(l- p) I—H

szordsa: s:,/Var(X ZD(X):\/np(l—p)(l— ]Y\l/:ll )

Példa

Egy 32 lapos magyar kartyacsomagot négy jatékos kozott egyenlden osztunk el.
Az X véltozé értéke legyen az egyik kijelolt jatékoshoz kertilé piros lapok szdma.
(Feltessziik, hogy j61 megkevert kdrtyacsomagbdl mindig véletlenszerii az elosztas.)
Készitsiik el az X valdszinliségi valtozod eloszlasanak tablazatat, tovabba szamitsuk
ki varhat6 ért€két és szorasat.

Megoldds
Az X valosziniiségi valtozo x, =k (k=0,1,...,8) értékek felvételével hipergeo-

metrikus eloszldsi. A lapok szdma N =32, amelyb6l M =8 a piros lapok szdma,
és n=8 lapot kap mindegyik jdtékos. Az adatok alapjan annak valdszinlisége, hogy
az X a k értéket veszi fel az (1) képlet szerint:

8Y 24
=P(X =k) = k\8—k (k=0,12,..,8)
Pr = = = (32] =044,
8

Az X valbsziniiségi valtoz6 eloszlastablazata:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Py | 0,071026]036]023}10,07 (001001} 00100

vérhaté értéke:

=nM _g. 8 _»
M(X)=n=8-25=2;
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szorésa:

n-1)_ | 8( 8Y, 81)_

Az X hipergeometrikus véltozé eloszlasat a 30. dbra szemlélteti.

Pk
04
0,36
03

0,26
0,23

0,2

0,1
0,07
0,01 " "

0" 1 2 3 4 5 6 7 8

&
¥

=V

30. dbra. Hipergeometrikus eloszlds

4.2. Folytonos eloszlasok

Az el6z6ekben harom nevezetes diszkrét valosziniiségi eloszlassal
ismerkedtiink meg: a binomidlis, a Poisson- és a hipergeometrikus
eloszléassal. A kovetkez6 pontokban folytonos eloszlasokat targya-
lunk. A folytonos eloszldsokat a slirliségfiiggvényeikkel definiél-
juk, de magadjuk az eloszldsfiiggvényeket is. Mivel az X folytonos
valésziniiségi valtozo egyes konkrét érékeinek valdszintlisége 0-val
egyenl6, igy a valtozo jellemzésére a siiriségfiiggvényt vagy az
eloszldsfiiggvényt haszndlhatjuk. Megkiilonboztetés és rovidités
céljabdl a folytonos eloszlasok vérhatd értékét p-vel, szérasnégy-
zetét o2 -tel, sz6rédsét pedig o-val fogjuk jelSlni.
Példa

Legyen
éxQ, ha-1<x<1

fo=42
0 egyébként
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a) Vizsgdljuk meg, hogy teljesiil-e az f(x)20 és az I f)dx=1 feltétel, ha
igen, hatdrozzuk meg a siirliségfuggvény eloszlasfliggvényét, és mindkét fiiggvényt
dbréazoljuk.

b) Szamitsuk ki az X véltozd vérhatd értékét, szordsnégyzetét és szordsat.

¢) Mekkora val6sziniiséggel tér el az X valtozd a vérhatd értékétd! legfeljebb
0,25-dal?

Megoldds

@) Mivel x*>>0 minden valés szdmra, igy nyilvinvalé, hogy f(x)>0, ha
xeR.

- -1 Ly o= Nl
_J;f(x)dx=l’0dx+:[—2-x dx+}l'0dx=0+—2-[—J_l +0=

3
S I 8 S £ P
T2 (3 ( 3)]‘2 3=

Tehdt az adott f fliggvény valdban stirliségfiggvény, melynek grafja (31. dbra.):

Af(x)
32
10 1 x

31. dbra. Az f(x) siriségfiiggvény
Az X val6sziniiségi valtozo stiriségfiiggvényének F(x) eloszlasfiiggvénye:

X
Ha x<-1, F(x)= det=0;

—o0

"f f3 I
Ha -1<x<1, F(x)= [0dr+ [2¢ dt=—-{—»} =X 4=
12 2|3], 7272

o0

x ~1 1 x
ha x>1, F(x)= _[f(t)dt: _[Odt+]—%t2dt+j0dt=—2f~—3f=l.
oo 1

—o0 -1
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Tehat az eloszlastiiggvény:

0, hax<-1
3
F(x)= sz—+i2, ha—-1< x <1, melynek gréfja (32. 4bra):
1, hax>1

AF(x)

32. dbra. Az F(x) eloszldsfiiggvény

b) Az X valosziniiségi valtozd varhat6 értéke:

) 1 4 1
u=M(X)= jxf(x):fx%xzdx=%l:x—} =3d-Ly-o
-1 -1

o0

szérdsnégyzete:

e 1 5T
c?=D*X)= f)czf(x)d,wc—u2 = sz -%xzdx~02 :2[—{—] =
e | -l

3

—.i}_ == 5
=55+ =5=06

1
5
és szOrdsa:
o = D(X) = 0,6 =0,774597.
¢) Ki kell szamitani a P(|X - 1 < 0,25) valosziniiséget:
P(X 1] <025)= P(u-025< X < 1 +025)=
= P(=0,25 < X <0,25) = F(0,25) - F(-0,25) =
~0,5078—0,4921 = 0,0157.
Tehat az X a varhato értékétdl 0,25-dal legfeljebb 0,0157 valdsziniiséggel tér el.

A folytonos val6szinliségi véltozok eloszlasainak vizsgalatat al-
taldban a bemutatott példdhoz hasonl6an végezhetjilk. A nevezete-
sebb folytonos eloszldsok koziil a kovetkezd pontokban az egyen-
letes eloszldst, az exponencidlis eloszldst és a normdlis eloszldst
targyaljuk részletesebben.
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4.2.1. Egyenletes eloszlas

Definicié. Az X val6szin{iségi valtozot egyenletes eloszlastinak
nevezzik az ] a;b[ intervallumon, ha sfirtiségfiiggvénye (33. abra):

1
f()C): m’ ha a<x<b,
0  egyébként

xe R )

Azonnal l4thatd, hogy f(x)>0, mivel b—a >0, és

—-a

o0 b
e it

A siirliségfiiggvény definiciojabol kovetkezik, hogy az egyenle-
tes eloszldst X véltoz6 eloszlasfiiggvénye (34, dbra):

X—da

——, haa<x<b;
X X dt b—a
F(x)=P(X<x)=jf(z)dt=jZ-:—-= 0, hax<a, (2)
—00 a a 1, hax>b.

€s a vérhat6 érték, szérds, sz6rasnégyzet definicidi alapjan:

virhaté értéke: p=Mx)=4 “2”’ :

szordsa: o':D(X):b*a ;
J12

szordsnégyzete: o’ = DZ(X ) =(i’1—°-2a—)2 .
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4.2.1. Egyenletes eloszlds 143

Ui. a véarhat6 érték:

i by  [27
MX)= jx.f(x)d.xzjx- dx = {__ =

b-a b-al| 2
— a
-1 1 42 _2_bta
b—a 2 * )= 2

A szérasnégyzet és szords:

b 1 b+a >
o2 =D*X)=MX*)-MX)) = [* dx—( ) =

b-a

Lo (e 0ol

b-—a 2 12
sz—a =b—a
Ji2 23
f(x)
1
S S
0' a 5 %

0 a b
34. dbra. Egyenletes eloszldsfiiggvény

Ha feltessziik, hogy X egyenletes eloszldsu az ]a,b] intervallum-
ban, akkor annak val6sziniisége, hogy X az ]r, s]c ]a,b] részinter-
vallumba esik

N N
1 s—r
< = = =
P(r<X <s)=] f(x)dx b_ajdx s
r r
vagyis ardnyos az intervallum hosszdval. (L. a geometriai valészi-
niiséget az 1.5. pontban.)

Példa

Egy tizemi telefonkdzpont telefonhivdsaindl azt tapasztaljuk, hogy a tdrcsdzést
koveté kapcsolasig terjedd idétartam 1 mp-tdl 100 mp-ig terjedhet. Az eltelt id6
legyen az X egyenletes closzldst valdsziniiségi véltozo. Hatdrozzuk meg az X
valoszinliségi valtozé sirlségfilggvényét, eloszlasfiiggvényét, varhato értékét,
szérasat, valamint annak valdsziniiségét, hogy legalabb 50 mp-ig kell varnunk a
kapcsoldsra.

Megoldds

Feltettiik, hogy X egyenletes closzlasu a ]10;100[ intervallumban, ezért siir(i-
ségfiiggvénye (35. dbra):

0, ha x<I10,
fx)= 91—0, ha10< x <100,
0, ha x>100;
és eloszlasfiiggvénye (35. dbra):
0, ha x<10,
F(x)=P(X <x)= x;()]o,ha10<x<100
1, ha x>100.
e F)
119010 °
0' 10 100 X o' 10 100 X

35. dbra. fix) stiriiségfiiggvény és F(x) eloszldsfiiggvény
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4.2.2. Exponencidlis eloszlds 145

Az X egyenletes eloszlast valosziniiségi valtozo varhato értéke:

a+b _10+100 _ )
p=—pm =Ty =

szérésa:
b-a _100-10 _ 90 _ 4543

o= = = 2598 = 26mp;
Jiz iz 23 3
szOrdsnégyzete:
2_b-af _ 90% _
o= 7 =12 =675.
Annak valdszin{isége, hogy legalabb 50 mp-ig kell varnunk a kapcsolasra:

100-50 _ 50

2 = e I

P(x 250) 0010 = 50 = 56.

4.2.2. Exponencialis eloszlas

Mi a valésziniisége annak, hogy egy alkatrész pl. 2000 6ran beliil
nem hibédsodik meg?

Definicié. Az X folytonos valdszintiségi valtozot A paraméteri ex-
ponenciilis eloszlasinak nevezziik, ha siirtiségfiiggvénye

—Ax .
f(x)={).€ s hax>0, xe R (1)

0, hax<O0

ahol a A allandé tetszbleges pozitiv szadm, az eloszlas paramétere
(36. dbra).

A feltételeknek eleget tesz az f, mivel f >0 és

Tf(x)dx = T/le‘”-"dx =
0

C
C
= lim lje'zxdx= lim Le"b‘]o =0+1=1.
C—3o0 0 C o0
Az (1) stirliségfiiggvényil X val6sziniiségi valtozo eloszlasfiigg-
vénye (37. dbra):

F =P T 1—-¢e” ha x> 0;
X - = ’ = ? ’
= pe<s _'[o O { 0, hax<0. e R @

és a megfelel6 definiciok alapjan, egyszerii integralas és hatarérték-
szadmitds alapjdn az exponencidlis eloszl4sd X véltozé

vdrhaté értéke: L=MX)= %;

L , 2 _ I P
szordsnégyzete: o =VarX =D“(X )—13,
szordsa: o =4VarX =D(X) =—}%.

f(x)
A
5 e

36. dbra. X exponencidlis eloszldsi vdltozd siriségfiiggvénye

A Fy

xV

0
37. dbra. X eloszldsfiiggvénye

Mint lathaté az exponencialis eloszlasti valdsziniiségi valtozé
varhato értéke és szordsa egyenld egymdssal.

A medidn definicidja értelmében egyszerii szamitassal kapjuk a
medidn értékét:
In2

7

amibd] kovetkezik, hogy az X valtoz6 a vérhaté értékénél nagyobb
értékeit kisebb valdszintliséggel veszi fel, mint a varhaté értékénél
kisebb értékeket, minthogy m, <M (X).

m,=M(X)-In2=
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Megjegyzés

Exponenciélis eloszldsd pl. a radioaktiv atomok élettartama, azaz
keletkezésiiktdl az elbomldsig terjedd idOszakasz hossza, hosszi
Oregedési id6tartamui berendezések, alkatrészek meghibdsodésai
nagy iddintervallum alatt stb.

Példa

Legyen az X valésziniiségi véaltozé bizonyos tipusu alkatrészek meghibasodasiig
eltelt hasznalati id6tartam hossza. Legyen X exponencidlis eloszldsd, amelynek
szordsa 500 o6ra. Hatdrozzuk meg az X

a) vérhatd értékét;
b) slirliség- és eloszlasfiiggvényét és
¢) annak valészin(iségét, hogy egy kiszemelt alkatrész 2000 6ran beliil még nem
hibdsodik meg.
Megoldds
a) Mivel X sz6rdsa 500, ezért varhaté értéke
o =D(X) =M (X) =500 6ra,

és igy az eloszlds paramétere: A —W)-

b) A stirtiségfuggvény:  f(x) = ‘3‘666 £ » hax>0;

0, hax<0,
‘ X
az eloszldsfiiggvény: F(x)=41—¢ 3% hax>0;
0, hax<0.

¢) Annak val6szintisége, hogy egy alkatrész 2000 6raig nem hibdsodott meg:
P(X 22000) =1-P(X <2000) =1-F(2000) =

2000
=1-|1-¢ 30 |=¢™* =00183=0,02.

Tehat annak valosziniisége, hogy 2000 oran belill bekovetkezik az alkatrész meg-
hibasoddsa 98%.

4.2.3. Normalis eloszlas

A leggyakrabban eléfordul6 folytonos eloszlas az tn. normdlis
vagy Gauss-eloszlds, amely sok jelenség lefrasdban jelentds szere-
pet jatszik. (C. F. Gauss 1777-1855, német matematikus.)
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Definicié. Egy X folytonos valdszintiségi valtozét m és ¢ paramé-
terii normalis eloszlasinak neveziink, ha stiriiségfiiggvénye (38.
abra):

(x=m)

202

f(x)*o_r s (“‘°°<.X<+°°) (1)

ahol m tetszdleges valos szdm, ¢ pedig tetszdleges pozitiv szam
lehet.

Az (1) strlségfiiggvény —eo -t6l x-ig vett hatdrozott integrélja
adja az X viltozé m, ¢ paraméterii normalis eloszlasfiiggvényét
(39. dbra), azaz
X __(’_"i)z_
je 207 gy, 2)

00

F(x)=P(X <x)=

o221

Az X normélis eloszlasu val6sziniiségi valtozé

vdrhato értéke: U=M(X)=m,
sz0rdsnégyzete: D? (X)= o? ;
szordsa: D(X)=o0,

melyek a definiciok felhasznalasaval igazolhatok. A feltételekbsl
kovetkezik, hogy f(x)>0, és —oo -t6] +oo -ig integrdlva 1-et ad,
azaz

Lo (x—m)2

ff(x)dx———f——j 2% dx=1,

mely ¢ =2""" helyettesitéssel
2
4o 17
_._l_ e 24t
2r

—00

integralba megy at.
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2
x=m) oo i

+o00 - _r
Az M(X)=—— [ x-e 20" dx=—t= [ (ot+mye 2di=

o2 \/5;_«,

too 17 Lo s
o 2 2
=—— | te dt+m—== | e dr.
N2m _{o N2rm _{o
Az elsd tag integrélja 0-val egyenld, mivel az integrandusz paratlan
fiiggvény, a méasodik tag pedig m-1, tehdt

o
M(X) T O+m-1=m.
A szérdsnégyzethez az
_(x~m)2
202

M= dx

oo
1
el i
kiszdmitdsat a fentiekhez hasonléan végezve, kapjuk, hogy
M =0>+m?.
Tehdt D2(X)=M X -MX)P =c%+m?>-m* =c>.

f(x) AF(x)

.
B>

0 ms m 1m+o X 0 m 1 X

38. dbra. Normdlis eloszlds siiriiségfiiggvénye 39. dbra. Normdlis eloszldsfiiggvény

A normadlis eloszlast kdvet6 valosziniiségi valtozdk az m és ¢ pa-
raméterben térnek el egymdstdl. Az m vdrhaté értéki, © szordsi
normdlis eloszlds szokdsos jeldlése: N(m,o), siriségfiggvényé-
nek grdfja az m vdrhaté értékkel adott x =m egyenesre, eloszlds-

fiiggvényének grifja pedig a (m,%) pontra szimmetrikus.

4.2.3. Normdlis eloszlds 149

Vezessiik be az X valésziniiségi valtozo
YH= X-M(X)
D(X)
standardizdltjat, melynek védrhaté értéke M (X*)=0, és szérdsa
D(X*)=1. Ha az X valo6szinliségi valtoz6 N(m,o) eloszldsd,
akkor standardizaltjat
X —-m
o

X =

képlettel szamitjuk, ugyanis M(X)=m, és D(X)=o0.

Definicié. Az m=0, 6 =1 paraméterii normalis eloszlast, melyet
N(O,1) -gyel jeloliink, standard normalis eloszlasnak nevezziik,
stiriiségfiiggvénye (grifja szimmetrikus az y tengelyre, 40. 4bra):

x2
o) = 1/%;;7 (xe R; 3)
eloszldsfiiggvénye (gréafja szimmetrikus a (0, %) pontra, 41. dbra):
o) =— | .
(x) = e f e 2dr. (4)

X
-3 -2 -1 i 2 3

40. dbra. Standard normdlis eloszlds stiriiségfiiggvénye
Megjegyzés

-1 x <1 intervallumokhoz tartozé teriilet a gorbe alatti teriilet
68,2 %-a; —2 < x <2 -hoz tartoz6 pedig 95,4 %-a.
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A D)

j
+ + + B X

3 2 10 1 2 3

41. dbra. Standard normdlis eloszlds eloszldsfiiggvénye

A (4) jobb oldalan all6 integral nem fejezhetd ki elemi fiiggvé-
nyek segitségével, azonban a ®(x) értéke a gyakorlati alkalmazi-

sok dltal megkivént pontossdggal tdblazatokbdl kiszamithato. (1. és
2. tablazat),

A standard normalis eloszlds (3) és (4) fiiggvényének segitségével
kifejezhet6k az (1) és (2) figgvények:

f<x>=§(p("""> )

o

F(x)= cb("'m} (xe R). (6)

o

Mivel a normalis eloszlas stirliségfiiggvénye szimmetrikus a var-
hat6 értékre, ezért

P(=x)=p(x); P(=x)=1-d(x) (M

tovabba a (7)-b6! a standard normalis eloszlasra a kdvetkezd Gssze-
fiiggést kapjuk:

P(—x< X £x)=0(x) - D(—x) =O(x) = (1 - D(x)) =2P(x) —1(8)

A (7) és (8) Osszefiiggések az 1. és a 2. tdblazatbdl kiolvashato
értékek alapjdn a ®(x) és a (x) fiiggvény értéktabldzatdnak bé-
vitésére jol felhasznalhatok.

A (o(x) stiriségfiiggvény y=@(x) grafja az y tengelyre szim-
metrikus, mivel pdros fiiggvény (40. dbra). A (p(x) medidnja 0,
mivel az N(0,1) eloszlas szimmetrikus a 0-ra, a paratlan rendd
momentumai 0-val egyenldk, igy a ferdeségi egyiitthatdja is 0, és
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mivel 0 a maximum helye (@(0) = = 0,3989 ), ezért a mddu-

L
V2n
sza is 0. Az y = @(x) grafjanak inflexiGs pontjai vannak az x =1
és x =~1 helyeken.

Tekintettel az (5) formuldra, az y = f(x) graifnak x=m egye-
nes a szimmetriatengelye, és {gy a maximuma is m-nél van

(f(m) =9g)—)-z61-_~v0,3989 ). Ha tehdt az X val6sziniiségi valtozo
N(m,o) eloszlasu, akkor eloszldsa szimmetrikus az m-re, medi-
dnja is és modusza is m-mel egyenlé, minden pératlan rendi cent-
rdlis momentuma és igy ferdeségi egyiitthatdja is 0-val egyenld,
inflexiés pontjai pedig az x=m~0c és x=m+0 helyeken van-
nak. A normdlis eloszlds grafjanak lapultsdgi egyiitthatdja 0, mely
a 3.3.1. pont (7) lapultsdgi egyiitthaté formuldja alapjin szdmitva
igazolhato.

A ¢ és f fiiggvényekre elmondottakat felhaszndlva, valamint
® és F eloszlasfiiggvények definicidira tekintettel, ® és F graf-
jait jellemezhetjiik. Az y=®(x) grifnak x=0 helyen inflexids
pontja van, ®(0)=0,5, és {gy medidnja 0. A (6) és (7) formuldkra

tekintettel, y=®(x) a (O,—;—) pontra szimmetrikus, az y = F(x)

z

grifnak pedig az x =m helyen van inflexiés pontja, F(m)==, és

1
2 b
az (m, %)‘ pontra szimmetrikus.

Ha az X val6szintiségi valtozé N(m,o) eloszldsu, akkor annak

valoszintisége, hogy az m vdrhat6 értékre szimmetrikus o széréss-
val ardnyos hossziisdgu intervallumba esik, csak attél fiigg, hogy az
intervallum hossza a 2 ¢ -nak hdnyszorosa. Felhaszndlva a (8) és a
(6) formuldkat:

Pim—ko £ X <m+ko)=20k)-1, (k>0) ©)]

amib6l lathato, hogy N(m,o) eloszlast val6szinliségi valtozé elté-
rése a varhato értékétd] valéban csak a k-tdl fiigg.
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Példak

1. Szamitsuk ki, hogy az X valésziniiségi véltoz6 a varhatd értékétdl legfeljebb
mekkora valoszintiséggel tér el a szérasanak 1-szeresével, 2-szeresével, ill. 3-szoro-
saval.
Megoldds

Felhaszndlva a (9) formulét és az 1. tdbldzatban adott ®(r) fiiggvény ¢ =100,
t=2,00, t =3,00 helyekhez tartoz6 értékeit, kapjuk:

Pim—c<X<m+0)=2-®(1)-1=2-0,8413-1=0,6826,
Pm-20<X <m+20)=2-0®2)-1=2-09772-1=0,9544,
Pm-30<X<m+30)=2-®3)-1=2-09987-1=09974, *)

Tehadt az X véltozé a varhato értékétdl egy szdrdsnyira kozelitbleg 0,683, két
szdrdsnyira 0,954, hdrom szordsnyira 0997 valosziniiséggel tér el. A (*) formula
az n. hdromszigma szabdly, mely a gyakorlatban j6l hasznélhatd, hiszen azt fejezi
ki pl., hogy az esemény 10000 kisérletb6l 9974 esetben bekovetkezik. A 30 -t a
megengedhetd legnagyobb hibdnak nevezzik.

A miiszaki- és természettudomanyok szdmos probléméjanak megoldasahoz igen
gyakran olyan valdszinliségi valtozot rendelhetiink, amelynek eloszidsa normalis
vagy majdnem normalis. (Az eltérésbol ad6do hiba a vizsgalt jelenség szempontja-
bél elhanyagolhatd.) Ilyenek pl. az alkatrészgyartasban jelentkez6 méretingadoza-
sok, tdvolsag és teriiletmérés hibaeloszlasa, stb.

2. Egy célgép 0,75 cm vérhat6 atmér6jii korongokat készit. Tegyuk fel, hogy az
X atmérd normalis valosziniiségi valtozd, melynek szorasa 0,06 cm. Hény szdza-

lékos hibdval dolgozik a célgép, ha 0,60 cm-nél kisebb, és 0,84 cm-nél nagyobb
korongokat tekintiink hibasnak?

Megoldds
A 0,60 cm standard értéke:  280=0T5 _ 55
0,06
A 0,84 cm standard értéke: gg%%—g—’:,i =15

Annak valészinlisége, hogy hibatlan korongok késziilnek (az 1. tablazatbol vett
értékekkel):

P(-25< X*<1,5) =®(1,5) - (1-D(2,5)) =0,9332-(1-0,9938) =
=0,9332-0,0062=0927
tehat a hibas korongok gyartasanak valdsziniisége: 1-0,927=0,073, vagyis a ko-

rongok 7,3%-a a feltételek szerint hibds.
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Megjegyzések

1. A binomidlis eloszl4si valtozok esetén a

P(k)=b(k;n, p) :(z }pk (1- p)ﬂ—k — [’]Z ]pkqn-—k

valdszintiségek kiszamitasa nagy n értékekre igen firadsdgos mun-
kdt jelent. Ha n nagy, valamint ha sem a p sem a ¢ nem esik kozel a
0-hoz, akkor a binomidlis eloszlas jol kozelithet6 az np vérhaté

értékll, |/npg szérést normalis eloszldssal. Igy pl. ha n szdmd
kisérlet esetén a p eleget tesz a kivetkez egyenldtlenségnek:

0,637 0,637
In In

akkor a b(k;n, p) kiszamitasat célszerlibb az

n - 1 k—n
( ]pkqn ko i (10)

k Vnpg | ynpg

kozelité képlet alapjan végezni, ahol ¢ a standard normélis siir{iség-
fiiggvény, s ennek megfeleléen

n\ k n—k X—np
Y g" " = @ £ (11)
k<x[k)p \npq

2. Centralis hatareloszlas-tétel

<p<l

Mint emlitettiik, a természeti jelenségek vizsgélatdndl gyakran
taldlkozunk normadlis eloszlassal. Egy véletlen esemény kialakuldsa
altalaban nagy szami fiiggetlen véletlen hatds eredménye, ezért
célszerli annak vizsgalata, hogy miként viselkedik nagy szamu fiig-
getlen valészinliségi valtozé dsszege. Erre a kérdésre a valaszt az
Un. centralis (kézponti) hatdreloszlas-tétel adja:

Ha az X;, X,,..., X, ... azonos eloszldsu, fiiggetlen, véges vdr-

hat6 értékii és szorasu valoszinlségi valtozok, akkor
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2

. Xi+Xo+...4+ X, —nm 1 P L
lim P{ 1722 n <x === e 2dt=®(x) (12)
”—.[o

n—3o00 L O'\/;

ahol m=M(X,), o=D(X;) (k=123,..) é P(x) astandard
normélis ecloszlasfiiggvény, nm az X{+ X, +...+ X, Osszeg vir-

2

hatd értéke, on pedig az Osszeg sz6rdsa, melynek kovetkeztében
X+ Xo+...+ X, —nm
ovn

val6sziniiségi valtozé varhato értéke 0, szérasa pedig 1. A centralis
hatdreloszlas-tétel tehdt azt mondja ki, hogy sok fiiggetlen valészi-
niiségi vdltozd dsszege normdlis eloszldsi, vagyis (12)

lim P(X, <x) =@ 221

n—oo ‘\/_}’; (o]

alakban is frhaté.

= F(x) (12%)

Példa
Tegyiik fel, hogy jiliusban a H homérséklet normélis eloszlasu, atlaga 26°C,

szdrasa 4°C. Szamitsuk ki annak a val6sziniiségét, hogy a hdmérséklet 28°C és
34°C kozé esik.

Megoldds
A 28°C standard egysége a ¢ = x;m Gsszefiiggés felhasznél4sdval:
28-26 _2_1
4 4 2
és 34°C standard egysége:
34-26 _8 _
P

tehét

P(8<H <34)= P(—;— <H* 2): @(2)- a;(%): 09772~ 0,6915 = 0,2857.

A homérséklet kb. 0,29 val6sziniiséggel esik 28°C és 34°C kozé.

A H* a H-nak megfeleld standard valésziniiségi valtozot jeloli. A szamitashoz
felhasznaltuk az 1. sz. tdbldzatot, amelynek 2.00 sordban a ®(x) értéke 0,9772, és a
0,50 sordban ®(x) értéke 0,6915.
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E.4. Ellendrzé kérdések a 4. fejezethez

1. Mikor mondjuk az X valdszinliségi valtozérdl, hogy binomia-
lis eloszldsi?

2. Mikor nevezziik az X valoszinliségi véltozdt Poisson-elosz-
l4stinak?

3. Mikor nevezziik az X valdszinliségi valtozot hipergeometrikus
eloszldstinak?

4. Mi a jellemzoje az egyenletes eloszlasnak?

5. Hogyan definidljuk az exponencidlis eloszlasu valdszin(iségi
valtozo stirliségfiiggvényét és eloszlasfiiggvényét?

6. Hogyan definialjuk a normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozo
stiriségfiiggvényét és eloszlasfiiggvényét?

7. Hogyan értelmezziik a standard normadlis eloszlas slirliség-
fliggvényét és eloszlasfiiggvényét?

8. Milyen feltételek teljesiilése esetén kozelithetd a binomidlis
eloszlds normalis eloszlassal?

V.4. Feladatok a 4. fejezethez
V.4.1. Szamitsuk ki az

a) b(3;6,—;—} b) b(3;4,%) értékeket (p+q =1).

V.4.2. Az A csapat nyerési esélye minden jatszmdndla p = % Négy jitszma le-

jatszasa esetén mi a valdszinlisége annak, hogy az A csapat
a) pontosan 2 jatszmat nyer;
b) legalabb 1 jtszmat nyer;
¢) ajatszmék felénél tobbet nyer?

V.4.3. Egy uzem Adltal gyartott alkatrészek 2%-a selejtes. A megrendelé 10000
db-os csomagban kapja az alkatrészeket.

a) Mi a selejtes darabok varhat6 értéke és szordsa?
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b) Hény db-ot kell véletlenszeriien kivenni és megvizsgdlni ahhoz, hogy legaldbb
0,96 valoszinliseggel legyen koztik selejtes is? (A kivélasztott darabokat vizsgalat
utdn azonnal visszatessziik.)

V.4.4. Egy lovész % valdsziniiséggel talalja el a célpontot.
a) Mi a valészintlisége annak, hogy 7 16vés koziil legalabb kétszer célba talal?

b) Héany lovést kell leadni ahhoz, hogy a célt %-nél nagyobb valdszintliséggel
eltaldlja?

V.4.5. Legyen X valosziniiségi valtozo Poisson-eloszlasi A =18 paraméterrel.

a) Hatérozzuk meg p(k;A) értékeit k =0,1,2,3,4 értékekre.

b) Milyen valdsziniiséggel vesz fel az X a vdrhaté értékénél kisebb értéket?

V.4.6. Egy iizem termékei kozott 2% a selejtesek szdma. Mi a valoszinlisége an-
nak, hogy egy 100-as mintéban 3 db selejtes?

V.A4.7. A tv-képesovek miikodoképességének idbtartam-hossza legyen egy X va-
16sziniiségi véltozé. Legyen X exponenciélis eloszldsd, amelynek szérdsa 800 6ra.
Hatdrozzuk meg az X

a) varhat6 értékét;

b) slirliség- és eloszlasfuggvényét és

¢) annak valdszintiségét, hogy egy véletlenil kijelolt képcsé 3200 6ran belill még
nem hibasodik meg.

V.4.8. Szdmitsuk ki a standard normdlis eloszldsi X valésziniiségi valtozo stirii-

a)x =163, b) x=-0,75, ¢) x=-2,08.
V.4.9. Szamitsuk ki a standard normalis eloszldst X valészintségi véltozo

a) P(0S X £1,42), b) P(-137< X £2,02);

o) P(X 2113); ) P(x| s%)

valészinliségeit az 1. tAblazatban adott ® (x) fiiggvénydrtékek segitségével.

V.4.10. Egy évfolyam 400 hallgatéjdnak L magassiga legyen normdlis eloszl4si
170 cm-es atlaggal és 16 cm sz6rdssal. Hany hallgaté
a) tartozik a 166 cm és 182 cm kozotti magassdgi intervallumba,;

b) nagyobb vagy éppen 190 cm?

V.4.11. Igazolja, hogy a A paraméterii exponencidlis eloszlasu val6sziniiségi

viltoz6 vérhatd értéke 71;, szérasnégyzete -;112—

V.4.12. Alma osztalyozasanal azt tapasztaltdk, hogy 100 db koziil 95% els6-
osztalyanak mindsithetd. Visszatevés nélkiil is és visszatevéssel is vegyiink 4 elemil
mintdt. Az X valoszinliségi valtozo jelentse a mintéban 1év6 mindségi eldirasoknak
nem megfelelék szamat. Mindkét mintavételhez adjuk meg X valdsziniiségeloszla-
sat, varhato értékét és szordsat.

V.4.13. Egy automata gép altal gyartott alkatrészek atméréje normalis eloszlast
valésziniiségi valtozo, varhato értéke 8 mm, szérdsa 0,1 mm. Az alkatrész nem
alkalmazhat6, ha &tmérdje a varhat6 értékétdl 4%-kal eltér. Mekkora a hibas alkat-
részgyérts valdszintlisége?



OTODIK FEJEZET

Milyen kovetkeztetést vonhatunk le a nagy szdmok torvénye alap-
jén a kisérletsorozat eredményére vonatkozolag?

A gyakorlat szdmos feladata olyan, hogy az ismeretlen eloszlas-
fliggvényti, tetszbleges eloszlasti X valésziniiségi valtozé varhato
értékét és szOrdsat j6 kozelitésben meg tudjuk adni, és ezen értékek
alapjan kivdnjuk becsiilni a véltozé megfigyelhetd értékei és var-
haté értékiik eltérését. Ebben a fejezetben a valdsziniiség és a rela-
tiv gyakorisdg kozotti Osszefiiggéseket vizsgéljuk. Ilyen problé-
makkal kapcsolatos elsé eredmények mar J. Bernoulli (1654-1705)
haléla utdn, 1713-ban megjelent kdnyvében olvashatdk.

5.1. A Csebisev-egyenlétlenség

1. Tétel. Ha X olyan tetszleges nemnegativ valGsziniiségi valto-
z6, amelynek van vérhat6 értéke és ¢ egy tetszoleges pozitiv szam,
akkor
M(X)

P

P(X2c)< ey

Ui. ha X diszkrét valdsziniiségi valtozé megszamlalhatéan vég-
telen x;, x,, ... értékeihez py, p,, ... val6sziniiségek tartoznak, ak-
kor vérhato értékére a kovetkezd becslést kapjuk:

M(X):inp,- > inp,- > Zcp,- =c zp,- =cP(X 2¢),
i=1 - X2c xX;2c x;2c
amelyb6l mar (1) kovetkezik.

Ha pedig X folytonos és siiriiségfiiggvénye f(x), akkor az aldbbi
integrilegyenldtlenségekbdl kaphat6 (1):
~+oo +oo oo +oo
MX)= [xf(0dez [xf(x)dez [of (xyde=c [ f(x)dx=cP(X 2 ¢)

0 c c c
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Az (1) Gn. Markov-egyenlétlenségbSl (Markov, A. A. 1856-1922
orosz matematikus) mar konnyen eléallithatjuk a Csebisev-egyen-
16tlenséget (Csebisev, P. L. 1821-1894 orosz matematikus).

2. Tétel. Ha az X tetszbleges valoszinliségi valtozonak van

véarhatd értéke és szérdsa, valamint k >1 tetszbleges valds szam,
akkor

P(X - M (X) ZkD(X))s;:7 @)

vagyis annak valdsziniisége, hogy az X a vérhat6 értékétdl abszolut

értékben a szords k-szorosandl tobbel térjen el, legfeljebb —1—2—
k

Ui. ha az (1) egyenl6tlenségben az 1. tétel feltételeinek eleget tevo
X =(X -M (X))’

c=k*D*(X)
helyettesitést elvégezziik, akkor a
_ 2
Pl - (02 > k2D200) ) MAE =MD 1
k“*D*(X) k
egyenldtlenséget kapjuk. Mivel
(x -MX)F 2k2D*(X)
egyenlbtlenséggel ekvivalens az
|X —M (X)| 2 kD(X) (3)
egyenlbtlenséggel, igy igazoltuk a (2) Csebisev-egyenlotienséget.

Megjegyzések

1. Ha arra akarunk vélaszt kapni, hogy az X mekkora valészin-
séggel esik egy adott intervallum belsejébe, akkor a (2)-bdl (3)
komplementerének behelyettesitésével kaphatd

P(M(X)—=kD(X)<X <M (X)+kD(X))=

- 1~.p(jx-~M(X)[ZkD(X))z1—ki2 “

egyenldtlenséget hasznaljuk. Ennek jelentése:l—%-nél nem ki-
} k

sebb annak valdsziniisége, hogy az X a varhaté értékének kD(X)

sugart kornyezetébe esik. Pl. a (2) formula érteimében annak valé-
sziniisége, hogy nagyszédmu fliggetlen kisérletet végezve a megfi-
gyelt érték a vérhat$ értékétdl abszolut értékben szorasanak legfel-
jebb kétszeresével tér el 0,25, vagyis 25%, (4) szerint pedig 0,75
val6sziniiséggel az (M (X)—2D(X), M (X)+2D(X)) intervallum-
ba esik.

2. A Csebisev-egyenlbtlenséget néha elény6sebb kD(X)=g£ >0 he-
lyettesitéssel

P(x -M(x)|2¢)<

2
D£(2X) )

alakban hasznélni.

Példa
Legyen egy X pozitiv valoszinliségi valtoz6 varhatd értéke: M (X)=8; szérdsa:
D(X)=8. Szémitsuk ki, hogy legfeljebb mekkora valdsziniiséggel vesz fel a val-

tozé 52-t vagy annal nagyobb értéket. Mennyi a valdsziniiség pontos értéke, ha
feltessziik, hogy az eloszlas exponencidlis?

Megoldds

Az X avarhato értéktSl 52 -8 =44 értékkel tér el, ha eléri az 52 értéket. Negativ
értéket nem vesz fel, tehat annak valdszintisége 0, igy a Csebisev-cgyenlbtlenség
alkalmazhat6 az € =44 értékre:

P, -§244) & 00331
SR VER

Tehat legfeljebb 0,0331 valésziniiséggel veszi fel a valtozé legalabb az 52 ér-
téket.

Feltessziik, hogy X exponencialis eloszldsu, igy az eloszlasfiiggvény értéke:

X
F(X)=1-e 8
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tehat a keresett val6sziniiség

v
“#m

P(X 252)=1-F(52)=¢ ¥ =™ == 0,0015.

e

Amint ldthat6, az exponencidlis eloszlds feltételezésével szdmitott 0,0015 pontos
érték lényegesen kisebb, mint a Csebisev-egyenltlenséggel kapott 0,0331 felss
korlét.

5.2. A nagy szamok térvénye

A val6szinliségszamitdsban nagy szamok térvényeinek nevezziik
a tételek olyan csoportjat, amelyek a valdszinliségi vaitozok és
vérhat6 értékei kozotti sztochasztikus konvergencidra vonatkoznak.
Definicié. Az X, X,, ... valoszin{iségi valtozok sorozatarél akkor

mondjuk, hogy sztochasztikusan konvergal az X valdszin(isé-
gi viltozéhoz, ha bdrhogy vilasztva az €£>0 szdmot, az

IX =X ' >¢ egyenl6tlenség teljesiilésének valésziniisége 0-hoz
tart, ha n minden hataron tul n6, azaz
lim P(X, - X|>¢)=0.
n—yc0
3. Tétel. (Nagy szdmok gyenge torvénye):
Legyenck az Xy, X,, ..., X, .. val6szinliségi valtozok fiigget-
lenek; eloszldsuk, m-mel jeldlt varhaté értékiik, s -tel jelolt szo-
rdsnégyzetiik azonos, akkor az

- X1+X2+...+X
Xn= n =

szdmtani kozép sztochasztikusan konvergdl az m varhaté értékhez,
ha n minden hatéaron tal né, azaz

lim P(])?n—ml?_e)zo vagy lim PQ)_(—n—m‘<e)=l. €))

n—>c0 n—yo0

M(X1)+M(X2)+...+M(Xn)=n-m
n n

Ui. M(X,)= =m,

smivel X;, X,, ..., X, fliggetlen valészintiségi valtozok, ezért

5.2. A nagy szdmok torvénye 163

DX(X(+X o+ +X,) =
=D} (X)+D>*(Xp)+...+D*(X,) = n-s5>.
Tekintettel arra, hogy

Dz()? ):DZ(X1+X2+...+X,1)
n

n

=L DX+ Xy 4.t X,)=
n

2
1 2,_35§
——— (n-s ) =
n? n
gy a Csebisev-egyenldtlenség (5) alakjat haszndlva:
2
=a $
PX, - mze)s 2, @
ne
amelybdl n — o esetén, a jobb oldal tart a 0-hoz, igy kdvetkezik a
tétel allitdsa.

Megjegyzések
1. Ha cgy kisérletsorozat valamely A eseménye tetszbleges sok-

szor megismétlédhet, akkor megmutathatd, hogy van olyan N szam,
amelynél n > N szdmd kisérlet fiiggetlen megismétlésénél 1-hez

. . ( k
tetsz6leges kozel lesz annak a valésziniisége, hogy az esemény Py

relativ gyakorisdga és p valdszinliségének abszolitértékben vett
eltérése kisebb egy eldre megadott tetszbleges pozitiv e-nél.

Alkalmazzuk a Csebisev-egyenldtlenséget a binomiélis eloszlas-
ra, akkor a nagy szdmok tin. Bernoulli-féle torvényét kapjuk:

k
P[ln—p

ahol p= P(A), q= P(Z): 1-p és % az A esemény relativ gya-

28)5% @)
En

korisdga.
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2. A 3. tétel akkor is igaz, ha csak azt a feltételt kotjiik ki, hogy
létezik az X; val6sziniliségi véaltozék M (X;) (i=1,2,...) vérhaté
értéke.

Példa
Hanyszor kell egy kockdt feldobni, hogy a 6-0s dobds % valoszinfiségét annak

relativ gyakorisaga legalabb 0,75 valdszintiséggel 0,15-ndl kisebb hibaval meg-
kozelitse, ha a szérdsnégyzet 0,14?

Megoldds
Jelentse A a 6-os dobds eseményét. A (3) képletbe p =

A
-~
1

-N1%]

=0,14 helyettesitéssel

P]ﬁ—l!zo,ls s-o02
n 6 ) 015%n

Az egyenlGtlenség bal oldali valdsziniiségének 0,15-nal kisebbnek kell lennie,
hogy a kérdéses eseménnyel ellentétes esemény legalabb 0,85 valoszinliséggel be-
kovetkezzék. Ennek feltétele, hogy

=L
Pa=¢

O o2,
0,15°n
amelybdl kiszamithat6 az n értéke:
_02,14_ =24,89 = 25.
0,15°-0,25

Tehat 25-nél tobbszor kell feldobni a kockdt az adott feltételek mellett.

E.S. Ellendrzd kérdések az 5. fejezethez
1. Hogyan becsiilhetjiikk a vdltozé értékei és varhat6 értéke ko-
z6tt eltérést?

2. Hogyan becsiiljiik egy esemény relativ gyakorisdga és vals-
szinilisége kdzotti eltérést? '

3. Miként értelmezhetd a Csebisev-egyenlétlenség és a nagy
szdmok térvénye?

V.5. Feladatok az 5. fejezethez

V.5.1. Szamitsuk ki, hogy az X pozitiv valészinliségi valtozo legfeljebb mekkora
valésziniiséggel vesz fel legalabb 70-es értéket, ha M (X) =20 és D(X) =207

V.5.2. Egy kotélgyarté 35 m hosszid koteleket gyart 0,3 m széréssal. Legfeljebb
mennyi annak valdszinfisége, hogy a kotél hossza legalabb 1 m-rel eltér a varhato
35 m-es értékt6l?

V.5.3. Egy gumikesztyligyar termékeinek 10%-a hibas. A vevd csak akkor haj-
landé a leszallitott tételt dtvenni, ha abban legfeljebb 12% hibds. Hany darabos tétel
szallitasara kosson szerz6dést a gyar, hogy a hibas kesztylk relativ gyakorisiga a
megfeleld valosziniiségtdl legalabb 0,95 valdsziniiséggel ne térjen el 0,02-nal na-
gyobb értékkel?
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II. RESZ

A MATEMATIKAI STATISZTIKA ELEMEI

ELSO FEJEZET
1.1. Bevezetés

Milyen targykorok tartoznak a matematikai statisztikdhoz?

A statisztika a tomegjelenségeknél észlelhetd tapasztalati térveé-
nyek empirikus mérések 4ltali feltardsdval foglalkozé tudomdny.
Szdmos természettudomdnynak (fizika, biolégia, stb.) és tdrsada-
lomtudomédnynak (gazdasdgtudomanyok, demografia, stb.) nélkii-
l6zhetetlen segédeszkdze, amely els@sorban a val6sziniiségszamitds
és a matematikai statisztika eredményeire és mddszereire tdmasz-
kodik.

A matematikai statisztika a valoszinliségszdmitas egy onallo fe-
jezete, amely a megfigyelések és mérések eredményeibdl az un.
statisztikai adatokbdél kovetkeztet események ismeretlen valGszi-
niiségeire vagy valdszinfiségi valtozok ismeretlen eloszléasfiiggvé-
nyeire &és ezek paramétereire. Kovetkeztetései tn. valdsziniiségi
itéletek, amelyeknek a bizonytalansdgaib6l fakadé hatdsokat is sza-
mitdsba tudjuk venni. A matematikai statisztika feladata egyrészt —
az el6bbiekben emlitett problémak kezeléséhez — olyan médszerek
kidolgozédsa, amelyekkel a jelenségek megfigyelésébbl, mérések
utjan eldallitott tapasztalati adatokbol a keresett elméleti értékekre,
az eloszldsfliggvények paramétereire (virhaté értékére, szérisdra)
a lehetd legtobb informdciét nyerhetjiik, masrészt az adatokat szol-
géltatd kisérletek optimalis tervezése.

Példaul egy darabolégépet adott hossziisagl palcikak elballitasara
allitottunk be. A palcikak, a gép fizikai dllapotatdl, a levegd hémér-
sékletétol, stb.-t6] fliggben, a pontos mérettd] eltérd — hosszabb és



170 A MATEMATIKAI STATISZTIKA ELEMEI

1.2. Statisztikai mintavétel 171

rovidebb — méretliek is lehetnek. Tapasztalatbol tudjuk, hogy a
palcikdk X hossza normalis eloszlast valészinliségi valtozo. Vélet-
lenszertien kivalasztunk n pélcikdt, melyeket lemérve xy,x,,..., x,

méreteket kapunk. A kapott mérési eredményekbdl statisztikai
modszerekkel kiszamitjuk kozelitéen a varhato értéket és a szorést,
és a tovabbiakban a tervezéshez az igy meghatdrozott normalis
eloszlast val6szinliségi valtozoval végezhetjilk szdmitdsainkat.
Arra a kérdésre, hogy egy ismert eloszldst X valdszin(iségi valtozé
milyen valoszinliséggel esik egy adott intervallumba, a valoszi-
niiségszamitds témakdrében olyan formuldval adhattunk vidlaszt,
amelyben a vérhaté érték és a szérds is ismert volt. A matematikai
statisztikdban az ilyen tipusd kérdésre csak akkor adhatunk vélaszt,
ha el6bb az adatok alapjan a véarhat6 értéket €s a szérast kozelitden
meghatdrozzuk, értékeiket megbecsiiljiik.

A matematikai statisztika modern elmélete, bar egyes mddszerei
régebbi keletliek, csak a valészinliségszdmitas Kolmogorov-féle
megalapozdsa 6ta alakult ki. Alapjait a 18. és a 19. szdzadban rak-
tik le. Igy pl. 7. Bayes (1702-1761) médszert dolgozott ki az el-
oszldsok meghatdrozdséra, P. §. Laplace (1749-1827), K. F. Gauss
(1777-1855) és A. Legendre (1752—-1833) a becsléselmélet megala-
pozasdt végezték el azzal, hogy kidolgoztdk a hibaszdmitdshoz a
legkisebb négyzetek médszerét. A demogrifidban és az ipari miné-
ségellendrzésben M. V. Osztrogradszkij (1801-1862) alkalmazta a
matematikai statisztikdt, melynek igen gyors fejlédését P. L.
Csebisev (1821-1894), A. A. Markov (1856-1922), A. M. Ljapunov
(1857-1918) és A. Quetelet (1796~1874) munkdassaga segitette el6.

A 20. szdzadban pedig K. Pearson (1857-1936), Jorddn Kdroly
(1871-1959), R. A. Fisher (1890-1962), Student (eredeti neve:
W. S. Gosset (1876-1937), J. Neyman, E. S. Pearson, M. D.
Kendall, V. I. Glivenko, A. N. Kolmogorov, A. J. Hincsin, N. V.
Szmirnov és B. V. Gnyegyenko kutatdsai, valamint az alkalmazds-
ban elért eredményei hoztdk létre a matematikai statisztika modern
elméletét, amelyet a magyar szdrmazdsi Wald Abrahdm a dontés-
fiiggvények elméletében egyesit €s altaldnosit.

A matematikai statisztika elmélete és alkalmazésa szempontjabdl
J6l koriilhatdrolhaté f6bb fejezetei: a mintavétel elmélete, a becs-
éselmélet, a hipotézisvizsgalat, a korreldcio- és regressziészamitas,

a szordselemzés, a faktoranalizis, a kisérletek tervezése €s a hiba-
szamitas. Ebben a II. részben az els6 négy targykorrel foglalko-
zunk. Azok szdmdra, akik a tobbi targykorrel is meg akarnak is-
merkedni, az irodalomjegyzékben felsorolt mitveket ajanljuk.

1.2. Statisztikai mintavétel

Hogyan vélasszunk mintét egy alapsokasdgb6l?

A tovdbbiakban statisztikai sokasdgnak nevezziik az elemek
(egyedek) olyan halmazét, amelyeknek tulajdonsagait a matemati-
kai statisztika fogalmaival és mddszereivel j61 jellemezhetjiik.
Statisztikai sokasagot alkotnak pl. népcsoportok egyedeinek Osz-
szessége, killonboz6 dgazatok altal elballitott termékek, a mezd-
gazdasdg dllatdllomdnya.

A statisztikai sokasdg egészének vizsgalata gyakran kivihetetlen
vagy csak igen nagy fdradsdggal és koltséggel valdsithaté meg,
ezért a vizsgdlat céljara kivdlasztjuk egy részét, amelyet statiszti-
kai mintanak neveziink. A mintavétel azt jelenti, hogy a statiszti-
kai sokasdgbdl véletlenszertien t6bbszor kivalasztunk bizonyos sza-
mi elemet. Az elemek fiiggetlen kisérlet vagy megfigyelés ered-
ményei, azonos eloszldsa fiiggetlen valdsziniiségi valtozék. Pl egy
F(x) eloszlasfiiggvényil valtozora vonatkozdéan n mérést végziink,

melynek eredményeként xj,x,,...,x, értékeket kapjuk. Tobbszor
megismételve a mérést, az Xiq,Xp1,..., X4, X12,%22,0.,Xp0,... Erté-
kek dltaldban kiilonboznek egymdstol. Jeloljiikk a sokasaghdl kiva-
lasztott n elemd mintat X, X,,..., X, -nel. Az egyes véltozdk, az

egyes megfigyelések eredményei, X-szel azonos eloszldstak és
egymastél fiiggetlenek. Igy pl. a folyamatosan gyértott termékek
Usszességét, a gyartmanysokasagot (az alapsokasdgot) mindsitjiik a
bizonyos szamu véletlenszerlien kivalasztott termék, a minta min6-
sége alapjan. Altaldban alapsokasdgnak nevezziik az egyedeknek
azt a halmazat, amelybdl a mintavétel sordn a mintdt vessziik.

A statisztikai mintavétellel szemben tdmasztott alapveté kove-
telmény, hogy az reprezentativ mintavétel legyen. Altaldnos ér-
telemben reprezentativ a véletlen mintavétel, ha minden lehetséges
mintdnak egyenlé valésziniisége van a kivalasztdsra. Az alapsoka-



172 A MATEMATIKAI STATISZTIKA ELEMEI

sdgbdl kivélasztott Xy, X,, ..., X, mintaclemekkel szemben fon-

tos kovetelmény, hogy hilen tiikkrézze azt a sokasdgot, amelyb6l
vald és a lehet6 legtobb informéacidt nyijtsa az ismeretlen eloszlas-
rol. Ez elérhet6, ha a mintaelemek eloszlasa azonos és az alapsoka-
sagéval is megegyez, tovabba, ha a mintaelemek Osszességiikben
figgetlen valoészinliségi valtozok. Az elsé kovetelmény azt jelenti,

hogy
P(X; <x)=F(x)

feltételnek i-t6l fliggetleniil kell teljesiilni. Ekkor mondhatjuk azt,
hogy a véletlenszeriien kivélasztott mintaclemek reprezentaljik az
alapsokasdgot. A mésodik kdvetelmény teljesiilése biztositja, hogy
elegendd informaciot kapjunk a vizsgélt valésziniiségi valtozo el-
oszldséra és egyes paramétereire. A mintaelemek fiiggetlenségének
és az azonos eloszldsdnak biztositasara a kisérleteket, megfigyelé-
seket egymastd! fiiggetleniil kell végezni.

A matematikai statisztikdban mintdnak nevezziik azoknak a
szamértékeknek a sorozatit is, amelyet pl. a minta elemein végzett
mérések Utjan nyeriink. Példaul, ha valamely E esemény valdszini-
ségét akarjuk meghatdrozni, akkor az eseményhez rendelt X; val-

tozo értéke 1 vagy 0 lehet, attol fiiggden, hogy az i-edik kisérletben
az E vagy E kovetkezik be. Az X{, X5, .., X, mintaclemek a

véletlen eseményre vonatkozé megfigyelési értékek, amelyek a
kisérlet befejezése utdn n szdmi rogzitett adatot jelentenek. fgy pl.
a minta elemei lehetnek termésbecslés esetén a véletlenszeriien
kivdlasztott n szamd adott nagysdgy teriilet terméseredményei; n db
véletlenszeriien kivalasztott gépalkatrész hosszira, silyéara, stb.-re
kapott szdmértékek; fizikai, kémiai kisérletek anyagaira vonatkozé
fiiggetlen mérések eredményei, stb.

Pl. a Tisza 6lomtartalmanak megéllapitdsdhoz a szennyezési id6-
szakban naponta tobbszor bizonyos mennyiségli vizet kimernek €s
laboratériumban meghatdrozzdk Slomtartalmat. Jelolje az X valé-
szinliségi valtoz6 a vizadagonként mért Slomtartalmat, ekkor az n-
szer kimert vizadag méréssel kapott 6lomtartalom értékei legyenek
X1, X9,...,X,, €s ezzel egy statisztikai mintat allitottunk el6. Tobb-

sz6ér megmérve n vizadagot, azt tapasztaljuk, hogy a minta elemei
mas-mas értékeket vesznek fel. Az elbdllitott statisztikai mintabol
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kovetkeztetiink az X val6szinliségi véaltozé eloszlasara, varhaté ér-
tékére, szdrassra. -

Gyakran az a kovetelmény, hogy a statisztikai mintavétel csak
bizonyos jellemzdk szempontjabdl legyen reprezentativ, ilyenkor
tin. rétegezett mintavételt alkalmazunk. Ez olyan mintavétel,
amelynél az alapsokasdgot a mintavételt megelézéen bizonyos
rétegekre (részekre) bontjuk, és az egyes rétegekbdl vessziik ki a
minta meghatdrozott (altaldban ardanyos) részeit. Pl. az orszig la-
kossdgat nemek szerint két rétegre, vagy kor szerint tobb rétegre
osztjuk és az egyes rétegekb6l a részmintakat véletlen mintavétellel
vélasztjuk ki.

A véletlen mintavétel legmegbizhatébb médja a véletlen szdm-
tdbldzat alapjan valo kivélasztds. A mintavétel alkalmaval az alap-
sokasdgnak azokat az elemeit vélasztjuk ki, amelyek sorszdmait a
véletlen szamtablazatbol kiolvastuk. El6fordulhat, hogy az alapso-
kasdg elemeinek elhelyezkedése véletlenszertinek tekinthets, ilyen-
kor a mechanikus (szisztematikus) mintavétel is alkalmazhatd,
pl. az elemek koziil minden 30-adikat vélasztjuk ki.

A matematikai tdrgyalds szempontjabdl a statisztikai mintavétel-
b6l szarmazé minta elemeit fiiggetlen, egyenlé eloszlisa valészi-
niiségi valtozoknak tekintjiik. (Ha az alapsokasig elég nagy és a
mintavétel reprezentativ vagy az alapsokasdg elemei is fiiggetlen,
egyenld eloszlash valdszinliségi valtozoknak tekinthetok, akkor az
el6bbi feltevés a valdsagot jol megkszeliti.)

1.2.1. A statisztikai minta jellemz6i

Legyen az X val6szinliségi véltozd eloszlasfliggvénye F(x). Te-
kintsiik az X-re vonatkozé

X, Xy, o X, (1)

n eleml mintat. Mivel a minta elemeinek kivalasztasa véletlensze-

rilen torténik, tehat — mint emlitettiik — azok is valésziniiségi valto-

z6k. Pl az X val6szintiségi véltozéra vonatkozé n-elemii mérésso-
rozat n-szeri elvégzésével kapott

Xil’Xi2""’ Xin (i=1,2,...,n)

eredménysorozat 4ltaldban nem azonos. Igy nyilvanvalg, hogy az
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Xy, X4, ..., X,, mintaclemek valésziniiségi valtozok, X-szel azo-
nos eloszlastiak és egymastdl fiiggetlenek. Mint a bevezetdben
emlitettik a matematikai statisztika feladata, hogy a mintdbdl ko-
vetkeztessen az alapsokasag (elméleti) eloszlaséra, siiriségfiigg-
vényére és azok paramétereire.

Az X valtozé (1) mintaelemei meghatdrozzdk a tapasztalati-
(empirikus) vagy mintaeloszldst, amely a tapasztalati eloszlds-
fliggvénnyel vagy a gyakorisdgi eloszldssal jellemezhet. A minta
elemeibd] kiszdmitott értékek a statisztikai fiiggvények, réviden
statisztikdk, amelyek koziil a legfontosabbak a mintakizép vagy
szdmtani kozép, a medidn, a mintaterjedelem és a tapasztalati sz0-
rds. A mintaelemekbdl alkotott statisztikdk alapjan tudunk jé in-
forméci6kat szerezni az eloszlds elméleti jellemzdire.

Definicié. Az (1) n elemii minta X mintakozepének, mintaatlaga-
nak vagy szamtani kozepének (empirikus varhaté értéknek) az

n
X
¥ = X1 +X+..+ X, g
= - ==

képlettel meghatdrozott szdmértéket nevezzik.

2

A mintastlag vérhaté értéke az egész sokasdg varhaté értéke,
azaz
MX)=M(X).

Az egyes mintaelemek Xi—f eltérése (i=12,...,n) Ossze-

gezve mindig zérus, azaz
n

3 (x;-X)=0. 3)

i=l
Ha az F(x) eloszlasfiiggvényrdl feltessziik, hogy folytonos, ak-

kor 1 a valészinlisége annak, hogy a mintaelemek kozott két
egyenld érték nem fordul elé. Ekkor a minta elemeit nagysdg sze-

rint rendezhetjiik (jelolje ezeket X 1* ):

* *
X! <X;<.<X,.
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* . . 3 . -
Az X; az i-edik rendezett mintaclem szintén statisztika, mint-
hogy az n szdmii véletlen mintaclem fiiggvénye.

Definicié. Az

* * *
X, X9,..0 X, 4)
rendezett mintaclemek kéziil a median:
%
Xm+] s

ha n=2m+1 paratlan szdm (a (4) kozEps6 eleme) és

X+ X {
m 5 m- , (5)

ha n=2m péros szdm.

Definicié. A (4) rendezett minta legnagyobb és legkisebb elemének
R kiilénbsége a mintaterjedelem (empirikus terjedelem)

R=X,-X;. ()

Ry *
Definicié. Az X, X ; X : véletlen minta F,(x) tapasztalati
(empirikus) eloszlasfiiggvényét az

0, haxSXl
k 3 *

Fy(x)=1=, ha X, <x< Xppp, (k=12,...,n~1) (7
L, haX:<x

képlettel hatdrozzuk meg, ahol k jelenti az x-nél kisebb mintaele-

..k . .
mek szdmat, - pedig a relativ gyakorisdgot.

Az O<SF,(x)<1 tapasztalati eloszldsfiiggvény monoton, nem
csokkend, balrél folytonos Iépesés fiiggvény, a mintaelemek 4ltal
megszabott ugrdspontokkal. Azt is mondjuk, hogy az F,(x) ép-

css flggvény minden x helyen felvett értéke az X < x esemény-
nek a mintdbdl szamitott relativ gyakorisagéval egyenls.
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Megjegyzés

Igazolhaté a kovetkezd llitas: ha a minta elemei fiiggetlenek és
azonos eloszlasidak, akkor a minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye 1
valoszinliséggel egyenletesen konvergdl a megfelelé elméleti el-
oszladsfiiggvényhez.

Ha a mintaclemek n szdma elég nagy, pl. n =100, akkor olyan

eloszlasfiiggvényt kapunk, amelynek ugrédsai kicsik (1_2)6) és igy

ez a gyakorlat szdmadra j61 haszndlhaté eloszldsfiiggvény.
Kiildnésen nagy mintdk esetén a (7) tapasztalati eloszlasfiigg-
vény helyett célszertlibb az

0, hax<ux

FO) =S g haxey <xSxe (k=120r)  (8)
l:}, ha x, <x
tin, kozelit6 tapasztalati eloszlasfiiggvényt haszndlni, amelynél az
ugrds nagysiga 711— helyetta g; =%— relativ gyakorisdg, ahol f; az
(x;_1;%;] intervallumba es6 mintaclemek szdma. A (8) eléallitdsa
a kovetkez6 1épésekbol all:
a)Az Xi, X, .., X, mintabol kikeressiik a legkisebb X; =a,

és a legnagyobb X: =b elemet, és xy =a, x{, X5, ..., X, =b 0szt6-
pontokkal az (a,b) intervallumot r egyenld (vagy nem egyenld) rész-
re osztjuk, vin. osztalykozoket képeziink. Pl. az osztdlykdzok r szamat

Jn -hez legkozelebb esé egész szammal adjuk meg, de sziikség

szerint valtoztathatjuk az osztalykozok szdmdt, hosszat. Fontos,
hogy minden osztilyk&zhoz tartozzék mintaelem.

b) Megallapitjuk az egyes intervallumokba esé mintaelemek sza-
mdt, azaz az egyes intervallumok gyakorisdgéit, az fi, fa,.... f;

értékeket, amelyek Osszege fi+ fr+...+ f, =n;

1.2.1. A statisztikai minta jellemzdi 177

¢) Kiszamitjuk az intervallumok

8 =I’f—, (i=12,....,r; g1 +g2+...+ g, =1
relativ gyakorisdgait;

dyAz Fn(’ )(x) kozelité tapasztalati eloszlasfiiggvényt koording-
tarendszerben dbrdzoljuk. (L. a 42. és a 46, dbrit.)

A val6sziniiségi eloszlast is szemléltethetjiik, ha a koordinata-
rendszerben minden (x;_j;x;) intervallum folé f; -vel ardnyos
magassagu paralelogrammdt rajzolunk. Ha a magassdgot éppen g; -
nek valasztjuk, akkor az un. relativ gyakorisag hisztogramjat
kapjuk. )

Ha a koordindtarendszerben minden (x;_y;x;) részintervallum
folé

8i ;=
P (i=12,...,r) ©))
magassdgu téglalapot szerkesztiink, akkor az un. siiriiséghisztogra-
mot kapunk. A téglalapok teriiletdsszege 1:

r

. 13
z——fl—(xt -x.)=y,8 =1
i=1

i=1 Xi — X

Ha téglalap helyett csak az x tengellyel parhuzamos egyenes sza-
kaszokkal készitjiik el a grafot, akkor az f(x) elméleti siirliség-
figgvényt kozelitd f,(x) tapasztalati siiriiségfiiggvényt kapjuk.
Az igy kapott dbra jellegzetes pontjait egy folytonos vonallal, dn.
burkolo gorbével osszekotve, az f(x) elméleti strliségfiiggvény
Jjellegére kovetkeztethetiink (44. dbra).
Péida

Egy présgépen d =24 mm atmér6jii korongokat kell gyartani. A korongok vélet-
lenszerii fizikai hatasok kovetkeztében d értékétdl eltérd dtmérdjlick is lehetnek. Az
elkésziilt korongok koziil 35 db-os mintdt lemérve 23,80 mm és 24,20 mm kozotti
értékeket kaptunk. 0,08 mm-es osztalykozoket képezve megéllapitottuk a gyakorisa-

got, majd kiszamitottuk a relativ gyakorisagokat, azok Osszegét és a siirliség-
hisztogramhoz a téglalapok magassdgét. Abrdzoljuk az empirikus eloszldsfiiggvényt,
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a siirliséghisztogramot ¢s a kozelit6 tapasztalati stirliségfiiggvényt a tablazatba fog-
lalt adatok alapjén.

Osztilykozok: Relativ gyakorisag: g
: 1840 £ 0 . i
i 0,08 mm Gyakorisdg: f; g z]_:& ———0’ 03
1 23,80-23,88 2 2/35 2/35 0,7
2 23,88-23,96 7 7/35 9/35 2,5
3 23,96-24,04 15 15/35 24/35 5,36
4 1, 2404-24,12 8 8/35 32/35 2,86
5 24,12-24,20 3 3/35 35/35 1,07

5
35
. =35 = L=
,2 f; n g g =3z=1
Megoldds

Az F35(x) empirikus eloszldsfiggvény 23,80-ndl kisebb x-ekre 0-val egyenld,
majd 0,08-o0s intervallumonként x tengelyt6l Zgi tdvolsagi, az x tengellyel pér-

i
huzamos egyenes szakaszokkal alkotott, balrdl folytonos 1épcsésfiiggvény (interval-
lum felosztdsnak az osztilykdzepeket vettiik, 42. dbra).

A siirliséghisztogramot intervallumonként az x tengelyre merélegesen allo b%‘g
magassagi téglalapok alkotjdk (43. dbra). Az f35(x) tapasztalati stirliségfiiggvény

és a kozelitd burkolégdrbe normélis eloszldst mutat (44. dbra).

8 Fas(x)
35/35=1 4 S—— 0
c77c1:H A o
24/35 4o s
VT o .
23519 L >
0l 23842392 24 2408 2416  x

42. dbra. Az Fy5(x) tapasztalati eloszldsfiiggvény
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Ay
5,36 1

1,07 4
07 1

0l 238 23,88 23,96 24,04 2412 2420 x

43. dbra. Siirfiséghisztogram

Y=fys(x)

\ 4

0 23.,,8 23,88 23,96 24,04 24,12 24,20 x

44. dbra. Az f35(x) tapasztalati siriiségfiiggvény és burkoldja

A minta jellemzésére fontos mutatd a tapasztalati (empirikus)
vagy mintabeli sz6rdsnégyzet és szérds, valamint a tapasztalati
momentum.

A tapasztalati szérasnégyzet 52, a mintaelemek mintak$zéptol
valé eltérései négyzetének szdmtani kbzepe, azaz

i(xi—)?)z

vi\2 712 72
2 X=X -0 (X, -X)? 5 : 10

n
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A (10) helyett kis # szdmd minta esetén (n <10), az un. korri-

galt tapasztalati szérasnégyzetet haszndljuk:
n
vi2
> X;-X)
2 _ =l
s¥ = 11
] (11)
A tapasztalati sz6rdsnégyzet is, és a korrigdlt tapasztalati sz6rds-
négyzet is véletlentd! fliggd valtozd. Bizonyithatd, hogy a korrigalt
tapasztalati szérdsnégyzet varhaté értéke az X valoszinliségi valtozé
szérdsnégyzete, azaz

M(s**) =02

2

Nagy mintaclemszdm esetén az s° és s*2 kozotti eltérés elha-

nyagolhatd. A tapasztalati szorast az

12)

13)

képlettel szdmitjuk ki.
Megjegyzés

1. Osztdlykozok képzésekor, ha a minta elemei f; gyakorisdggal
adottak az osztalykozokben, akkor a mintaatlagot

k
D i

X=i=L____ (14)
n

a tapasztalati szdrast, ill. a korrigdlt tapasztalati szérast

k _
Zfi'(xi‘X)2

i=l

k _
Zfi’(xi—X)2

=l s*=
n

(15)
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képlettel szdmitjuk, ahol x; az egyes osztdlykozok osztalykozepe, k
az osztalykozepek (ill. a ténylegesen killonbdz6 x; értékek) szdma és

k
”=2fi-
i=1

2. A tapasztalati szérds €s a mintakozép hdnyadosit, az 7y, = —)—S(_—,

X >0 statisztikat, relativ szorasnak (varidcids tényezének) nevezziik.

3. Az (1) mintdhoz tartoz6 k-adik tapasztalati momentum,
kiszamitasat az

mkz-i-(x{‘+X§+,..+X,’f), (k=2,3,..) (16)
ill. a py, centrdlis momentum kiszamitdsat
43 —
> it =X
_i=1
Hi = n

képlettel végezziik. Ha a d osztdlykoz nem egységnyi, a (16) helyett a

S fi
_i=l

e, = a7

formuldt haszndljuk a k-adik centralis momentum kiszdmitdsdra. A

n
3
u 2. fixi = X)
3 _i=l
Nn=—7~=
53 n-s®
hényadost, azaz a harmadik centrdlis momentum és az empirikus
szO6rds harmadik hatvdnydnak hdnyadosdt empirikus ferdeségi
egyiitthaténak, a ‘

n peew—
S fix-X)*
pp=tboz=isl 3

S4 n-s4
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formuldt pedig a lapultsdg empirikus mérészamanak nevezziik
(1. a3.3.1. pontot).

A rendezett minta p-edrendii kvantilise az a mintaclem, amelynél
kisebb a mintaclemek 100p%-a (0< p <1), vagyis ez az elem a
rendezett minta [np]-i—l-edik eleme, ahol [np] az np szam egész
része.

Ha pl. a rendezett minta elemei

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14,15, 16
ill.
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17

akkora p= 1 -hez tartozo alsé (negyedrendi) kvantilis az els6 esetben
P=%

[”P]+l=[16-—ﬂ+l=[4]+1=4+1=5,

a masodik esetben:
Ipl+1 =[17.ﬂ+1 =[425]+1=4+1=5.

Az als6 kvantilisnek mindkét esetben az
*
X 0= Xs =5
Y
elemet tekintjiik. Tehat a mintaelemek % része, azaz 100%1—: 25% -a kisebb, mint

X5 =5.

Példa

Egy automata darabol6gép adott hosszisigd pdlcikdkat készit. Az elkészitett
pélcika hossza legyen az X valdszinliségi valtoz6. A palcikdk hossza az adott
hossziisdgndl nagyobb is, kisebb is lehet. Tegyiik fel, hogy n =26 mérést végezve a
méreteltérések szamat mm-es intervallumonként rogzitettiik: a 4 és +3 mm kozé
1-1,a £3 és 2 mm kézé 3-3, a 2 és 1 mm kozé 4-4, a 1 és O mm kozé
pedig 5-5 esett.

Szerkessziik meg

a) a hosszlisag eltérés siirliséghisztogramjat;

b) akozelit tapasztalati eloszlasfuggvényt,
és szdmitsuk ki

¢) a mintadtlagot;

d) a korrigalt tapasztalati sz6rast.

1.2.1. A statisztikai minta jellemz i 183

Megoldds
Eldszor kiszamitjuk és tablazatba foglaljuk a szilkséges részeredményeket.

Osztalykozok: | Osztilykozép | Gyakorisdg: | Relativ gyakorisdg: 2 g

mm % mm £ g ,
(—4:-3) -3,5 i 1726 1/26
(-3;-2) 25 3 3/26 4126
(=2~ -15 4 4/26 8/26
(~1,-0) -0,5 5 5/26 13/26
oD 0,5 5 5/26 18/26
€2) 1,5 4 4/26 22/26
(2,3) 2,5 3 3/26 25/26
(34 3,5 i 126 26/26

2.fi=26 28 =1

a) Mivel x; —x; | =1, ezért intervallumonként a g; magassdgi téglalapok ad-
Jjék a hosszuséageltérés siirliséghisztogramjat (45, abra):

A gi
5/26
L ar26|
—_ /28] L
Lo 28] '
i L1126
el ; T
; ! i i ; hosszeltérés
o} } . } } p [rm]
4 3 2 - 0 1 2 3 4

45. dbra. Stiriiséghisztogram

b) A kozelitd tapasztalati eloszlasfiiggvényt az
0, hax<-35
k
F (x) = Zg,-, hax, | <x<x,(k=12..7)
i=1

1, hax>35

képlet definialja. (Intervallum felosztdsnak az osztlykdzepeket vettiik, 46. dbra.)
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A FD(x)

1
25/26 F
22/26 -
18/26 ¢
13/26 | |

9——

—

O3 8/26

b 4126 i i

g — et 126 . ' x hossEeltérés
35 25 15 -050 05115 25 35 > [mm]

L]

46. dbra. Az F,,( ix) tapasztalati eloszldsfiiggvény

¢) A mintadtlag, mivel az egyes osztdlykozepet fi -szer veszi fel a vdltozé, ezért’

k
Zf,"xi
¥ =izl -
n
_L1(B)+3(29+4-(-15)+5-(-05)+5-(05) +4-15+3-25+1.35 0
26 =

amit a hosszisageltérés szimmetrikus volta miatt kézvetleniil is bel4thatunk.

d) A korrigalt tapasztalati sz6rds:

=vl (B 4329 +4 (19 +5-(-09°+5(05 +4-(15°+3 257 +(357
25 -

= %i = ‘/3,3 = 1,82 mm.
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E.1. Ellenorz6 kérdések az 1. fejezethez

1. Hogyan hatdrozhat6 meg a matematikai statisztika, valamint
feladata és targykore?

2. Mit neveziink sokasdgnak és mintdnak?

3. Milyen kévetelményeket tdmasztunk a statisztikai mintavétel-
lel szemben?

4. Melyek a statisztikai minta jellemz6i?

5. Mit neveziink korrigélt tapasztalati szérdsnégyzetnek és sz6-
rasnak?

6. Hogyan definidljuk a tapasztalati (empirikus) eloszldsfiigg-
vényt?

7. Hogyan szerkesztjiik meg a stirliséghisztogramot?

S.1. Feladatok az 1. fejezethez

S.1.1. A szénosztalyozoba érkezd vagonokbol véletlenszeriien kivélasztanak
egyet-egyet, és megmérik a kivalasztott vagonban levé meddé mennyiségét. A vizs-
galt 142 vagonndl tapasztaltakat a kovetkez6 tablazatba foglaltak:

Meddémennyiség: kg Gyakorisdg (vagonok szima):
(osztalykszok) fi
163-243 8
244-323 19
324-403 23
404-483 27
484-563 18
564-643 15
644-723 12
724-803 12
804-884 8
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Szerkessziik meg
a) a mérési eredményekhez tartozé stirliséghisztogramot;
b) a kozelit6 tapasztalati eloszlasfiiggvényt.

S.1.2. Egy automata palacktoltdgép cm? -ben megadott mennyiségii folyadékot
tolt a palackokba. A palackokba — véletlenszeriien — az adott folyadékmennyiségtél
eltéréen hol tobb, hol kevesebb keriil. Az X valosziniiségi valtozo jeldlje a palackba
toltott folyadékmennyiséget. A palackok tartalmét 12 elemii véletlen minta alapjan
cllendrizték és a vizsgalat eredményét osztalyba soroldssal a kovetkez6 tablazatba
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foglaltak:

Folyadékmennyiség eltérés, Osztalykozép Gyakorisag

osztalyhatdrok cm 3 cm’ fi
(=3;-2) -2,5 1

(<2:-1) -15 2

1,0) -0,5 3

(V3] 0.5 3

(1:2) 1,5 2

2;3) 2,5 1

Szerkessziik meg

a) a folyadékmennyiség-eltérés siirliséghisztogramjat;

b) a tapasztalati eloszlasfiiggvényt;

és szamitsuk ki

¢) a mintadtlagot;

d) a korrigdlt tapasztalati szérdst.

Mennyi a valosziniisége annak, hogy a folyadékmennyiség-eltérés 1 cm® -nél na-
zyobb legyen?

S.1.3. Egy homokbdnya markol6ja 4ltal kiemelt homok kg sillyédt véletlen kiva-
lasztassal 31 esetben lemérték. A 31 elemil véletlen minta alapjan végzett vizsgalat

eredményét a kovetkez6 tablazatba foglaltak:

Osztalyhatdrok: kg | Gyakorisdg: f;
470-480 I
480-490 4
490-500 10
500-510 10
510-520 4
520-530 2

Szerkessziik meg
a) asulyeltérés siirliséghisztogramjat;
b) a tapasztalati eloszldsfiiggvényt;
és szamitsuk ki
¢) a mintadtlagot;
d) a korrigalt tapasztalati sz6rdst.
Mi a valésziniisége annak, hogy 485 kg-nél kevesebb homokot markol a gép?

S.1.4. 12,8 mm szélességii alkatrészek gyartdsara egy olyan darabold gép keriilt
bedllitasra, amely 12,8 +1 mm pontossaggal késziti az elemeket. Véletlenszeriien 25
db-ot kivélasztva, az aldbbi mérési eredményt kaptuk:

Osztélykozok Gyakorisig
10-11 i
11-12 5
12-13 13
13-14 4
14-15 2

a) Szdmitsuk ki az adatok atlagét, korrigdlt sz6résdt, relativ szordsat;
b) Az elemek hany szézaléka felel meg az el8irt pontossagnak?



MASODIK FEJEZET
Statisztikai becslések

Melyek az tin. j6 becslés feltételei?

Ebben a fejezetben a valdsziniiségeloszlasok ismeretlen adatai-
nak, paramétereinek a mintabol vald kozelité meghatarozésaval,
mds széval becslésével foglalkozunk. Ha pl. egy fizikai mennyisé-
get olyan mérésekbdl kell meghataroznunk amelyek véletlen hibat
tartalmaznak, akkor 4ltaldban a feladat megolddsidhoz egy vald-
szinliségeloszlas egyik jellemzd paraméterének becslését kell elvé-
gezniink. A statisztika alkalmazdsa sordn tudjuk, — elméleti meg-
fontoldsok vagy mérések alapjan — hogy egy X valdszintiségi valto-
z6 pl. normélis eloszlast, vagy eloszlésa azzal kozelithets. A stri-
ségfiiggvény ekkor, mint ismert,

()c—m)2

fx)= L, 2
o2

ahol m és o ismeretlen paraméterek, amelyeket a statisztikai minta-
bdl kell becstilniink. f(x) tehdt figg az m és c értékektsl, melyet

fx;m,0)

alakban jeloliink.

Ha valamelyik ismeretlen paramétert egyetlen szamértékkel be-
csiiljiik, akkor pontbecslésrol beszéliink, ha pedig egy olyan inter-
vallummal, amely nagy valdsziniiséggel tartalmazza az ismeretlen
paramétert, akkor intervallumbecslésrol beszéliink.

2.1. A pontbecslés médszere

A pontbecslés modszereit részletesen ismertetik az irodalomjegy-
zék miivei. Mi ebben a pontban két, paraméter becslésére hasznal-
hato képletet adunk meg.
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Ha az X val6sziniiségi valtozo eloszlasfliggvénye k szdmi isme-
retlen paramétertdl fugg:

F(x;a1,ay,...,0;) ey

és az X-re vonatkoz6 n szdmid mérés eredménye X, X5, .., X,

akkor az ismeretlen a; dllandék becslését a mintaelemek
bi=bi(X],X2,...,Xn) (2)

fiiggvényei, statisztikdi segitségével végezzik. A (2) fiiggvényeket
az a; paraméterek statisztikai becsléseinek nevezziik.
Tegyiik fel pl. hogy a; az X véltoz6 ismeretlen varhat6 értéke €s

a, pedig az ismeretlen szérdsnégyzete, akkor ezek becslését 4lia-

ldban az
= +Xo+...+X
a1=M(X)zX=X1 Zn e ©)
mintak6zéppel, ill. az
4 712
2X;=X)
—2(Y) = «#2 = i=l 4
ay =D*(X)=s — )

korrigalt tapasztalati szordsnégyzettel végezzik. A (3) €s (4) becs-
1ések helyessége a nagy szdmok térvényei alapjan igazolhatok.

Hogyan juthatunk j6 becslésekhez? Erre a becsléselméletben ki-
dolgozott, aldbbi kovetelmények adnak valaszt:

1. Torzitatlansag: Egy b; =b;(X},X,,...,X,) statisztikdt va-
lamely a paraméter torzitatlan becslésének nevezziik, ha vdrhaté
értéke a-val egyenl6, azaz

Mb;(X(, X5, X,))=a.
Ez azt koveteli meg, hogy a méréssorozatonként ingadoz6
bi :bi(Xl’XZ?“"Xn)

értékek dtlaga a paraméter valédi értéke koriil ingadozzék. Ha
M(b;(X{,X5,...,X,))# a , akkor a becslés torzitott.
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2. Hatasossag (efficiencia): A becslést hatdsossdg szempontjs-
b6l akkor mondjuk jénak, ha a b; =b;(Xy,X,,....X,) statisztika

ingadozasa megfelelden kicsiny. Az a becslés a leghatékonyabb
(legefficiensebb), amelynek sz6rdsnégyzete minden mdés torzitatlan

becslés szérdsnégyzeténél kisebb. Pl ha a D2(b;;)< D2 (b)) ak-
kor a b;; becslést hatdsosabbnak (efficiens becslésnek) nevezziik.
A becslés Hf hatasfokan (efficiencidjan) az Ssszes lehetséges

becslések szérasnégyzetei alsé hatdrdnak és a kérdéses becslés
2
szordsnégyzetének hanyadosat értjiik, azaz a

5 hanyadost,
D= (b;)
melyre 0 < H ; <1 egyenldtlenség teljesiil.

3. Konzisztencia (megegyezés): A b; statisztika sorozatot va-
lamely a paraméter konzisztens becslésének nevezziik, ha elegendé
nagy n esetén b; =b;(X{,X,,...,X,) nagy valosziniiséggel jol
megkozeliti a paraméter értékét, vagyis minden pozitiv £-hoz és 8-hoz
taldlhato olyan N szdm, amelyre teljesiil hogy

P(|6,(X), X5, X, ) —a|2€)<8,  han>N.

Ha a b; =b;(Xy,X,,...,X,) torzitatlan becslés és sz6érasnégy-
zete n ndvekedésével 0-hoz tart, akkor azt mondjuk, hogy b; az a-
nak erdsen konzisztens becslése.

4. Elégségesség: Ha a b; =b;(X|,X,,...,X,) becslés a minta-
elemekbdl nyerhetd minden informaciét megad a kérdéses paraméterre
vonatkozdlag, akkor a b; = b; (X1, X,,..., X,) statisztikai fiiggvényt
elégséges becslésnek vagy elégséges statisztikanak nevezziik.
Megjegyzések

1. Minden eloszlds esetén a mintaclemek mintakdzepe (3) torzi-
tatlan becslés a vérhat6 értékekre, tovdbba a mintaclemek korrigalt

tapasztalati szérdsnégyzete (4) torzitatlan becslés az elméleti sz6-
rasnégyzetre.

2. A normdlis-, az exponencidlis- valamint a Poisson-eloszlds
vérhatd értékére a mintakdzép (3) elégséges becslés.
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3. A mintaelemekbél a teljes eloszlasfiiggvényt az 1.2.1. pont (7)
ill. (8) képletével, a becslését pedig a tapasztalati siirliségfliggvény-
nyel ill. stirliséghisztogrammal végezziik.

2.1.1. A maximum-likelihood médszer

A maximum-likelihood (legnagyobb val6szinliség) médszerét jol
alkalmazhatjuk annak a statisztikdnak a meghatdrozdsdra, amely az
ismeretlen paraméter legjobb becslését adja az adott informécidk
mellett. A médszert R. A. Fisher 1922-ben megjelent cikke tér-
gyalja részletesen, bar mar kordbban is alkalmaztak.

Tegyiik fel, hogy X{,X»,..., X, az adott minta, amelynek segit-
ségével az ismeretlen a paramétert becsiilni akarjuk. Ha az isme-
retlen a paramétert6l fliggd eloszlas mintaelemeinek kozos stirliség-
fliggvénye f(x;a), akkor a fiiggetlen mintaclemek egyiittes siir(i-

ségfiiggvénye
fGpa) f(xg;a) ... flxpa) =1 (x.50) M

i=1
ahol xq,x5,...,%, szdmok a mintaclemeknek a kisérlet sordn mért
értékei. Ekkor a maximum-likelihood mddszer szerint az a para-
méter becslésének az X, X,,...,X, mintaclemeknek azt az

n
a=a(X1,X,,...X,,) fiiggvényét nevezziik, melyre az [ | f(x;,)
i=1
szorzat a lehetd legnagyobb értéket veszi fel, feltéve, hogy a maxi-
mum létezik és egyértelmd. Feladat, tehat az

n
L=]]f(x.a )
i=l
egyparaméteres fiiggvény szélsértékének meghatdrozdsa. Mivel
egy fiiggvénynek és logaritmusanak a szélséérték helyei meg-
egyeznek, ezért a (2) szorzatfiiggvénynél célszeriibb a fuggvény
logaritmusabol szamitani a szélséértékhelyet, azaz

dinL _
da

0 3
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egyenletbd] meghatérozni az a értékét. Ha a (3) egyenletnek tSbb
gyoke van, akkor a lokalis szélsGértékek koziil valasztjuk ki az
abszolit maximum helyet. Ha az a paramétert 4 -val becsiiljiik,
akkor e paraméter mellett van a legnagyobb valészintisége annak,
hogy a vizsgdlt minta xy,x,,...,x, értékeit figyeljiik meg.

Diszkrét valosziniiségeloszlas esetén is alkalmazhaté a maxi-
mum-likelihood médszer. Ekkor a likelihood-fiiggvény:

m
L= Hp(xi,&)r" ,
i=]
ahol P(X =x;)= p(x;,a) (i=1,2,...,m), és r; az x; mintabeli ér-
tékek gyakorisdga.
Megjegyzés

1. Ha az a paramétert a maximum-likelihood médszerrel szami-
tott d-val becsiiljiikk, akkor az a valamely g(a) fiiggvényének

maximum-likelihood becslése g(a) (invariancia tulajdonsig).

2. A gyakorlat szempontjabdl elegendéen altaldnos feltételek
mellett kimutathat6, hogy maximum-likelihood becslés konzisztens
¢és nagy n értékekre kozelit6leg minimalis sz6rast, valamint ha van
az a paraméternek elégséges becslése, akkor maximum-likelihood
modszerrel ennek valamely fiiggvényét kapjuk.

3. A tobbvéltozds fliggvény szélsdérték-szamitasi eljarasanak al-
kalmazésaval t6bb paramétert tartalmaz6 valoszinliségeloszlas ese-
tén is alkalmazhat6 a maximum-likelihood médszer.

Példa
a) Vizsgdljuk meg, hogy a 0< p <1 intervallumban folytonos

L(p)= (Z };* 1= p)"*

fiiggvénynek hol van maximuma.

b) Tegyiik fel, hogy egy binomialis eloszldsi statisztikai sokasagb6l vett 25 ele-
mil mintdnak 17 eleme az el6irt tulajdonsagl. A statisztikai sokasigban az elirt
tulajdonsagli elemek aranyét akarjuk meghatarozni. Szdmitsuk ki a valésziniiségér-
tékeket 0,4-t61 0,9-ig 0,5 1épéstavolsaggal és keressitk ki a legnagyobb értékhez
tartoz6 p értéket.
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Megoldds
a) Képezzikk az L(p) fuggvény elsd p-szerinti derivalijat, tegyik egyenlbve
nulldval, és az igy kapott egyenletet oldjuk meg p-re:
dL(p) (n k-1 n-k
—t=" k- 1-p +
& ( k) p-p)

+(Z)pk(1-p)"““ (n-k)-(1=p)"* (=D =

() kg k[ k _n=k

'[k)p - (P 1-1’}
n\ nk(k _n—k|_
(o

egyenletbdl a megoldas:

és az

k

n

a p maximum-likelihood becslése, mivel ebben az intervallumban az L(p) fiigg-
vény alulrél konkav.

p=

by A v(p) =(12,f )p” (1-p)® értékeket kiszdmitva a tablazatbol kozelitéleg ki-

olvashatjuk az ismeretlen p értéket kozelitd p -t.

P wp)
0,4 0,003121
0,45 0,011523
0,50 0,032233
0,55 0,070133
0,60 0,119980
0,65 0,160742
0,70 0,165080
0,75 0,124056
0,80 0,062349
0,85 0,017495
0,90 0,001804

A maximum kozelitbleg a p=0,70= Pl 0,68 relativ gyakorisdggal ka-

pott értéknél taldlhat, azaz p =0,68 = 0,70.
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2.2. Konfidencia-intervallum

Gyakran az eloszlasfiiggvény valamely paramétere pontos értéké-
nek becslése helyett megelégsziink azzal, hogy a mintaelemek két
statisztikai fiiggvényével megadunk egy intervallumot, amely el8irt
valoszinliséggel tartalmazza az ismeretlen paramétert.

Definicié. Legyen az X valosziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye
F(x;a), és tegyiik fel, hogy az a rogzitett ismeretlen paraméter
értéke valamely (a;;a,) intervallumba esik, és tekintsiik az X vél-
tozé n elemtt Xy, X,, ..., X,, mintdjat. Ha egy adott 1- p valdszi-
niiséghez talalhat6 olyan
b =b(X1,X9,....X,;;p) és by =b,( X1, X5,....X,;5 D)

statisztikai fliggvény, hogy a (b;;b,) intervallum 1- p valészin(-
séggel tartalmazza az a ismeretlen allandét, akkor (by,by) az a
paraméter konfidencia-intervalluma (megbizhatésagi interval-
luma) 1-p megbizhatdsiggal, ahol p egy 0-hoz kézel esb kis
valésziniiség.

Ezt dgy is mondhatjuk, hogy az a paramétert egy olyan interval-
lummal becsiiljiik, amely 1- p valdszintiséggel lefedi az a para-
méter értékét. Bzt az intervallumot az a paraméter 100(1— p)% -os
konfidencia-intervalluménak, a 100(1— p)% -ot a megbizhatéség

szintjének, az intervallum kezdd és végpontjat pedig konfidencia
hatdroknak is mondjuk. Az 1- p megbizhatésdg tehdt azt jelenti,

hogy nagyszdmid mintavétel esetén a paraméter pontos értékét az
esetek 100(1 - p)% -dban tartalmazza az intervallum, és 100p% -
ban nem. Ha viltozatlan mintanagysdgndl csokkentjiik a p értékét,
akkor nagyobb megbizhat6sdgi szintet kapunk, de 4ltaldban az in-
tervallum is hosszabb lesz. Rogzitett megbizhatésdgi szinten az
intervallum sziikitéséhez a mintaelemszam ndvelése sziikséges. Az
intervallum hossza n névelésével x/; ardnyban csokken. A feje-
zetben a vdrhaté értékre és a szérdsra vonatkozé 100(1— p)% -os
konfidencia-intervallum meghatdrozdsaval foglalkozunk még.
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2.2.1. A varhaté érték becslése

Tegyiik fel, hogy az X valdszinliségi valtozé eloszlasa (eloszlés-
fiiggvénye) az a paramétertdl fiigg, azaz
P(X <x)=F(x;a).

Hatdrozzuk meg az a paraméter konfidencia-intervallumat az X-
re vonatkozé Xy, X5,..., X, minta alapjan.

a) Legyen X egy normalis eloszlast valésziniiségi véaltozé ismert
o szoréssal €s ismeretlen a varhatd értékkel, ekkor

x-ﬂ

P(X < x)= F(x;a) = —— fe 2% ar

Voro

Xi+X,+...+X,
n
becsiiljik. Kimutathaté, hogy az X szintén normalis eloszldsi
valosziniiségi valtozé, amelynek vérhaté értéke: M (X)=a és

Az a véarhatd értéket X =

mintak6zéppel

szérasa az n- Dz()? )= o2 Osszefliggésbol D(X_ )= 9-—, tehat az

Jn

a.fn egy az y-tengelyre szimmetrikus standard normalis

u=
eloszlast valdszinliségi fiiggvény. A konfidencia-intervallumot te-
hat célszeri 0-ra szimmetrikusan (—u P p) intervallumként el6-
allftani dgy, hogy
X-a
P(—u,,sTJZ<up)=1-p (1)

legyen. Az u, értékét az

1—p=2(I)(up)—l )
egyenletbol az 1. sz. tablazat alapjan meghatarozhatjuk, ui. (2)-b6l
=1-£

D(u,)
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és igy az 1———‘;1 ismeretében az u p Crtcke a tdblazatbol visszake-

reshetd.
Mivel 1-p val6szinliséggel érvényesek a kovetkezd egyenlét-
lenségek:
X -
~u, < G“Jﬁ<up 3)

X g <as<X+u
n

X—up—f p% 4)

ezért az m varhat6 értékre (az a paraméterre) az

(o) o
X~u,—; X ~-u,—— 5
P In p J;]
intervallum egy 100(1—- p)% szintli konfidencia-intervallum, ami

azt jelenti, hogy az m vdrhat6 érték 1— p valésziniliséggel esik ebbe

az intervallumba, ha az intervallumbecslést elég sok mintdn elvé-
gezziik. Tévedésiink pedig 100p% értékkel becsiilhetd. (5)-bél
kovetkezik, hogy az X és az m eltérésének abszoltt értéke legfel-
jebb az intervallum hosszdnak a fele, azaz

o

up :/‘*;‘ y
amely n novekedésével nulldhoz tart.

Ha el6irt megbizhatosagi szinthez megadjuk, hogy a konfi-
dencia-intervallum félhossza legfeljebb d legyen, akkor az

u p :/,——— <d
egyenl6tlenségb6l a minta sziikséges elemszamanak nagysagara
az

o
n

n>ur2- )

egyenlbtlenséget kapjuk.
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2.2.1. A vdrhaté érték becslése 199

Ha a konfidencia-intervallum a szdmunkra elfogadhaténdl na-
gyobb, akkor arra kovetkeztethetiink, hogy a statisztikai minta
elemszama nem elegend6 a paraméter kielégitd pontossagi becslé-
séhez, bbviteni kell az adathalmazt.

Példa

Hatdrozzuk meg u,, ériékét 95%-0s valosziniiségi szinthez. Szamitsuk ki az m
varhato értéket lefedd, u » értéknek megfeleld konfidencia-intervallumot, ha 25 mé-
rés mintakdzepe 8,4 cm, és szdrdsa 0,2 cm.

Megoldds
it hert _ . D 0,05
A 95%-os valbsziniiségi szintnek p=0,05 felel meg, tehdt 1—;:1———2——=
=09750. Az 1. sz. tabldzatban a 09750 érték az 1,9 sor 6-0s fejlécli oszlopdban
van, tehat u " =196.

A (4) formula értelmében az X valOsziniiségi valtozé m véarhatd értékét lefedd
intervallum:

84-196--22 < m<84+196 2%,
V25 e
vagyis,
83216 < m < 8,4784.

Az m tehat 95%-os valdsziniiséggel esik a (8,3216;8,4784) konfidencia-inter-
vallumba.
Megjegyzés

A tovébbiakban a gyakorlati feladatok megolddsdhoz felhasz-

ndljuk a Student-eloszlas 4. tdbldzatdt, valaminta y? (khi-négyzet)-
eloszlas 3. tabl4zatat.

b)Ha Y, X{, X,, ... X, fiiggetlen, N(O;1) eloszlast val6szinii-
ségi vdltozdk, akkor a

Jny %)

=
‘/X12+X§+.‘.+X,§

valoszinliségi valtozd eloszlasat n szabadsagfokt, Student- vagy
t-eloszlasnak nevezzik, melynek siiriségfiiggvénye:

1 o ;—1 ) 1
== : s ®)
nr 1“(1’-) 2 Y2
‘ n

vdrhaté értéke: M(X)=0, csak n=2-re
1étezik,
szordsnégyzete: D (X)= - f 7 csak n=23-ra
1étezik.

A (8) stirliségfiiggvény n ndvekedésével az N(0;1) eloszlds sii-
riségfiiggvényéhez konvergal.

A 4. tdbldzat a r-eloszlds értékeit tartalmazza adott %-1 statiszti-
kai biztonsdg és adott n-szdmi mérés esetére.

Pl ha a normdlis eloszldsd sokasdgnak nem ismerjiik a szdrdsat,
akkor a ¢ helyett az s* korrigalt tapasztalati szérdst helyettesitve az
u kifejezésébe a

t=+n = ©)

valosziniiségi valtozot kapjuk, amely egy n—1 szabadsdgfoki
Student-eloszlast valdszintiségi valtozd. A Student-closzlds tabla-
zatdbdl (4. sz. tdbldzat) adott p-hez meghatdrozhatd a ¢ p szam,

amelyre teljesiil a

P(——IPStStp)=P(ltIStp)=1—p (10)

egyenloség, azaz t értéke 1- p valdszinliséggel esik a [—tp;tp]

intervallumba. Ez viszont (9) figyelembevételével azt jelenti, hogy
m értéke 1~ p valdszinlséggel esik az

[)? ¢ S X 32 (11)
PR Y

intervallumba. Tehét ismeretlen sz6rds esetén a varhaté értékre ez
lesz a 100(1— p)% szintii konfidencia-intervallum.
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Példak

1. Egy szerves vegyiilet oxigéntartalmanak vizsgélatdhoz 16 mérést végeztiink,
melyek alapjdn X =275% tlagot kaptunk. Tegyiik fel, hogy a szérds ismert, pl.
o =0,28%. Szamitsuk ki a véarhat6 értékre vonatkozo 96%-os szintnek megfelels

konfidencia-intervallumot, ha az X mintakdzép N(m,‘—ja_—) eloszldsud.
n

Megoldds

Mivel a 96%-os szinthez p =0,04 extek tartozik, igy
D(u,) =1——2—=1—O,02=0,98,
és igy
u, =2,06.

A konfidencia hatdrok:

2 =275-206- 22 <261,
ol JIE
x+upT_275+206?/—12_6§~289

tehat a szerves vegyiilet oxigéntartalma 96%-os valosziniiséggel esik a [2,61; 2,89]
intervallumba.

2. A tv-képesovek vizsgdlatdndl 19 db-nak mérték meg az élettartamdt, amely
kozelitdleg normdlis eloszlasa volt 99%-os biztonsdgi szinten. Milyen konfidencia-
intervallumba esik az egész sokasdg varhaté értéke, ha a tapasztalati varhat6 értéke

X =2200 6ra, korrigdlt tapasztalati szérdsa pedig s* =190 6ra.
Megoldds
Mivel a minta korrigélt tapasztalati szérdsa ismert, czért az

X-t,S—<m<X+ tp
" s
konfidencia-intervallum hatérait kell kiszdmitanunk. 19-1=18 a szabadsdgfokok
szama, igy a 99%-nak megfelel ¢, =2,898.

A konfidencia hatdrok:
X —1,52 =2200-2,898- 12 ~ 207368 ora;
«/— J19
190
X+1, T = 2200+ 2,898- =" 232632 6ra,
19

tehdt az egész sokasdg varhat6 értékét a [2073,68; 2326,32] intervallum lefedi.

2.2.2. A széras becslése

Az nszdmd Xy, X,, ..., X, fiiggetlen, standard normdlis eloszldsd
valésziniiségi valtozd

2r=X2+ X3+ 4 X2
négyzetdsszegének eloszlasit n szabadsagfoka xz (khi-négyzet)-
eloszlasnak nevezziik.

Igazolhat6, hogy xz stiriiségfiiggvénye

ny X
2 ., 2
xn—e~, ha x>0
fu={ J3p(n (1)
2
0, ha x<0

ahol a T"-val jeldlt dn. gamma fiiggvényt a kovetkezd képlettel ér-
telmezziik:

T(p) = [xP™'e ™ dx; p>0.
0
A )52 (khi-négyzet)-eloszlds
vdrhato értéke: M (xz) =n,
szordsnégyzete: D? ( xz )=2n.

A 3. sz. tabldzat a xz-eloszlésﬁ véltozé eloszldsfiiggvényének

értékeit tartalmazza a valGsziniiség szdzalékaban a szabadsagfokok
szerint.

Pl. n=12 szabadsdgfokhoz p=01 esetén 100(1- p)=100(1-0,1)=90,0 -hez
18,5 érték tartozik.

Vegyiink most egy n elemi{i mintdt az N(m;c) normdlis eloszla-
su sokasdgbdl és tegyiik fel, hogy ismeretlen az eloszlds szérésa.
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Igazolhat6, hogy az

2
ns*
2)
o2

valésziniiségi véltoz6 n—1 szabadsdgfoki y?-eloszlasd, ahol s *>

az n eleml minta alapjan szamftott tapasztalati szérasnégyzet. Ki-
mutathatd, hogy a (2) -vel adott érték 1-p valdsziniiséggel esik a

2 .2
X P 4 P
2 2
intervallumba, azaz
2
LS
Ply? < _<y? =1-p 3)
1‘2 0'2 .’_).
2 2

A (3) -bol kovetkezik, hogy a sokasag o? szérasnégyzete 1—p
valosziniiséggel esik a

ns"‘z,ns"‘2

S @)
Zﬂ Xl_.IZ

2 2

intervallumba.

Ez az intervallum az ismeretlen o2 paraméter 100(1 - p)% -os

konfidencia-intervalluma.
A (4) -bdl pedig felirhaté a ¢ szérds 100(1 — p)% -os konfiden-

cia-intervalluma:

2 [ 2
‘V"ﬁ .Jxl__lz
2 2

L/—M «/-r;s* ) (5)
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2

Ha a p értéke adott, akkor a xi és x » értékeket a 3. sz. tab-

2 2
lazatbdl olvassuk ki a megfelelé szabadsagfok figyelembevételével.

Példa

18 doboz mérlegelése alapjan a toltési sily tapasztalati szordsdra s*=12g
értéket kaptunk. Hatdrozzunk meg a szérdsra 95%-os konfidencia-intervallumot.
Megoldds

Mivel a 95%-os szinthez p=0,05 érték tartozik, és a szabadsdgfokok szdma 17,
igy a 3. sz. tablazatbdl

X =Xows =3019L X7, =Yjors =7.564.
2 2

Az intervallum hatérai (5)-nek megfeleléen:

Jnos* 42426412
" T 5,4946337

i
2

=9,27g;;

Jnos* 42426412
le T 2,7502727

~185lg,

P

1-£

tehdt a sz6rds 95%-os konfidencia-intervalluma [9,27;1 8,51] .

E.2. Ellendrzo kérdések a 2. fejezethez

1. Mit neveziink statisztikai becslésnek?

2. Melyek az tin. j6 becslés kivetelményei?

3. Hogyan definidljuk a konfidencia-intervallumot?

4. Hogyan szdmitjuk ki az m vdrhaté érték konfidencia-interval-
lumat?

5. Mit neveziink n szabadsagfokd )(2 -eloszldsnak?

6. Mit neveziink n szabadsdgfokd Student- vagy -eloszldsnak?
7. Hogyan szamitjuk ki a szérasnégyzet és a széras 100(1- p)% -

os konfidencia-intervallumadt, ha a sokasdg N(m;o) eloszldsd?
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S.2. Feladatok a 2, fejezethez

S.2.1. Egy hajora szerelt kotrogép egy adott iddszakban 5000 kanél kavicsot
emel ki. Egy kanaldnak (puttonydnak) dtlagos toltési silya, 100 mérlegelés alapjan,
705 kg. Legyen a t6ltési sily normdlis eloszldsi o =50 kg szérdssal. Hatdrozzuk
meg a 90, 95 és 99%-o0s megbizhatdsagi szinteknek megfeleld konfidencia-inter-
vallumokat a t5ltési sily varhato értékére vonatkozéan.

S.2.2. Az 1. feladatban emlitett 5000 puttony koziil hdnyat kell lemérni ahhoz,
hogy a konfidencia-intervallum félhossza 95%-os szint mellett 7 legyen?

§.2.3. Oldjuk meg az 1. feladatot abban az esetben, ha az 5000 puttony koziil
csak 30-at mértiink le és nem ismerjilk a o szérdst.

S.2.4. Oldjuk meg az 1. feladatot, ha az ott k6zolt adatok kéziil a ¢ szérést a 100
mérlegelés alapjan szamitott s* =51 korrigalt tapasztalati sz6rdssal helyettesitjiik.

S.2.5. Egy vegyiilet hidrogén tartalmdnak meghatdrozdsara végeztiink mérése-
ket. 12 mérésbél az X =3,25% tlagot kaptuk. Tegyiik fel, hogy ismert a szérés:
o =0,30%. Szémitsuk ki a vdrhat6 értékre vonatkozéan a 95%-os szintnek megfe-
leld konfidencia-intervallumot.

S.2.6. Egy markologépnél véletlenszerlien 16-szor lemértitk a kimarkolt homok
mennyiségét. A mérlegelés alapjan a kimarkolt homok silydnak tapasztalati széra-

sara s* =15 kg értéket kaptunk. Hatdrozzunk meg a szérésra 90%-os konfidencia-
intervallumot.

HARMADIK FEJEZET
Statisztikai hipotézisek vizsgalata

Hogyan ellendrizhetjiik feltevéseink helyességét?

A hipotézis (feltevés) dltaldban jelenségek feltételezett magyar4-
zata, ill. feltételezett torvényszerii osszefiiggések elképzelése, ame-
lyeknek bizonyitdsdra még nem keriilt sor. A statisztikai vizsgdla-
tok sordn feltevéseket tesziink pl. az esemény valosziniiségére, a
valészinliségi véltozok tipusara, varhaté értékére, variancigjdra, két
valdszinliségi valtozé fiiggetlenségére, azonos eloszlasara, stb. Eze-
ket a feltevéseket nevezziik statisztikai hipotéziseknek.

A hipotézisvizsgalat (feltevésvizsgalat) a matematikai statiszti-
ka azon fejezete, amely a statisztikai hipotézisek kozotti dontésekre
vonatkoz6 mddszereket és azok elvi kérdéseit vizsgdlja. A hipoté-
zisvizsgélat a kisérleti tudoméanyok és a miiszaki gyakorlat igen
hatékony eszkoze, pl. fontos alkalmazési teriilete a minéségellendr-
zés. A hipotéziseket statisztikai modszerekkel ellendrizzik. Ezek az
un. statisztikai prébak, amelyek a széban forgé vdltozékra vett
mintdnak, ill. a mintaclemek valamely fiiggvényének vizsgédlatdn
alapszanak. A kovetkezd pontokban néhany alapvetd hipotézist,
hipotézisvizsgdlati mddszert, statisztikai probat targyalunk.

Allapodjunk meg néhény jelolésben. Azt a feltevést, amelyet
igaznak tételeziink fel alaphipotézisnek vagy nullhipotézisnek
nevezziik és H-val jeloljiik. Pl. ha feltessziik, hogy az X valészi-

niiségi valtozo vérhaté értéke my, akkor ezt a nullhipotézist
HyM(X)=myg
szimbélummal fejezziik ki. Ezzel szembedllitjuk az tn. ellenhipo-
tézist, melyet H-val jeloliink és
HMX)=m#my
kifejezéssel adunk meg, melyet akkor fogadunk el, ha H; nem

teljesiil. A két hipotézist mindig ugy kell megalkotni, hogy ha az
egyik teljesiil, akkor a masik nem teljesiilhet, azaz H,-nak és H-
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nak egymast kizdré hipotéziseknek kell lenniiik a vizsgélt val6szi-
niiségi valtozéra vonatkozoélag.

A hipetézisvizsgalat célja tehdt a felallitott hipotézis helyessé-
gének ellendrzése a sz6ban forgé statisztikai minta alapjan, és don-
téshozatal a nullhipotézis elfogadasarol vagy elvetésérdl vagyis az
ellenhipotézis elfogaddsardl.

A hipotézisvizsgalat menete. Legyen az X valdszinliségi valtozo
n elemil statisztikai mintdja: X, X,, ..., X,, az Osszes n elemii
statisztikai minta halmaza pedig legyen S. Képezziink egy
WXy, X,,..., X, ) statisztikai fliggvényt (h:S — R).

a)Adjunk meg egy 0< p<1 szdmot és egy T < R elfogadasi
tartomanyt, amelyre igaz, hogy A(X;,X,,...,X,)eT nagy valé-
szinliséggel teljesiil H; fenndlldsa esetén, vagyis fenndll a

P((X{, X5, X,) € T|Hg )2 1- p,

egyenldtlenség; azaz 1-— p -nél nagyobb val6szinliséggel lesz igaz
az a hipotézis, hogy a A( X, X,,..., X, ) fiiggvény értékei a T tar-
tomdnyba esnek. Az 1— p szdmot a préba szignifikancia szintjé-
nek nevezziik.

b)Adjunk meg egy K < R\T kritikus tartomanyt, amelyre
H fennélldsa esetén kicsiny a valészintisége annak, hogy

WX, X,,...X,)e K,
vagyis hogy & a kritikus halmazba esik, azaz
P((X{, X5, X,) € K|H )< p;

¢) Dontés:

ha A(X{, X,,...,X,)e T, akkor elfogadjuk a H hipotézist;

ha A(X{,X,....,X,)e K, akkor elutasitjuk a H( hipotézist,

vagyis a H hipotézist fogadjuk el.
A dontés eredménye, mivel valdszinliségi értékek alapjan hoz-
zuk, j6 is, hibds is lehet.

Els6faja hibat kovetiink el, ha elvetjik az igaz H( hipotézist,
mert a h a K tartomanyba esik. Ennek valésziniisége
P(elséfajt hiba) = P(h(X1, X,,..., X, e K|Ho )< p,

és ennek alapjan azt mondjuk, hogy a H hipotézist 1001~ p)% -
os szinten elfogadjuk ill. elutasitjuk.

Masodfaji hibat kévetiink el, ha elfogadjuk a hibds H hipoté-
zist, mert k4 a T tartomanyba esik. Ennek valdszintlisége:

P(masodfaji hiba) =

=P(h(X, X 3., X, )ET|H)=1-P(h(X|, X ..., X, )€ K|H)

A hibds dontés valoszindiségér tehét az elsé- és mésodfaja hiba

valésziniiségeinek Gsszege adja, azaz
P(hibds dontés) = P(els6faji hiba) + P(mésodfajd hiba)

A hibas dontés valosziniiségét tehat ugy tudjuk csékkenteni,
hogy az els6faju hiba val6szinliségének csdkkentésével egyidejlileg
csokkentjiik a masodfaji hiba valészintiségét is. Ezt pl. a minta
elemszdmdnak novelésével tudjuk elérni.

A dontések és az elkovetett hibdk logikai kapcsolatdt szemlélteti
a kovetkez0 tablazat:

A H hipotézis

igaz nem igaz

H clfogaddsa:
heT
H elvetése:
he K

helyes dontés| mésodfaji hiba

els6faji hiba| helyes dontés

3.1. Az egy- és kétmintas u-préba

a) Az egymintas u-préba. Tegyiik fel, hogy X egy N(m;o) nor-

malis eloszlasa valdszinliségi valtozd, ismeretlen m és ismert ¢ ér-
tékkel. Ellen6rizni akarjuk, hogy az X valosziniiségi valtoz6 var-
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haté értéke m egyenl6-e egy adott m szdmmal. Egy » elemii minta
X atlaga 4ltaldban nem lesz pontosan mq . Kérdés: a mintadtlag
mekkora eltérése esetén feltételezhetjiik, hogy a vérhaté érték my ?
Haa
Hy:M(X)=my
nullhipotézis teljesiil a
H:MX)=m=#m, *)

ellenhipotézissel szemben, akkor az
u=An X210 (1)

formuldval képzett u valdszinliségi valtozé (prébafiiggvény)
N(0;1) standard normaélis eloszldsd. Ekkor a IL. rész 2. fejezet 2.2.

pontjanak (1) reldcidja alapjan az u konfidencia-intervalluma 1— p
val6sziniiséggel megadhatd, azaz
X -m
P[—up S«/Z—GQ-SuP ]=1—p=2(I)(up)—-l
ésigy a P(u,)= 1——% dsszefliggésbdl adott p-hez u), értéke a 1.
sz. tablazatbol visszakereshetd. A (*) un. kétoldali ellenhipotézis,
mely azt fejezi ki, hogy vagy m < mygy vagy m > my.

Az (1) képlettel szamitott uy, =u érték nagy valosziniiséggel
(pl. 1-p=1-0,05=095) az [— Upiu p] elfogaddsi tartomdnyba
esik, és csak kis valdszintiséggel (pl. 0,05) esik a kritikus tarto-
ményba.

Azt mondjuk, hogy 100(1- p)% biztonsagi szinten elfogadjuk a
nullhipotézist, ha

b= =0 <, <

ahol u, a tdbldzatbdl kiolvasott érték. Ekkor elfogadjuk, hogy az

alapsokasdg vérhaté értéke és a feltételezett my érték kozott az

3.1. Az egy- és kétmintds u-préba 209

eltérés véletlenszerd, statisztikailag nem igazolhat6, més széval az
eltérés nem szignifikins.
Azt mondjuk, hogy a H{ hipotézist 100(1—- p)% szinten eluta-
sitjuk, vagyis a H ellentett hipotézist fogadjuk el, ha
‘”sz! > Uy,

azaz ha ug, a kritikus tartomdnyba esik. Ez ut6bbi esetben statisz-
tikailag igazoltnak fogadjuk el, hogy az alapsokasdg varhat6 értéke
és a feltételezett m érték kozott szignifikans kiilonbség van.

Mint az el6zé pontban emlitettilk, mindkét dontésiink véletlen
folytan téves lehet. Els6faji hibat kovetiink el, ha H, hipotézis
igaz, de elvetjiik az M (X)=my feltevést, mert pl. az ug, érték a
kritikus tartomdnyra esett. Mdsodfaji hibat kovetiink el, ha Hy
hipotézis nem igaz, de elfogadjuk az M (X) =my feltevést pl. mert
az ug, érték az elfogaddsi tartomdnyra esett.

Példak

1. Egy automata gé€p 200 mm hosszisdgid palcikakat készit. Vajon a gép altal

gyartott palcikdk hossza megfelel-e az el6irt méretnek? Elézetes adatfelvételbl

tudjuk, hogy a gép dltal gyartott palcikdk hossza normadlis eloszlast valosziniiségi
véltoz6, 0 =3 mm széréssal. Az n =16 elemii minta clemeinek hosszmérete:

193 198 203 191
195 196 199 191
201 196 193 198
204 196 198 200

Elfogadhaté-¢, hogy a pélcikak hosszéanak eltérése az eldirt mérettél 99,9%-os
szinten nem szignifikans, vagyis az egész sokasdgban a varhat6 ért€k my =200 mm.

Megoldds

Mivel a valtoz6 normalis eloszlasy, a minta 4tlaga
16

2%

§=—L=T16—=197 mm; és my =200 mm; 0 =3 mm;ﬁ=ﬁ=4,

ezért az u-proba alkalmazésaval donthetiink:

X- -
A Gmo|=i4.1973200|=4.
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A p=0,001 értékhez tartozé u, tablazatbeli érték u, =3,29 (az 1. sz. tdblazat-

P
bdl, mivel 1—-127-=0,9995 ), melynek 3,27 és 3,32 kozott barmely érték megfelel,

ezért az u, =3,29 kozbiilsd értéket valasztjuk, tehdt
lug|=4>u =329

ezért az my =200 feltevést 99,9%-os szignifikancia szinten el kell vetni, a minta-

4tlag nem véletleniil tér el a bedllitott 200 mm-es hosszisagtol. A gyartdst le kell
allitani és a gépet djra be kell szabdlyozni.

2. Egy csokolddégysr specidlis 14 dekagrammos csokolddészeletek gydrtdsat ki-
vénta megvalésitani egyik gépén, melynek szérdsa o = 2,0 dkg volt. A véletlensze-

riien kivélasztott 25 darabos minta dtlaga X =14,8 dkg-nak adédott. Feltételezhet6-¢
az eltérés véletlenszeriisége?
Megoldds

A nulthipotézis: Hy: M (X) =my =14,0 dkg, és

I Xx%HEMJSEM’OI:Z’O’
[e2

‘”s2| =

Az éltaldban szokdsos p = 5% -nak megfeleld

U pao0s = Uty =196 [ui.d)(u, )=1 —-’21 =1-0,025= 0,975]

Mivel
ity = 20> u, =196,
ezért a nullhipotézist elvetjiik, ugyanis a csokolddé szeletek vérhatd sdlyértéke 95%-

os szinten szignifikansan eltér az el6irt sulyértéktél.

b) A kétmintis u-proba. Legyen X és Y két normdlis eloszldst
val6sziniiségi valtoz6, melyekhez X,X,,...,X; és ¥1,Y5,....7,
fiiggetlen minték tartoznak, valamint szérdsuk, o, és 0, ismert.

Ha

Hy:M(X)=M(®Y)
nullhipotézis teljesiil a
HMX)+MY)

ellenhipotézissel szemben, akkor az

u=

2

sla™

e
oz
k

valdszinliségi véltozé (prébastatisztika) N(0;1) eloszldsd, ahol
X, ¥ a két mintab6l szamitott mintak6zép. Ekkor a kétmintds u-
statisztika u konfidencia-intervalluma 1- p valdsziniséggel meg-

adhatd, azaz
P(-u, susu,)=1-p=20(u,)-1.

Az Up p)

Osszefiiggés alapjéh kiszdmfithatjuk. Ha a (2) formuldval kiszdmitott

=1-L£

értékét adott p-hez az 1. sz. tablazatb6l ®(u

u-statisztika nem esik a [—up;up] intervallumba, akkor 1-p
szignifikanciaszinten a nullhipotézist elvetjiik, mivel ekkor a ki-
szdmitott u értéke a [— Upiu p] intervallumon kiviili kritikus tarto-
mdényba esik.

Példa
Tegyiik fel, hogy két célgép, A és B, azonos henger alakd alkatrészeket gyart.
A hengerek atmér&jének mérete normalis eloszlast. Az A gépen gyartottak atmérdjét
jelolje X, a B gépen gyértottakét pedig Y. A szorasuk kiilonbozék, de ismertek, azaz
D(X)=0,=05cm é D)= oy =0,7 cm.
Vizsgdljuk mega Hy:M(X) =M (Y) nullhipotézista H:M(X )= M(Y) ellenhipo-

tézissel szemben 1—p =095 szignifikanciaszinten. @ ,05) = 1_5)_,2(22 =0,975

mivel p=0,05, és az |. sz. tdblazatbdl u s =196.

Mind az A mind a B gép 4ltal gyartott hengerek koziil 30-30 db-ot lemérve
mintakozepekre X=164cm és ¥ =15,7 cm adédott. A (2) formula szerint

u= X-Y . - 16,4 15,7 =4.457.
2 2
o2, o} \/ 05 , ©7)
k m 30 30

Mivel a kiszdmitott u érték a tdbldzatbél kiolvasott u,_ s =196 értéknél nagyobb,

vagyis kiviil esik a [—1,96;1,96] intervallumon, ezért a H| nullhipotézist 95%-os
szinten el kell vetniink. '
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3.2. Egy- és kétmintas ¢-préba

a) Egymintds f-préba. A gyakorlati feladatok tSbbségében a nor-
malis eloszlast valészintliségi valtozora a varhato érték is és a szoras is

ismeretlen. Ilyen esetben az
n

> (x;-Xf

§ n—1

korrigdlt szorasnégyzet kiszdmitdsa utdn a
Hy:M(X)=my
nullhipotézis ellendrzésére a
X- ,
t=n =2 ' )
s *
prébastatisztikdt képezziik. Ez n—1 szabadsagfoki (1-gyel csok-
kentett mintaelemszdmd) Student-eloszlasa valtozd. A Student-
eloszldsy tabldzatbdl adott p-hez meghatdrozhat6 az a #, =1, (tdb-
labeli) érték, amelyre
Plo1, <r<t,)=1-p @)
ahol a p a valdszinliségi szintet jellemz6 kis pozitiv szdm pl.
p=0,05 (5%).
Az u-prébdhoz hasonléan azt mondjuk, hogy 1- p szignifikan-
ciaszinten elfogadjuk a H hipotézist, ha
\/;; X — My
5*2

I’szl = St =t ®

ésa H hipotézist 1- p szinten elutasitjuk, ha
e > 1 =1,
azaz a
H:MX)=m#my
ellenhipotézist fogadjuk el. Az (1) prébastatisztikat t-statisztikdnak
nevezziik.
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Adott n mintaelemszam és adott p értékhez a 4. sz. tdblazatbél a
tp értéket az n—1 -edik sor p % oszlopanak megfeleld ¢, tablabeli

értékkel vessziik fel.

Pl. ha mintaelemszdam n =21, p=0,02, akkor a szabadsdgfok 20, tehét i ér-

tekét a 4. sz. tablazat 20. soranak 5% fejlécli oszlopabdl olvassuk ki, amely
fp=0,02 =1; =2,528.

Példa

Egy konzervdoboztsltd adagoloautomata 1000 g anyag betoltésére van beallitva.
Mintavétel soran az aldbbi értékeket kaptuk:

985 987 1003 993 996
991 994 1004 1002 985
Vizsgdljuk meg, hogy 95%-os biztonsdgi szinten teljesiil-¢ a vdrhaté értékre az

my =1000 g el6iras, azaz Hy: M (X) =my =1000 hipotézis.
Megoldds

Normidlis eloszldst feltételezve, r-probaval ellendrizzitk, hogy az eltérések csak a
véletlennek tulajdonithatdk-e vagy szisztematikusak.

A minta adatai alapjén (n =10):
10 10

> % Z(xi '}?)2
Y=dil - 994.0; s w2oi=t 52,222,
10 n-1

$#=7.226, Jn =410 =3162,

tehét

X - -
te =m0 23162 24000 - 66

A Student-eloszlds 4. sz. tdblazata alapjan a 10—1=9 szabadsdgfoki sorban a
p =005 értékhez t,-g0s =1, = 2,267 tartozik, és mivel
|t =2626> 1, =1, 05 = 2,267,

ez€rt az automata nagy valdszinfiséggel nem mikodik jol, szignifikans eltérés van
95%-os szinten, tehdta Hy: M (X)=my =1000 nulthipotézist elvetjiik.

A 99%-os szinten (szignifikanciaszinthez) a 9 szabadsdgfok mellett a p =0,01
értékhez 1, =1, =3250>|r,,| adédik, tehdt 99%-os statisztikai biztonsdgi szinten

az eltérések véletlennek tulajdonithaték, de a mintaelemszdm nagyon kicsi ahhoz,
hogy ezt elfogadhassuk.
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b) A kétmintas t-préoba. Gyakran két normadlis eloszldst, azonos
széréasd alapsokasdg vérhaté értékeinek egyenldségét kell vizsgal-
nunk, vagy arra a kérdésre kell valaszt adnunk, hogy két azonos
szOrédsd minta azonos alapsokasdgb6l szdrmazik-e?

Legyen X € N(my;0) és Y e N(my0), ahol m; és m, a vér-
haté értékek, o a sz6rds, tovdbbd X, X,, ..., X,, az X val6sziniisé-
gi véltozéhoz, és Yy, Y, ..., Y, pedig az Y val6sziniliségi valtozohoz
tartoz6 egymastdl fiiggetlen minték.

A nullhipotézis:

HoyM(X)=MY), azaz m =my;
az ellenhipotézis pedig:
H:M(X)=M(Y), azaz ny#m,.

Jelolie s2 az X, s? pedig az Y valésziniiségi valtozé mintaele-
meibdl képzett empirikus szérdsnégyzetet. Képezziik a

= XY @)

J(n_l)sg+(k_1)sg i1
n+k~2 n k

statisztikdt, amely H( fenndlldsa esetén n+k -2 szabadsdgfokid

Student-eloszlasu véltozd. Jeldlje IZ'SZ] a (4) képlettel szdmitott ab-
szolit értéket, azaz Itsz] =|t|, a Student-eloszlds n+k —~2 szabad-
sagfoku tdbldzatbeli értéket pedig 7, =1, , akkor
P(~t,<t<t,)=1-p.

Ha

a) |tSZ!St, esetén (a szdmitott érték a [— tp,tp} intervallumba
esik) a H, hipotézist 100(1~ p)% -os szinten elfogadjuk (my=m,);

b) [’va| >t, esetén pedig (a szdmitott érték nem esik a [— tp,tp]
intervallumba) a H hipotézist 100(1-p)% -os szinten elvetjiik
(my #my).
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Példa

Legyenek az X és Y normadlis valdsziniiségi véaltozokra vonatkozd egymastol
fiiggetlen mintdk mintaszdma 21, ill. 41, mintakozepei: X =254, ¥ = 25,2, sz6ré-
suk: D(X) = D(Y) =0,6. Vizsgiljuk meg, hogy 95%-os biztonsigi szinten egyen-
16knek tekinthet6k-e a varhato értékek.
Megoldds

A nullhipotézis: Hy :M(X)=m, =M({Y)= .

Az ellenhipotézis: H :M(X)# M(Y), azaz m, # m,,.

A (4) formula alapjan kiszdmitjuk ¢ értékét:

1= 2422 =1242,
J20-0,36+40-0,36‘ 1,1
60 21 41

A Student-eloszlds 4. sz. tabldzatdban a 60 szabadsdgfoki sorban a p=0,05(5%
oszlopfeji) értékhez ¢, 05 =1, = 2,000 tartozik, és mivel

|| 21,242 <1, = 1,05 =2,000,

ezért a két valdszinliségi valtozé varhato értékének egyenlbségét 95%-os szinten
elfogadjuk, az ellenhipotézist pedig elvetjiik.

3.3. A Welch-préba

Legyen X és Y két fiiggetlen normalis eloszlast valszintiségi val-
tozé. Ha ismeretlenek a szérdsok, de feltehetd, hogy azonosak,
akkor a vdrhaté értékiik Osszehasonlitdsara alkalmazhatjuk. Ha
szérasuk ismeretlen, de kiillsnboz6 akkor a kétmintds z-préba a
vérhaté értékek Osszehasonlitdsdra nem alkalmazhatd. Sziikségiink
van olyan prébéra, amely akkor is alkalmas

Hy:M(X)=M(Y)
hipotézis eldontésére, ha oy, oy ismeretlen és oy #0oy. B. L

Welch a kétmintds u-préba formuldjahoz hasonl6é prébastatisztikat
javasolt, azzal a kiilonbséggel, hogy az ottani elméleti szérdsok
helyére az empirikus szérdsokat helyettesitette:

X,-Y
W et (1)
2 42
fﬂ*._v_w_’l
n m
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ahol X, Y,, a mintdkb6l szdmitott mintakdzepek, n, m a mintdk
elemszdmai, si‘,,, s%m pedig a mintdkbol szdmitott empirikus szd-

rasnégyzetek.
Igazolhat6, hogy a w véltoz6 eloszlasa jol kozelithetd f szabad-
sdgfoki r-eloszldssal. Az fszabadsdgfokra teljesiil a

min(n,m)< f <Sn+m

egyenlotienség.
Az fkiszamitasara javasolt k6zelitd képletek:
52 1
¢=——=3__ felhasznéldsdval f =—
2 2 )
Xion y Fom T

" m m—1 n-1

ill. f=

Sym

s
2xn + 2
n“-1 m°-1

A Student-eloszlas tablazatabol adott f szabadsagfokhoz, az adott
p értéknek megfeleld tablabeli értéket kiolvassuk. Ha a 4. sz. tabla-
zat megfeleld szabadsagfoku sordnak p oszlopdbdl kiolvasott tdbla-
zatbeli értéket t, -vel jeloljik, és

Iw] <t P
akkor a hipotézist p szinten elfogadjuk, ha

|w[ >t pr
akkor p szinten elvetjiik.

Példa

Egy uzem férfi és nd dolgozoinak testsulyat lemérve, a sulycsoportonkénti ered-
ményt a kovetkez6 oldali tablazat tartalmazza. Vizsgaljuk meg, hogy a két sokasag
vérhat6 értéke megegyezik-e.
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Gyakorisdg: | Gyakorisdg:
Osztalykoz Osztalyk6zép e on‘sag 4 orisag
ffi f; né f;
40-44 42 57 62
45-49 47 63 71
50-54 52 78 80
55-65 60 90 85
66-70 68 84 72
71-80 75,5 72 66
81-90 85,5 30 13
90~ 95 10 10
n=484 m =459
Megoldds
A hipotézis: Hy:M(X)=M(Y).
A mintak6zepek:
n no_
_ z.fixi B Zf iXi
X, = —=608967, ¥, =-1—=591318
n m
Az empirikus szdrasnégyzetek:
ko -,
2 i (= X,)
Sin = 'l—z-l'_n—ri—'—— = 182,5038,
& - 52
DS i =T
2 _ =l =
Sym = "—'-—m_—l—'—— = 170,3685
Welch-préba: w= -——X—”—_XL"——— =2,0403.
3'2 ‘v%m
Moy 2
n m

A w kozelit6leg 459 < f <459+ 484 egyenldtlenségnek eleget tevs f szabadségfo-
ki  eloszlast kovet. A p értékét 0,02-nak vélasztva, a 4. sz. tdblazat 0,02 oszlopdnak
utolsé sordban a tdblabeli érték: 1y, =2,326. Mivel w=2,0403< to,02 = 2,326,
igy a hipotézist 98%-os szinten elfogadjuk. Ugyanakkor, ha p értékét 0,10-nek vi-
lasztjuk, akkor g,y =1,645, vagyis w> 14,y =1,645, tehdt 90%-os szinten a hipo-

tézist elvetjiik.
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3.4. Az F-préba

A kétmintés t-proba alkalmazdsakor feltettiik, hogy a mintdk isme-
retlen szdrdsai azonosak. Az F-préba alkalmazdsdaval donthetjiik
el, hogy két normalis eloszlést, ismeretlen varhaté értékii statiszti-
kai sokasdg szérdsnégyzete ill. szérdsa azonos-e vagy sem.

Legyen X e N(my;0() és Y e N(my;0,), ahol m é m, a
vérhat6 értékek, oy és 0, a szérdsok, tovdbbd X, X,, .., X, az
X-hez és Y, Y3, ..., Y, az Y-hoz tartozé egymdstdl fiiggetlen min-
tak. A nullhipotézis:

Hy:D*(X)=D*(Y), azaz of =02 ill. oy=0y;
az ellenhipotézis pedig:

H:D*(X)#D*(Y), azaz of#0% ill. oy #0,.
Jelolje s,% az X, s,% pedig az Y minta empirikus szérdsnégyzetét.

Jelolje sﬁlax a két szérasnégyzet koziil a nagyobbat és sznin a ki-
sebbet, azaz

2 2

2 2. il o2 o2
Smax = Max(s,,s;);  Smin = min(s,, s;).

Az sﬁ,ax szabadsdgfoka legyen f;, az s,znin szabadsdgfoka le-
gyen f,. Képezziik az
5‘2
F=—% 5)

2
Smin

statisztikdt, amely ( fy; fo) szabadsdgfokd F-eloszlds. Az (5) for-
muldba helyettesitett értékekkel képezziik az Fy, szamitott értéket
és Osszehasonlitjuk az F-tablazat 100(1— p)% szignifikancia szint(i
f>-edik sordnak f; -edik oszlopabdl vett F, értékkel. (Az 5. t4blé-
zat értékei csak p =0,05 -ra, azaz 95%-os biztonségi szinthez van-

nak kiszdmitva. f; a nagyobb empirikus szérdsd, f, pedig a ki-
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sebb empirikus sz6rdsd vdltozé mintaelemszdmdnak 1-gyel csok-
kentett értéke. PI. ha 52 > s?, akkor fi=n—1, és f =k—1)

Dontés, ha

a) Fg, < F;, akkor a H hipotézist 100(1~ p)% -os szinten elfo-
gadjuk (o] =0,); az eltérést véletlennek tulajdonitjuk,

b) Fy, > F,, akkor pedig a H( hipotézist 100(1~ p)% -os szin-
ten elvetjiik (oy # 05), az eltérést szignifikdnsnak tekintjik.

Példa

Egy konzervgyar mindkét prébaiizembe allitott gépén 300 grammos konzervek
gvartasat kezdte meg. Legyen a gépenként véletlenszerlien kivalasztott 6-6 doboz
toltésulya az X-re ill. az Y-ra vonatkoz6 6 elemi minta:

X elemei: 300 301 303 288 294 296
Y elemei: 305 317 308 300 314 316.

Ellenérizzik, hogy teljestil-e a Hy: D(X) = D(Y) nullhipotézis.

Megoldds
Mintadtlagok: X =297; Y =310;

Az empirikus szérasnégyzetek: x12 =384; s% = 46.
Alkalmazzuk az F-prébét, n—1=6-1=5; k-1=6-1=5 szabadsdgfokkal:
F,=F= i =12
§z 2 i

Az 5. sz. téblazatb6l p=0,05 értékhez, 5%-os szinthez tartozé tablazatbeli (kri-
tikus) érték (5. sor 5-os fejlécti oszlop): F, =5,05. Mivel F,, < F, (1,2<5,05), ezért

a nullhipotézist 95%-os szinten elfogadjuk, ami azt jelenti, hogy a szérdsok (sz6rés-
négyzetek) kozotti kiillonbség véletlennek tulajdonithatd.

3.5. lleszkedés- és homogenitasvizsgalat

A matematikai statisztikdban gyakran olyan prébat kell alkalmaz-
nunk, amellyel megvizsgalhatjuk, hogy valamely minta szdrmaz-
hat-e egy bizonyos elméleti valésziniiségeloszlasbél, melyet para-
métereivel egyiitt megadunk. Az ilyen statisztikai prébat tiszta
illeszkedésvizsgalatnak nevezziik. Ha a vizsgdlat csak arra vonat-
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kozik, hogy valamilyen tipust eloszlas feltételezhet6-e, az eloszlas
paramétereit a mintdb6l becsiilve, akkor beesléses illeszkedésvizs-
galatokat alkalmazunk. Legtobbszdr ez utébbiakat haszndljuk, ezek
koziil is a leggyakoribb a normalitasvizsgalat, a normalis elosz-
ldshoz valé illeszkedés vizsgélata.

A homogenitasvizsgalat is statisztikai préba, éspedig annak
megvizsgédldsdra vonatkozik, hogy bizonyos mintdk azonos alapso-
kasagbdl szarmaznak-e, két vagy tobb valdsziniiségi valtozo6 elosz-
ldsa megegyezik-e? Altaldnosabban homogenitdsvizsgdlatnak ne-
vezziik az olyan statisztikai prébat is, amellyel csak azt vizsgdljuk,
hogy a megfelel6 alapsokasdgok bizonyos paramétereikben meg-
egyeznek-e.

A fenti vizsgélatokhoz szdmos eljarast dolgoztak ki, mi itt az dn.

xz -(khi-négyzet)-préba alkalmazasat mutatjuk be.

3.5.1. Nlleszkedésvizsgalat

Tegyiik fel, hogy egy X val6szinliségi valtozé eloszlasa ismert. Azt
akarjuk eldonteni, hogy egy n elem{i minta eloszldsa megfelel-e az
ismert eloszldsnak. A préba az ismert eloszlds alapjan varhaté gya-
korisdgok és a minta gyakorisdga kozotti eltérések vizsgalatdbdl 4ll.

Diszkrét valoszinfiségi valtozo esetén
a nullhipotézis:
Hy: P(X =x)=p;, (i=12,...r);
az ellenhipotézis:
H :3i, amelyre P(X = x;) # p;.

Folytonos eloszlas esetén
a nullhipotézis:

Hy: P(X £x)=F(x);
az ellenhipotézis:
H: P(X £ x)# F(x),

ahol F(x) ismert eloszlds.
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Folytonos eloszlasnal a valészinliségi valtozé értékeit soroljuk be
nagysdg szerint r osztalyba, miként azt a hisztogram készitésénél is
tettiik. Az n adatbdl az i-edik osztalyba esdé mintaelemek szamat, a

Ji

gyakorisagot jeloljiik f; -vel, akkor g; = " jelenti relativ gyakori-

sdgit. Az ismert (feltételezett) eloszlds alapjdn az elméleti gyakori-
sdg np;. A minta alapjdn szdmitott f; gyakorisdgok és az elméleti
gyakorisagok dltalaban kiilonbdznek egymadst6l. Ezt az eltérést a

r r 2
i=1 f

np; p

i=1

prébastatisztikdval mérjiik. Bizonyithat6, hogy ha n minden hatdron
til nd, akkor az (1) statisztika eloszlasa tiszta illeszkedésvizsgalat

esetén az r—1 szabadsagfokid xz—eloszléshoz, €s becsléses illesz-
kedésvizsgédlat esetén, ha a becsiilt paraméterek szdma k, az

r—1—k szabadsagfoki ;(2 -eloszlashoz tart. Az (1) statisztika

tehat kozelit6leg xz-eloszlésﬁ. A kozelités elég jo, ha np; 210
minden i-re.

Az elfogadasi tartomanyt dgy adjuk meg, hogy tiszta illeszke-
dés esetén
2
P(xs; < Z}zy,r—l) =1-p,
becsléses illeszkedés esetén pedig

P(sz s Z?),r-—l—-k) =l-p

legyen, ahol a xszz az (1) alapjan szamitott, x,z,,,_l és xﬁ,,_l_k a

3. sz. tablazatbdl kiolvasott érték, p elére megadott 1-nél nem na-
gyobb pozitiv szam. Tehdt,

ayha 2% <xp,-1 ill x5 Sxh .k akkor a nullhipotézist

elfogadjuk, a minta eloszldsa az adott biztonsdgi szinten megfelel
az elméleti eloszidsnak, az eltéréseket véletlenszerlinek itéljiik;
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byha 2 > x%)hl i x% > xlz,,,q_k, akkor a nullhipotézist az

adott biztonsagi szinten elvetjiik, a minta eloszldsa szignifikdnsan
eltér az elméleti eloszlastdl.

Megjegyzés

Ha azt akarjuk eldonteni, hogy a mintasokasdg normadlis eloszla-
st-e vagy sem, akkor a vizsgélatot normalitasvizsgalatnak nevez-
ziik és az el6bbiekkel azonos médon jarunk el.

3.5.2. Homogenitasvizsgalat

Legyen X és Y két tetsz6leges eloszlasu valdsziniliségi valtozé. Azt
akarjuk megvizsgdlni, hogy X és Y azonos eloszlastinak tekinthetd-e.

A nullhipotézis, tehat
Hy:P(X <x)=P( <x);
az ellenhipotézis pedig
H:P(X<x)# P £x).
Az eljaras alkalmazasa a kovetkez6 1épésekbol all:
Osszuk fel a szdmegyenest r szdmu osztdlyra:
—o=hy<h <by<...<b, =00,
Legyen az i-edik intervallumba esd mintaclemek szama X-re f;,
Yorav;, (i=12,....,r).
,

Legyen az X vdltozéhoz tartozé mintaelemszam: 2 fi=n, ésaz
i=1

,
Y véltozéhoz tartozé mintaelemszdm: Evi = m. Igazolhatd, hogy a
i=]

» 2
fi v
.
2 n m
X —mn% v ()

prébastatisztika n—eo és m—>o esetén r—1 szabadsdgfoki )52-
eloszldsi valdszinliségi valtozo.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha az n és m elég nagy, akkor ){2-
préba alkalmazhat6 a két eloszlas megegyezdségének vizsgalatéra.

A nullhipotézist elfogadjuk, ha )5322 Sl%,r—la és elvetjiik, ha
stz >)(5,,_1, ahol stz a (2) képlettel szamitott érték, 11%,,_1

pedig a xz 3. sz. tdbldzataban p szinten taldlhaté érték (szabadsdg-
fok: r—1).
Példik

1. Egy kockdt 1400-szor feldobva az egyes szdmok gyakorisdgdra a kovetkezd-
tabldzatot kaptuk:

Dobott szsmok | gyakorisdg (k;)
1-es 228
2-es 240
3-as 224
4—es 237
5-0s 235
6~0s 236

Kérdés: szabalyosnak tekintheté-¢ a kocka?

Megoldds

Mivel szabalyos kockan4l barmely szam dobésa egyenld valésziniségii, ezért a
nullhipotézis:
Hy: P(X=x)=p, =% (i=12....,6).

Az X egyenletes eloszlasu, becsilendd paraméter nincs. A feladatot 2 -prébaval
oldjuk meg. A x? kiszdmitdsat

e i&%;ﬁﬁ._zﬁki n3 =
! i=1 i=l

i=l nig P

| &k 14 k2
=—) L -2n+n=—3 L —p
”E Pi ”E f

képlettel végezziik.
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2 6 12

2 Ikl 1 1‘_"_._14()0=
Ko =5 &, ™" = 1400 27
6

i=1

=ﬁ(2282 +240% +224% +237% +235% +2362) - 1400 =

=5 326850 -1400=0,7857.

"~ 1400
A szabadsagfokok szdma: r—1=6-1=5. A 3. sz. tdbldzatb6l, ha p=0,05 ér-
tékkel adott, akkor y2s =11,070 tehét
¥ =0,7857 < xds =11,070
vagyis a nullhipotézis elfogadhatd, a kocka szabalyosnak tekinthetd.

A )52 -préba alkalmazhatésdginak a feltétele teljesiilt, hiszen az np; érték min-

den i-re Iényegesen nagyobb 10-nél (np; = 1400% = 233).

2. Egy adagoldautomata mitkddésének vizsgalatdhoz 174 db doboz mérlegelését
végezték el. A grammokban adott névleges tomegértéktdl vald eltérés értékeit osz-
talyba sorolva az aldbbi tablazat tartalmazza:

Osztalyok Gyakorisdg
Xig> =% fi
R B 12
1,51-3,5 25
1,51-4,5 22
4,51-5,5 24
5,51-7,5 35
7.51-9,5 26
9,51-11,5 19

11,51-...... 11

Feltehet6-¢, hogy az elbirt tomegértéktdl valo eltérések normalis eloszldsiak?
Megoldds

A feladathoz becsléses illeszkedésvizsgélatot kell végezniink, és a )(2 -prébat
alkalmazzuk.
5 tom?
i Ie 207 dt = F(x);
2n0C .
H:P(X <x)# F(x).

A nullhipotézis: Hy:P(X <x)=

az ellenhipotézis:
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A vérhaté értéket

n
> fik;
=
—

a szOrasnégyzetet

h
s2o 1 S n 52
s n_lgf,k, —— X
formulakkal becsiiljiik.
A p; értékek kiszdmitdsdhoz a
pi =P SX <x)=F(x;) - F(x_) =¢[u)_¢(ﬁ£ﬁ]
o c
D(—u) =1-D(u)
képleteket haszndljuk. Amennyiben np; 210 (i =1,2,...,r), akkor kiszdmitjuk a
r 2
2 (fi —npy)
X =2
X%
értéket. A szabadsdgfokok szdma: r—1-k=8-1-2=5.

A szamitast célszerli a kovetkez6 tiblazatos formaban végezni (a ®(u) értékek
kiszdmitdsdnal linedris interpoldciét hasznéltunk):

osztdlyok|gyak.|kozép f; —mp)*
xiox | fi | k| ik fikd u ow | pi np; "
~-1,5] 12 1 12,0 12,00 | -1,420 | 0,0690 | 0,0690 | 12,0060 | 0,00003
1,535 | 25 2,5 62,5| 156,25|-0,796 | 0,2071 | 0,1381 | 24,0294 0,0392
35-45 | 22 4 88,0] 352,00|-0,480]0,3156}0,1085 | 18,8790 0,515%
4,5-55 | 24 5 120,0] 600,00 | -0,166 | 0,4341 | 0,1185 | 20,6190 0,5544
55-715| 35 6,5 |227,5|1478,75| 0,461 | 0,6776 | 0,2435 | 42,3690 1,2816
7,595 | 26 8,5 |221,0|1878,50| 1,088 | 0,8617 | 0,1841 | 32,0334 1,1364
9,5-11,5| 19 10,5 | 199,5 [ 2094,75 | 1,715 | 0,9569 | 0,0952 | 16,3908 0,4154

11,5~ 11 12 132,0 | 1584,00 oo 1,0000 { 0,0431 | 7,6734 1,4422
5 174 1062,5| 8156,25 1.0000 | 174,00 | z2=53851
ahol
>
_ fik;
5-X s = 1062,5
u ,m=X=E = =6,106.
5 174 174
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3.6. Fiiggetlenségvizsgdlat khi-négyzet-prébdval 227

8
2.1 2o L ogys605- 174 6 1062=9,6433;
s n—lg‘f’k' n—lX 173 8156, 173 7 T
és igy
5% =4/9,6433 = 3,105.
1,5-6106Y)
. =) 22200 | p(—co) = 1 - B(1,4833).
Pl ” [3‘105 J (—o0) ( )

Az 1. sz. tdblazatbdl
®(1,4833) =0,9310,

tehdt
p1 =1-0,9310 = 0,0690.
Mivel a 95%-os szinthez az 5 szabadsdgfokd ¥ 2 _tablazatban a 11,07 érték tarto-
zik, melynél a szamitott }(‘2, =5,3851 lényegesen kisebb, ezért a nullhipotézist elfo-

gadjuk, vagyis az eltérésértékek normélis eloszlasinak tekinthetSk. (Az np; értékek
egy kivételével nagyobbak 10-nél, ettdl az egy kivételtdl eltekintiink.)

3.6. Fiiggetlenségvizsgalat ¥ 2 -prébaval

Egy férficsoport vizsgédlatat pl. magassdg €s testsily szerint végez-
ziik. Jelolje X valészinlségi véltozd aktualis értéke egyedenként a
magassdgot, ¥ pedig ugyanarra az egyedre a testsuilyt. Arra szeret-
nénk vdlaszt kapni, hogy a két tulajdonsdg, az adott statisztikai
sokaségra vonatkozéan, fiiggetiennek tekinthetd-e. Altaldban, ha
egyugyanazon statisztikai sokasdg két valészinlségi véltozoé altal
adott két tulajdonsagéanak fiiggetlenségvizsgélatat végezziik, mindig
ilyen &sszetartozd értékpdrok az alapadatok.

Legyen az X val6szinliségi valtozéhoz tartozo teljes esemény-
rendszer: X, X,,....X;, az Y valésziniiségi valtozéhoz tartozé

pedig Y|,Y,...,Y,,. A szorzdsi tétel értelmében felirhaté a null-
hipotézis:
Ho: P(X; "Y;)=P(X;) P(Y) Vi, j)-re
(i=12,....k; j=12,...,m).

A mintaelemekb6l mind az X mind az Y valészinliségi valtozo-
hoz a vizsgalt két tulajdonsdgnak megfelelden egy-egy érték ren-

delhets. Mindegyik mintaelem a két tulajdonsag szerint osztalyoz-
hat6. Ha az X; és az ¥; esemény egyiittesen kovetkezett be, akkor

azt mondjuk, hogy az (X;NY;) esemény kovetkezett be. Ha a
mintaelemek szdmdt n-nel, a (X; NY ;) esemény bekovetkezésé-
nek gyakorisdgdt fj; -vel jeloljik, akkor ezeket az értékeket tn.

kontingenciatdbldzatba rendezziik.
Az f;; gyakorisdgi értékek soronkénti Gsszege:

m
vi= 9 [y (=1,2,.k),
J=1
oszloponkénti sszeg pedig:

k
“ij zzfij, (]:1,2,,k)
i=1

A sor- és oszlopisszegeket margindlis értékeknek nevezziik.
A definialt értékekbdl kovetkezik, hogy

k m k m
DX fi=n il Yvy=n Y u;=n
i=1 j=1

i=1 j=1

A kontingenciatdbldzatot tehat a kovetkezé elrendezésben ké-
szitjiik el:

XY | Y Y .. Y, | Ysor
Xy o Sz o fim Vij
X fao fa o fam | v
X S Sz . fim Vi
ZOSZIOp Un Uiy Wi n
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A )52 -prébahoz ki kell szdmitani az elméleti gyakorisdgok érté-
keit az
V1

_____J (1)

n

fi=

formuldval minden i-re és j-re. Célszerli ezeket az értékeket a tabla-
zatba f;; értékei mellé frni.

A becsléses fiiggetlenségvizsgdlat val6sziniiségi valtozoja:

Z 3 Y= fp” m (fy f‘fq . )
i=17j=1 y
Az (2) formulaval szamitott valosziniiségi valtozé n — o esetén
(k—=1)-(m-1) szabadsagfokd xz eloszldsi. Ha a mintdb6l meg-
hatdroztuk a stz értékét, majd kikeressiik a 3. sz. tdblazatbdl adott
100(1— p)% -os valdsziniiségi szint és (k—1)-(m—1) szabadsdg-
fok mellett a tdblabeli x,z értéket, akkor a fiiggetlenségre vonatko-
z6 Hy hipotézist x_vzz < x,z esetben elfogadjuk, xszz > xtz esetben
pedig 100(1 - p)% -os szinten elvetjiik.

Példa

A PB gézpalack elosztéhoz négy toltéallomas (Alfa, Béta, Gamma, Delta) szal-
litja a 11 kg névleges tolté stlyu palackokat. Az eloszto stlyvizsgalatot tartott vélet-
lenszertien kivalasztott 182 palack lemérésével. Az osztalyozast toltdaliomasonként
és adott sulyhatarok szerint végezve az eredményt, a kovetkez6 tablazat tartalmazza:

Silykg | Alfa  Béta Gamma Delta | .sor
108-112 | 25 30 2 23 100
10,3107 | 20 10 16 18 64

x<103 | S 3 6 4 18
Yoszop | 50 83 44 45 182

Allapitsuk meg xz probaval, hogy a toltéallomasoktol fiiggetlenek-e a stlyelté-
rések.
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Megoldds
A nuilhipotézis: az osztalyozas szerinti két valoszinliségi valtozé figgetlen.
Szamitsuk ki az (1) formuldval az elméleti gyakorisag ]T,I értékeit és frjuk be a

100-50 100-43

tabldzatba: fy) =~ =274T; fiz= 5y = 2363 sib.
Silykg | Alfa  Béta Gamma Delta | ,sor
10.8-11,2 (27,5125 23,61 30 24,21 22 (24,70 23 | 100 ¢ 100
10,3-10,7 |17,6120 15,11 10 154} 16 [158! 18 | 64 | 64
x<103 1491514313 |44 6 |45 4| 18 | 18
Dloszlop | 50 150 43 ¢ 43 | 44 144 145145] 1821182

Képezziik a (2) formula szerint xfz értékét:

2 S U ~fi)’ _ (25-21,5° . (30-236)°
z = - 27,5 23,6

i=l j=1 Tij

(6-44)°  (4-45)*
N VR

A szabadsagfokok szama: (k—1)(m—1)=(3-1}(4-1)=2-3=6, a 3. sz. tdblazat

=6,656.

6.sordbana py =010 -hez y? =10,645, a p, =095 értékhez y2 =1,635. A null-
hipotézist, vagyis a két tulajdonsdg fiiggetlenségét p; =010 vdlasztds mellett
elfogadjuk, mivel

X2 =6,656< x3,) =10,645,
mig

Py = 0.95

vélasztas esetén elvetjiik, mivel

X2 =6656> x3os =1,635.
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E.3. Ellendrzé kérdések a 3. fejezethez

1. Mit neveziink nullhipotézisnek és ellenhipotézisnek?

2. Hogyan érteimezziik a statisztikai prébdk elfogaddsi és kriti-
kus tartoményat?

3. Mit neveziink els6faji és masodfaji hibanak?

4. Hogyan alkalmazzuk az u-prébdt?

5. Hogyan alkalmazzuk az egy- és kétmintds r-prébat?

6. Milyen dontéshez hasznaljuk az F-probat?

7. Mit neveziink tiszta- és becsléses illeszkedésvizsgalatnak?

8. Mire vonatkozik a homogenitasvizsgalat?

S.3. Feladatok a 3. fejezethez

S.3.1. Egy adagoléautomata 1200 g tomegli massza toltésére van beallitva. A do-
bozokba 1200 g-tdl eltérd tomegili massza is betoltésre keriilhet. A massza tomegé-
nek értéke véletlentdl fiiggd valtozd, az elézetes méréssorozatok azt igazoltdk, hogy
normdlis eloszldsi o =3g szérassal. A mintat véletlenszerlien kivalasztott 16 db

doboz alkotja, amelyeknek a mért értéke:

1193 1198 1203 1191
1195 1196 1199 1191
1201 1196 1193 1198
1204 1196 1198 1200

Van-¢ szignifikans eltérés 99,9%-o0s megbizhatdsagi szinten az elbirt tomegértékts1?
8.3.2. Egy csomagoldgép altal készitett baldkat vizsgdlunk. 100 bdla mérlegelése
alapjén azt kaptuk, hogy a béldk dtlagos tomege 705 kg. Legyen a baldk tomege
normdlis eloszldsi, ¢ =50kg szdrdssal. Van-e szignifikdns eltérés 95%-0s meg-
bizhatdsdgi szinten az el6irt 700 kg-hoz képest?
§.3.3. Egy adagologép altal dobozba toltend6 anyag tomegének varhatd értékére
az el6irds 500 g. Mintavétel soran az alabbi értékeket kaptuk:
483 498 502 494 505
502 496 483 491 486

Teljesiil-e a varhatd értékre az m =500g eldirds 95%-os biztonsagi szinten?
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S.3.4. A szénosztalyozoba érkezé vagonok meddeloszlasardl feltessziik, hogy
normdlis eloszldsd. 142 vagont megvizsgalva, osztdlyok szerint rendezve a kovet-
kez6 adatokat kaptuk:

. osztalyok gyakorisdg
l Xi-13 % fi

1 -243 9

2 244 - 323 18
3 324 -403 23

4 404 - 483 27
5 484 - 563 18
6 564 - 643 15
7 644 -723 12
8 724 — 20
by 142

Vizsgéljuk meg, hogy a meddé mennyisége normalis eloszlast-e.



NEGYEDIK FEJEZET

Empirikus képletek eléallitasa, korrelacio- és
regressziészamitas

A matematikénak a természettudomanyok, a miiszaki tudomanyok,
a kozgazdasigtudomanyok teriiletein torténé alkalmazdsai soran
gyakran kozvetlen megfigyelés, mérés ttjan nyert tapasztalati ada-
tok kozott, a vizsgalt folyamatra jellemz6 mennyiségi 9sszefiiggé-
sek elemzését kell elvégezni. Rendszerint ezeket az Gsszefiiggése-
ket bizonyos feltételek fennéllasa esetén is csak kozelité pontossdg-
gal lehet kifejezni. Az ilyen tipusi mennyiségi Osszefliggéseket
szamitdsra alkalmas Un. empirikus képletekkel adjuk meg. A tu-
domanyok fejlédésének kezdeti iddszakaban pl. a legttbb termé-
szeti térvényt is egy, a kisérleti adatoknak megfelelé empirikus kép-
letbe valé foglalasaval alkottdk meg. Célunk, hogy lehetbleg egy-
szerll képlettel kifejezziik az Osszetartozd (x,y,) (k=1,2,...,n)
tapasztalati eredmények kozotti kapcsolatot. A probléma megold4-
sa altalaban két 1épésbol all:

1. Megéllapitjuk az empirikus képlet tipusit,

2. Meghatarozzuk a valasztott tipusu képletben szerepld para-
métereket a megfigyelés adatai alapjan.

4.1. Az empirikus képlet kivalasztasa

Az empirikus képlet tipusdnak meghatdrozasakor arra toreksziink,
hogy annak grafikonja j6l illeszkedjék a tapasztalati adatoknak a
koordinétarendszerben dbrazolt pontjai kizé és a lehetséges legegy-
szerlibb fliggvényosztalyba tartozzék. igy az empirikus képlet tipu-
sdnak meghatdrozasa négy lépésre bonthaté:

1. A tapasztalati titon kapott értékpdrokat koordindtarendszerben
dbrazoljuk; E

2. A pontok kozé jol illeszkedd gorbét (egyenest) rajzolunk;
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3. A gorbét 6sszehasonlitjuk a legfontosabb elemi fiiggvényekkel
és kivalasztjuk az empirikus képlet tipusat;
4. Kiszdmitjuk a paramétercket, és a kivalasztott empirikus kép-
let alkalmassdgat a linearizalé médszerrel ellendrizziik.
Linearizalé médszernek nevezziik azt az eljdrdst, amely révén a
stknak valamely
[F=f@y
(y=g(xy)
leképezésével a fiiggvénykapesolatban 4llé (xy, y;) pontokat olyan
helyzetbe hozzuk, hogy az (x,y) sikon egy egyenesre illeszked-
nek, vagyis linedrisan fiiggnek 6ssze.
Koénnyebb kezelhetoség kedvéért feltesszik, hogy az xi,y, ér-
tékek pozitivak. Ez mindig elérhetd
Xp=xp e Yy =Yt

transzformaciéval.
Pl. A megfigyelt adatparokat derékszogl koordinatarendszerben
dbrazoljuk. A pontok kozé kozelitdleg egy hiperbola jellegli gorbe

illeszthet6. Feltessziik, hogy az y = fuggvény a megfeleld

c+dx

empirikus képlettipus. Ebben az esetben az X =x, y= —)% leképe-

zésa c+d X =7 linedris kapcsolatot 4llitja eld.

A gyakorlatban a kivalasztott empirikus képlet alkalmassdgd-
nak eldontéséhez az adott x;, y; értékekkel kiszdmitjuk az X,
értékeket, és megvizsgaljuk, hogy az (X, ¥, ) értékparok 4ltal fel-
vett pontok kozelitleg egy egyenesre esnek-e. Ha igen, akkor az
empirikus képlet tipusa megfelel6. A pontok az x értékekkel skdla-

zott abszcisszatengelyii és —;% értékekkel skalazott ordinatatengelyt

koordinatarendszerben dbrazolva esnek kozelitdleg egy egyenesre.

Néhany egyszerii empirikus képlettipus és a linearis kapcsolatot
eldallité leképezés:
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Empirikus képlet: y=ax’;
linearizalds: Xx=lgx, y=lgy;

linedris fiiggvénykapcsolat: y =lga+bX = A+bx.

A pontok kett6s logaritmikus papiron dbrazolva kézelitéleg egy
egyenesre esnek.
bx,

Empirikus képlet: y=ae ;
linearizalds: Xx=x, y=lgy
linedris fliggvénykapcsolat: y =lga+blge-x = A+ BX.

A pontok féllogaritmikus papiron dbrazolva kozelitSleg egy egye-
nesre esnek.

Empirikus képlet: y=ax" +c;
linearizal4s: ¥=x", y=y;
linedris fiiggvénykapcsolat:  y =ax+c.

A pontok x" értékekkel skaldzott abszcisszatengely(i és y érté-

kekkel skalazott ordinatatengelyii koordindtarendszerben abrazolva
kozelitdleg egy egyenesre esnek.

4.2. A paraméterek meghatarozasa

Az empirikus képlet megfelel$ tipusanak kivélasztasa utdn megha-
tarozzuk a képletben szereplé paraméterek numerikus ériékét gy,
hogy a kozelités valamely feltétel szerint optimdlis legyen. Leg-
gyakrabban az a) kivdlasztott pontok mddszere, b) kézepek médsze-
re, €s c) legkisebb négyzetek médszere hasznalatos. '

a) A kivalasztott pontok médszere. A tapaszialati titon kapott
n-szamui (xg,yg) (k =1,2,...,n) értékparhoz az el6bb leirt 1épések
szerint megalkotjuk a megfeleld

y=@(xay,4a;5,...,a,) (m<n), xe R ()
empirikus képlettipust, ay, a5, ...,a,, paraméterekkel. A koordi-
ndtarendszerben dbrazolt (x;,y;) (k=1,2,...,n) pontok kozé il-
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lesztett gdrbén kivdlasztunk m szdmi (x;,y;) ((=12,...,m) pon-
tot és ezeket behelyettesitve az (1) képletbe, az ay,a;,...,a,
paraméterckre m egyenletbdl allé

¥ =0(x;5ay,a,,...a,) ((=12,...,m) 2)
egyenletrendszert kapunk. A (2) egyenletrendszer megolddsa szolgdl-
tatja az a; paraméterek numerikus értékeit. Ha a (2) egyenletrendszer

ellentmondd, akkor az ellentmonddst a gorbe (x;,y;) (=12,...,m)

pontjainak alkalmasabb vélasztdsdval sziintethetjilk meg. Az egyenlet-
rendszer megolddsa utdn a paramétereket behelyettesitjiik az (1) kép-
letbe. Ellendrzésiil az igy meghatarozott empirikus képlet felhasznala-
sdval kiszamitjuk a @(x;,qay,d;,...,a,,) értékeket és képezzik az

¥y tapasztalati értékek és a @(xy,a1,ay,...,a,,) értékek
dy = yr —0(xg;a1,ay,....a,) (k=12,...,n) (3)

kiilonbségét, a kiilonbségek

i]dk‘

d =4 @
n
atlagdt, és a kiilonbségek
n
d,=Y.d} 5
k=1

négyzetosszegét.

b) A kozepek médszere. A még ismeretlen paramétert tartalma-
z6 (1) empirikus képlettipusba helyettesitsiik be a kisérlettel kapott
(x¢, vi) (k=1,2,...,n) értékeket és képezziik az

ex = Yr —O(xg301,42,...,a,) (k=1,2,...,n) 6)

eltéréseket. Az aj,ay,...,a, paraméterek numerikus ért€két abbol

a feltételbol hatarozzuk meg, hogy a (6) eltérések algebrai 6sszege
zérus legyen, azaz

e =0 )
k=1

feltétel teljesiiljon. Mivel gy csak egy feltételiink van az m szamd
paraméter meghatirozdséhoz, ezért az adott n szdmd (x;, y;) pon-
tot m csoportba osztjuk, €s mindegyik csoportban az eltérések sz-
szegét zérussal tesszilk egyenlové. Ezzel az eljarassal el6allitjuk a
sziikséges m szami feltételi egyenletet. Természetesen a

ﬂ] I’lz }'lm
e =0, D=0, e =0, (8)
k=1 k=n+1 k=n,, ;+1

részfeltételekkel egyiitt a (7) is teljesiil. Ellen6rzésiil, a kiszamitott
aj,as,...,a, paramétereknek (1) képletbe vald behelyettesitése
utdn, képezziik a (3), (4), (5) értékeket.

Megjegyzés

X=f(x,y)
y=8xy)
formdcié utdn kapott kozotti linedris kapcsolatot hatdrozzuk meg,
melynek 4ltaldnos alakja: 7 =aX +b. Igy a kisérlet eredményeként

A kozepek médszerével leggyakrabban az { transz-

kapott (x,y;) értékpdrokkal x; vagy y, véltozé novekedésének
sorrendjében felirjuk a y, =ax;, +b (k=12,...,n) feltételi egyen-
leteket és a rendszert kb. megfelezve, két csoportra osztva kiilon-
kulon 6sszeadjuk. Az igy kapott két egyenletbol 4llo egyenletrend-
szerbdl kiszamitjuk a és b értékét. Az x és y helyére az eredeti
véltozoéknak megfelelé kifejezések behelyettesitésével kapjuk az x
és y kozotii kapcsolat empirikus képletét. Amennyiben még nem
ismert az Osszes paraméter, akkor ugyanezt a médszert alkalmaz-
zuk még egyszer, de elébb egy tjabb, x és y kozotti linedris kap-
csolatot hozunk létre.

¢) A legkisebb négyzetek médszere. Az un. legkisebb négyze-
tek moédszerével a paraméterek numerikus értékét az eltérések
négyzetdsszegének minimum feltételébdl hatarozzuk meg.

A tapasztalati tdton kapott n-szdmd (x,y;) (k=12,...,n) ér-
tékparhoz az el6bb leirt 1épések szerint megalkotjuk a megfelels (1)
empirikus képlettipust. Mivel az adatokat pl. véletlenszerii mérési
hibédk terhelik, ezért az y, mért értékek és a ¢ fiiggvény x; he-
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lyen vett helyettesitési értékei altaldban g ért€kkel eltérnek egy-
mastdl, azaz
Ve —Q(Xg30y,00,....0,) =&, (k=12,...,n). )

Az g, mérési hibdkrdl (a tapasztalatok szerint) 4ltaldban felte-
hetd a fliggetlenség és az N(0,0) normdlis eloszlds. A feladat
tehdt olyan y=¢{x;a;,a,,...,a,,) (m<n) figgvény keresése,
amely minimalizédlja a mérési hibdk hatdsét, azaz az eltérések négy-

n
zetdsszegét, ZS,? -et. Bz azt jelenti, hogy képezniink kell az
k=1

n
F(aj,ay,....ay) = 2[)’k —(p()ck;al,az,..,,am)]2 (10)
k=1

fliggvény minimumat amely az gy, a,, ..., a,, viltozok nemnegativ
fiiggvénye. Ha ¢ a paraméterek szerint differencidlhatd, akkor a
feladat visszavezethet6 a

JF O'aF—‘ dF _

0 (11)

iUl manl I v
Un. feltételi egyenletrendszer megolddsdra. Kiszdmitva az m szé-
mi (11) egyenletrendszerb6l az m szdmd paramétert és visszahe-
lyettesitve az (1) egyenletbe, megkapjuk az empirikus képletet. A
véletlen hibakkal rendelkez6 mérési adatok alapjan meghatérozott

y=¢(xa,ay,....,a,) (m<n) (x,a;,a,,...,a, € R) (12)

fiiggvényt regresszis fiiggvénynek vagy regressziés gorbének
szokas nevezni. Ellen6rzésiil képezziik (3), (4) és (5) értékeket.

A legkisebb négyzetek modszerének elénye, hogy ha a kiilonb-
ségek négyzetdsszege, d,, kicsi, akkor a kiilonbségek d értéke

(k=1,2,...,n) is kicsiny, ami a kozepek mddszerénél nem mindig

all fenn. Hatranya, hogy az ¢l8bbi modszerekhez viszonyitva tbb
szamitasi munkat igényel. Hasznélata akkor célszer(i, ha.a tapasz-
talati adatok is elég pontosak.
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Példa
Tegyiik fel, hogy méréseink tabldzatba foglalt adatai:

x 10 S 10 15 20 22,5 25 26
y | 0100143 | 0,0276 | 0,0426 | 0,0572 | 0,0648 | 0,0725 | 0,0758

Hatédrozzuk meg az erpirikus képletet az a), b) és ) mddszer szerint, és hasonlitsuk
Ossze a d; kiilonbségek értékét, a kiilsnbségek d 4tlagat és d, négyzetdsszegét.

Megoldds

A pontokat koordindtarendszerben dbrazolva (47. dbra) 1atjuk, hogy azok j6 koze-
litéssel egy egyenesre esnek.

AY

Y =ax

0 5 10 15 20 25 30
47. dbra. Pontok kézé illeszkeds egyenes

A pontok kozeé illeszkedd egyenes empirikus képlettipusa y = ax.

a) A kivdlasztott pontok modszerével a, értékének meghatdrozdsshoz vélasz-
szunk x7 =25 és y, =0,0715 értéket, amely a pontok kézé illesztett egyenes ordi-
ndta értéke. Igy 00715 =ay 25, vagyis a =0,00286. Tehat az a) empirikus
képlet:

Ya =0,00286 x.

b) A kozepek médszeréhez
8

2}%

8
Yer =3 (x—apxy) =0, ésigy ay=4Z— ~0,00287,
k=1

3
2%
k=1
tehdt
v, =0,00287 x.
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¢) A legkisebb négyzetek mddszerét alkalmazva a (10)-nek megfelel fuggvény

8
F(x;ay) = Z(yk —a()xk)z.
k=1

A g -t aszélsGértek 1étezésének feltételi egyenletébdl kapjuk:
aF _ 4 3

L N (y, —agx)? =0
dag d“()kzd Vi — GoXy

Derivilas utén 2-vel egyszeriisitve

8
Zxk(yk —ayx,) =0,
k=1

8
Z)’kxk

és igy ay =45 ~0,00288,

>
k=1
tehét az egyenes (regresszids egyenes) egyenlete:
¥, =@(x) =0,00288.
Az adatokat, a valamint az egyes médszerekkel kapott empirikus fiiggvényhez
tartoz6 kiszdmitott ordindta és d, értékeket tdblazatba foglaltuk, melyb6! lathato,

hogy legjobb eredményt a legkisebb négyzetek médszerével kaptuk.

@y | @ | o

X Vi YVadk O ek a | a0 | a0
0 0 0 0 0 0 0 0
5 0,0143 | 0,0143 | 0,0144 | 0,0144 0 -1 -1
10 0,0276 | 0,0286 | 0,0287 | 0,0288 | -10 -11 -12
15 0,0426 | 0,0429 | 0,0430 | 0,0432 3 -4 -6
20 0,0572 | 0,0572 | 0,0547 | 0,0576 0 2 -4
22,5 | 0,0648 | 0,0644 | 0,0646 | 0,0648 | +4 +2 0

25 0,0725 | 0,0715 | 0,0718 | 0,0720 +10 +7 +5
26 0,0758 | 0,0744 | 0,0746 | 0,0749 +14 +12 +9

8
1235 | 03548 Sla | 41 | 30 | 37

2lal | 5105 | 4875 | 4625

8
8
Yap | 421 | 339 | 287
k=1
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4.3. A statisztikai modell

Az 1. rész 3. fejezet 3.1.4. és 3.1.5. pontjdban definidltuk két valé-
szinliségi valtozd, X és Y

w(x;, y;)=P(X=x;Y=y;), (i=12,...,n j=12,...m)

egyiittes eloszlasat,

m n
vix)= 3w,y uwly) = wix,y,)
j=1 i=1
peremeloszlésait, a
Cov(X, V=M [(X-M XONY-M )Y 5y wix;, y;)=mym, =
i,J

=M (XY)—-mym,

kovariancidjat és az
Cov(X,Y) _MXY)-—mm,

R(X.1)= DX)ODY) DX)D(Y)

korreldcidjat.

A korrelaciéanalizis a val6szin{iségi valtozok kozotti sztochasz-
tikus kapcsolatok felderitésével és e kapcsolatok szorossdganak,
er6sségének mérésével, a regresszidanalizis pedig az 6sszefiiggd
véltozékra vonatkoz6, adott tulajdonsdgi fiiggvénykapcsolatok
megaddsdval, képlettel valo lefrasaval foglalkozik.

A kovariancia a két vdltozé egyiittes valtozasat, a korreldcié a
két valtozé kapcsolatdnak szorossdgdt jellemzi.

Ha egy Y valdszintliségi véltozé sztochasztikus kapcsolatban all
egy X valdsziniiségi valtozoval, akkor az Y értékét célszerl az

MY IX =x) feltételes varhat6 értékkel becsiilni. A becslést min-
den x-re elvégezve, kapjuk a
P(x)=M(¥|X =x) (xeR) (6)
un. regressziés fliggvényt.
A o(x) fuggvényt ugy célszerii megvalasztani, hogy a ¢(x) ér-
tékek a lehetd legkozelebb legyenek az Y értékeihez. A kozelséget
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mérhetjitk példdul az (¥ — o(x))* vérhat6 értékével. A @(x)-et tgy

vdlasztjuk meg, hogy a virhat6 érték minimdlis legyen, tehdt az
M((Y —(p(x))2)= min

feladatot kell megoldanunk. Ez azt jelenti, hogy a @(x) regresszids

g6rbét6l az Y értékeinek négyzetes dtlageltérése a legkisebb.

Ha az X és Y egyiittes eloszldsa normadlis, akkor a regresszids
fiiggvény linedris, grafikonja egyenes. A legkisebb négyzetek mdd-
szerével kapott eredmény alapjén az Y értékeit legjobban kozelitd
fliggvény a regresszids fiiggvény. Az egyiittes siirliségfiiggvénybol
a regresszios fiiggvényt

DY
y=9(1) =R PEEX -MEX N+ M), (re B) (D)
alakban allithatjuk elo.
Ha az X, Y véltozdkra ismert egy (X1,Y;), (X5,Y5), ... (X,,,Y,)
statisztikai minta, akkor linedris korreldcidt feltételezve, a paramé-
tereket a mintdbdl kapott (x;,y;) egyenletes eloszldsd diszkrét

értékekkel becsiilve:

M=

Xi

. n
M(X)=m1z3?=’=:1 ;D(X)=01'-;11- Y (5~ %)
=t
n
2 N
M¥)=my=y=Eei DY) =05 =~ I3 (3~ ;

i=1

[

7]

=
aq
<

Z(X,' -X)i-¥
R(X,Y) =~ r = —I=L : 8)

‘/Zw =02 Y (- 9>
i=1 i=1
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A korreldcibanalizis széhaszndlatdban az R(X,Y) a linedris kap-
csolat mérészdma, elnevezése: korrelaciés egyiitthatd (koeffici-
ens), és leggyakrabban r-rel jelolik. Mint mdr lattuk —1<r<1 és
r==%1 esetén a valdszinliségi valtozok kozott linedris fiiggvény-
kapesolat van, ha viszont |r’ <1, akkor a fiiggvénykapcsolat tipu-
sara nem, de a 0 és 1 kozott elfoglalt helyétdl fiiggéen a linearis
kapcsolat erdsségére kovetkeztetést vonhatunk le. Ha r =0, akkor
az X és Y valészinliségi valtozokat korrelalatlanoknak mondjuk.
A fliggetlen valoszinliségi valtozokra r =0, de abbdl, hogy r =0,
altalaban még nem kovetkezik a valdszinliségi valtozok fuggetlen-
sége, de normdlis eloszlasdak esetén igen.

K. Pearson a véltozdk szorossdganak mérésére az Y-nak X-re vo-
natkozé vérhaté értéke variancidjdnak és az Y variancidjanak ha-
nyadosat javasolja:

) Var(M(Y1X)): D2(M(v| x))
VarlY) —  pZ(y)

A (*) formuldval kiszamitott Q szdmra teljesiil az
0<0<1

)

egyenldtlenség.
Q pozitfv négyzetgyoke \/a , az un. korrelacihanyados csak

akkor 0, ha X és Y valésziniiségi véltozék fuggetlenek, és csak
akkor 1, ha X és Y kozott fiiggvénykapcsolat van.

A becsld formulak felhasznalasaval a (7)-b6l a regresszids egye-
nes mintabeli becslésére

S (== 5) % S i-9?

=1 n i=l

y:
JE(xi-E>22(yi—i)2 ‘\/1“—*\/2(%—)_‘)2
=l i=1 n ¥i=1

(x-X)+y

egyenletet kapjuk, melybdl az egyszertisitéssel el6allo:
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S (=D =)
y=4L (x=X)+7 9)

i(x,» -%)?
i=1

alakot hasznéljuk.

Megjegyzés
Ha a legkisebb négyzetek médszerét alkalmazzuk a pontok kozé
illeszkedd egyenes y = ax+b képlettipusara, akkor az

F(xa,b) = f(yi —ax; —b)* (10)

i=1
kétviltozés fiiggvény minimumat kell kiszdmitani, amely az
My —ax -5)?]= min

kovetelmény mintabeli becslése. A (10) kétvaltozés fiiggvény mi-
nimuménak kiszdmitdsdhoz képezziitk a fuggvény a és b szerinti
parcidlis derivéltjdt. A derivaltakat 0-val egyenlévé téve, a-ra és b-
re a kovetkez6 egyenletrendszert kapiuk:

n
Fo=2,2(y; —ax; =b)(~x;) =0,

i=1

n
Fj =3 2(y; —ax; ~b)(~1)=0.
i=1
Az egyenletrendszer egyetlen (a,b) megolddsa az F nemnegativ

volta miatt, a (10) fiiggvény minimumat adja. Az egyenletrendszer
rendezésével kapjuk az Gn. normalegyenletrendszert:

n Pl ) n
inyi =a2x,~ +bzx,~ ,
i=1

i=1 i=l

n
iyi=a2xi+b-n (11)

i=1 i=1
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melynek megolddsa:
14
25 =D =P
a=1=L és b=73-3%a (12)

23
Y =%)?
i=1

Példa

A tdbldzat egy finom fémszdl atlagterheléseknél mért atlag megnyildsait tartal-
mazza:

xkg 12 14 16 18 20 22
ym | 0,7516 | 0,7628 | 0,7728 | 0,7836 | 0, 7956 | 0,8065

A két véltozé kozott linedris regressziét feltételezve szamitsuk ki a korreldcids
egyiitthatdt és a korreldciGs egyenes egyenletét.

Megoldds
A szamitds menetét az aldbbi tiablazat szemlélteti:

kol ox Voo =X we=¥ |G =00 =9 [~ (o = T)?
1 12 0,7516 -5 [ -0,0272 0,1360 25 0,0007
2 14 0,7628 -3 | -0,0160 0,0480 9 00,0003
3 16 0,7728 -1 -0,0060 0,0060 1 00,0000
4 18 0,7836 1 0,0048 0,0048 1 00,0000
5 20 0,7956 3 0,0168 0,0504 9 0,0003
6 22 0,8065 5 0,0277 0,1385 25 0,0008
M 102 | 4,6729 0,3837 70 0,0021
>16) 17 | 0,7788

A linedris kapcsolat feltételezése jogos volt, tehdt a regresszids egyenes egyenle-
tének paraméterei: ]

L
¥ =X =)
=l - 0,3837

L 70
Y- ©°
I‘=l\
b=y -xa=~0,7788~-17-0,0055= 0,6853.

A regresszids egyenes egyenlete:
vy =ax+b=0,0055x+0,6853.

a =0,0055,
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E.4. Ellen6rz6 kérdések a 4. fejezethez

1. Hogyan vélasztunk empirikus képletet?
2. Mit neveziink linearizalé médszernek?

3. Hogyan 4llithat6 el6 néhany nevezetes fliggvénytipus lineari-
z4l6 képlete?

4. Hogyan definidljuk a legkisebb négyzetek mddszerét?
5. Mit mér a korreldcids egyiitthat6?
6. Hogyan allitjuk el a regresszios fliggvényt?

7. Hogyan szamitjuk ki a linedris regresszids egyenes egyiitthat6it?

5.4. Feladatok a 4. fejezethez

§.4.1. Egy darabologép 100 cm-es rudak vagasara van beallitva. Véletlenszerd
kivalasztassal hat rad hosszat és stlyat lemérik. Az eredményt a kovetkezd tablazat
tartalmazza:

X, cm 1013 | 1037 98,6 99,9 97,2 100,1
yi dkg 609 626 586 594 579 605

Szamitsuk ki a korreldcids egyiitthaté értékét és ha a két viltozé kozott feltéte-
lezhet6 a linedris kapcsolat, akkor hatarozzuk meg a regresszids egyenes egyenletét.

$.4.2. Egy valtozo 1élekszam faluban a sziiletések szamat 6t egymast kovets év-
ben az alabbi tabldzat tartalmazza:

x €vek 1970 1971 1972 1973 1974
yi sziiletések 13 24 32 46 57

Allapitsuk meg a sziiletések szdma és az évek kozotti kapcsolatot. Ha az adatok
alapjan lineéris kapcsolat feltételezhetd, akkor hatérozzuk meg a regressziés egyenes
egyenletét.

MEGOILDASOK



1. RESZ

MEGOLDASOK

AZ 1. RESZ FELADATAINAK MEGOLDASAI
V.1. Az 1. fejezet feladatainak megoldasai

V.1.1. Az események Osszege 1, és paronként kizdrjak egymast:
A+(A~B)+AB=A+AB+AB=A+A(B +B)=1,
A(A-B)=A(AB)=(AA)B =@B =0,
A(AB)=(AA)B=0B =0,

(A-B)AB =(ABYAB) = ABAB = AABB = AQ = 2.

V1.2 ) B(E A)=BB)A =04 =2

A miiveleti szabalyok e. 2. pontja szerint:

b) A+AB=(A+AYA+B)=1-(A+B)=A+B.

¢) (A-C)B-C)=(AC)BC)=ABCC =(AB)C =AB-C.

V.1.3. a) Mindkét kapu nyitva,
b) legalabb az egyik kapu nyitva;

¢) a zold kapu nincs nyitva (a voros lehet, hogy nyitva van, de az is lehet hogy
zarva van),

d) a voros kapu nyitva, de a zold zarva;
e¢) egyik kapu sincs nyitva;

» 4

f) a ,zold zarva” és a ,,vords nyitva” események koziil legaldbb az egyik teljesiil,
vagyis, ha a voros nyitva, akkor a zold lehet nyitva is meg nem is. Ha pedig a vords
zérva van, akkor a zold sincs nyitva;

g) a zold nyitva, de a voros zdrva;
h) mindkét kapu zérva;
i) legfeljebb egyik lehet nyitva;
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J) legfeljebb egyik lehet nyitva;
k) csak az egyik kapu lehet nyitva.
V.1.4. a) minthogy AB+AB=(A+A)B=1-B=B, ezért P(B)=P(AB+AB),
de AB és AB egymdst kizdré események, ezért
P(B) = P(AB+ AB) = P(AB) + P(AB).
B) P(A+B)=1-P(A+B)=1-P(AB). (de Morgan).

V.1.5. A fej és irds dobds elemi események lehetséges szdmdt 2 elem hatod osz-
talyd ismétléses varidciéi adjak:
Vie=2%=64.

Ha A-val jeloljiik a kérdezett eseményt, akkora P(A)= —I’il képletet haszndlva:

a) k=1, P(A)ZB%;

b) k=1, P(A):—;z,

1 _2

¢) P(A)—64 5464’

d) Azt a helyet, amelyen fej 4ll (16]= 6 modon vélaszthatjuk ki, igy

_6_3.
P(A)"64"32’

e) 4 fej dobasa k = [i]z 15 -féleképpen allhat el6, tehét
_ls
P(A)= e
/) Ha A jeloli a ,mind iras” eseményét, akkor legaldbb egy fej (nem mind irds)

A eseményének valdsziniisége:

1 _ 63
P(A)=1-P(A)= 1—-&-——6-:1-—098

20Y30
. 210

V.1.6. a) Visszatevés nélkiil: P(A) = 0 =0,1551,
[ 2)

2/ )
Visszatevéssel: P(A)=[§I§%) L%g—) =0,16,
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[ 20 I 30 I
b) Visszatevés nélkiil: P(A) = (5 ) =0,3551,
0 2
. o _(2Y20Y(30Y _
Visszatevéssel: P(A)—-(0 50] [5 } =0,36,
20Y30)
i

1
¢) Visszatevés nélkiil: P(A)= =0,48979,

50
2

Visszatevéssel: P(A) = (IZI 20 ] (28 ) =0,48.

e’

d) Legyen A legalabb az egyik hibds, B csak az egyik hibds, C mindkett§ hibas
esemény, akkor A=B+C, B-C =, ésigy P(A)=P(B)+P(C).

Visszatevés nélkiil: ¢) és a) dsszege: P(A) =0,6449,
Visszatevéssel: ¢) és a) osszege: P(A) =0,64.

e) Legyen A legfeljebb az egyik hibds, B egyik sem hibds, C csak az egyik hibés
esemény, akkor A=B+C, B-C=0, ésigy P(A)=P(B)+P(C).

Visszatevés nélkiil: b) és ¢) 6sszege: P(A) = 0,8449,

Visszatevéssel: b) és c) osszege: P(A) =0,84.

V.1.7. A 6 hektdr 6-10000 m?, a sportpalya teriilete 10080 =8000m?, tehat

8000 _ 2
P(A)=———=-—==0]13.
(4) 60000 15

V.1.8. a) A Q elemeib6l azok az A elemei, amelyek az F betlibd! és a paros sza-
mokbdl dllnak (hasonlé meggondoléssal adjuk meg B és C elemeit):

A={F2,F4,F6}
B={F2,F3,F512,13,I5}
¢ ={1.13,15}.
b) A vagy Bazaz AU B =(F2,F4,F6 F3,F51213,15)
B és Cazaz BNC={I3,1I5}
a B azon elemei, amelyek sem az A-hoz sem a C-hez nem tartoznak:

BAANC ={F3,F5,12}
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¢) A péronként egymast kizdré események A és C, ANC=C.
(AnB={F2} BnC={i315})
V.1.9.a)Q ={FF1,FF2, FF3,FF4,FF5,FF6,FI\, FI2,FI3,FI4, FI5, FI6,
IF1IF2,IF3,IF4,IF5,IF 6,111, 112,113, 114,115,116}
b) A={FF2,FF4,FF6} B={FF2,FI2,IF2 112},
C ={FI12,IF2, FI3,1F3,FI5,IF5},
¢) AnB={FF2} p\(auC)=1{n2}
BUC={FF2,FI2,IF2,112,FI3,IF3,FIS,IF5}

V.1.10. a) Nem definiél valosziniiségi mez6t, mivel a valosziniiségek sszege:

b) Mivel P(A3) = ——41; <0, ezért a figgvény nem definidl valoszinliségi mezot.

c) A fuggvény valdsziniiségi mez&t definidl a Q-n, mivel minden valdsziniiség 1-
nél kisebb pozitiv szdm és dsszegiik
1.1 1.1
b
2737873
d) A figgvény valosziniiségi mez6t definial a Q-n, mivel a valdszintiségek nem-
negativ értékek és osszegiik 1.

=1

i 1,1 Sl il 5
V.1.11. a) Legyen P(A|) = p, akkor p+3+4 1, amelybdl p=1 Z 13

vagyis P(A)) = 1—52-

b) Legyen P(Ay)=p, akkor 2p+p+%=1; 3p=%, P -i— tehat
1_1
P(A)=2p=2-— iR E

¢) A 1L axioma szerint: P({A;, A3 )= P(A;)) + P(A3), igy a feladat szerint

P(A;)+P(A3)=2P(A;). Ha P(A;)=p, akkor p+2p=1, és p=—:i—, vagyis P(A, )=%.

d) Legyen P(A;)=p, akkor P(A3)=2p é p=3P(A}), amibél £ =+p+2p=1,

3

10 3 L. p 1
—~p=1, p=—= = =
3P P=1g &ley PAD =73 =15
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V.1.12. Ha P(M)= p, akkor P(M)=P(A)=P(J)=p, és P(N)=P(B)=2p. Az 5t

elemi esemény valosziniiségének osszege 1, tehit p+p+p+2 p+2 p=l, amelyb6l p:%

a) P{M, A, T}=PM)+P(A)+P(J)=

=

1.1_3.
tTvT=3

~]w \,|._

b) PAN.MY= P+ PM) =2+

\x|—

V.1.13.a)Ha P()=p, akkor P(2)=2p, P@3)=3p, P =4p, P(5)=5p,
P(6)=6p. Mivel a valésziniiségek osszege 1, ezért p+2p+3p+4p+5p+6p=1,

amelybol p:—il—]. Tehat

P(l):—%]—, P(2):—221—, PG)"?,T P(4)=34T, P(S)z%, P(6)=—26—1.

= 2,4,6 _12_4 - p(t 10
b) P(A) = P({2,4,6) = 2 STt =5 = PB) P35

P)=P{135])==
c)
cy)a pdros vagy primszdmok eseménye: AU B ={2,4,6,3,5}, tehét csak az

1 nem tartozik hozzd, ezért P(A U B) =1-P(1) = %(13
¢, ) a paratlan primszamok eseménye: BN C = {3,5}, tehat
PBAC)=pP{BS5)= %
¢3) a B-hez nem tartoz6 péros szdmok eseménye: ANB = {4,6}, tehat

PlanB)=plach=12

V.1.14. Az A = {mindketté hibas} ill. B = {egyik sem hibds} események valdszi-

niiségét P(A)-t és P(B)-t kell meghatérozni. Mivel 12-b81 2-t (f] 112 ;1 = 66 -fé-

leképpen lehet kivélasztani, ezért a Q eseménytér elemszdma 66. A négy hibés tran-

zisztorbol kettot [4]——?—5 =6 -féleképpen lehet kivélasztani, tehat P(A)——————l

2 66 11

A nyolc hibétlan tranzisztorbol kett6t [§)=§—; = 28 -féleképpen lehet kivélaszta-

8_14 _
ni, tehat P(B)—%-g 3 0,42,
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V.1. Az 1. fejezet feladatainak megolddsai 255

A C = {legaldbb egy hibds} esemény val6sziniiségét, mivel C a B komplemense,
azaz C=38, a P(B)=1-P(B) Osszefiiggéssel szamitjuk:

= 14 _ 19
= =1-P(B)=1-=% =2,
P(C)=P(B) (B)=1 33°33
1, _10+5 1 . I SR
V.1.15. P(A)—-?O« 3 P(B)= 30 ==; P(AnB)= 30 5 tehdt a férfi
vagy mérndk személyi lap kiemelésének valoszmusege a 6. tétel felhasznaldsdval:
p=P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B) ——+%—% %

V.1.16. A kor keriilete legyen 2k hosszdsdgi. Az éramutat jardsdval megegye-
zben haladva a kor keriiletének a és b kozotti fvhosszat jelolje x, az a és ¢ kozotti

o~
&y

h 2h
49. dbra. 2h oldalii négyzet

48. dbra. 2h keriiletii kor

A O0<x<2h és 0<y<2h egyenlbtlenségeket kielégité (x,y) pontok alkot-
jdk a Q halmazt (49. dbra). Az A halmazt a Q azon részhalmaza alkotja, amelynek
pontjai kielégitik az alabbi egyenl6tlenségeket:

a) x,y<h
b) x,y>h
c) x<hésy—x>h;
d) y<hésx-y>h
(A 49. dbra négyzetének bevonalkazott részei.) Ekkor az A azon pontokbdl 4ll,
amelyekkel a, b és ¢ a félkoriven fekszik, tehat
_ Ateriilete __fjl_ﬁ_ _
T Qteriilete 4542

V.L17. P(A):l—P(Z):l—-i—:%; a P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B)

3
=

egyenletbe helyettesitve: % = % + P(B) ——%, amib6l P(B)= %

P(ANB) = P(A)— P(ANB) ————-——=

V.1.18. P(AnB):%; PANB) =1, P(Zuﬁ)z—;— s P(BAA j=—-.

ENE

V.1.19. A relativ gyakorisdgot az

gyakorlsag (az esemény bekovetkezésének szama)
kisérletek szdma

képlettel szamitjuk ki.

@) r= 6 - 0s dobés szdma *—li=016‘
| kisérletek szdma | 100

100 100

3 - as dobds szdma 20 _ .
b) r—( 100 ] W-O,ZO.
_( pératlanszim dobds szdma ) _ 14+20+15 _ 0.49;
100 100 o
[ =0,52.

primszdm dobds szdma ) 17+20+15
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V.2.6.A P(AUB)=P(A)+ P(B)~ P(An B) dsszefuggésbol:

' ‘ o P(ANB)=-P(AUB)+ P(A)+ P(B)= -2 +3+3=2 -1,
V.2. A 2. fejezet feladatainak megoldasai
és igy
1
V.2.1. a) Jeldljik A-val azt az eseményt, ha az 1-es kockdn 5-6s van feliil, akkor P(AIB)= P(ANB) =1 _2
A={51)(5,2)(,3)(.4).5,5)5,6)} P(B) % 5
A pontszamok osszege 10 vagy 10-nél nagyobb: (5,5), (5,6) dobds esetén, tehat és
2 1 1
p====. P(BNA) 4 _2
6 3 P(BIA):——P—(A_)_=_3_=§'
b) B={5.1)(5.2)(5.3)(54).5.5)(5.6)(1,5) (2.5) (.5) (4.5), (5.5).(6.5)} 3
A 10 vagy 10-nél nagyobb pontszdm dobdsa haromféleképpen johet 1étre (5.5), 3
3 v.27.a) PMIB):Z;
(5.6), (6,5), tehdt p = e hiszen B-nek csak 11 kiilonbozd eleme van.
1
b) P(B|A)==;
V.2.2. Két szam Osszege pdros szam, ha mindkét 6sszeadandd paros ill. mind- ) P(BlA) 2
kettd paratlan. A 2, 4, 6, 8 paros szamok koziil kettdt [;]: 6 -féleképpen valaszt- ¢) P(AU B):%;
hatunk ki, az 1, 3, 5, 7, 9 paratlan szamok kozil kettét pedig (g):m-féleképpen, d) Mivel P(E):l—P(B)=l—%=—§—,
igy 6+10=16 esetben kaphatunk pdros dsszeget. Mivel 10 esetben kovetkezhet be és az 1. megjegyzés szerint
s PR P P _10_5 =\ _ .1 _5
két pératlan szam Osszegeként paros szdm, igy p= =% P(KnB)— P AuB)-l—P(AuB)—l 515
’ . . p . - . ezért
V.2.3. Négy pikk lap kiosztdsa utdn az 52—-4=48 lap kozott még 13-4=9 5
ikk van, 48 lapbol harmat | *2 |=17296 -féleképpen lehet kivdlasztani. Mivel P(A|B) PAcE) i3 _s
pikk van. apbdl harmar | . |= -feleképpen lehet kivdlasztani. Mive —T—j— 2°%
3
_ . . . (39 ) . . .
48-9=39 lap egyike sem pikk, ezért (3 )—9139 modon lehet hdrmat kiosztani P(K):l—P(A)=%
Ggy, hogy egyik lap sem pikk, vagyis ennek val6szinlsége p, =—12712§§975-' Tehét ésigy 5
annak valosziniisége, hogy legalabb egy pikk lesz a harom lap kozott: P(_B_IK)— P(E N ,Z) _12_5
1o p =317 TTPRA) L6
P=1=P1 = 17506 = 047 2
V.2.4. A szorzastétel felhaszndlasaval: p=-L. o3 2 T V28.Ha M = fmatematikibl elégtelen hallgaick }

F = {fizikdbol elégtelen hallgat6k }, akkor
V.2.5. A szorzastétel alkalmazdsaval:

8 7 6 5 4 21 P(M)=0,25, P(F)=0,15 és P(M nF)=0,10.

P=333130 25 28 7516 0TS
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PMnNF) 010 2
a) P(MIF):-—(HF)—)=E=_3-_
P(FN\M
b) P(F|M)= (P; )=°’—;‘;=-§-‘
3

¢) P(MUF)=P(M)+ P(F)- P(M~F)=025+015-010= 030=%.

V.2.9. Legyen A={férfi él még10évet}, B={n6 élmég10évet} akkor P(A):%,

1
P(B)= 3
a) Az A és B fiiggetlen események, tehdt
- =111
P(AnB)= P(A)P(B)= 73T

b) P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(AnB):—}rk%—l—lz-:%.

c) A P(X N l_?) valésziniiséget kell meghatarozni.
P(A)=1-P(A)=1-+ =3, P(E)=1_p(3)=.32.,
smivel AésB esemény is fiiggetien, ezért
PEnF)PEPE)-2 221
Amegoldastaz AUB=ANE osszefuggés felhasznalasaval is eldallithatjuk:

P(ZnE):PAuB):l—P(AuB):]—%=%.

d) A P(AB) valosziniiséget kell meghatarozunk: P(A)=1— P(A)= %, s mivel
A és B fiiggetlen események, ezért P(Z N B)= P(Z)P(B) = %

V.2.10. Események: A = {Baldzs taldl}, B = {Robin taldl} C ={Nandor taldl} te-
hat P(A)= —é P(B) =—i, P(C):% , a hirom esemény fiiggetlen, és
=3 p(E)=2 =2
P2, PE)=3. PE)-2
a) A ,pontosan egy személy taldl a céltablaba” T eseményét

T=(Am§n5)u(ZmBm_C—)u(Zml_?mC)

képlettel adhatjuk meg, s mivel ezek egymdst kizaré események, ezért
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p=p(T)=P(AmEnE)+P(XmBmE)+P(Xm§n5)=

= P(4)P(B)P(C)+ P(A)P(B)P(C)+ P(A)P(B)P(C) =
132 512 531_31

643 643 643 72
b) Annak valosziniisége, hogy ha van taldlat azt Balazs érte el: P(A|T). Mivel

ANT=ANBAC esemény jelenti, hogy csak Baldzs ért el talalatot, tehat

masrészt
_3L
P(T)= =5
igy

V.2.11. Ha révidlat A, nem révidlats A, lany B, fid B jelolést hasznaljuk az
egyes eseményekre, akkor az adatokat a kovetkezd tablazatba rendezhetjiik:

B B 3 sor

A 50 60 110

A 450 | 1440 | 1890
2 oszlop | 500 1500 2000

a) P(A) =.___21(}(§)0 = 0.06;

b) P(AB) ='§5696=0‘10‘

, By =-29__004;
c) P(A[B)—ISOO..O,OAL

=30
d) P(B|A) = 5 =045
V.2.12. Legyen A hibatlan, A hibés esemény, B,,B,, B, az X, Y, Z iizem ter-

mékének eseménye. B,,B,,B, egymdst kizdré események, teljes rendszert alkot-

nak, teljesiilnek a teljes valészinliség és a Bayes-tétel feltételei. Az adatok alapjan:
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P(B,)=025 P(AB,)=095, P(ZIBX) =0,05,
P(B,)=035 P(AB,)=096, P(A[B,)=004,
P(B,)=04, P(AB,)=098, P(A|B,)=0,02.
a) Az A esemény teljes valosziniisége:
P(A) = P(B,)P(A|B,)+ P(B,)P(A|B,)+ P(B,)P(A|B,) =

=0,25-0,05+0,35-0,04+0,4-0,02 = 0,0345,
azaz a cip6k 3,45% hibas.

b) Az A esemény teljes valosziniisége:
P(A)=P(B,)P(A|B,)+ P(B,)P(A|B,)+ P(B,)P(A|B,) =
=0,25-0,95+0,35-0,96+0,4-0,98 = 0,9655,
amelyet az a) eredményébdl is képezhetjik:
P(A) =1~ P(A) =1-0,0345 = 0,9655,
vagyis a cip6k 96,55% hibatlan.

¢) Bayes tétellel szamitjuk, hogy az Y tizem a hibas cip6k hany szazalékat szal-
litotta:

P(By)”('-‘qB.v) 0014

- = =0,4058,
P(A) 0,0346 >

P(B,|4) =

azaz a hibas cipdk 40,58% az Y gyarb6l szdrmazik.

d) A c¢)-hez hasonldan kapjuk:
P(B)P(AB,) _ 02375
P(4) 0,9655

azaz a hibatlan cipSknek csak 24,6% -a szdrmazik az X gydrbdl.

P(B,|A)= = 0,246,

V.2.13. Az els6 szalagon gyartott hibas termék vélasztds eseménye A, a mdsodik
szalagon gyartotté pedig B. Mivel az A és B események fiiggetlenek, igy

P(AB) = P(A)P(B) =0,1-0,2= 0,02,
P(AB)=P(A)P(B)=09-08=072,
Az ¢léz6 ellentettjeként szamithaté: 1- P(A B) = 0,28,
P(AB + AB) = P(AB)+ P(AB)=0,1-0,8+0,9-0,2 =0,26.
V.214. Az A, jelentse azt, hogy a k-adik gép tizemszerfien miikodik,
(k=1,2,3,4,5). Az A, -k fiiggetlenck és P(A,)=09.
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a) P(A Ay A3 Ay As) = P(A) P(Ay)P(A3)P(Ay) P(As) = 0,9° = 0,59049;

Az ¢el6z6 esemény ellentettje: p =1-0,00001=0,99999.
»Egy gép sem miikodik”, ill. ,,pontosan egy gép miikodik” egymast kizar6 ese-
mények, tehat p =0,15 +5.0,9-0,14 =0,00045.

V.2.15. Jelolje B, (k=1,2,3) azt, hogy a terméket a k-adik gép készitette. Ekkor

P(BQ:%%, P(Bz):.%, P(B3)=§—(5) és

_03 _09 _0s
P(AB)) = o P(A|B,) = = P(A|B3) = 5e
Alkalmazzuk a Bayes-tételt:
P(A|B YP(B)) 03 .10
- 1 1 10 50 _3_
P(Bj|A) =— "0 10,09 15,05 5" 17 0,17647.
1

D PABIPBY) 1050715 50725 30
k=1

Tehat a szépséghibas darabot kb. 0,18 valosziniiséggel az X gép készitette.
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V.3. A 3. fejezet feladatainak megoldasai

1,,1 1
Vail.a) m= ,inv(x,-)= 2343 Sl o =4

s2= Y xlv(x)—m* =26-16=10.
i

s=410~32.
b) m=-1; s*=925-1=825; s=4/825=~287.
V.3.2. A lehetséges esetek szdma 16:
FFFF FFFI FFIF FFII FIFF FIFI FIIF FIII

IFFF IFFI IFIF IFII IIFF IFI HIF Il
a) Az X eloszlésa:

X 0 1 2 3 4
v(x;) 1 4 | 6 4 L
16 16 16 16 16

(pl. 2 fej 6-szor fordul eld, stb.)
M(X)=2; 5% = (Var(X) = D2(X))=1; D(X)=1.
b) Az Y eloszlédsa:

Vi 0 1 2 3 4
vop | L L) A2 L
' 16 16 | 16 16 | 16
(pl. 2 fej egymds utdn 5 esetben kovetkezik be, stb.)
MY)=17; s* = (Var(Y) = DZ(Y))= 0,9; D(Y)=095.

V.3.3. Mivel 3 fej dobasanak valdsziniisége % 2 és 1 fej dobdsdnak valészinii-

sége % 3 iras dobas valosziniisége é ezért a varhat6 érték:

el 23,03 1.2 1_
M=5243 241215 2=2=22025 F,

tehét a jatékos szempontjabol kedvezd a jaték.
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V.3.4. a) Peremeloszldsok adjak az X és Y eloszldsat:

X; 1 3
v(x;) 0,5 0,5

Yi -3 2 4
v(y;) 0,4 0,3 0,3

b) A varhato értékek:
my =3 xv(x)=1-05+3-05=2;

!

m, = yiu(y;)=-3-04+2-03+4.03=06;
j

MXY) =Y x;ywix;, y;)=1-(=3)-01+1-2:02+...+3-4.0,1 =0,
iJj
tehat
Cov(X,Y) =M(XY)—m,cmy =0-2-0,6=-12.

o) DX(X)=M(X*)-m} =" x?v(x)-m? =1.05+9.0,5-2% =1

1

D(X)=41=1,
és

DX(¥)= M) ~m] =Y yjv(y;)—m; =9-04+4.03+16-03-0,6% =9,24
J

D(Y )=4/9,24 =3,04
tehdt a korreldcids egyiitthato:

d) Az X és Y nem fiiggetlen, mivel pl.
P(X =1Y=-3)2P(X =1)- P(Y =-3),
ui. w(1,~3)=0,1 ez pedig nem egyenld a megfelel peremeloszldsok szorzatdval:
v()-u(-3)=0,5-0,4=0,2.
V.3.5.4)
agMX)=3MY)=1,
b) Cov(X,Y) =1,5;
¢c)D(X)=2;D(Y)=4,3; R(X,Y)=0,17.
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B)

aAMX)=14, MY)=1 1

b) Cov(X,Y)=-0,5;

¢) D(X)=0,49; D(Y)=3,; R(X,Y)=-03.

V.3.6. Az eloszlds tébldzata w(x;,y;)=P(x;)P(y;) képlet alapjan dllithaté el6,
mivel X és Y fuggetlen valdszinliségi valtozok.

X\y -2 5 8 Y,
1 0,21 0,35 0,14 0,7 B X
2 0,09 0,15 0,06 0,3
by 03 0,5 0,2
. it At it o ( Vv.3.8.
V.3.7. a) Mivel f folytonos valdszinliségi valtozé siiriiségfiggvénye, ezért, felté-
F(x
ve hogy b>0, az 50. dbrén a {0:3] intervallum feletti és az y =%x+b egyenes A Fe)
alatti bevonalkazott teriilet 1 teriiletegységgel egyenl6 és igy 1 ¢
“Lpepelyan ol b=-L 718 ° $
T—2(b+b+ 2) 3=1, amelybdl & 7 1
AY
3/8 T4
° :
t } t t f B X
2 -4 0 1 2 3 4 5
52. dbra
V.3.9. Az f gréfja:
> x ﬂk )
50. dbra
L I ™ :
b) A P(1<X £2) értéke egyenld a 51. abra bevonalkazott 7, teriiletével.
i clel 3 el LS e 13,500 L
Mivel f(l)—6+12-‘12,f(2)—3+12 12,ezert 2(12+12) 1—3 terii : - ,1 4“2' » X
-1
« " _1
letegységgel egyenl6 a T teriilet, tehdt PA< X <2)= 3 53, dbra



266 MEGOLDASOK V.3. A 3. fejezet feladatainak megolddsai 267

Az eloszlasfiiggvény a 0 < x <2 intervallumon: Tehdt X(Q)={.1,2,3} é
0, hax<0
X ’ - 1 - 24,2 2. 2 _10
F(x)=f%fdf=%x2, ésigy F(x)= %xQ, ha0<x<2 v(0) = PO =77 v = PCFIF, FILIFLIE) = 27 4 o5+ ot 57 =57
’ L hax>2. 2) = P(FFILIFF) =+ 2 = 8 y3)= P(FFF) =2
= y E——te =, V = = —
Az F(x) grifja: 2 27 21 27 27
A F(x) Az eloszlds tablazat:
x; 0 1 2 3
v(x;) 1 lq 8 2
' 27 27 27 27
Virhat6 érték:
4
1 10 8 8 50
=Y () =0 414040, 8 3. 8 D0 g5
? — x MO =2 () =07+l 243 =7
-1 3 i==
54. dbra V.3.12. a) Az X valosziniiségi valtozé eloszlasanak grafja:
V.3.10. Elsérendii momentum: M —Zx~v(x )y=-2- 1 +1 1 +3 1 =0 1/2ft Pi
‘ 1 - i (A 2 Z ‘Z— y
. " 10
Misodrendii momentum: M, =¥ x?v(x) =4-++1.L49. L 245 3
2= Roxfvn) =440 =4S, s
Harmadrendii momentum: M, = xPv(x; =-—8-l+1‘l+2 1_q >
3 ;,V(x,) S+l 2T =3, ) 5 et

] 55. dbra. X valdsziniiségeloszidsa
Negyedrendii momentum: M, = Zx,f‘v(x,.) = 16%4- 1 ~71‘-+81 .zlt_ =285.

' Minden xe R -re meg kell hatdrozni az F(x) = P(X < x) val6szinliséget:

V.3.11. Q={FFF,FFI,FIF,FII,IFF,IFI,IIF,III}. x<-2: F(x)=P(X <x)=0.
4 . " . 222 8 .. .
F és F és F dobas valo6sziniisége: P(FFF)——3-'§~—3-=E, és igy tovabb -2<x<0: F(x)=PX<x)=P(X =‘2)=‘1§6’
_221_4 _4 -2 =1t
P(FFI)—3 3= P(FIF)—2—7, P(F”)——2—7—, 0<x<4: Fx)=F(X <x)=P(X =-2)+ P(X =O)=-]§(-)-+3=E,
_4 _ 2 _ 2 1
P(IFF)—27, P(IFI)__,ﬁ’ P([]F)_E.i, P(]I])=2—7, 4<x: F(x):P(X<JC)=P(X=-—2)+P(X =0)+P(4):
és =3, 1,1 10 4
XN =0, X(FIF = X (FII) = F(IFF) = X (IFF) =1, 02 1

X(FFI)=X(IFF)y=2, X(FFF)=3.
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Az X valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye: A p,
0, ha x<-2 6/10+
2 ha-2<x<0
F(x) = }‘0 xeR;
5 ha O<x<4 3110+
1, ha 4<x 1101 I
A F(x) 0 1 2 3 X
1T he— 57. dbra. X valésziniiségeloszldsa
810 A F(x)
T L
e o
Ot 3110
2 0 1 4 "X
56. dbra. Az X eloszldsfiiggvénye
3/10 A=
b) F(-3)=P(X <-3)=0 F(-2)=P(X<-2)=0
= -8 = = ® -
F(l)—P(X<l)—10 F(S)=P(X<5=1 o y 5 3 .
) P(X20)=1-P(<0)=1-F(0) =1 __1% :%; 58. dbra. F(x) eloszldsfiiggvény
PX<0)=P(X<4)=F@4)= T% ¢) Legalabb egy friss tojas van a kivalasztott 3 tojds kozott:
PXzD)=1-PX <D)=1-FD=1-0=]
V.3.13. Az X valtozo diszkrét értékei: 0, 1, 2, 3. Az 5 elembdl 3-at 10-féleképpen Legfeliebb egy friss tojds van a kivélasztott 3 tojds kozott:
5)_543 p 3
= L= . <D= = =
[(3) 123 IOjI vélaszthatunk PX<H)=P(X <2)=F(2) 0
a) P(X=0)=0 P(X =1) =,§_; V.3.14, Az (X)Y) valoszintiségi vektorvaltozo egyiittes valoszinliségei és perem-
10 valoszintiségei:
=n=0. =3y=.1. ;
PX=2)=157  P(X=3)=15; (57. dbra) all x\y 20 40 60 100 Xsor
0, ha x<1 110 S0 10 o 100 250 500
é 2000 2000 2000 2000 2000
—, hal<x<2
_J10° < 250 300 400 550 1500
bl F)=1g *€ R (58.8bra). 220 2000 2000 2000 2000 2000
—, ha 2<x<3
o S ool 300 400 500 800 |
th ha 3<x OSZIOP | 9600 2000 2000 2000
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0, ha x<110 vagy y<20
50~ < . <
-——-ZOOO,ha 110<x<220 és 20<y<40
300 .
) <
2000’ha 220<x és 20<y<40
150 ]
<
2Ooo,hallO<x és 40<y<60
b) Fx,y)= %,ha 20<x és 40<y<60 (xy)eR>.
250 .
< <
S50 ha 110<x<220 és 60<y<100
1200 .
= <
2000’ha 220<x és 60<y<100
500 .
—_— <
S000 ha 110<x<220 és 100<y
1, ha 220<x és 100<y
0, ha x<110
Fp(x)= —%—Z%,ha 110< x<220
1, ha 220<x
0, ha y<20
300
ety <
2000° ha 20<y<40
700
F,(y»)= 000" ha 40<y<60 xeR,yeR.
1200
= <
5000 12 60<y<100
1, ha 100<y

) M(X)=0,6266; D(X)=03454; M(Y) = 2,0633; D(Y) = 0,5338;
MXY)=Y x;y;w(x;,y;) =1,2556,
ij
Cov(X,Y) = M(XY)~M(X)M(¥) =-0,0373%

Cov(X,Y) _

R(X,Y):mTD(—Y)_

-0,2023.

V.4. A 4. fejezet feladatainak megoldasai
vala) 36 L )=(6YLY(LY 654 1. 1_5.
27 3k2)12) 123 88 16°

ZeNo 0

V.4.2.Mivel n=4, p=—§— és q:l—p:%, ezért

. o (o 2 (AY2V(1V 8
a) P(2 jatszma nyerese)—b(2,4,§)—(213 ) (3] =%

4
b) Mind a 4 jatszma elvesztésének valoszintisége: g* =(-§—) :%, tehat annak,

hogy az A csapat legaldbb egy jatszmét nyer 1~ q4 = % a valészinlisége.

¢) 3 vagy 4 jatszma megnyerése jelenti azt, hogy a 4 jatszmabél felénél tobbet
nyer az A csapat, tehat

P(3 jatszma nyerése) + P(4 jatszma nyerése) =

(4 2 V(1) (4Y2Y 32,16 _16
“1313)(3)(4]3 81 81 27°

V.4.3. a) Mivel p=0,02,ezért m=np=10000-0,02 =200, ésigy

s= anq =4/10000-0,02-098 = 4196 =14,
b) Selejtes darab valasztasanak valésziniisége: p=0,02 ésigy
q=1-p=098

Az X val6sziniiségi valtozo értéke legyen n db-bol a selejtesek szdma, igy X bi-
nomialis eloszlasi. Annak valdsziniisége, hogy n db-bdl egy sem selejtes, azaz

X =0:P(X=0)= [8]1;"4" =0,98".
Tehat n értékét az 1-098" 20,96 egyenltlenségbdl szamithatjuk ki, amelyb6l

098" 0,04
nlg0,98 <1g0,04
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s mivel
120,98<0
ezért
120,04
> =
n 150,08 159,33.

Tehét legaldbb 160 darabot kell visszatevéssel megvizsgdlni, hogy a kivélasztot-
tak kozott 0,96-nal nagyobb valdsziniiséggel legyen selejtes darab.

Vdd.a) A k=23,4,567 értékekre kiszamitott valosziniiségek osszegezése
helyett, vonjuk ki 1-b6l a 0 és az 1 talalat valészinliségének 6sszegét:

7
P(Otalélat):(%) = %3% :

) 7Y1Y3Y 5103
P(ltalalat)z(l IzIzj =m,

P=1._( 2187 , 5103 )_ 4547

tehat

16384 16384 | 8192°

b) Annak val6sziniisége, hogy a 16vés nem taldl célba: ¢". Mivel g=1-p=

=1-1-3 & q" -nek 1—%:— -nél kel kisebbnek lenni, ezért a ¢" <%, azaz

477

J1
(%} < 1 egyenl6tlenségb6l meghatarozhatjuk n értékét:

3
n]g(—?{)< lg(

tehét a lovész %— valosziniiséggel célba taldl, ha legalabb 4 l1ovést ad le.

1

ésigy n2>
e

4

=3.8184=4,

W=

V.4.5.a) A szdmitdst, ha A =18 a

k
P(X =k)=p; =l’]%—e“"8 (k=0,1,2,3,4)
formuldval végezzik.
Po = e M8 =0,1653;
p1 =187 =0,2976;
_18% 5324 s _ .
[72 -—-—2-!-6 ———2——6 ——0,2678,
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3
py=to-e =382 8 1607,

1,8 18 _ 10,4976 i

P4 == 2 =(0,0723.

b) Varhat6 érték: M(X)=A=13;

szérds: D(X)=+fA = /18 =13416.

Annak valésziniisége, hogy X vérhato értékénél kisebb értéket vesz fel P(X <1,8)
kiszdmitdséval adhat6 meg

P(X <18) = py + p; = 01653 +0,2976 = 0,4629.

V.4.6. Bir n=100, p=0,02 paraméter(i binomialis eloszlasti valosziniiségi
vdltozé értékét kellene kiszamitani, de n elég nagy és p elég kicsi, igy
A=np =100-0,02=2 paraméterli Poisson-eloszlds p(3;2) értékével kozelitjiik
5(3;100,0,02) értékét:

-2
P=p(32)=2° ~"T=8~

0’1254 =0,1805.

V.4.7. Az X sz6résa és varhat6 értéke azonos.

a) M(X)=D(X)=800 dra, ezért az eloszlds paramétere: A :8(1)—0'
O,hax<0
b) A siirliségfuggvény: f(x) =4 |

X
1o 800
SOOe ,hax>0

0,hax<0
és az eloszlasfiiggvény: F(x) = P(X <x)= _x
1-e 80 hax>0.
c) Annak valosziniisége, hogy a kijelolt képcsé 3200 6ran beliil nem hibasodott
meg:

3200
P(X 23200) =1-P(X <3200) =1-F(3200) =1 —[1 —e 800 \J=

=e™ =0,0183.
V.4.8. A 2. tablazatbdl olvashatok ki a stiriiségfiggvény @(x) értékei:
a) ¢(1,63)=0,1057;
b) ¢(-0,75) = ¢(0,75) = 0,3011;
¢) ©(=2,08) = @(2,08) = 0,0459.
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V.4.9. Az 1. tdblazatbél olvashaték ki a ®(x) értékei:

a) POS X <1,42) =®(1,42) —D(0) = 0,9222 0,5 = 0,4222;

b) P(-137< X £2,01) =®(2,01) - B(-137) = D201 - (1 -B(-13T) =
=0,9778—1+0,9147 = 0,8925.

¢) P(X2113)=1-P(X <113)=1-0,8708=0,1292.

d) P(X|<05)=P(-05< X £0,5 =—(1- ©(0,5))+(0.5)=
=-1+20(0,5)=-1+2-0,6915 = 0,3830.

166-170 _

e -0,25;

V.4.10. a) 166 cm standard egysége:
182-170
16

Tehat P(166< L<182) = P(-0,25< L*<0,75) =
=(@(0,75) - (1 - D(0,25))) =0,7734~1+0,5987 = 0,3721,

és igy L=400-03721=149 hallgat6 esik a 166 cm-rel és a 182 cm-rel adott ma-
gassagi hatdrok k6zé.

182 cm standard egysége: =0,75.

190-170 _
16
Tehat P(L2190) = P(L* 21,25) =1-®0(1,25) =1-0,8944 = 0,1056 ¢&s igy
L=400-01056= 42
hallgaté nagyobb vagy éppen 190 cm.

b) A 190 cm standard egység: 1,25.

V.4.11. Az exponencidlis eloszlasa valdsziniiségi valtozé varhatd értéke, mivel
f(x)=0,hax<0,igy

o0 R
M(X)= [xde™dx= lim [xAe™dx= lim (_Re—“-%[ew]{j ):
0

R—00 0 R—ee

1
T
(a hatarérték kiszdmitdsdhoz alkalmaztuk a L’Hospitdl szabalyt). A szdérasnégyzet
Kiszamitasahoz elébb az X2 varhato értékét szamitjuk ki, az cl6z6hoz hasonléan
parcidlis integraldst alkalmazva: M (X ?) = Ixzﬂ.e"b‘ dx = 2%2—.

0

2 1 ——]2— melyb6l négyzetgydkvo-

Tehat DX(X)=M(XY)-M*(X)=S-—=
= 2 A

4Y 5 V(95
ndssal kapjuk a szérdst: P(X = 4) = e — | =0,0000062,
41100 / {100

V.4. A 4. fejezet feladatainak megolddsai 275

V.4.12. Visszatevés nélkiili minta vélasztdsdndl X hipergeometrikus eloszldst,
értékei: 0, 1, 2, 3, 4, visszatevéses minta vélasztdsa esetén pedig X binomidlis
eloszlasd, értékei ugyancsak: 0, 1, 2, 3, 4.

Visszatevés nélkiili vdlasztds esetén:
P(X=0)=08119, P(X=1)=0]1765, P(X =2)=0,0114,
P(X =3)=0,0002, P(X =4)=0,000001.

) 5
M(X)=np=4 =
(X)=np=4 160 0,2,

D(X)=0,43.
Visszatevéses valasztds esetén:

0 4
o= 4] 2 V(25 ) 2
P(X—O)—(O 100](1()0] =0,8145,

P(X=2) =(‘2‘I£6)2(§%T =0,01354,
P(X =3)= (4Ii]3(—9—5—j =0,000475
3| 700 | | Tog | = 00047
P(X=d)= (j %T(-ﬁ%)‘] =0,0000062,
M(X)=np=4-2-=02,
100

D(X) = 4npg =0,4359.

V.4.13. Az X normalis eloszlast valdszintiségi valtozo jelentse az atmérét, akkor
m=8,0=0]1, és ad%-os eltérés: 0,04-8=0,32 adataival: P(]X —8[ 20,32) =
=—P(7,68 < X <8,32)=1-(F(8,32) - F(7,68))=

=1-{D(3,2) = ®(-3,2))= 2~ 28(3,2) = 0,00138.
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V.5. Az 5. fejezet feladatainak megoldasai

V.5.1. A Csebisev-egyenlétlenség felhasznalaséaval:
P(X —20|250)s—2°—2=i=016,
502 25

V.5.2. A Csebisev-cgyenlGtlenséget hasznalva £ =1 értékre:

2
P(!X—35|21)=0—£——=0,09

tehat legfeljebb 0,09 annak valdsziniisége, hogy a kotél hossza nem esik a 34 m és
36 m kozé.

V.5.3. A hibés dru vélasztdsanak eseménye legyen A.
p=01 g=1-p=09.

0,1-0,9
0,022 n

P(|—k-—0,ll > o,oz)s ,
n
és
0,09
50004 7 < 00
feltételbol
. 009 __009
0,0004-0,05  0,00002
vagyis, ha a tételben 4500-nal tobb kesztyil van, akkor 0,95 val6sziniiséggel a vevd
atveszi azt.

=4500,

S.1.1. Kiszdmitjuk a g; relativ gyakorisdgokat és a Zg,- értékeket:
i

A II. RESZ FELADATAINAK MEGOLDASAI

S.1. Az 1. fejezet feladatainak megoldasai

Medd6 mennyiség

kg Ji 8i Zgi
(osztalykozok) i

243 8 0,06 0,06

244-323 19 0,13 0,19

324-403 23 0,16 0,35

404-483 27 0,19 0,54

484-563 18 0,13 0,67

564-643 15 0,11 0,78

644-723 12 0,08 0,86

724803 12 0,08 0,94

804 —..... 8 0,06 1,00

> fi=142 Y=t
i i
g;
0,19
0,16
0,13
0,11
0,08
0,06
meddé
o1 B [kq]

163 243 323 403 483 563 643 723 803 883

59. abra. Stiriiséghisztogram
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meddd
> [kg]

i i
T

i I
0 203 283 363 443 523 603 683 763 843

60. dbra. Tapasztalati eloszldsfiiggvény

8.1.2. a) Kiszdmitjuk a relativ gyakorisdgot és a g; részosszegeket, majd meg-
rajzoljuk a siirliséghisztogramot (tapasztalati siriiségfiiggvényt) intervallumonként

intervallumra esd adatok szdma
(0sszes adatszdma) - (intervallum hossza)

f)=g; =

képlettel szamitott értékek alapjan. J-o00;=3 [ és ]3; +oo [ intervallumokba nem esett
adat, ezért ezen intervallumokban a siiriiségfiiggvényt O-nak tekintjiik.

Ag;
3/12
2/12 \
_____ 1712 +
/ 5 folyadékmennyiség-
_/ ; ; : eltérés
4 } } #- [cm3)
3 2 -1 0 12 3

61. dbra. Siiriiséghisztogram
Megszerkesztjiik az
0, hax<-25

k
FO=PX <x)={Y g, hax,; <x<x (k=1234,5)
i=l

1, hax>25
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tapasztalati eloszlasfiiggvény &bréjat. A ]—m;—2,5] intervallumba nem esik folya-
dékmennyiség-eltérés, a }~2,5; —1,5] intervallumba 1 esik a 12 kéziil, P(X<-1,5)=

1+2_3
12 127
A balrdl nyilt jobbrél zart intervallumok mindegyikében a fiiggvény élland6. Az

:é, a]—l,S;—O,S] intervallumba 2 esik, tehit P(X <—-0,5) = stb.

intervallum végpontjaiban f; % az ugrds mértéke.

l WG
FO(x)
- o
112 ° *
912 - Qs '
6/12
o
° 312 folyadékmennyiség-
° P 112 ! eltérés
} } B [cm3]

& H
25 15 050 05 115 2,5
62. dbra. Tapasztalati eloszldsfiiggvény
¢) Mintatlag: x=0.
d) Annak valosziniisége, hogy a folyadékmennyiség-eltérés 1 cm® -nél nagyobb:
1-0

P(X 2l)=1-P(X<)=1-F1Q)=1- (D(»I—Z—S——)ﬂ - ®(0,69) =1-0,7549 = 0,2451

vagyis 24,51%-ban kapunk olyan palackot, amelyben az eldirthoz képest 1 cm® -nél
tobb a folyadékmennyiség eltérése.

8.1.3. Kiszdmitjuk és tdbldzatba foglaljuk a sziikséges részeredményeket:

osztilyhatdr | osztaly- gyak. g 2 g | %-% | -%?
kg kozép x; fi i
470-480 475 1 1/31 1/31 | -25,8 | 665,64
480-490 485 4 4/31 5/31 -15,8 249,64
490-500 495 10 10/31 | 15/31 | -58 33,64
500-510 505 10 10/31 | 25/31 42 17,64
510-520 515 4 4/31 24/31 14,2 201,64
520-530 525 2 2/31 31/31 24,2 585,64
ZSi=3| Xgi=l
i i
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a) A 63. dbra a stirliségfiiggvényt (hisztogramot) a normalis eloszlas stiriség-
fiiggvényével egyiitt szemlélteti (a gyakorisdgértékeket 10-31=1310 -zel osztottuk).

10/314 / : \

4/31+

2131+
1/31 4

H ; H i i
470 480 490 500 510 520 530

uﬂ@i

e 2 grdfia
c

63. dbra. Hisztogram és f(x) =

b) A tapasztalati eloszlasfiiggvény a tablazatbél vett Zgi értékekkel (64. dbra):

29/31 1
25/31

15/31 1

CTCTE —— o—s
1/31 I e : i

1 H i I
475 485 495 505 515 525

témeg
- [kg]

64. dbra. Tapasztalati eloszldsfiiggvény

¢) Mintastlag:

= 1~475+4~485+10-495;110-505+4‘515+2~525 =50081.

d) Korrigélt tapasztalati szérds:

oo 16656442 2493,?)4+...+ 258564 _ 77

Annak valésziniisége, hogy a gép 485 kg-nal kevesebbet markol:

1
P(X <485)~ F(©(485) = 37~ 0032

vagyis a markoldsok szdménak 3,2%-dban 485 kg-nil kevesebb a kimarkolt homok
silya.

*

S.14.0) X =1254; s*=093; % =0,07;
b) F(38)—F(118)=®(1,35) —®(~0,8)=0,6996, vagyis az elemeknek kb.

70%-a felel meg az elbirt pontossagnak.
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S.2. A 2. fejezet feladatainak megoldasai

S21. A 90, 95 é 99%-nak a p;=05; p, =005 és p3=001 értékek
felelnek meg. Az 1. sz. tdblézat felhaszndldsdval rendre {(D(u 1,1)= ——I;-I=

= ——02—1 =095 stb. )
Up, =1645; u,, =1960 és u, =25785.
Mivel =100, 0=50 és X =705, ezért a 90%-os szintnek megfelelé konfi-

dencia-hatdrok:

o 50
X -u, -Z==705-1,645 —2
ndn Ji0o

o 50
X+u, L =705+1,645 —2==713,2kg.
m V100

=696.8kg,

S

A t61tési sily 90% valosziniiséggel esik a [696,8;713,2] intervallumba.
Hasonléan kapjuk a 95 ill. a 99%-nak megfeleld konfidencia-intervallumokat:
[695,2;714,8], ill. [692,1;719,9]

§.2.2. A (6) formula alapjén, mivel ¢ =50, u, = 1,960 és d=7:

2
2 07 _ 2 2500
n>u[, d—2—1,96 —2—9——~196

Tehat 196 puttony lemérésénél kapott mérési eredményekbdl szamitott szamtani
kozéptél +7 kg eltérésti intervallumba 95% valdsziniiséggel esik az 5000 puttony

atlagos toltési sdlya.

§.2.3. A 30 puttony mérlegelése alapjan kapott atlagos toltési sily X =708 kg, a
korriglt tapasztalati sz6rds s*=52kg. A szabadsdgfokok szdma n—1=29. A 90,
95 és 99%-os szinteknek megfeleld p értékek rendre p; =01, p, =005 é&s

p3=001. A 4. tdbldzatbol az ezekhez tartoz6 ¢, értékek:

ty, =1699; 1, =2,045 és 1, =2756.

fgy a (12) formula szerint a 90%-os szint esetén

3 _708-1,669 —%

PlJ“ 1/35

=692,15kg;

8.2, A 2. fejezet feladatainak megoldasai 283

=708+ 1,669 —% = 723 84ke;

X+tm\/__ J?:E

tehdt a 90%-os szinthez tartozé konfidencia-intervallum: [692,15;723,84].
Hasonloan kapjuk a 95 és 99%-nak megfelel intervallumokat:
[688,6,722,4] és [681,9:724,1].

S.2.4. A szabadsagfokok szama: 99. A 90%-nak megfelelé konfidencia-hatarok
(a 4. tablazatbdl interpolalt Lo =1662, th, =986, Ly, = 2,632 értékekkel):

= 51

X -1, S 7051662 —2e = 696,5kg;
n Jn J100

~—-—705+1662 A= 7135ke.

iy ‘/‘——
Hasonloan kapjuk a 95 és 99%-nak megfeleld intervallumokat:
[694,9;715.1] és [691,9;718.4].

S.2.5. u, =1960; a konfidencia-intervallum: [3,08;342]

S.2.6. A 90%-os szinthez p =01 érték tartozik. A szabadsdgfokok szdma: 15.
A3.sz. tablazat alapjan x%,, = xGos =24996 és x{,n =G5 =7261.

A (16) szerint szamitott konfidencia-intervallum: [12,0;22,3].
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S.3. A 3. fejezet feladatainak megoldasai

S.3.1. my=1200g; o=3g; 5(_=1197g‘ \/;=\/100=10, igy

_ o Xemy
u=vn =40,

|u|=4>33 a p=0001 ért¢khez tartozo értéknél, az eldirt wmegtsl valo elté-

rés szignifikdns, a gépet be kell dllitani.
$.3.2. Mivel m,=700kg; o =50kg; X =705kg és Vn =100 =10, igy

Y it Sl WY
o
A p=005 értékhez u p =1,960, tehat u=1<1,96, ezért 95%-o0s szinten nincs

szignifikéns eltérés a 700 kg-hoz képest.

S33.Az X =494, s#? =649 kiszdmitdsa utdn meghatérozzuk a ¢, =-236

értéket. Mivel |r.,|=236>15=2,262, ezért az automata nagy valésziniiséggel
nem mitkddik jol, be kell allitani.

np;

kovetkez0 tablazat szemlélteti

i=1

2 N SRR
S34.A x? =j (f' —r:p i ) =n2': (gi pp’ ) képletet haszndlva, a szamitdst a
! ~ :

x; U= o D) i g =_fL (gi - Pi)2
o n pi

243 -1,340 0,0901 | 0,0901 0,0634 0,00791
323 -0,916 0,1798 | 0,0897 0,1268 0,01534
403 -0,493 0,3110 | 0,1312 0,1620 0,00723
483 -0,070 0,4721 | 0,1611 0,1901 0,00522
563 0,353 0,6379 | 0,1658 0,1268 0,00917
643 0,776 0,7811 | 0.1432 0,1056 0,00987
723 1,199 0,8847 | 0,1036 0,0845 0,00352

o0 o0 1,0000 | 0,1153 0,1408 0,00565

Y 1,0000 0,06391

Tehdt y? =142-0,06391=9,075.

A szabadsagfokok szdma: 8§ -3 =35.

A 3. sz. tdbldzatban a 9,07 értékhez 9,24 esik legkozelebb, amelynek p =010

érték felel meg, tehat kb. 10%-os szinten allithat6, hogy a minta normalis eloszlasi
sokasdgbol szdrmazott, ezért hipotézisiinket elvetjiik.

S.4. A 4. fejezet feladatainak megoldasai

S.4.1. A korreldcids egyiitthaté: r=0,9815.
A regresszi6s egyenes egyenlete: y =7,47x—14851.

S.4.2. A korrelacids egyiitthaté: r =0,997.
A regresszids egyenes egyenlete: y =11x-21657,6.
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1. sz. tabldzat

) ‘o 11T P B 4 5 s 7 8 I
IRODALOMJEGYZEK 0.0 | 5000 | 5040 | ,5080 | 5120 | 5160 | 5199 | 5239 | .5279 | 5319 | 5350
0.1 | 5398 | 5438 | 5478 | 5517 | 5557 | 5596 | .5636 | 5675 | 5714 | 5754
02| 5793 | 5832|5871 | 5910 | 5948 | .5987 | .6026 | 6064 | 6103 | 6141
03 | 6179 | 6217 | 6255 | 6293 | .6331 | .6368 | .6406 | 6443 | 6480 | 6517
0.4 | 6554 | 6501 | 6628 | 6664 | .6700 | .6736 | 6772 | 6808 | 6844 | 6879

[1] Bognar-Mogyorddi—Prékopa—Rényi—~Szasz: Valdszinliségszamitds. Feladat-
gylijtemény. Tankonyvkiadd, Budapest, 1982.

[2] Denkinger Géza: Valdsziniiségszamitds. Tankonyvkiadd, Budapest, 1978. 0,5 |.,6915 | ,6950 | ,6985 | ,7019 | ,7054 | ;7088 | ,7123 | ,7157 | ,7190 | ;7224
[3] Denkinger Géza: Valdszintiségszdmitdsi gyakorlatok. 0,6 | ,7258 {7291 | ,7324 | ,7357 | ,7389 | ,7422 | ,7454 | ;7486 | ,7518 | ,7549

Tankényvkiad6, Budapest, 1977. 0,7 |,7580 | ,7612 | ,7642 | ,7673 | ;7704 | ;7734 | ;7764 | ;7794 | ,/7823 | ;7852
41 W. Feller B 16 Ibszintiséaszamitisba és alkal isaiba. 0,8 |,7881 |,7910 |,7939 | ,7967 | ,7996 | ,8023 | ,8051 | ,8078 | ,8106 | ,8133
[ ]Mﬁsfa]z‘mi;f,z]fi:;éa logg | scasRamIasha &5 aftaimazsana 0.9 |.8159 | 8186 | .8212 | 8238 | .8264 | 8289 | 8315 | 8340 | 8365 | .8389
[5] Lukécs O.: Matematikai statisztika. Példatér, 1,0 | ,8413 | ,8438 | ,8461 | ,8485 | ,8508 | ,8531 | ,8554 | ,8577 | ,8599 | ,8621

Miiszaki Konyvkiad6, Budapest, 1987. 1,1 |,8643 | ,8665 | ,8686 | ,8708 | ,8729 | ,8749 | ,8770 | ,8790 | ,8810 | ,8830

1,2 |,8849 | ,8869 | ,8888 | ,8907 | ,8925 | ,8944 | ,8962 | ,8980 | ,8997 | ,9015
1,31,9032 | ,9049 | ,9066 | ,9082 | ,9099 | ,9115|,9131 | ,9147 | 9162 | 9177
1,4 11,9192 {,9207 | ,9222 | ,9236 | ,9251 | ,9265 | ,9279 | ,9292 | ,9306 | ,9319

[6] Meszéna Gy.—Ziermann M.: Valdszindiségelmélet és matematikai statisztika.
Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiadd, Budapest, 1981.

(7] Mundrucz6 Gy.: Alkalmazott regresszidszdmitds. 1,5 1,9332|,9345 | 9357 | 9370 | ,9382 | 9394 | 9406 | 9418 | 9429 | 9441
Akadémia Kiad6, Budapest, 1981. 1,6 |,9452 | ,9463 | 9474 | 9484 | 9495 | 9505 | ,9515 | 9525 | 9535 | 9545

[8] dr. Medgyessy P.—dr. Takdcs L.: Miiszaki Matematikai Gyakorlatok C. V. 1,7 | ,9554 | ,9564 | ,9573 | ,9582 { ,9591 | ,9599 | ,9608 | ,9616 | ,9625 | ,9633
Valoszintiségszamitds. (Szerk.: dr Fazekas F.). Tankonyvkiadd, Budapest, 1966. 1,8 | ,9641 | ,9649 | ,9656 | ,.9664 | ,9671 | ,9678 | ,9686 | ,9693 | ,9699 | ,9706
[9] Obddovics J. Gy.: Matematika. 16. kiadds. SCOLAR Kiad6, Budapest, 2000. 19,9713 | 9719 | 9726 | .9732 | 9738 | .9744 | .9750 | .9756 | .9761 | 9767
[10] Obadovics J. Gy.: Gyakorlati szdmitdsi eljdrdsok. 2,01,97721,9778 | ,9783 | ,9788 | ,9793 | ,9798 | ,9803 | ,9808 | ,9812 | ,9817
Gondolat Kiadd, Budapest, 1972. 2,1(,9821 |,9826 |,9830 | ,9834 | ,9838 | ,9872 | ,9846 | ,9850 | ,9854 | ,9857

[11] Prékopa A.: Valdsziniségelmélet miiszaki alkalmazdsokkal. 2,2 1.,9861 | ,9864 | 9868 | 9871 | 9875 | 9878 | 9881 | 9884 | ,9887 | 9890
Miiszaki Konyvkiad6, Budapest, 1961. 2,3 1,9893 | ,9896 | ,9898 | ,9901 | ,9904 | ,9906 | ,9909 | ,9911 {,9913 | ,9916

_ o o o 2,4 |.,9918 | 9920 | ,9922 | 9925 | ,9927 | ,9929 | ,9931 | 9932 | 9934 | ,9936

' [12] dr. R.elmanr.l' J ‘—"ljoth’ Julianna: Valdsziniiségszdmitds és matematikai statisz- 2.5 1.9938 | 9940 | 9941 | ,9943 | 9945 | 9946 | 9948 | 9949 | 9951 | 9952
fika. Nemzeti Tankonyvkiad6, Budapest, 1985. 2,6 | 9953 | ,9955 | 9956 | 9957 | 9959 | ,9960 | 9961 | 9962 | 9963 | 9964
[13] Rényi A.: Valdszintiségszamitds. 2. kiadas. Tankonyvkiadd, Budapest, 1966. 2,7 1.,9965 | ,9966 | ,9967 | ,9968 | ,9969 | ,9970 | ,9971 | ,9972 | ,9973 | ,9974
(14] Sachs, L.: Angewandte Statistik. 4. kiadés. 2,81,9974 1 ,9975 11,9976 | 9977 | ,9977 | ,9978 | ,9979 | .,9979 | ,9980 | ,9981
Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1974. 2,9 1,9981 |,9982 |,9982 | ,9983 | ,9984 | ,9984 | ,9985 | ,9985 | ,9986 | ,9986

[15] Solt Gy.: Valészintiségszdmitds. Példatar. 6. kiadds. 3,0 1,9987 | ,9987 | ,9987 | ,9988 | ,9988 | ,9989 | ,9989 | ,9989 | ,9990 | ,9990
Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 1993, 3,11,9990 | ,9991 | ,9991 | ,9991 | ,9992 | ,9992 | ,9992 | ,9992 | ,9993 | ,9993

[16] Statisztikai modszerek alkalmazdsa a mezdgazd.-ban. (Szerk.: dr. Manczel J.) 3,21,9993 1,9993 | ,9994 | 9994 | 9994 | 9994 | 9994 | 9995 | ,9995 | ,9995
Mezdgazdasigi Kiadé, Budapest, 1983. 3,3 1,9995 |,9995 | ,9995 | ,9996 | ,9996 | ,9996 | ,9996 | ,9996 | ,9996 | ,9997

. . o 3,4 1,9997 | ,9997 | ,9997 | ,9997 | ,9997 | ,9997 | ,9997 | ,9997 | ,9997 | ,9998

(in st,kely J. G. Paradf)xonok a véletlen matematikdjaban. 35,9998 | 9998 | 9998 | 9998 | .9998 | 9998 | ,9998 | 9998 | 9998 | 9998
Miszaki Konyvkiadd, Budapest, 1982. 3,6 |.,9998 | ,9998 | 9999 | ,9999 | ,9999 | ,9999 | 9999 | 9999 | ,9999 | 9999

[18] Vincze L.: Matematikai statisztika ipari alkalmazdsokkal. 3,7 1,9999 |,9999 {,9999 | ,9999 | ,9999 | ,9999 | ,9999 | ,9999 | ,9999 | ,9999
Miiszaki Konyvkiads, Budapest, 1968. 3,8 11,9999 | ,9999 | ,9999 |,9999 | ,9999 | ,9999 | ,9999 |,9999 | ,9999 | ,9999

391 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0

Megjegyzés: O(—1) =1-D®).
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A standard normalis eloszlas siriiségfiiggvénye 1> 0 értékekre

2. sz. tablazat

A khi-négyzet-eloszlds a khi-négyzet-proba alkalmazdsihoz

289

t |0

1

2

3

0,0 |,3989
0,1 },3970
0,2 [,3910
0,3 ],3814
0.4 1,3683
0.5 |,3521
0,6 |,3332
0,7 1,3123
0,8 1,2897
0,9 1,2661

1,0 |,2420
1,1 ],2179
1,2 1,1942
1,31,1714
1,4 |,1497
1,5 |,1295
1,6 |,1109
1,7 1,0940
1,8 1,0790
1.9 |,0656

2,0 | ,0540
2,1 1,0440
2,2 |,0355
2,3 1,0283
24 1,0224
2,51.,0175
2,6 ,0136
2,7 1.,0104
2,8 1,0079
2,9 | ,0060

3,0 | ,0044
3,11,0033
3,2 11,0024
3,3 1,0017
34,0012
3,5 1,0009
3,6 | ,0006
3,7 |,0004
3,8 1,0003
3,9 1,0002

,3989
,3965
,3902
,3802
,3668
,3503
3312
,3101
,2874
,2637

,2396
2155
,1919
,1691
,1476
1276
,1092
,0925
,0775
,0644

,0529
,0431
,0347
0277
,0219
,0171
,0132
,0101
,0077
,0058

,0048
,0032
,0023
,0017
,0012
,0008
,0006
,0004
,0003
,0002

,3989
,3961
,3894
,3790
,3653
,3485
3292
,3079
,2850
,2613

,2371
2131
,1895
,1669
,1456
1257
,1074
,0909
,0761
,0632

,0519
,0422
,0339
,0270
,0213
,0167
,0129
,0099
,0075
,0056

,0042
,0031
,0022
,0016
0012
,0008
,0006
,0004
,0003
,0002

,3988
,3956
,3885
3778
,3637
3467
,3271
,3056
,2827
,2589

,2347
,2107
1872
,1647
,1435
,1238
,1057
,0893
,0748
,0620

,0508
,0413
,0332
,0264
,0208
,0163
,0126
,0096
,0073
,0055

,0040
,0030
,0022
,0016
,0011
,0008
,0005
,0004
,0003
,0002

,3986
,3951
,3876
,3765
,3621
,3448
,3251
,3034
,2803
,2565

,2323
,2083
,1849
,1626
1415
1219
,1040
,0878
0734
,0608

,0498
,0404
,0325
,0258
,0203
,0158
,0122
,0093
,0071
,0053

,0039
,0029
,0021
,0015
,0011
,0008
,0005
,0004
,0003
,0002

,0002
,0002

,3982
,3939
,3857
3739
,3589
,3410
,3209
,2989
,2756
,2516

,2275
,2036
,1804
,1582
1374
1182
,1006
,0848
,0707
,0584

,0478
,0387
,0310
,0246
,0194
,0151
0116
,0088
,0067
,0050

,0037
,0027
,0020
,0014
,0010
,0007
,0005
,0003
,0002
,0002

,3980
,3932
,3847
3725
3572
,3391
3187
,2966
,2732
,2492

,2251
,2012
1781
,1561
,1354
,1163
,0989
,0833
,0694
,0573

,0468
,0379
,0303
,0241
,0189
,0147
,0113
L0086
L0065
,0048

,0036
,0026
,0019
,0014
,0010
,0007
,0005
,0003
,0002
,0002

,0002
,0001

,3973
,3918
,3825
,3697
3538
3352
3144
,2920
,2685
,2444

,2203
,1965
1736
,1518
1315
1127
L0957
,0804
,0669
L0551

,0449
,0363
,0290
,0229
,0180
,0139
,0107
,0081
,0061
,0046

,0034
,0025
,0018
,0013
,0009
,0006
,0004
,0003
,0002
,0001

Megjegyzés: o(—t) = @(2).

3. sz. tablazat

p:

Szat;f;isag' 010 | 005 | o001 | 0001 | 0025 | 0975 | 0095
1 2706 | 3841 | 6,635 | 10,827 | 5024 |9,82E-4 |3.93E-3
2 4605 | 5991 | 9210 | 13.815 | 7.378 [5.06E2 | 0,103
3 6251 | 7815 | 11435 | 16268 | 9348 | 00216 | 0352
4 7779 | 9488 | 13277 | 18465 | 11.143 | 0484 | 0711
5 9.236 | 11070 | 15086 | 20,517 | 12.833 | 0831 | 1145
6 | 10645 | 12502 | 16812 | 22.457 | 14449 | 1237 | 1635
7 | 12017 | 14067 | 18475 | 24322 | 16013 | 1690 | 2167
8 | 13362 | 15507 | 20090 | 26,125 | 17.535 | 2180 | 2.733
9 | 14684 | 16919 | 21,666 | 27.877 | 19.023 | 2700 | 3325
10 | 15987 | 18307 | 23200 | 29,588 | 20,483 | 3247 | 3.940
11 | 17275 | 19675 | 24725 | 31264 | 21,920 | 33816 | 4.575
12 | 18549 | 21026 | 26217 | 32.909 | 23.337 | 4404 | 5226
13 | 19812 | 22362 | 27688 | 34.528 | 24.736 | 5000 | 53892
12 | 21064 | 23.685 | 29.141 | 36.123 | 26119 | 5629 | 6.571
15 | 22307 | 24.996 | 30,578 | 37.697 | 27.488 | 6262 | 7261
16 | 23.542 | 26296 | 32,000 | 39252 | 28.845 | 6908 | 7.962
17 | 24769 | 27.587 | 33.409 | 40.790 | 30,191 | 7.564 | 8.672
18 | 25989 | 28,869 | 34,805 | 42.312 | 31,526 | 8231 | 9390
19 | 27204 | 30,144 | 36,101 | 43820 | 32852 | 8907 | 10,117
20 | 28412 | 31,410 | 37,566 | 45,315 | 34,170 | 9,591 | 10,851
21 | 29.615 | 32671 | 38932 | 46797 | 35.479 | 10,283 | 11.591
22 | 30813 | 33924 | 20280 | 482268 | 36781 | 10982 | 12.338
23 [ 32007 | 35072 | 41,638 | 49728 | 38,076 | 11,689 | 13,091
24 |33,196 | 36.415 | 42980 | 51,179 | 39.364 | 12401 | 13.484
25 | 34382 | 37.652 | 44314 | 52620 | 40,646 | 13.120 | 14.611
26 | 35563 | 38885 | 45642 | 54052 | 41,923 | 13844 | 15379
27 | 36741 | 40,113 | 46,963 | 55476 | 43194 | 14.573 | 16,151
28 | 37916 | 41337 | 48278 | 56.893 | 44461 | 15308 | 16.928
20 | 39,087 | 42,557 | 49.558 | 58302 | 45.772 | 16,047 | 17708
30 | 40256 | 43773 | 50,802 | 59,703 | 46,979 | 16791 | 18.493




290 A t-(Student-)eloszlds a t-préba alkalmazdsdhoz F-eloszlds. F-proba kritikus értékei 95%-os egyoldali szintre (p=0,05) 291

4. sz. tdblazat 5. sz. tablazat
p= H\AL 1 2 | 3 4 5 6 | 7 8 9 | 12
Szabadsdg- 1 161,4 [199,5 |215,7 {224,6 |230,0 |234,0 |236,8 |238,9 |240,5 |243,9
fok 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001 2 18,51 f 19,0 [19,16 {19,25 | 19,3 |19,33 |19,35 | 19,37 {19,38 |19,41
3 10,13 ] 9,55 9,28 ] 9,12| 9,01 | 894 | 8,89 | 884 | 8,81 | 8,74
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 | 636,619 4 7,71 6,941 6,59 | 639 626 | 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00 5,91
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 31,598 5 6,611 579 | 541 519 505 | 495 4,88 | 482 | 4,77 | 4,68
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,941 6 599 | 5,141 476 | 4,53 | 439 | 428 | 421 4,15 4,10 | 4,00
4 1,530 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610 7 5,59 | 4,74 | 435 4,12 | 397 | 3,87 | 3,79 | 3,73 | 3,68 3,57
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859 8 532 | 446 | 407 | 3,84 | 3,69 3,58 | 3,50 | 344} 3,39 | 3.28
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959 9 512 | 426 386 | 3,63 | 3,48 | 3,37 | 3,29 | 3,23 | 3,18 3,07
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405 10 496 | 4,10 | 3,71 | 348 | 3,33 | 322 | 3,14 3,07 | 3,02 | 2,91
g }ig; i’ggg ;’;22 %’gg? ;’ggg i’gg} 11 484 | 398 | 359 336 320 | 3,09 | 3,01 | 295 2,90 2,79
s s > 4 ” ’ 12 475 3,88 | 349 | 326 | 3,11 | 3,00 | 291 | 2,85 2,80 | 2,69
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587 13 4,67 | 3,80 | 3,41 | 3,18 | 3,02 | 2,92 | 2,83 277 | 2,71 | 2,60
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437 14 4,60 374 334 | 311 296 | 285 276 | 2,70 | 2,65 2,53
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318 15 4,541 3,68 | 3,29 | 3,06 290 | 2,79 | 2,71 | 2,64 | 2,59 2,48
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221 16 4,491 3,631 324 | 3,01 | 285 | 2,74 | 2,66 | 2,50 | 2,54 | 2.42
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140 17 4451 3,59 | 320 296 2,81 | 2,70 | 2,61 | 2,55 2,49 | 2,38
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073 18 441 | 3,551 3,16 | 293 | 2,77 | 2,66 | 258 | 2,51 | 2,46 | 2,34
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015 19 438 3,521 3,13 290 274 | 2,63 | 2,54 | 2,48 242 | 2,31
" }ggg }:;‘;2 ;} o ;22; %ggg gggg 20 | 435|349 | 3,00 | 287 | 271 | 260 | 251 | 245 | 239 | 2.28
19 1328 1729 2093 2539 2861 3883 21 432§ 3,47 3,07 | 284 | 2,68 | 2,57 249| 242 237 | 2,25
’ ’ ’ ? ’ ’ 22 430 344 | 3,05| 2,82 | 2,66 | 2,55 246 | 2,40 2,34 | 2,23
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850 23 428 ) 3421 3,03 280 | 2,64 | 2,531 2,44} 238 232} 220
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819 24 4,26 | 3,40 | 3,01 | 2,78 | 2,62 | 2,51 | 242 | 2,36 | 2,30 | 2,18
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792 25 424 ) 3381299 | 276 | 2,60 | 2,49 | 240 2341 228 | 2,16
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,767 26 422 3,37 298| 274 | 2,59 | 2,47 | 2,39 | 2,32 | 2,27 | 2,15
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745 27 421 3351296 | 273 | 257 | 2,46 | 2,37 | 230 2.25| 2,13
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725 28 4201 334 295 271 ] 2,56 | 244 | 236 229 | 224 | 2,12
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707 29 4,18 |1 3331 293 2,70 | 254 | 2,43 | 235 228 222 | 2,10
o o i:;gf izgié %ﬁg ;;g g:gig 30 | 417|332 ] 292 | 269 | 253 | 242 | 233 | 227 | 221 2,00
29 1’3“ 1,699 2045 2462 2756 3659 40 4,08 | 3,231 2,84 ] 2,61 | 245 | 234 | 225 2,18 | 2,12 | 2,00
s R » g > d 60 400 3,15 2761 2,52 | 237 | 225 2,17 | 2,10 | 2,04 | 1,92
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646 120 | 392 | 3,07 | 2,68 | 245 | 2,29 | 2,17 | 2,09| 2,02 | 1,96 | 1,83
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551 oo 3,841 2,99 | 260 | 237 | 2,21 2,09| 201 | 1,94 | 1,88 1,75
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,460 o
120 1289 1,658 1.980 2358 2617 3373 /1 a nagyobb empirikus sz6rasnégyzetil minta elemszamanak, f> pedig a masik minta
- 1282 1.645 1.960 2326 2.576 3.291 elemszdmdanak eggyel kisebbitett értéke.
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Az €' és az € fiiggvény értékei

6. sz. tablazat

x e* e X e* e x e* e
0,00 | 1,0000 | 1,0000 || 0,40 | 1,4918 | 0,6703 0,80 2,2255 ] 0,4493
,01 ] 1,0101 | 0,9900 41 1,5068 | ,6637 81 2,2479 ,4449
,02 11,0202 | ,9802 42 1,5220 | ,6570 ,82 2,2705 ,4404
,03 11,0305 ,9704 43 11,5373 ,6505 .83 2,2933 | ,4360
,04 | 1,0408 | ,9608 44 11,5527 ,6440 84 2,3164 | ,4317
,05 | 1,0513 | ,9512 45 11,5683 | ,6376 ,85 2,3397 ,4274
,06 | 1,0618 | ,9418 46 | 1,5841 | ,6313 ,86 2,3632 | ,4232
,07 | 1,0725 | ,9324 47 11,6000 ) ,6250 87 2,3869 ,4190
,08 11,0833 ,9231 48 | 1,6161 ,6188 ,88 2,4109 ,4148
,09 | 1,0942 1 ,9139 ,49 1,6323 | ,6126 .89 2,4351 ,4107
,10 11,1052 | ,9048 50 | 1,6487 | ,6065 .90 2,4596 ,4066
11,1163 | ,8958 51 1,6653 | ,6005 91 2,4843 ,4025
12 11,1275 | ,8869 52 | 1,6820 | ,5945 92 2,5093 ,3985
13 11,1388 | ,8781 53 11,6989 | ,5886 93 2,5345 | ,3946
14 11,1503 | ,8694 54 11,7160 | ,5827 94 2,5600 | ,3906
,15 11,1618 | ,8607 55 1,7333 | ,5769 95 2,5857 ,3867
16 | 1,1735 | ,8521 56 11,7507 | L5712 ,96 2,6117 ,3829
A7 | 1,1853 | ,8437 57 11,7683 | ,5655 97 2,6380 | ,3791
18 | 1,1972 | ,8353 ,58 11,7860 § ,5599 98 2,6645 | ,3753
,19 | 1,2096 | ,8270 ,59 | 1,8040 | ,5543 99 2,6912 | 3716
,20 | 1,2214 | ,8187 60 | 1,8221 | ,5488 1,0 2,7183 | ,3679
21 11,2337 | ,8106 ,61 1,8404 | ,5434 1,1 3,004 ,3329
,22 | 1,2461 | ,8025 62 | 1,8589 | ,5379 1,2 3,320 ,3012
)23 11,2586 | ,7945 63 | 1,8776 | ,5326 1,3 3,669 2725
24 11,2713 | ,7866 64 | 1,8965 | ,5273 1,4 4,055 ,2466
25 | 1,2840 | 7788 65 | 1,9155 | ,5220 1,5 4,482 ,2231
,26 | 1,2969 | 7711 66 | 1,9348 | ,5169 1,6 4,953 ,2019
27 | 1,3100 | ,7634 ,67 1,9542 1 5117 1,7 5,474 ,1827
,28 | 1,3231 ] ,7558 68 | 1,9739 | ,5066 1,8 6,050 ,1653
,29 | 1,3364 | ,7483 ,69 11,9937 | ,5016 1,9 6,686 ,1496
30 | 1,3497 | ,7408 70 12,0138 ,4966 2,0 7,389 ,1353
31 | 1,3634 | ,7334 71 12,0340 ,4916 2,1 8,166 ,1225
32 11,3771 , 7261 72 12,0544 | 4868 2,2 9,025 ,1108
33 | 1,3910 | ,7189 73 12,0751 4819 23 9,974 ,1003
34 | 1,4050 1 ,7118 74 12,0960 | 4771 2.4 11,023 ,0907
35 11,4191 , 7047 5 12,1170 | 4724 2,5 12,182 ,0821
36 | 1,4333 1 ,6977 76 12,1383 | ,4677 2,6 13,464 ,0743
37 | 1,4477 1 ,6907 7 12,1598 | ,4630 2,7 14,880 ,0672
38 | 1,4623 | ,6839 78 12,1815 4584} 2.8 16,445 L0608
39 11,4770 1 ,6771 79 12,2034 1 ,4538 2,9 18,174 ,0550
40 11,4918 1 ,6703 ,80 ]2,2255 1 ,4493 3,0 20,086 ,0498

NEV- ES TARGYMUTATO

A

abszoldt momentum 111
adatpdrok dbrazoldsa 234
alaphipotézis 205
alapsokasdg 171

also, fels6 kvantilis 117
asszociativ 25
axiomatikus elmélet 19

.

A

altaldnos szorzési
szabély 54

atlagérték 81

atlagtdl val6 eltérés 81

B

Bayes, Th. 18, 170
Bayes-tétele 61
becslés
— hatédsfoka
(efficiencidja) 191
-, leghatékonyabb
(legefficiensebb)
191
becsléses
— fiiggetlenségvizs-
gdlat 228
— illeszkedés 221
- illeszkedésvizs-
gdlat 220
Bernoulli, J. 18, 127,
159
Bernoulli-eloszlas 127
Bernoulli-féle térvény
163
Bernoulli-kisérlet 127
Bernstein, §z. N. 19

bimodalis eloszlds 118
binomialis egyiitthaté
126
binomiélis eloszl4s 126,
127,153
- jelolése 127
— vérhato értéke,
szOrdsa, szOords-
négyzete 128
binomiélis tétel 126
biztos esemény 21, 22,
24,28,72
— valosziniisége 29
Boole, George 25
Boole-algebra 25
Borel, E. 19
Buffon, G. L. L. 18

C

Cardano, H. 18

centralis abszoldt
momentum 111

centralis (kozponti)
hatdreloszlas-tétel
153

centrdlis momentum
111, 181
— kiszdmitdsa 181

Csebisev, P. L. 19, 170

Csebisev-egyenl6tlenség
160, 161, 163

D

De Morgan-szabily 26,
27

Descartes-féle derék-
szogll koordinata-
rendszer 77

Descartes-szorzat 86
determinisztikus 19
diszjunkt halmazok 22,
30
diszkrét eloszlasfiigg-
vény 73
diszkrét eloszldsok 125
diszkrét valdsziniiségi
véltoz6 72, 220
- eloszlasfiiggvénye
100
— szdrdsnégyzete 83
disztributiv 25
dobdkocka 17
dontés 206
- eredménye 206
dontéshozatal 206

E

egyenletes eloszlds 141
— eloszldsfiiggvénye
142
- stirliségfiiggvénye
142
— varhato értéke,
szérdsnégyzete,
szordsa 141
egyenletes eloszldsd 45
egyenld valdszintiségi
mez 35
egyenld valdsziniiségii
események 34
egymdst kizar6 esemé-
nyek 24, 29, 30, 67
— Osszege 29
egymdst kizar6 hipo-
tézisek 206
egymdst nem kizdré
események Osszege
31
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egymintds t-préba 212
egymintds u-préba 207
egyiittes bekovetkezés
valoszinlisége 64
egyiittes diszkrét valé-
sziniiségeloszlas 86
egyiittes eloszlds 87, 92,
241
— tdbldzata 86
egylittes vdrhatd érték
87
elégséges becslés 191
elégséges statisztika 191
elemi esemény 20, 22
— valoszinfisége 33, 72
elemi fiiggvények 234
elfogadasi
tartomnany 206, 208
ellenhipotézis 205, 208,
210, 214,218
ellentett esemény 22, 126
elméleti eloszlasfiigg-
vény 176
elméleti gyakorisagok
228
eloszlds
-, bimodalis 118
—centruma 111
- kozepe 115
~, trimodalis 118
—, unimodalis 118
eloszldsfiiggvény 98,
103, 125, 141, 144
- tulajdonsdgai 98
— p-kvantilise 117
els6faju hiba 207, 209
— valosziniisége 207
elsérendti momentum
111
empirikus ferdeségi
egyiitthat6 181
empirikus képlet 233, 235
~ tipusa 233
empirikus terjedelem
175
empirikus vérhato érték
174

erésen konzisztens
becslése 191
erésen korrelalt véaltozok
93
esemény 22
- bekovetkezésének
esélye 27
— gyakorisdga 27
~ komplementere
(ellentettje) 30
— valdszinlisége 28,
29
eseményalgebra 24
események
— azonossdga 25
- kiilonbsége 23
— metszete 24
—, nem fliggetlen 64
— osszege 21, 23
— szorzata 22, 23
— unidja 24
— egyenldsége 22
eseményekre vonatkozd
miiveleteket. 23
eseményrendszer 24
eseménytér 20, 22, 27,
71
— felbontdsa 57
- részhalmaza 21
- szemléltetése 46
exponencidlis eloszlds
144
— eloszlasfiiggvénye
144
— siirliségfiggvénye
144

- vérhat6 értéke,
szérasnégyzete,
szlrasa 145

F

fadiagram 56

»fej” vagy ,iras” 20

feltételes relativ
gyakorisdg 52

feltételes valdszinliség
51, 60
feltételi egyenletek 237
feltételi egyenletrendszer
238
feltevésvizsgalat 205
ferdeségi egyiitthat6 112,
150, 151
Fermat, P. 18, 41
féllogaritmikus papir
235
Fisher, R. A. 170, 192
folytonos eloszlds 99,
138, 220
folytonos eloszlasd
valésziniiségi valtozo
— szérdsa 107
— szlrasnégyzete
107
— vérhat6 értéke 106
folytonos val6szintiség-
eloszlds 104
folytonos valosziniiségi
véltozs 97, 98
folytonos véltozé 99
F-préba 218
fiiggetlen események 63
fiiggetlen kisérletsorozat
126
fuggetlen valosziniségi
véltoz6k 87, 92
fiiggetlen, egyenld elosz-
14s1 valdszinliségi
véltozék 173
fiiggetlenségvizsgalat
226
figgvény szélsdértéke
192
fiiggvénykapcsolatban
4116 pontok 234

G
Galilei, G. 18

gamma fiiggvény 201
Gauss, K. F. 19, 170

Név- és tdargymutato
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geometriai valdszinliség
45

Glivenko, V. 1. 170

Gnyegyenko, B. V. 170

Gosset, W. S. 170

gyakorisdg 35

gyakorisdgi eloszlas 174

H

haromszigma szabily 152
hibas déntés valdszini-
sége 207
Hincesin, A. J. 170
hipergeometrikus
eloszlds 136
— vérhato értéke,
szorasnégyzete,
szérasa 137
hipotézis 205
hipotézisvizsgélat 205
~ menete 206
hisztogram 80
homogenitisvizsgalat
220,222
Huygens, Ch. 18

i

idempotens 25

illeszkedésvizsgalat 219,
220

illeszkedd gorbe 233

improprius integrdl 103

intervallumbecslés 189

invariancia tulajdonsdg
193

jarék 80

— kedvezd 80

— kedvezétlen 80
Jorddn, Kdroly 19, 170

K

k-adik centrilis
momentum 111
k-adik tapasztalati
momentum 181
k-adrendii momentum
110
kedvezd esetek 18, 35
Kendal, M. D. 170
kettds logaritmikus
papir 235
kétmintés t-préba 214
kétmintds u-proba 210
kétmintas
u-statisztika 211
kétoldali ellenhipotézis
208
kétviltozds fiiggvény
minimuma 244
khi-négyzet stiriiség-
fliggvénye 201
khi-négyzet-eloszlds
198, 201
— vérhat6 értéke,
szOrasnégyzete
201
khi-négyzet-préba 220
kisérlet 19
—kimenetelei 19
kivalasztott pontok
moédszere 235, 239
klasszikus valosziniiségi
mez6 35
kocka feldobasdval
végzett kisérlet 21
Kolmogorov, A. N. 170
Kolmogorov-féle
axidmdk 30
kombinécid 37
-, ismétléses 38
kombinatorikus méd-
szerek 35
kommutativ 25
komplementer 22
konfidencia hatdrok
195

konfidencia-intervallum
195, 197, 211, 199,
202, 208
— félhossza 197
kontingenciatdblazat 227
konzisztens becslés 191
korrekt jaték 80
korrelacié 92, 241
korreldciéanalizis 241
korreldcidhanyados 243
korreldcids egyiitthaté
90, 243
korreldcids koefficiens
243
korreldlatlan 243
korrelalatlan valészin{i-
ségi véltozdk 93
korrigélt szorasnégyzet
212
korrigdlt tapasztalati
sz6rds 180
korrigalt tapasztalati
szérdsnégyzet 180
kovariancia 90, 241
kolcsondsen kizéré ese-
mények Osszege 57
kozelitd képletek 216
kozelits tapasztalati
eloszlasfiiggvény
176,177
kozepek médszere 236,
239
kritikus érték 41
kritikus értékek ardnyos-
sédgi szabdlya 41
kritikus tartomany 206
kiilonbségek atlaga 236
kiilonbségek négyzet-
Osszege 236

L

Lagrange, J. L. 18

Laplace, P. 170

lapultsdg empirikus
mérdszama 182
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Név- és tdrgymutato

297

lapultsdgi egyiitthatd
112, 151
Legendre, A. 170
legkisebb négyzetek
mdodszere 237, 240
lehetetlen esemény 21,
22,24,28
— valésziniisége 30
lehetséges érték 72
lehetséges kimenetel 20
1épcsos fitlggvény 100,
175
likelihood-fiiggvény
193
linedris figgvény-
kapcsolat 93, 235
lineéris kapcsolatot el6-
allit6 leképezés 234
linearizal6 médszer 234
Ljapunov, A. M. 170
lotté 38

M

margindlis (hatér-)
eloszlds 86
margindlis értékek 227
Markov, A. A. 170
Markov-egyenldtlenség
160
masodfajid hiba 207, 209
~ valosziniisége 207
matematikai statisztika
169
- feladata 169
maximum-likelihood
(legnagyobb val6szi-
niiség) médszere 192
maximum-likelihood
becslés 193
mechanikus (szisztema-
tikus) mintavétel 173
medidn 115, 116, 145,
150, 174, 175
- geometriai
szemléltetése 115

megbizhatésdg 195
- szintje 195
megbizhatdsagi
intervallum 195
megengedhetd
legnagyobb hiba 152
megfigyelés eredményei
20,171
megfigyelhets
események 22
megszamlathatéan
végtelen 44
Méré, Ch. de 18, 41
mérési eredmények 170
mérési hibak 238
mingségellendrzés 205
minta 172
- sziikséges elemsza-
manak nagysiga
197
mintadtlag 174, 180
- vérhat6 értéke 174
mintaelemek 172
—eltérése 174
— nagysag szerinti
rendezése 174
mintakozép 174
mintaterjedelem 174, 175
mintavétel 171
—, visszatevés nélkiili
42
—, visszatevéses 43
Mises, R. 19
modell 19
modusz 112, 118
Moivre, A. de 18, 41
momentumok 110

N

n szabadsagfokd (khi-
négyzet)-eloszlas
201

n—1 szabadsdgfokd 212

nagy szdmok gyenge
torvénye 162

nagy szdmok térvénye
159, 162
nevezetes eloszlasok
125
Newton—Leibniz-tétel
104
Neyman, J. 170
négyzetes kozéphiba 82
normélegyenletrendszer
244
normalis eloszl4s 146
- eloszlasfiiggvénye
147, 148
— stirliségfitggvénye
147, 148
normalitdsvizsgdlat 220,
222
normdlt vagy standard
valosziniiségi valtozo
85
nullhipotézis 205, 208,
210, 212, 214, 218,
221, 226
- elfogadédsa 223
nyerési esély 42

o

osztalykozok 176
Osztrogradszkij, M. V.
170

6

oOsszeg varhat6 értéke 108
Osszes esetek 18
Osszetett esemény 22

— valdszinfisége 33

P
paraméter becslése 189

paraméterek
kiszdmitdsa 235

paraméterek statisztikai

becslései 190
péronként fliggetlen

események 64
paronként kizar6

események 28
Pascal, B. 18, 41
Pearson, E. S. 170
Pearson, K. 170, 243
peremeloszlds 86, 241
permuticié 36

-, ismétléses 36
pénzérme 20
Poisson, S. D. 19
Poisson-eloszlas 131,

133, 136

- vérhatd értéke,

sz6rdsnégyzete,
szorasa 132

pontbecslés 189

— médszerei 189
probafiiggvény 208
probastatisztika 212

Q
Quetelet, A. 170

R

regresszidanalizis 241
regresszios fliggvény
238,242
regresszios gorbe 242
rekurzids formula 133
rekurziés képlet 128
relativ gyakorisdg 28,
35,175, 177, 221
-, feltételes 52
relativ gyakorisdg
hisztogramja 177
relativ szérds 85, 181
rendezett minta
p-edrendii kvantilise
182

reprezentativ mintavétel
17
rétegezett mintavétel 173

S

standard eltérés 82
standard normdlis

eloszlas 149

— eloszlasfiiggvénye

149
- slirliségfuggvénye
149

standardizalt véaltozok

kovariancidja 91
statisztikai adatok 169
statisztikai becslések

189
statisztikai

fiiggvények 174
statisztikai

- hipotézisek 205

— minta 171

— modeli 241

- prébak 205

— sokasdg 171
statisztikdk 174
Student 170
Student-eloszlas 198,

199
Student-eloszlasi

tabldzat 212
Student-eloszlasi

véltoz6 212, 214
silyozott atlag 75
stiriségfuggvény 103,

144, 198

— tulajdonségai 103
stiriiséghisztogram 177
szamtani kozép 174
szerencsejték 18
szignifikancia szint 206
szignifikans 209

— kiilonbség 209
szignifikdns eltérés 219
Szmirnov, N. V. 170

szorzési tétel (szorzasi
szabaly) 54
sz6ras 141
szOr4s (standard eltérés)
82
szOras becslése 201
szérasnégyzet, szords
kiszamitdsa 107
szérasnégyzet 82, 141,
199, 225
- becslése 190
— kiszdmitdsa 82
sztochasztikus 19
- folyamat 56
— kapcsolat 90
sztochasztikusan
konvergal 162

T

tapasztalati (empirikus)
eloszlasfiiggvény
174, 175

tapasztalati (empirikus)
vagy mintaeloszlas
174

tapasztalati stir(iség-
fiiggvény 177

tapasztalati szords 174,
180

tapasztalati szords-
négyzet 179

Taylor-sor 133

teljes eseményrendszer
61,73

teljes rendszer 35

teljes valésziniiség
tétele 58

t-eloszls 198

tételek 84

tiszta illeszkedés 221

torzitatlan becslés 190,
191

trimodalis eloszlas 118

t-statisztika 212

turbina 26
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U

unimodalis eloszlds 118

U

iires halmaz 21

v

valés értékii fiiggvény 71
valdsziniiség

~, feltételes 51
valosziniiségeloszlas 44,

73

— vonaldiagramja 78
valdsziniiségi

fiiggvény 29
valosziniiségi itéletek 169
valdsziniiségi mez§ 33,

44,72
valészinliségi valtozo 71

— diszkrét 72
— eloszldsa 78
— eloszldsfiiggvénye
100
— terjedelme 118
- vérhat6 értéke 82
valosziniiségi valtozok
kapcsolata 85
— Osszefiiggése 89
valésziniiségi vektor-
valtozd egyiittes
eloszldsa 86
valosziniiségszamitas
17
— feladata 19
valosziniiségszamitas
matematikai
elmélete 30
valtoz6 eloszldsa 73
véltozok kapcsolatinak
szorossdga 241
viltozok szorossdgénak
mérése 243
vérhatd eltérés 113

vérhat6 érték 75, 77,
106, 141, 199, 225
- becslése 196
variacié 37
— ismétléses 37
variancia 82, 118
végtelen sor 77
végtelen valdszinliségi
mez6 33
véletlen esemény 17
véletlen mintavétel 171
véletlen szamtablazat 173
véletlenszerli 20
visszatevés nélkiili
mintavétel 42
visszatevéses
mintavétel 43
vonaldiagram 77

w

Wald, Abrahdm 170
Welch-préba 215, 217

A Scolar Kiadé matematikakonyv-ajdnlata

Obadovics: Matematika

Az Obddovics: Matematika tizenotodik, teljeskorlien dtdolgozott
kiadasa, évek 6ta kozkedvelt dsszefoglalé kézikonyv. Hasznalhat6sa-
gét az eddig eladott kozel 500 000 példany, valamint kiilfldi kiaddsai
bizonyitjdk. Attekintheté felépitése, vildgos magyardzatai, gordiilé-
keny stilusa, boséges dbra- és példaanyaga méltdn emeli a vildg leg-
jobb matematika targyd konyvei kozé.

,,Az iskolai matematikaoktatds hazai és nemzetkozi tapasztalatait
felhasznédlva fogtam hozzd a Matematika tizenkettedik kiaddsdnak
teljeskorli dtdolgozdsahoz. Azok a reformtorekvések, amelyek az okta-
tds egészére, illetve egyes tdrgyakra irdnyultak, a matematika tananya-
gdra, mGdszertandra, jelolésrendszerére, néhany fogalmdnak pontositd-
sdra is hatottak. A hazai és nemzetkozi korszerli matematikai irodalom
dltal haszndlt jelolésrendszerbdl dtvettem €s alkalmaztam azokat a
jeleket, amelyek a megértést segitik €3 meghonosodtak a kdzépiskolai
oktatdsban is.

Az #tdolgozds néhdny djabb anyagrész ismertetését is igényelte.
Ilyen példdul a halmazelmélet, az algebrai struktirdk, a reldciok ele-
mei. Boviiltek a valés szdmhalmazra, az egyenletekre, a sikgeomet-
ridra, a fiiggvényekre, az integrdlszdmitdsra és a differencidlegyen-
letekre vonatkozé ismeretek.”

— részlet a szerzd elGszavdbol

¢ A halmazelmélet és az absztrakt algebra elemei

¢ Algebra

¢ A kombinatdrika és a val6sziniiségszamitds elemei

¢ Sik- és térmértan, trigonometria, koordindtageometria
¢ Bevezetés az analizisbe

¢ Differencidl- €s integralszamitas

Az Obddovics: Matematika eredményes segftotirsa lehet a mate-
matikdval barmilyen szinten foglalkozé didknak ¢s felndttnek egya-
rént, kiilonosen az érettségire, felvételire késziiloknek.
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