Gazdasagi matematika 2: Valoszinliségszamitas

Tantargyi utmutatoé

1. A tantargy helye a szaki haléban
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Kozgazdasagtani, moédszertani és uizleti alapozé modul *Gazdasagi matematika 2.F
Valdszinlségszamitas

2. A tantargyi program altalanos célja

A statisztika tantargy egzakt matematikai megalapozasa. A kombinatorika, és az
eseményalgebra bevezetd fejezetek feldolgozasa utan a sztochasztikus folyamatok és
torvényszeriiségeik megismerése a f6 cél. Ezt a gazdasagi és a mindennapi életbdl vett
példakon keresztll mutatjuk be. Nagy hangsulyt fektetlink a kiilénb6z6 eloszlastipusok
megismertetéseére, kulonds tekintettel a normalis eloszlasra és a mintavételekhez illetve
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fuggetlen eseményekhez kapcsoldédokra, mert ezek az ismeretek nélkulozhetetlenek a
statisztika szamos részének megértéséhez (fiiggetlen minta fogalma, becslés, hipotézis
vizsgalat...)A fentieknek megfelel6en nagyon fontosnak tartjuk a valésziniiségszamitas és
statisztika kapcsolodasi pontjainak bemutatasat (gyakorisag és valdszinlség, atlag és varhato
erték kapcsolata, mintavételek, eloszlasok,..., nagyszamok torvénye, centralis hatareloszlas
tétele).

A tantargyrészletes tematikaja az intran talalhato.

3. A tantargyi program elsajatitasahoz szikséges tanulmanyi idé

Szemeélyes konzultacio: 1,5 tanora,

Online konzultacio (szinkron): 2 tandra,

Online konzultacié (aszinkron): a teljes szorgalmi idészakban,
Egyéni tanulmanyi id6: 85,5 tanora

4. A tantargy tartalma

A kurzus az alabbi témakordket foglalja magaban: Kombinatorika alapfogalmak és
alkalmazasuk. Eseményalgebra. Valoszinliség fogalma, axidmai, tételek. A klasszikus
valészinlség fogalma és alkalmazasai. Geometriai valoszinlség.Feltételes valoszinlség,
teljes valoszinlség tétele, Bayes-tétel. Fliggetlen kisérletek, a Bernoulli féle képlet és
alkalmazasa. A valoszinlségi eloszlas fogalma, jellemzése eloszlasfuggvénnyel vagy
valészinliségeloszlassal, slriségflggvénnyel, az eloszlas pontjellemzéi. Nevezetes diszkrét
(karakterisztikus-, egyenletes-, hipergeometrikus-, binomialis-, Poisson-, geometriai eloszlas)
és folytonos eloszlasok (egyenletes-, exponencialis-, normalis eloszlas). Az eloszlasok kdzotti
kapcsolat bemutatasa, becslési lehet6ségek. Markov-, Csebisev-egyenl6tlenség, Nagy
szamok torvénye, centralis hatareloszlas tétel.

5. A személyes konzultacidok

A személyes konzultacidk fokuszpontjai a vizsgara valé felkészulésés a tantargyat tanuld
hallgatdi csoport igényei szerint kerilnekmeghatarozasra. A konzultaciokra tortené
felkészuléshez ajanlott azegyéni haladasi utemterv szerint haladni. A konzultacios
alkalmakpontos forgatokonyvét a tutorok készitik el és bocsatjak hallgatdikrendelkezésére a
konzultacios alkalom elétt min. 1 héttel.

6. Kotelezo irodalom

Szabd llona: Valdészinlségszamitas, KJF, Székesfehérvar, 2005.

Szabd llona: Valdszinlségszamitas példatar, KJF, Székesfehérvar, 2006.

7. Ajanlott irodalom

Solt Gyoérgy: Valdszinliségszamitas példatar. Bolyai kdnyvek sorozat, Miiszaki
Koényvkiado, Budapest, 1995.

Csernyak Laszl6:Valdészinliségszamitas, Nemzeti Tankdnyvkiadd, Budapest 1998.

Obadovics J. Gyula: Valészinliségszamitas ésmatematikai statisztika, 4. kiadas, Scolar
Kiadod, Budapest 2001.
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Kényvtari kblcsénzés

A kotelezb és ajanlott irodalmak a Kodolanyi Janos Fdiskola konyvtarabaol kdlcsonozhetbk. A
konyvtar online katalogusa itt talalhaté.

A kivant szakirodalom a kdvetkez6 adatlap kitoltésével elbjegyeztethetd és a konzultacios
kozpont fiokkonyvtaraban atvehetd.

Konyvtari kapcsolattartok

Gazdalkodasi és menedzsment szakosoknak:
Koényvtaros: Koloszarné Horinka Valéria.

Tel.: 22/543-431

e-mail cim: gazdtavokt@uranos.kodolanyi.hu

Turizmus- vendéglatas szakosoknak:
Kdényvtaros: Kaltenecker Klara.

Tel.: 22/543-431

e-mail cim: ifotavokt@uranos.kodolanyi.hu

Szerz6: Szabo llona
Szakmai lektor: Dr. Obadovics J. Gyula

Valésziniiségszamitas-lexikon

0!
A 0! értéke definicié szerint 1.

Axiéma
Az axiomak alkotjak a matematika alapkoveit. ezek olyan allitasok, amelyeket nem
bizonyitunk, hanem eleve igaznak fogadunk el. A valészinliségszamitas 4 ilyen "alapkére'
épul fel. (Lasd 9. lecke) Minden tovabbi allitas (tétel) bizonyitasanak alapjat az axiomak
képezik.

Bernoulli-kisérletsorozat
Bernoulli-kisérletsorozatrol akkor beszélink, ha fuggetlenul megismételt kisérletek
mindegyikének csak két lehetséges kimenetele van, és ezen események valdszinlisége a
kisérletek soran valtozatlan marad.

Binomialis eloszlas
Alkalmazas:

1. Visszatevéses mintavétel: Adott N elem, amelyek k6zott M szamu kituntetett van.
(Gyakran csak a kituntetett elemek p = M/N részaranya ismert.) Az elemekbdl n-szer
hdzunk ugy, hogy minden huzas utan a kihuzott elemet visszatesszuk. A valdszinlségi
valtozé a mintaban 1évé kituntetett elemek szamat jeldli.

2. Bernoulli probléma (fliggetlen kisérletek egyuttes bekdvetkezése) : n szamu fliggetlen
kisérletet végzink. Egy- egy kisérletnél p valészinlséggel kdvetkezik be a vizsgalt
esemeny. A valoszinlségi valtozo a vizsgalt esemény bekdvetkezéseinek szamat jeldli
n kisérlet esetén.

3. A hipergeometrikus eloszlas helyett a binomialis eloszlas képleteit alkalmazhatjuk, ha N
és M elég nagyok n-hez képest.
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Determinisztikus jelenség

A jelenség azonos korulmények kdzott mindig ugyanugy megy vegbe. Példaul a fold felszinén
elejtett test mindig g=10m/s2 gyorsulassal esik a fold felé.

Diszkrét valészinliségi valtozé
Ha a valoszinUségi valtozo lehetséges értékeinek szama véges vagy megszamlalhatéan
végtelen sok, akkor a valdszinliségi valtozot diszkrét valdszinliségi valtozonak mondjuk. A
tanult specialis diszkrét eloszlasok kozul a valoszinlségi valtozonak:
véges sok értéke van a hipergeometrikus- és binomialis eloszlas esetében
megszamlalhatéan végtelen sok értéke van a Poisson- €s a geometriai eloszlas
esetében.

Egyenletes eloszlas (folytonos)
Egyenletes eloszlas alkalmazasa: A valoszinlségi valtozé az értékeit egy (a;b) intervallumon
veszi fel, és az (a;b) barmely részintervallumaba esésének valdszinlisége aranyos a
részintervallum hosszaval.

Egymast kizaré események
Két esemény kizarja egymast, ha egyszerre nem kovetkezhetnek be.
Példa: Huzzunk ki a magyar kartyabol egyszerre 4 lapot.
A: A kihuzottak kozott 2 piros van
B: A kihuzottak kdzott 3 zold van
A és B események egymast kizarjak, mert 6sszesen csak 4 lapot huztunk.

Elemi esemény

Elemi esemény csak egyféleképpen kdvetkezhet be. Jele: E Példaul a kockadobas egy
lehetséges kimenetele, hogy harmas dobunk. Ez egy elemi esemény.

Eloszlasfuggvény
Eqgy valdészinliségi valtozo F eloszlasfliggvénye minden x valés szamhoz hozzarendeli az x-nél
kisebb értekek felvételének valoszinliségét. Diszkreét és folytonos eloszlasnak is van
eloszlasfluiggvénye.

Események kiilonbsége

Az A-B (ejtsd A klldnbség B) is esemény, amely akkor kdvetkezik be, ha az A esemény
bekovetkezik és a B nem.

Példa: Egy megbeszélésre 2 személyt varunk, Andrast és Bélat.

A: Andras pontosan érkezik.

B: Béla pontosan érkezik.

A - B: Andras pontosan érkezik és Béla nem.

Események 6sszege
Két vagy tObb esemény 6sszege is esemény, amely akkor kdvetkezik be, ha az események
kozul legalabb az egyik bekovetkezik.
Példa: Magyar kartyabdl huzzunk egy lapot.
A: zoldet huztunk
B: aszt huztunk
A+B: zdldet vagy aszt huztunk ( a kett6é kdzll legalabb az egyik bekdvetkezik).

Események szorzata

Két vagy tobb esemény szorzata is esemény, amely akkor kdvetkezik be, ha az események
mindegyike bekdvetkezik.
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Példa: Dobjunk a kockaval kétszer. Jegyezzik le a szamokat a dobas sorrendjében.
A: Mindkét dobott szam paros.

B: Mindkét dobott szam nagyobb 4-nél.

A*B : mindkét szam paros és nagyobb 4-nél, azaz mindkettd hatos.

Exponencialis eloszlas
Alkalmazas:

1. Ez az eloszlas olyan gépek és berendezések élettartamara jellemz6, amelyek valamely
hirtelen behatas (pl.: torés, szakadas) kovetkeztében mentek tonkre. (Tipikus példa az
exponencialis eloszlasra az izzolampa élettartama, amelyben az izzészal gyakran a ki-
vagy bekapcsolaskor fellép tularam hatasara megy tonkre, azaz nem eléregedés
kovetkeztében.)

2. A varakozasi-, sorban allasi id6 is gyakran exponencialis eloszlassal jellemezhetd.
(Példaul a mentbé-, vagy a tlizolté allomason két egymast kdvetd riasztas kozott eltelt
id6 exponencialis eloszlasu.)

Feltételes valésziniiség

Az A esemény B feltételre vonatkoz6 valdszinliségénél azt vizsgaljuk, hogy mennyi az A
esemény valdszinlsége, ha tudjuk, hogy B mar bekovetkezett. Masképpen: a B esemény
bekovetkezése mennyire befolyasolja az A esemény bekdvetkezését.

Fuggetlen események
Két esemény flggetlensége: Legyen A és B a H eseménytér két eseménye. Az A és B
eseményeket figgetlennek mondjuk, ha egyuttes bekdvetkezésének valdszinlisége egyenld
az egyes esemeények valészinlségének szorzataval, azaz P(A*B)=P(A)*P(B).
Megjegyzés: A definiciobdl lathatd, hogy a fliggetlenség szimmetrikus fogalom: ha A fliggetlen
B-t6l, akkor B is fuggetlen A-tol.

Geometriai eloszlas
Alkalmazas: Végezzunk fuggetlen kisérleteket. Egy-egy kisérletnél p valoszinliséggel
kovetkezik be a vizsgalt esemény. A valoszinlségi valtozo azt a szamot jeldli, ahanyadikra a
vizsgalt esemény el6szor bekovetkezik.

Geometriai valésziniiség

Geometriai valoszinliségrél akkor beszéllnk, ha
a H eseménytér egy geometriai alakzat,
az A esemény ennek részhalmaza, és
egy véletlen pont A tartomanyba esésének valdszinlisége aranyos az A tartomany
mértékével.
A valoszinliség csak az A tartomany nagysagatol fligg, de nem fligg a H eseménytérben vald
elhelyezkedésétol.

Hipergeometrikus eloszlas

Alkalmazas: Visszatevés nélkuli mintavétel: N szamu elem van, amelybdl M kituntetett. Az N
szamu elembdl n-szer huzunk visszatevés nélkul.

Ismétlés nélkiili kombinacio
Adott n kulonboz6 elem. Ezekbdl valasszunk ki k elemet ugy, hogy barmely elem csak egyszer
valaszthaté és a kivalasztas sorrendje nem szamit. EkKkor az n elem egy k-adosztalyu ismétlés
nélkuli kombinacidjarol beszélunk.

Ismétlés nélkili permutacio
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Adott n kulonboz6 elem. Az elemek egy adott sorrendjét az n elem egy ismétlés nélkuli

'yaVe

Ismétlés nélkuli variacio
Adott n kulonb6zé elem. Ezekbdl valasszunk ki k elemet ugy, hogy barmely elem csak egyszer
valaszthato és rendezzuk 6ket sorba. Ekkor az n elem egy k-adosztalyu ismétlés nélkuli

,,,,,,

Ismétléses kombinacio

Adott n kilonb6z6 elem. Valasszunk ki kozuluk k elemet ugy, hogy barmely elem tobbszor is
valaszthat6 és a kivalasztas sorrendje nem szamit. Ekkor az n elem egy k-adosztalyu
ismétléses kombinacidjat kapjuk.

Ismétléses permutacio

Adott n elem, amelyek kdz6tt vannak ismétlédéek (egyformak). Legyen
aza, elembdl k 1 szamu,

az a , elembdl k , szamu, ...
az a  elembdl k . szamu.
lgy tehat az elemek szama: k ; +k , +...+k  =n

Ismétléses variacio

Adott n kulonbozé elem. Valasszunk ki kozuluk k elemet ugy, hogy barmely elem tobbszor is
valaszthatd, majd rendezzik 6ket sorba. Ekkor az n elem egy k-adosztalyu ismétléses

,,,,,,

Komplementer esemény

Ellentett esemény. Az A esemény komplementere akkor és csak akkor kovetkezik be, ha az A
esemeény nem kovetkezik be. Példaul a kockadobasnal a paros szam dobasanak
komplementere a paratlan szam dobasa.

Magyar kartya
32 lapbdl all. Minden lapon van egy szin és egy figura.
4-féle szin van, amelyek nevei: piros, zold, makk, tok.
Minden szinbél 8 lap van.
8-féle figura van, amelyek nevei: VII, VIII, IX, X, alsé, felsé. kiraly, asz.
Minden figurabdl 4 lap van.
llyen médon a lapok nevei példaul: zold asz, piros kiraly ...
Mivel nincs két teljesen egyforma lap, ezért 32 lapbdl all a magyar kartya.

Median
Pongyolan azt mondhatnank, hogy a median a valdsziniségi valtozé azon értéke, amelynél
kisebb és nagyobb értékek felvételének valoszinisége 50 %.
Ez a megfogalmazas azonban csak a folytonos eloszlasokra hasznalhato, a diszkrét
eloszlasoknal specialis a szamolas.

Megszamlalhatéan végtelen sok

Egy halmaznak megszamlalhatdéan végtelen sok eleme van, ha annyian vannak, mint a pozitiv
egeész szamok, vagyis a halmaz elemei és a pozitiv egész szamok kdzott kdlcsdndsen
egyértelImd hozzarendelés létesithet6.

Példaul a szamsorozatok elemeinek szama megszamlalhatéan végtelen sok, mert minden n
pozitiv egész szamhoz (az elem sorszamahoz) rendel egy értéket.
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A val6szinlségszamitasban a Poisson- €s geometriai eloszlasok esetében a valdsziniségi
valtoz6 lehetséges értékeinek szama megszamlalhatdéan végtelen sok.

Moédusz

Diszkrét eloszlas esetén a valdszinliségi valtozo legvaldszinlbb értéke. Folytonos eloszlas
esetén a sliriségfiiggvény maximumhelye.

n ! (n faktorialis)
1-16l n-ig az egész szamok szorzatat n! -ral jeldljuk és "n faktorialisnak" mondjuk.

Normalis eloszlas

El6fordulasi terlletek:
1. Gyartasi folyamatban fellépd méretingadozasok.
2. Gépek és berendezések élettartama, amelyek természetes elhasznalédassal mennek
tonkre.
3. Nagyon sok természetben, gazdasagban eléfordulé folyamat.
Pl.:
Egy adott korosztalyhoz tartozé gyerekek magassaga.
A gorogdinnye (vagy mas fajta termény) tdmege.
Egy bolt napi arbevétel vagy valamely termékbél egy nap alatt eladott mennyiség.

Osszetett esemény

Osszetett esemény tobbféleképpen kdvetkezhet be. Példaul a kockaval paros szamot
tobbféleképpen is dobhatunk.

Otos lotto

Szerencsejaték:

Egy szelvényen 90 szam van (1-90 -ig az egész szamok), amibél a jatékosnak 5-6t kell
bejeldlnie. A sorsolas soran szintén 5 szamot huznak Kki.

A Szerencsejaték Rt. a 2, 3, 4 és 5 talalatok esetén fizet a talalatok szamatdl és a nyertesek
szamatol fuggden. Hetente egyszer van sorsolas.

Poisson-eloszlas

Alkalmazas:

Pont-elhelyezkedési problémak:

Adott id6 intervallumon, tavolsagon, terlleten, térfogatban véletlenszerien bekdvetkezé
pontszer(i események, amelyeknél az egyes tartomanyokba esé pontok szamanak varhato
értéke aranyos a tartomany nagysagaval.

Relativ gyakorisag

Azt mutatja meg, hogy a kisérletek hanyad részében kdvetkezett be a vizsgalt esemény vagy
a sokasag hanyad része rendelkezik a vizsgalat szerinti tulajdonsaggal.

Standard normalis eloszlas

Ez az eloszlas a normalis eloszlas egy specialis esete, ahol a varhaté érték 0; és a széras 1.
A standard normalis eloszlashoz tartozo eloszlasfliggvény nem allithaté el elemi figgvények
segitségével, de kdzelitd értékeit tablazatba foglaltak.

Siiriségfuggvény
A folytonos valdszinlségi valtozo F eloszlasfuggvényének elsé derivaltjat az eloszlas

slriségfuggvényének nevezzik, és f-fel jeldljik. Csak folytonos valdszinliségi valtozénak van
striségfuggvénye, diszkrétnek nincs.
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Szoéras
A szoras azt mutatja meg, hogy a valosziniségi valtozo értékei mennyire sirisddnek a
varhato érték korul, azaz mekkora a varhato értéektdl valo atlagos eltérésuk.

Sztochasztikus (véletlen) jelenségek

Azon jelenségek, amelyeknek azonos korulmények kozott tobbféleképpen is végbemehetnek,
tobbféle kimenetelik is lehet. EI6re nem meghatarozhatd, hogy a lehetséges kimenetelek
kozul melyik fog bekdvetkezni, mert a jelenség kimenetelét befolyasold tényezdk nem
ismertek, vagy tulsagosan bonyolultak. (Sztochasztikus jelenség példaul a kockadobas. Nem
tudjuk el6re megmondani, hogy melyik oldalara fog esni.)

Teljes eseményrendszer

Teljes eseményrendszernek nevezzik a H eseménytér olyan eseményeinek halmazat,
amelyek
paronként kizarjak egymast (azaz az események kozul barmely kett6 kizarja egymast)
és
O0sszeguk a biztos esemény (azaz az események minden lehetséges esetet
tartalmaznak).
A teljes eseményrendszer eseményei kozul pontosan egy kovetkezik be barmi is a véletlen
kisérlet kimenetele.

Példa: Az 6tos lottd kihuzott szamait vizsgaljuk:

A: Csak paros szamot huztak ki.

B: Csak paratlan szamot huztak ki.

C: A kihuzott szamok kdzott van paros is és paratlan is.

Az A, B, C események teljes eseményrendszert alkotnak, mert az események egymast
kizarjak, és tartalmaznak minden lehetséges esetet a kihuzott szamokra vonatkozoan.

Toto

Szerencsejaték:

13+1 futballmeccs végeredményére lehet fogadni 1-sel, 2-sel vagy x-szel, attél figgéen, hogy
az els6 csapatot, a masodikat tartjuk esélyesebbnek, illetve x-szel a dontetlenre tippelhetink.
A Szerencsejaték Rt. a talalatok szamatdl figgden fizet a fogaddknak, abban az esetben, ha a
talalatok szama legalabb 10. A +1-dik meccs talalata csak akkor szamit, ha elétte minden
meccsre helyesen tippeltink. Jelen tananyagban csak az elsé 13 meccsel fogunk foglalkozni,
a +1-diket figyelmen kivul hagyjuk a feladatokban.

Valédi szam
Nem 0-val kezd6dé pozitiv egész szam.

Valészinliségek szorzasi szabalya

A és B események egyuttes bekdvetkezésének valdszinlisége egyenlé a B esemény
valoszinliségének és az A esemény B feltételre vonatkozo feltételes valdsziniségének
szorzataval.

Valészinliségeloszlas

Diszkrét valoszinlségi valtozé esetén meghatarozzuk a valdszinliségi valtozo lehetséges
értékeit és a hozzajuk tartoz6 valosziniséget.
Az adatokat gyakran tablazatos formaban adjuk meg.

Valészinliségi valtozé
A H eseménytér minden elemi eseményéhez hozzarendelink egy valds szamot. Az igy
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értelmezett fuggveényt valoszinlségi valtozonak hivjuk. A feladatok szovegébdl altalaban
természetesen adodik, hogy az egyes elemi eseményekhez mely valdszinliségi valtozé-
ertékek tartoznak.

Valészinliségszamitas klasszikus képlete

Legyen a H eseménytér elemi eseményeinek szama n és tegylk fel, hogy minden elemi
esemény ugyanakkora valdszinliséggel kovetkezik be. (Ekkor barmely elemi esemény
valdészinlisége 1/n) A valoszinliséget ugy szamoljuk, hogy a kedvez6 esetek szamat osztjuk
az 0sszes eset szamaval.

Varhato érték
Nagy szamu kisérlet elvégzése utan azt tapasztaljuk, hogy a valoszinlségi valtozé altal felvett
ertékek atlaga egyre kevésbé ingadozik egy szamérték korul. Ezt a szamértéket nevezzik az
eloszlas varhato értékének.

Visszatevés mintavétel

Az elemeket egyesével huzzuk ki a halmazbdl, feljegyezzuk a (vizsgalat szerinti)
jellemzéjiiket. Minden elemet csak az elétte [évd visszahelyezése utan huzzunk ki. igy minden
huzasnal az dsszes elembdl valasztunk. A kivalasztott elemek sorrendjét minden esetben
figyelembe vesszik.

A visszatevés nélkuli mintavétel helyett visszatevéses is alkalmazhatd, ha a minta elemszama
(n) sokkal kisebb az elemek (N) és a koztlik Iévé kitlintetettek (M) szamanal.

Visszatevés nélkiili mintavétel

Egy halmazbdl meghatarozott szamu elemet hizunk ki. A kihuzott elemeket nem tesszuk
vissza a tobbi kozé, igy a huzasok soran egyre kevesebb elembdl valasztunk.

A visszatevés nélkuli mintavétel helyett visszatevéses is alkalmazhatd, ha a minta elemszama
(n) sokkal kisebb az elemek (N) és a koztlk Iév kitlintetettek (M) szamanal.

Bevezeto

A kombinatorika szlletése a szerencsejatékok szlletésére vezethetd vissza. Mar a XVI.
szazadban jelent6s vagyonok cseréltek gazdat kartya- és kockajatékon a tarsadalom el6kel6
rétegeinek korében.

A titkosirasok készitése és megfejtése is méltan foglalkoztatta a XVII. szazad nagy
gondolkoddit. A tuddsok - tudomanyos folydiratok nem lévén - felfedezéseiket egymashoz irt
leveleikben tették k6zzé. A tudomanyos felfedezést az eredeti szoveg betlinek
O0sszekeverésével (anagramma) titkositottak, hogy a levél cimzettje ne tudja azt sajat
eredményeként tovabbadni. igy egy viszonylag révidebb mondat megfejtése is lehetetlen
vallalkozasnak tlnt.

Példaul: aa dd eee eee hiilmmnortttttz?

Megfejtése: Mi lehetett az eredeti mondat?

A XIX. szazadban mar viragzott az un. genovai lottojaték. Ez nagyon hasonlatos volt a mai
Otos lottdhoz. 90 szambdl 5-6t huztak ki. A jatékosok 1, 2, 3, 4, vagy 5 szammal jatszhattak. A
talalat szamatdl fuggben a szelvény aranak el6re rogzitett tobbszorosét kaptak vissza. Példaul
ha valaki 1 szammal jatszott, és azt a szamot kihuztak, akkor a befizetett 6sszeg 15-szorosét
kapta vissza. (Kiszamithato, hogy 18 emberbdl atlagosan 1-nél lehetett talalatra szamitani, igy
18 szelvényenként atlagosan 3 szelvény ara a rendezdk zsebébe vandorolt.) Tobb szammal
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jatszva meég csabitobb ajanlatokat tettek. Sok ember prébalt ilyen médon meggazdagodni, de
ez szinte senkinek sem sikerdilt.

Kombinatorikai problémak elméleti vizsgalataval Pascal és Fermat francia tuddsok
foglalkoztak el6szor a XVII. szazadban els6sorban szerencsejatékok nyereségelosztasi
problémainak kapcsan. A kombinatorika illetve valoszinliségszamitas tovabbi jelentés
fejlddése Bernoulli, Leibniz és Euler nevehez fiz6dik. Ma mar szinte a tudomany minden
agaban nélkulézhetetlen (informatika, fizika, biolégia, minéségellenérzés, biztositas...).

Mivel is foglalkozik a kombinatorika?

Hanyféleképpen lehet egy adott halmaz

elemeit sorba rendezni — permutacio
elemeibdl adott szamu elemet kivalasztani és sorba rendezni — variacié

elemeibdl adott szamu elemet kivalasztani a sorrendre valo tekintet nélkul —
kombinacio

Mindharom eset lehet ismétléses és ismétlés nélkiili, attél fliggéen, hogy a kivalasztott
illetve sorba rendezett elemek kdzott vannak-e ismétlédéek (egyformak) vagy sem.

1. lecke. Ismétlés nélkiili permutacio

A permutacié adott szamu elem sorba rendezését jelenti. Célunk annak a meghatarozasa,
hogy hanyféle sorba rendezés lehetséges.
Példaul: Egy versenyen hanyféle sorrendben végezhetnek a résztvevok?

A permutéacié lehet ismétléses vagy ismétlés nélkuli, attol figgden, hogy vannak-e a sorba
rendezend6 elemek kdzott egyformak (ismétlédéek) vagy sem.

Definicio:

Adott ™ kilonboz6 elem. Az elemek egy adott sorrendjét az ™ elem egy ismétlés nélkuli
permutaciéjanak hivjuk.

Az T kiilbnbbzb elem Osszes lehetséges sorrendjét (permutaciojat) P m-nel jeldljuk.

1. feladat

Egy sportversenyen 3 csapat versenyez egymassal. Hanyféle sorrend alakulhat ki a csapatok
kozott, ha dontetlen nem lehetséges?

Jeldljiik a csapatokat 4, B, és C betiikkel.

1. feladat megoldasa

A csapatokat a helyezésiuk szerint fadiagrammon abrazolhatjuk:
Kattintson ide a nagyitashoz!

Tehat a lehetséges permutaciok:
ABC BAC CAB
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ACEB BCA CBA

igy 3 csapatnak P3=321=6 lehetséges sorrendje van.

2. feladat
Hanyféle sorrend alakulhat ki négy csapat kdzott, ha a dontetlen nem lehetséges?
2. feladat megoldasa

Az els6 helyre 4 csapat esélyes; a 2. helyre mar csak 3 befuté lehet; a 3. helyre mar csak két
csapat valamelyike kerulhet, és végul a 4. helyre a maradék csapat kerdl.

A négy csapatnak £4 = 4:3-2:1=2% |gpe1s8ges sorrendje van.

3. feladat
Hanyféle sorrend alakulhat ki ™ szamu csapat k6zo6tt, ha a dontetlen nem lehetséges?
3. feladat megoldasa

Kattintson ide a nagyitashoz!
Az T csapat 0sszes lehetséges sorrendjének szama:
P,=n-n-1)..21

Definicio:
1-t6l ™ -ig az egész szamok szorzatat nl-ral jeldljuk és " faktorialisnak mondjuk.

A 3. feladat eredményét tétel formajaban is megfogalmazhatjuk:

Tétel:
Az T kulonb6zd elem Osszes lehetséges permutacidinak szama:
P,=n!

- !

4. feladat

Egy asztalhoz lelltetiink 3 fiut és 4 lanyt. Hanyféle sorrendben llhetnek egymas mellé, ha
semelyik két lany nem Ul egymas mellett?

4. feladat megoldasa

Ha semelyik két lany nem Ul egymas mellett, akkor a nemek szerinti sorrend csak az alabbi
modon lehetséges:

LFLFLFL

A négy lany "'l!-féleképpen, a harom fiu 3!-féleképpen ulhet le. A lanyok barmely
elhelyezkedése esetén a fiuk 3!-féleképpen ulhetnek le.

lgy 4+3!'=24-6 =144 {l¢srend készithets.
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5. feladat

Egy vallalat a dolgozdinak belépé kartyat ad, amelynek kédja a 0, 1, 2, 3, 4, 5, szamjegyek
egyszeri felhasznalasaval készult valédi hatjegyld szam. Igy éppen jutott minden dolgozdnak
kod. (Akkor mondunk valddinak egy szamot, ha nem kezdédik nullaval.)

a, Hany dolgozoja van a vallalatnak?
b, Hany kédszam végzddik 30-ra?

¢, Hany kédszam oszthato 2-vel?
5. feladat megoldasa

a, irjuk fel, hogy az egyes helyiértékekre hanyféleképpen irhaté szamjegy! A kod elsé helyére
nem kerulhet 0, igy ez a szamjegy otféleképpen valaszthatdé meg. A megmaradt 5 szamjegy a
maradék 5 helyre tetszdleges sorrendben kerulhet. A vallalatnak tehat 6sszesen

5-51=5-120 = 600 dolgozdja van.

b, Ha kéd 30-ra végzédik, akkor a kod els6é 4 helye az 1, 2,4, 5 Iszé\mjegyek barmely
sorrendjével kitdlthetd. A négy kilénbdzd szamjegynek Pg=4=24 lehetséges sorrendje
van.

¢, Csoportositsuk a szamokat a végzédésiuk szerint.

Ha a szam 0-ra végzédik, akkor az els6 5 helyre ?z 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyek kerulhetnek
tetsz6leges sorrendben. A kddok szama: Pg=5'=120

Ha a szam 2-re vagy 4-re végzddik, akkor figyelni kell arra, hogy az elsé helyre nem kerulhet
0. igy a kédok szama: 4-4+2 =192

(Ebbbl 96 db kdéd 2-re, 96 db kdd 4-re végzodik.)

Tehat a kettdvel oszthato kodok szama: 120-+192 =312

Az anyaghoz kapcsoléddan nézze meg a Valoszinliségszamitas példatar 1. fejezetében
talalhaté 1.1 kidolgozott példakat és oldja meg a 1.3, 5-8. feladatokat. A feladatok megoldasai
megtalalhatok a példatarban.

1. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - parositas
Parositsa 0ssze a fogalmakat a meghatarozasukkal!

Parositsa 6ssze a megfeleld elemeket:

elemekbdl kivalasztas és sorba rendezés kombinacié
elemekbdl kivalasztas, sorrend nem szamit permutacio
elemek sorba rendezése variacio

2. feladat - egyszeres valasztas
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Egy baratom egy hatjegyii telefonszamabél csak annyira emlékezett, hogy 1, 3, 5,
6, 8 és 9 szamjegyek szerepeltek benne, de arra nem, hogy milyen sorrendben.
Hany telefonszam johet szamitasba? Jelodlje be a j6 megoldast!

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()6
()32
() 720
() 6480

3. feladat - egyszeres valasztas
Hat barat (3 fia és 3 lany) moziba készil. Sikerult is 6 egymas mellé sz416 jegyet
vasarolniuk.

Hanyféleképpen lilhetnek le ugy, hogy az azonos nemiiek ne uljenek egymas mellett?
Jeldlje be a jé megoldast!

Segitség 1. lecke 3. onellen6rzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()10
()12
()72
()36

4. feladat - egyszeres valasztas

Egy néptancegyiittesnek 5 fia és 5 lany tagja van. Hanyféleképpen alkothatunk bel6liik
5 vegyes parost? Jelodlje be a j6 megoldast!

Segitség 1. lecke 4. onellen6rz6 feladat

Csak egy helyes valasz lehetséges:

() 252
() 120
() 240
() 14400

5. feladat - egyszeres valasztas
Egy vallalat a dolgozéinak belépdkartyat ad, melynek kédja a 0, 2, 4, 5, szamjegyek

egyszeri felhasznalasaval késziilt négyjegyi valédi szam. Hany 5-tel oszthaté van a
kiadott kédok kozott?

Segitség 1. lecke 5. 6nellenérzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()14
()24
()18
()10

6. feladat - egyszeres valasztas

Egy polcon 8 konyvet helyeziink el. A konyvek kozott 3 szétar van, amelyeket feltétlenul
egymas mellé szeretnénk tenni. Hanyféle sorrendje lehet a konyveknek ilyen médon?
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Segitség 1. lecke 6. 6nellenérzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()126
() 720
() 40320
() 4320

Megolddékulcs

y variacio - elemekbdl kivalasztas és sorba rendezés

fé|adat- permutacio - elemek sorba rendezése

kombinacio - elemekbdl kivalasztas, sorrend nem szamit
fzéladat: 720
f3éladat: 2
agat 120
?éladat: 10
?éladat: 4320

2. lecke. Ismétléses permutacioé

Az ismétléses permutacio abban kulonbozik az ismétlés nélkuli permutaciétol, hogy a sorba
rendezendé elemek kdzo6tt vannak egyformak (ismétlédéek) is.

Alkossunk példaul olyan 3 hosszusagu morze jeleket, amelyek 2 hosszu (=) és 1 rovid (-)
jelbdl allnak.
A lehetséges esetek:

Definicio:
Adott n elem, amelyek kdzo6tt vannak ismétlédéek (egyformak).
Legyen az “1 elembdl k1 szamu,

az “2elembsl *2 szamu,

az %7 elembdl ¥7 szamu.
igy tehat az elemek szama: kitkot.tky=n

Az ilyen médon megadott elemek egy meghatarozott sorrendjét az elemek egy ismétléses
permutaciéjanak nevezzik. Jeldlje az ismétléses permutaciok szamat az alabbi szimbdlum:
Pglkl’kg""k?’j

1. feladat
Melyikbél van tébb eset?
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a, 4 vizsgazoénak 4 kuldénbozb feladatsort osztunk ki (Példaul: A, B, C, D jelli feladatsorokat)

vagy

b, 4 vizsgazénak 1 db A jell és 3 db B jell feladatsort osztunk ki.

1. feladat megoldasa

a, Ismétlés nélkili permutacio: |
A 4 kilénbodzd dolgozat kiosztasanak dsszes lehetséges sorrendje: Pg=4=24

b, Ismétléses permutacio:
A lehetséges esetek:
ABBB BABB BBAB BBBA

Az ismétléses permutaciobol kevesebb van. Mivel magyarazhaté ez?

Cseréljik ki a 3 darab B jeli dolgozatot 3 kulénbdzére (B, C, D)!

Ismetleses AEEE EAEE EEAE EEEA
permutaciok

ABCD BEACD | BCAD | BCDA
Ismetlés ABDC BEADC | BDAC | BDCA
nélkili | 1 cgp CABD | CBAD | CBDA
permutaciok |, -~ CADEB | CDAE | CDBA
ADBC DABC | DEAC | DEBCA
ADCE DACE | DCAB | DCEBA

Lathato, hogy az esetek szama 31=6 -szorosara n6, ha a 3 egyforma dolgozatot kulonbozdre
cseréljuk, barki is kapja az A jel( feladatsort. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az ismétléses
permutaciok szama 1/6-része az ismétlés nélkulieknek, ha az elemek kdzott 3 egyforma van:

3,1)
o P( 1
Az 1 db A jelii és 3 db B jelii feladatsor ismétléses permutacidinak jeldlése: =~ 4

Az ismétléses és ismétlés nélkuli perrjr;utécié kozti kapcsolat:
3 a 1 (3,1) _+4_ 41

PR3 1=p Py =77=5i=4
4 % amelybsl © 4 3r—3!

2. feladat

Egy pancélszekrény zarjanak 9 jegyl kodjardl a betoréknek azt sikerult kideriteniuk, hogy 2
darab 1-es, 3 darab 3-as és 4 darab 6-0s szerepel benne. Hanyféle kdd johet szamitasba?

2. feladat megoldasa

Az(ismé;l(jdé szamjegyek miatt ez ismétléses permutacié. A lehetséges esetek szamat
2,34
F a e

9 szimbolummal jeldlhetjik.
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Az ismétl6d6é szamjegyeket kiilonbozére cserélve keressiink kapcsolatot az ismétléses
és ismétlés nélkili permutaciok szama kozott.

Kattintson ide a nagyitashoz!

2,3,4) _ g !
P, — 1260
Tehat —2i-30-41 kiilbnboz6 kdd lehetséges.

Altalanositsuk az el6zd feladatban kapott eredményt.
Tétel:
Adott n elem, amelyek kozott

az %1 elembsl ¥1 szamu,

az %2 elembél <2 szamu,

az %7 elembdl ©r szamu van.
Ekkor az elemek osszes Iehetseges sorrendjének szama:
P(k 1:k2: T‘)

kg O
Bizonyitas:

" s L . -

Ha a k1 szamu 1 elemet kiilénb6zére cseréljiik, akkor a tdbbi elem barmely rdgzitett
sorrendje esetén kit kulonb6z6 sorrendet kapunk. Igy az esetek szama a Jggl'—szorosara né. A
. Ve V74 ” . LLN L s 174 Vs ’ =7 Vs I r
tobbi ismétl6dd elemet is kulonbozbre cserélve a permutaciok szama rendre JEgg'—szorosara,...

|
Ky T:-szorosara n6. Az osszes ismétl6d6d elemet kiilonbdzdére cserélve az ismétlés nélkuli
permutaciokhoz jutunk.

Tehat az ismétléses és ismétlés nélkili permutacidk szama kézott az alabbi 6sszefliggés van:
plEpkake) ot oot e t=n !
m

amibdl atrendezéssel:

(kiy,kgpkr) — :
Pyt R o

3. feladat

Egy Ugyességi versenyen 11 f6s csapatok vesznek részt. Minden csapatbol 2 fének
csonakversenyen kell részt venni, 5 fének kunyhot kell késziteni, 1 fének fara kell maszni és 3
fének hidat kell acsolni. Hanyféleképpen oszthatok ki a feladatok a csapattagok k6zott?

3. feladat megoldasa

Képzeljuk el, hogy sorshuzassal dontik el, hogy ki milyen feladatot végezzen. Egy kalapba
betesznek

2 darab CS bett (csonak),

5 darab K betit (kunyho),

1 darab M bet(t (maszas),

3 darab H bet(t (hidépités).

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 16
Kodolanyi Janos Fdiskola


http://moodle.kodolanyi.hu/file.php/25/flash/valsz_2_2_flash.swf

A csapattagok egyesével huznak a betlkbdl. Annyiféleképpen oszthatok ki a feladatok a
csapattagok kozott, ahanyféle lehetséges sorrendje lehet a betiiknek. Ez 11 betl sorba
rendezése, amelyek kozott 2, 5, 1, 3 darab egyforma van, ezért

1
PO — st =27 720

Az anyaghoz kapcsoléddan nézze meg a Valdszinliségszamitas példatar 1. fejezetében
talalhaté 1.2 kidolgozott példakat és oldja meg a 1.15-19. feladatokat. A feladatok megoldasai
megtalalhatok a példatarban.

2. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - feleletvalasztas

Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:
- igaz
- hamis

Igaz vagy hamis?

Azonos szamu elem sorba rendezésekor mindig kevesebb lehet6ség van akkor, ha minden
elem kilénbdz6, mint akkor, ha vannak kéztik ismétlédéek is. (1).................

Ha az elemek kdzott van 2 egyforma és a tobbi kilonb6z8, akkor a permutaciok szama
kétszerese annak, mintha mind kilonb6z6 lenne. (2).................

Ha az elemek kozott van 4 egyforma és a tobbi kulonboz6, akkor a permutacidk szama
negyedrésze annak, mintha mind kalénb6zé lenne. (3).................

Ha az elemek kdz6tt van 3 egyforma és a tobbi kilonb6z8, akkor a permutacidk szama
hatodrésze annak, mintha mind kulonb6zd lenne. (4).................

2. feladat - egyszeres valasztas
Hanyféle 5 hossziusagu morzejel készithetd 2 rovid és 3 hosszu jelbdl?

Segitség 2. lecke 2. 6nellen6rzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()15
()10
()120
()12

3. feladat - egyszeres valasztas
Huasvétra 3 klilonb6z6 képeslapot vettink, az egyes fajtakbol rendre 2, 3 illetve 5
darabot. Hanyféleképpen kiildhetjik el 6ket 10 ismerésiinknek?

Segitség 2. lecke 3. onellendrzé feladat

Csak egy helyes valasz lehetséges:

() 1440
() 28350
() 2520
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() 3628800

4. feladat - egyszeres valasztas

Szabalyos dobékockaval 12-szer dobtunk, ebbél 3 darab egyes, 2 darab kettes, 4 darab
harmas, 2 darab négyes és 1 darab hatos volt.

Hanyféle sorrendben kovetkezhettek a dobott szamok egymas utan?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()8316
()576

() 831600
() 3685760

5. feladat - egyszeres valasztas
Hanyféleképpen olvashaté ki a MATEMATIKA sz6 az alabbi abrardl, ha a betlik
osszeolvasasakor csak jobbra vagy lefelé haladhatunk?

rEmMmHdr=
Hr=mdxr
——4r=m-d
A——dr=m
rPR—-r=

Segitség 2. lecke 5. onellen6rzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()24
()126

() 151200
() 3628800

Megolddékulcs

(1) - hamis
1. (2) - hamis
feladat: (3) - hamis

(4) -igaz

2.
feladat:

3

féladat: 2520

4

féladat: 831600

5

féladat: 126

3. lecke. Variacio

A variacié kulonb6zé elemek kozul adott szamu elem kivalasztasat és sorba rendezését
jelenti.
Célunk annak meghatarozasa, hogy hanyféleképpen tehetd ez meg.
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Példaul: hanyféleképpen lehet egy 10 f6s tarsasagbaol 3 f6t kivalasztani egy elndki, egy
elndkhelyettesi és eqgy titkari posztra? (A kulonb6zd tisztséggel a kivalasztottak kdzott egyben
egy sorrendet is felallitunk.)

A variacio lehet ismétléses és ismétlés nélkiili, attol figgéen, hogy a kivalasztasnal
megengedjuk-e, hogy az elemek tdébbszor is valaszthatok legyenek vagy sem.

1. Ismétlés nélkiili variacio
O<k < n

Adott 7 kilonbdz6 elem. Ezekbd| valasszunk ki & elemet(
csak egyszer valaszthato majd rendezzuk Oket sorba. Ekkor az ™ elem egy

,,,,,,

ugy, hoiy barmely elem
-adosztalyu

,,,,,,

jeloljuk.

1. feladat

5 kilénb6z6 szin felhasznalasaval hany haromszini zaszlo készithetd? (A zaszlo csikjai
legyenek kulénb6zd szinliek!)

1. feladat megoldasa

Vegyulk sorba, hogy az egyes csikoknal hanyféle szinbél valaszthatunk! Az elsé csik
szinezésénél 5 szinbdl valaszthatunk; a 2. csiknal csak a maradék 4 szinbdl; a 3. csikot mar

csak 3-féle szinnel szinezhetjuk. .
Tehat a lehetséges esetek szama: Vi=54-3= A= 60

[ h]

2. feladat

Egy rejtvénypalyazatra 100 helyes megfejtés érkezett. A megfejték kozott 10 kilonbozé
ajandékot (pold, kerékpar, fényképezdgép, ... autd) sorsolnak ki a megadott sorrendben.
Hanyféle eredménye lehet a sorsolasnak?

2. feladat megoldasa

A 100 megfejtébdl valasztanak ki 10-et. A kihuzottak sorrendje is szamit, mert nem azonosak
az ajandékok. (Az elsé kihuzott valészinlleg sajnalni fogja, hogy nem tizedikre huztak inkabb
ki.)

Az elsb nyertest 100 megfejtébdl, a masodikat 99-bél huzzak ki stb. A 10. huzasnal mar csak
91-bél sorsolnak, és végul 90 megfejtét nem jutalmaznak. Tehat a sorsolas lehetséges
kimeneteleinek szama:

10 _
V13, =100-99-98-..-91

Bovitsuk a kifejezést 90!-ral, ekkor a szamlalo értéke 100! lesz.
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100 !
80 !

V1%, =100-99.98-...91 =

3. feladat

Altalanositsuk a 2. feladatot! Egy rejtvénypalyazatra n helyes megfejtés érkezett. A megfejték
kozott k kilonbo6zé ajandékot sorsolnak ki.
Hanyféle eredménye lehet a sorsolasnak?

3. feladat megoldasa

Az el6z6 feladathoz hasonldan vizsgaljuk meg, hogy az egyes nyereményekre hany
megfejtébél sorsolnak.

Az els6 ajandékot 7, a 2.-at {”_1}, ... a k. ajandékot (n—k+1) megfeijtd kdziil sorsoljak ki.

Végul {n—ﬁg} olyan megfejté marad, aki nem kap ajandékot.

Tehat a sorsolas lehetséges kimenetelinek szama:

V&k&, =n{n—1)-(n—2)-..(n—k+1) = [ﬂi;;] !
k)!

Bévitstk a tortet %) val. Ekkor a szamlaléban 7! lesz:

L__m!
Vi =l—p) !

A 3. feladat végeredményét tétel formajaban is megfogalmazhatjuk.

Tétel:
Az T kilonbdzd elembsl % kivalasztasara és sorba rendezésére

VE=nn-1D-n-2..(n-k+1)= ﬂ;; ,
(n—k) ! lehetéség van, ha barmely elem legfeljebb

egyszer valaszthato.

2. Ismétléses variacio

Definicio:

Adott ™ kiildnbdzé elem. Valasszunk ki kdzilik % elemet ugy, hogy barmely elem tobbszor is
valaszthatd, majd rendezzuk 6ket sorba.

Ekkor az ™ elem egy k -adosztalyu ismétléses variaciojat kapjuk.

...... k()

Az T elem Osszes lehetséges k -adosztalyu ismétléses variaciojanak szamat = ™
szimbdélummal jeldljuk.

4. feladat

Egy 6 kérdésbdl allo teszt minden kérdésére 4 lehetséges valaszt adtak, amelyekbél csak egy
a helyes. Hanyféleképpen tolthet6 ki a teszt?

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 20
Kodolanyi Janos Fdiskola



4. feladat megoldasa

Minden kérdésnél 4 valasztasi lehetdség van. Az 1. és 2. kérdésre -4 =16 _féle valasz
adhatd, mert az elsé kérdés barmely valasza esetén 4-féleképpen adhaté valasz a 2.
kérdésre. Minden tovabbi kérdésnél az esetek szama a 4-szeresére nd. Tehat a tesztnek

6() _ 46 —
Ve =2 =909 hisnbozs kitsitése van.

5. feladat

Altalanositsuk az elézé feladatot!

Egy % kérdésbdl allo teszt minden kérdésére 7 lehetséges valaszt adtak, amelyekbdl csak
egy a helyes.

Hanyféleképpen tolthetd ki a teszt?

5. feladat megoldasa

Minden kérdésnél ™ valasztasi lehetéség van. Az 1. és 2. kérdésnél "1l = n? fgle lehetbség
adodik, mert az elsé kérdésre adott barmely valasz esetén, ™ -féle lehet a 2. kérdésre adott
valasz. Minden tovabbi kérdésnél az esetek szama az ™ -szeresére né.

VE @)=k

Tehat a tesztnek kulonbozé kitoltése van.

A feladat végeredményét tétel formajaban is megfogalmazhatjuk.

Tetel: .
e L Ak ko f e . . . VE @)= nk .y
Az T kulonbozé elembél + kivalasztasara és sorba rendezésére = lehetéség van,

ha barmely elem tobbszor is valaszthato.

6. feladat

Hany totdszelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy valamelyik szelvényen biztosan legyen 13
talalatunk? (Most a +1. sort nem vesszik figyelembe!)

6. feladat megoldasa

Minden mérk&ézésre haromféle tippunk lehet: 1, 2 vagy x.

13 (1) _ 413 _
igy az els6 13 sor VB 3 L 594 323 kulonb6z6 mdédon tolthetd ki.

Ezekbdl csak egy szelvényen van 13 talalat, ezért 1 594 323 totdszelvény kitdltése szukséges
ahhoz, hogy biztosan legyen 13 talalatunk.

7. feladat

Egy kockat feldobunk egymas utan 6tszor, a szamokat lejegyezzik a dobas sorrendjében.
Hany kuldonb6zd dobassorozatot kaphatunk?

7. feladat megoldasa

5 (2) _ g5 _
V =62=T776
Barmelyik dobasnak 6-féle kimenetele lehet, igy az 6sszesen =~ &
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dobassorozat lehetséges.

8. feladat

A magyar autok rendszamtablai 3 betlbdl és 3 szambdl allnak. A rendszamtabla készitéséhez
25 bet(it és 10 szamjegyet hasznalnak fel. A betlk és a szamok barmely ismétlédése
megengedett.

a, Hany autora elegend6 rendszam készithet6?

b, Hany olyan rendszam van, amely pontosan egy 4-es szamjegyet tartalmaz?

¢, Hany olyan rendszamtabla van, amelyben vannak ismétl6dé betlk?

8. feladat megoldasa

a, Minden betii 25-féleképpen, minden szamjegy 10-féleképpen valaszthaté meg. igy a 3 beti
Osszesen 253-féleképpen valaszthatd meg, ha a betlk barmely ismétlddése megengedett.

Barmely betti-harmashoz 102 =1000 szamharmas adhato. igy dsszesen
253-10°=15 625 000 rendszam adhat6 ki.

b, A 4-es szamjegy helye 3-féle médon valaszthaté meg. Vizsgaljuk meg el6szoér azt az
esetet, ha a 4-es az utolso helyre kerdl.

Kattintson ide a nagyitashoz!

Tehat a betliket 25-féleképpen, a 4-estdl kulonb6zé szamjegyeket 9-féleképpen lehet

megvalasztani. A 4-es szamjegy 3 helyre keriilhet. igy 5sszesen 3-253-81=3 796 875 gy 4-
es szamjegyet tartalmazo rendszam adhato ki.

¢, Az ismétl6dé betlt tartalmazd rendszamok szamat ugy is megkaphatjuk, ha az 0sszes
rendszambdl kivesszik azokat, amelyeknél minden betl kulonbozé (vagyis nincs ismétlédés).

Kattintson ide a nagyitashoz!

Tehat Gsszesen: 25°:108-25-24.23-103 =15 625 000—13 800 000=1 825 000 glyan
rendszamtabla van, amelyben nincsenek ismétlédé betlik.

9. feladat

4 szomszédos hazat akarunk befesteni. 6 kilonb6z6 szint hasznalhatunk fel, de a
szomszédos hazak nem lehetnek azonos szinliek. Hanyféleképpen festhetjik a hazakat?

9. feladat megoldasa

Haladjunk sorba a hazakon, é€s minden haznal ugyeljink arra, hogy a szine ne legyen azonos
a szomszedjaval.

Az elsé haznal meég 6 szinbdl valaszthatunk, de a tobbi haznal mar csak 5-bdl, mert nem
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festhetiiik az elétte 16v6 haz szinére. igy 6+5° = 750 szinsorrend lehetséges.

10. feladat

A 3-mal kezd6db hatjegyl telefonszamok kozott hany olyan van, amelyben van legalabb egy
5-0s szamjegy? (A telefonszamban a szamjegyek ismétlédhetnek.)

10. feladat megoldasa

A legalabb egy 5-0st tartalmazdkat ugy is megkaphatjuk, ha az 6sszes telefonszambal
kivesszuk azokat, amelyek nem tartalmaznak 5-0st.

Osszesen 105 db 3-mal kezd6dé telefonszam van, mert minden szamjegy 10-féleképpen
valaszthaté meg.
Az 5-6st nem tartalmazék esetében minden szamjegy 9-féleképpen valaszthato ki, igy ezek

szama: 9°,
Tehat az 5-6st tartalmazo telefonszamok szama: 10°—95 =40 951

Az anyaghoz kapcsoléddan nézze meg a Valoszinlségszamitas példatar 1. fejezetében
talalhaté 1.3-4. kidolgozott példakat és oldja meg a 1.20-25, 27-35. feladatokat. A feladatok
megoldasai megtalalhatok a példatarban.

3. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - szokitolteés
Irja fel az alabbi szorzatot tort alakban a faktorjelek felhasznalasaval!

10-9-8-7-6 =

SZAMIAIO: (1)-veeeereen

nevezo: (2)........ccccueee
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

2. feladat - egyszeres valasztas

Egy féiskola a 8 legeredményesebb tanuléjabdl valasztja ki azt a harmat, akik
osztondijjal 3 kilonboz6 kiilfoldi egyetemre mehetnek. Egy tanulé nem kaphat
tobb osztondijat. Hanyféleképpen oszthaték ki az 6sztondijak?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()512
() 40320
() 336
()21

3. feladat - egyszeres valasztas
Egy el6adéteremben 98 hely van, 58 didk vesz részt az el6adason. Hanyféleképpen
foglalhatjak el a helyeket?

Segitség 3. lecke 3. onellen6rzé feladat
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Csak egy helyes valasz lehetséges:

98!1.58!
()ﬂ
() 40!
( )9858
( )5898

4. feladat - egyszeres valasztas
Hanyféle dobassorozat johet létre, ha egy pénzérmét feldobunk 8-szor egymas utan?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()56
() 20160
() 256
()o4
5. feladat - egyszeres valasztas
A 4. feladat dobassorozatai koziil hany olyan van, amely 2 fejbdl és 6 irasbal all?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()28
()64
()56

()1

6. feladat - szokitoltés
Egy varosnak 3-sal kezd6dé hétjegyii telefonszamai vannak.

Hany eléfizetének tudnak igy vonalat biztositani? (1).................
Hany olyan telefonszam van, amelyben a szomszédos szamjegyek kulonb6z6ek?

A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

7. feladat - szokitoltés
Egy holgy mindig 3 kililonb6z6 gyiiriit visel, a gy(riiket sosem huzza a
hivelykujjaira.

Hanyféleképpen veheti fel 6ket, ha mindegyik gylrit mas-mas ujjara huzza fel?

A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

Megoldoékulcs

1. (1) - 10!
feladat: (2)- 5!

2.
feladat: 336
3. 98!
feladat: o
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4

féladat: 256
5.
feladat: 28
6 (1) - 1000000
féladat' (2) - 531441

) (3) - 984375
7 (1)-336

feladat:  (2)-512

4. lecke. Ismétlés nélkiili kombinacio

A kombinacio kulonb6zdé elemek kdzll adott szamu elem kivalasztasat jelenti (sorrendre valo
tekintet nélkul). Célunk annak meghatarozasa, hogy hanyféle kivalasztas lehetséges.

Példaul: hanyféleképpen tolthetd ki az 6toslottd szelvénye?

A kombinaci6 lehet ismétléses vagy ismétlés nélkiili, attdl figgéen, hogy a kivalasztasnal
megengedjuk-e, hogy az elemek tobbszor is valaszthatok legyenek vagy sem.

Definicio:
Adott 7 kilonbdz6 elem. Ezekbd| valasszunk ki % elemet (Dik < ﬂ) ugy, hogy barmely elem

csak egyszer valaszthato, és a kivalasztas sorrendje nem szamit. Ekkor az ™ elem egy k-
adosztalyu ismétlés nélkuli kombinaciojarol beszélunk.

k
Az ™ elem Gsszes K -adosztalyu ismétlés nélkuli kombinaciéjanak szamat C% szimbolummal
jeloljuk.
1. feladat

Egy aruhaz 2 raktarost szeretne felvenni. A hirdetésre 5 f6 jelentkezett (Andras , Béla, Csaba,
Dénes és Elemér). Hanyféleképpen valaszthato ki kozuluk a 2 raktaros?

1. feladat megoldasa

A jelentkezbknek azonos munkakort kell betdltenitk, igy nem kell kdztik sorrendet képezni.
Tegylnk a felvettek nevéhez + jelet, a tobbiek nevéhez — jelet.
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Andras | Béla | Csaba | Dénes | Elemer

1. + + - - -
2. + - + - -
3 + - - + -
4, + - - -

0. - + + - -
&, - + - + -
7. - + - - +
. - - + + -
9. - - + - +
10. - - - + +

A lehetséges eseteket 2 darab + ¢és 3 darab — jel 6sszes lehetséges sorba rendezésével
kaptuk.
A feladatot az ismétléses permutaciora vezettlk vissza, ahol az elemek kdzott 2 illetve 3 darab

2_p(33)__ 51
 tmx : 3} . CeE=Py ' = =10
ismétiéds van. Igy az 6sszes lehetséges eset:  » 5 20-31

2. feladat

Altalanositsuk az 1. feladatot.
Egy aruhaz K raktarost szeretne felvenni. A hirdetésre 7 f6 jelentkezett.
Hanyféleképpen toltheték be az allasok?

2. feladat megoldasa

A kivalasztott jelentkez6k mellé +, a tobbiek mellé - jelet irva egy jelsorozatot kapunk, amely
k darab t és (n—k)

darab — jelbdl all. Az dsszes lehetséges kivalasztast a k darab T és
az {n—k} darab — jel ismétléses permutacioi hatarozzak meg.

E_plkn—k__ =nt!
Ca=Fy =% T (k) !
(%)
Az ismétlés nélkuli kombinaciok szamanak jeldlésére bevezetjuk az alabbi szimbolumot:

(B)=rrian
kto(n—k) ! (Olvasd: n alatt a k)
A 2. példa végeredményét tétel formajaban is megfogalmazhatjuk.

Tétel:
Adott T kuldnb6zd elem, amelybdl K kilonbdzé elemet valasztunk ki a sorrendre valo tekintet
nélkul. Ekkor az 0sszes lehetséges ismétlés nélklli kombinacié szama:

k=i i=A)

3. feladat

Hanyféleképpen tolthetd ki az 6tds lottd szelvénye?
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3. feladat megoldasa

A jatékosoknak 5 szamot kell a szelvényen kivalasztani, €s a kivalasztott szamokat nem kell
sorba rendezni. (Pl.: Nem kell eltalalni, hogy milyen sorrendben fogjak 8ket kihdzni.) igy
ismétlés nélkuli kombinaciordl van sz6.

- 90 szambdl valasztunk, ezért n = 90;

- 5 szamot kell kivalasztani, sorrendre valé tekintet nélkil, ezért k=5
5 S0 ap ! 90-89-88-87-86
c :( ): _ — 43 949 268
Tehat ~90 T\ 5/T5 185! 5!
Otos lottonak.
Maskepp megfogalmazva: ennyiféle kimenetele lehet a sorsolasnak.

lehetséges kitoltése van az

4. feladat

Egy f6iskolan 25 hallgatot jeldltek 6sztondijra, de csak harmat valaszthatnak ki k6zullk a
kulfoldi tanulmanyi utra.
Az alabbi esetek kdzil melyikben van tébbféle 6sztondijkiosztasi lehetéség, és hanyszor tébb:

a, ha a hallgatok azonos helyre nyerik az 6sztondijat,

vagy

b, ha a 3 tanuld 3 kulonb6zé helyre megy?

4. feladat megoldasa

Ha a hallgatok azonos helyre mennek, akkor csak kivalasztas van sorrendre valo tekintet
nélkul. Ha viszont kilonb6z6 helyre mennek, akkor nem csak kivalasztani kell 6ket, hanem
sorba is kell 6ket rendezni (beosztani a kulonb6z6 helyekre).

Kattintson ide a nagyitashoz!

3 (95 05 !
¢ =( )=—=2300
a, Ismétiés nélkiili kombinacio: ~ 25 W3/ 3 1. 22!

o]

Vi =25-24-23

13 800

b2

5!
b, Ismétlés nélkiili variacio: 2!

Lathatd, hogy variaciobdl 3!-szor tdbb van mint kombinaciobdl, mert nem csak kivalasztani
kell a hallgatdkat, hanem sorba is kell 6ket rendezni.

5. feladat

Egy szintarsulat 4 néi és 3 férfi szerepre statisztakat keres. A hirdetésre 8 n6 és 9 férfi
jelentkezett. Hanyféleképpen valaszthatok ki a szerepl6k?
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5. feladat megoldasa

4: = (8) = IB - 1 = TD
A nék kivalasztasara  © 4 040 -féle lehet6ség van, a férfiakéra
1
c§=(§)=gr-5i=84

Barmely 4 néi szerepléhdz 84-féle médon valaszthaté 3 férfi szereplé. igy dsszesen

(§)(3)=rosa=s880
-féle valasztasi lehet6ség van.

6. feladat

Egy iskolak kozotti varosi kosarbajnoksagra 18 csapat nevezett be. Minden csapat minden
csapattal egyszer jatszik. Hany mérkézést kell lejatszani?

6. feladat megoldasa

Mind a 18 csapat 17 masik csapattal jatszik. Ez 18-17 =306 merkszés lenne, de minden
mérkdzést kétszer szamoltunk meg (mindkét ellenfélnél), ezért ezt a szamot osztani kell
kettovel.

Tehat a mérk6zések szama: 153.

Ehhez az eredményhez akkor is eljutunk, ha megnézzik, hogy a 18 csapatbdl hanyféleképpen
oL 8y _ 18! _18-1?_153
I8—yv2,/—2!'-16'" 2 —

lehet kett6t kivalasztani:

7. feladat

Egy 12 f6bél allé munkacsoport tagjaibol egy 2 f6s, egy 4 f6s és 2 darab 3 f6s csoportot kell
alkotni kilénb6z6 munkak elvégzésére. Hanyféleképpen alakithatdk ki a csoportok?

7. feladat megoldasa

Valasszuk ki sorban az egyes csoportokba a tagokat!
Kattintson ide a nagyitashoz!

Tehat az 6sszes kivalasztasi lehet6ség:
1 1 1 1
(122)'(1-[43)'(3)@):2 FHgrat e og =T g T = 207 200

)
=1
Megjegyzeés: 3 fo6bdl 3-at kivalasztani nyilvanvaléan egyféleképpen lehet, ezért (3 .

3) Y

Definici6 szerint a (3 3 10! Ez akifejezés akkor ad csak 1-et, ha a 0' = L. Allapodjunk
meg tehat abban, hogy a 0! ertékét 1-nek tekintjuk!

ot=1

A definiciobdl kévetkezik, hogy barmely pozitiv egész " -re

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 28
Kodolanyi Janos Fdiskola


http://moodle.kodolanyi.hu/file.php/25/flash/valsz_4_4_flash.swf

(3)=(8) ==t

Vagyis n elembdl ™ -et is és 0-at is egyféleképpen lehet kivalasztani.

Az anyaghoz kapcsoléddan nézze meg a Valoszinlségszamitas példatar 1. fejezetében
talalhaté 1.5. kidolgozott példakat és oldja meg a 1.39, 40, 42, 43, 44, 47, 49. feladatokat. A
feladatok megoldasai megtalalhatok a példatarban.

4. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - szokitoltés
(%)
Melyik torttel egyenlo: 8/2

A szamlalot és a nevezét a faktorialisokkal fejezze ki!

SZAMIAIG: (1).rvereeeen,

nevezoé: (2).....ccccvuuee.
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés
A piacon egy arusnak 15 dinnyéje van, amelybél 3 dinnyét vasaroltunk.

Hanyféleképpen valaszthattunk a gyimaolcsokbdl? (1).................
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

3. feladat - egyszeres valasztas
A buszjegyre 9 négyzet van felrajzolva 3-X 3 -as elrendezésben. A buszjegy kezel6
automata ezen 3 lyukat ut. Hanyféle jegylyukasztas lehetséges?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()729
()48
()504
()84

4. feladat - feleletvalasztas

Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:
-A
-B

Egy rejtvénypalyazatra 85 helyes megfejtés érkezett. A megfejtok kozott 5 ajandékot
sorsolnak ki. Melyik esetben van tobb dijkiosztasi lehetéség és hanyszor tobb?

A - Ha a dijak egyformak.
B - Ha a dijak kilénbdzéek.

AZ) (1), eset (2)............... -5z0rosa a(z) (3).....cevvvvvnnnne esetnek.

5. feladat - egyszeres valasztas
Hanyféleképpen lehet az 6tos lottot kitdlteni tgy, hogy 2 ottel oszthato legyen a szamok
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kozott?

Segitség 4. lecke 5. 6nellenérzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

() 59793

() 14048100

()987770

() 9124920
6. feladat - egyszeres valasztas
Egy kézilabdaversenyre 12 csapat nevezett be. Minden csapat minden csapattal egyszer
jatszott. Hany mérko6zést kellett lejatszani?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()144
()24
()132
()66

7. feladat - szokitoltés
Egy fogadason mindenki mindenkivel kezet fogott, igy 6sszesen 120 kézfogas volt.
Hanyan vettek részt a fogadason?

Segitség 4. lecke 7. onellen6rz6 feladat

A fogadason résztvevoék szama: (1).................
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

Megolddkulcs

1. (1) - 32!
feladat: (2) - 81*24!

2

feladat: (1) - 455
3.

feladat: 84

4 ) 120
feladat: (3)-A
. 9124920
feladat:

6.

feladat: 66

7.

feladat; (1)-16

5. lecke. Ismétiéses kombinacio

Adott 7 kilonbdz6 elem. Valasszunk ki koziiliik % elemet ugy, hogy barmely elem tobbszor is
valaszthatd, de a kivalasztas sorrendje nem szamit. Ekkor az ™ elem egy & -adosztalyu
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ismétléses kombinacidjat kapjuk.

.. e o ok
Az T elem 0sszes lehetséges * -adosztalyu ismétléses kombinaciodinak szamat ~ »
szimbolummal jeldljuk.

1. feladat

Egy fagyizoban 3-féle fagyi kaphaté (csoki, citrom, eper). Egy 4 gombdécos fagyit rendellink.
Hanyféleképpen rendelhetlnk, ha egy fajtabdl tobb is valaszthatd?

1. feladat megoldasa

irjunk annyi + jelet, ahany csokist valasztunk, és irjunk utana egy 0-at. Majd irjunk annyi +
jelet, ahany citromost valasztunk, és ismét irjunk egy 0-at. Végul irjunk annyi + jelet, ahany
eprest valasztunk. A 0-ak az elvalasztojel szerepét téltik be. igy minden esetben 4 darab + és
2 darab 0-bdl allé jelsorozatunk van.

irjuk fel az 6sszes lehetséges valasztasi lehetéséget:

csola citrom eper
1. [++++ 0 0
2. 0 ++++ 0
3. 0 0 ++++
R )
5.0 +++ |0 0 +
0. + 0 +++ 0
7. 0 +++ 0 +
S. + 0 0 +++
9. 0 + 0 +++
10 7FY o A+ o
11. + + 0 0 ++
12 0 + + 0 + +
B+ + o+ o+
14. + 0 ++ |0 +
15. + 0 + 0 ++

4 darab T jel és a 2 darab 0O lehetséges sorrendjeivel elballitottuk az 0sszes rendelési
lehetbséget. A feladat az ismétléses permutaciora vezethetd vissza, ahol 6 elembdl 4, illetve 2
azonos.

63&} Pgi’gj — L _ 56 _

2. feladat

Altalanositsuk az 1. példat!
Egy fagyizoban 7 -féle fagyi kaphatd, amelyekbdl egy k gombaocos fagyit rendeliink.
Hanyféleképpen rendelhetlink, ha egy fajtabol tobb is valaszthatd?
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2. feladat megoldasa

Mindegyik fajtahoz tegyunk annyi + jelet, ahanyat valasztottunk bel6le. Valasszuk el 0-val a
+ jeleket egymastdl az 1. példaban megadott médon. igy k darab T jelbdl és (ﬂ’_l) darab 0-

badl allo jelsorozatokat kapunk. Kulonbozd jelsorozatokhoz kulonb6zd kivalasztasok tartoznak.
Az Osszes lehetséges esetet a + jelek és 0-ak ismétléses permutacioi adjak. Osszesen

(k+n—1) jelet rendeziink sorba, amelyek kézott X darab illetve (-1

kG _ plkn—1)_ Gtn—)t  (nik-1
CﬂU_P(k-I—n—lj_k I (n—1) !_( k )

darab ismétl6dd van:

A 2. példa eredményét tétel formajaban is megfogalmazhatjuk:

Adott ™ kilonboz6 elem, amelybdl k elemet valasztunk ki ugy, hogy barmely elem tobbszor
is valaszthatd, de a sorrend nem szamit.
Ekkor az 0sszes lehetséges kivalasztas (ismétléses kombinacid) szama:

D) ntk-1
cwo ()

3. feladat

Egy cukraszdaban 8-féle sitemény kaphato. Egy szuletésnapi bulira 20 siteményt rendellnk.
a, Hanyféleképpen rendelheték meg a sitemények?

b, Hanyféleképpen rendelhetlink, ha minden stiteménybdl valasztunk legalabb egyet?

3. feladat megoldasa

a, A sutemények kivalasztasanak sorrendje nem szamit, de barmelyikbdl tobb is valaszthato.
Ezért ismétléses kombinaciordl van szé. (Vegylk észre, hogy nem megoldhaté a feladat, ha
mindSen fajtabdl legalabb egyet akarunk valasztani.) 8-féle suteménybdl valaszthatunk, ezért
n=2u:

20-szor valaszthatunk, ezért & = 20,

Tehat az ismétléses kombinaciok szama:

20(2) _ {84201\ _/o7N_ _27 '
Cq —( 20 )=\%0)=71 551=888 030

b, A feladat feltételét gy tudjuk teljesiteni, hogy el6sz6r mind a 8 stiteménybdl vesziink egyet.
A hianyzo 12 sutemeényt tetszélegesen valaszthatjuk ki a 8-félébdl. Igy olyan ismétléses

kombinﬁciéra vezetjuk vissza a feladatot, ahol 8-félébél valasztunk 12 darabot ismétléssel:
n==8 k=12

12(:) _ (8+12-1 _(19)_ 19!
Tehélt{?8 _( 12 =113 =131 7 1=>50 388

a lehetséges kivalasztasok szama.

Az anyaghoz kapcsoléddéan nézze meg a Valdszinlségszamitas példatar 1. fejezetében
talalhaté 1.6. kidolgozott példakat és oldja meg a 1.53-55. feladatokat. A feladatok megoldasai
megtalalhatok a példatarban.
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5. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - székitoltés
Egy élelmiszerboltban 5-féle izesitési joghurtot lehet kapni. Egy alkalommal 3 doboz
joghurtot vasarolunk. Hanyféleképpen tehetjiuk ezt meg, ha...

kldnbdz6 izesitésl joghurtokat veszunk, (1).................

a joghurtok k6zott lehetnek azonos izesitésliek is? (2).................
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

2. feladat - parositas
Egy 12 f6s kollektivaban 3 jutalmat osztanak szét. Parositsa ossze a feladat részeit
a megfelel6 kombinatorikai fogalommal!

Parositsa 6ssze a megfeleld elemeket:

ismétles nélkiili variacio A jutalmak kiildnbozdek, és egy személy legfeljebb egyet

kaphat.
ismétléses variacio A jutalmak azonosak, és egy személy legfeljebb egyet kaphat.
ismétléses kombinacié A jutalmak azonosak, és egy személy tobbet is kaphat.
ismétlés nélkili kombinacio A jutalmak kiilénb6z6ek, és egy személy tobbet is kaphat.

Megolddkulcs
1. (1)-10
feladat: (2)-35

A jutalmak kilénbdzbek, és egy személy legfeljebb egyet kaphat. - ismétlés nélkiili variacio
2. A jutalmak azonosak, és egy személy legfeljebb egyet kaphat. - ismétlés nélkuli kombinacio
feladat: A jutalmak kiilénb6zbek, és egy személy tdbbet is kaphat. - ismétléses variacio

A jutalmak azonosak, és egy személy tobbet is kaphat. - ismétléses kombinacié

6. lecke. A kombinatorika alkalmazasai (kiegészité anyag)

1. A binomialis tétel

n
A binom kéttagu kifejezést jelent. Célunk, hogy tetszéleges pozitiv egész ™ -re az {a—i_b:'

kéttagu kifejezést polinomma alakitsuk. Kézépiskolai tanulmanyokbdl ismert, hogy
{a—I—b}E —a21b%19ab

1. feladat

(@-+b)°

Alakitsuk polinomma az kifejezést!
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1. feladat megoldasa

Az (@+5)° felithato (@ F0)-@+8)-@+) giakpan. A szorzast tgy is elvégezhetjiik, hogy minden
zarojelbdl kivalasztjuk az 2-t vagy a b-t, és a kivalasztottakat 6sszeszorozzuk (pl.: @-@-& ha
minden zardéjelbdl az &-t valasztjuk).

Ezt a kivalasztast és 0sszeszorzast minden lehetséges mddon elvégezzuk, és a kapott 3
tényezGs szorzatokat 6sszeadjuk.

A szorzétényezOket hagyjuk most meg a kivalasztas sorrendjében.

Kattintson ide a nagyitashoz!

3 _ 2973
A kifejezés polinomma alakitasa: (a-+b)” = a343a2b+3ab"+b

2. feladat

4
Alakitsuk polinomma az (a’—i'b) kifejezést!
2. feladat megoldasa
Minden tag 4 szorzo6tényezdbdl all, mert mind a 4 zardjelbél kell egyet valasztani (példaul

a-bba = a2-b ).

A tagok egyutthatoit ismétlés nélkuli kombinacio segitségével hatarozzuk meg. Példaul a?-p?
tagbdl annyi van, ahanyféleképpen a 4 zardjelbdl kivalaszthato 2 (ahonnan a b szorzok

szarmaznak). Ez 2 lehetdseget jelent. (Az & szorz6k a maradeék zarojelekbdl
szarmaznak, ezeket mar nem kell kivalasztani.)

Kattintson ide a nagyitashoz!
NN R I o
Tehat a kifejezés polinomma alakitasa:

(@+b)* = (@+b)-(a+b) (a+b)-(a+8) =
—g4 +(‘%)a351+(%)a253+(§)a153+b4 = a4 +4a3bl +6a2b2 444103 4%

3. feladat

n
Végezzik el az {"H—b} kifejezés polinomma alakitasat, ahol n tetszéleges pozitiv egész
szam!

3. feladat megoldasa

Ismét irjuk fel a lehetséges tagokat.
Adjuk meg a tagok egyutthatoit a kombinaciok segitségével.

(A kivalasztasnal most is b szorzok szamat figyeljuk.)

A feladat megoldasaval a binomialis tételhez jutottunk.
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m
A (G&—I—j:l kifejezés polinomma alakitasa (™ pozitiv egész szam):
(a+b) =(a+b)latd) ... (atb)-(atb)=
— (S).Gﬂ +(T).Gﬂ—lbl+(§*).aﬂ—%3 +___+(i_1).albﬂ—1_|_(g).b”

n 1
= = ]_
A 4. leckében leirtak szerint a (D) (ﬂ') , igy az els6 és utolso6 tag egyutthatdja mindig 1.

Specialis esetek:

(a+5)° =1

(r;;—I—b)l =a+b

T
k

A binomialis tételben szerepl6 tagok ( ) alaku egyutthatoit binomialis egyutthatéknak

nevezzik.

4. feladat

5
g
Végezziik el a (22+42) kifejezés hatvanyozasat!

4. feladat megoldasa

— a2
Alkalmazzuk a binomialis tételt az =5, ¢ =2z ¢ 0 =Y helyettesitéssel!

= (§) @ +(2) ot (1) +(B) =P (3 +(§) o (2 +(d) =1 ()
HE) (v =

— 95,45 _|_5.24.;p'i.yE_H[j.23.$3.y4+10.22.$2.y6 +5-2-z-yB4yll =
—39.15 +gg.$4.y2+gg.x3.y4 —|—4D-:J:3-y5—|—1[]-a:-y3—|—ym

5. feladat

k)
Végezzuik el az {ﬂ_b} kifejezés polinomma alakitasat, ahol az n tetszéleges pozitiv egész
szam!

5. feladat megoldasa

n m
Az {a—b} kifejezés 0sszeg hatvanyozasaként is felirhato: (a_i_(_b)) :

A feladat megoldasa igy visszavezethetd a binomialis tételre, ha a b helyére I:_'E':'-t
helyettesitink:
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= (E)-aﬂ—(Tf)-an—lbl+(E)-aﬂ—352—(%)-a“—353+(E)'ﬂ”_4b%+---+(—1jﬂ(ﬁ)'bn

Megfigyelhetjik, hogy a binomialis kifejtés tagjai valtakozo elbjellel kovetkeznek egymas utan.

Az els6 tag mindig pozitiv. Az utolso tag paratlan hatvany esetén negativ, paros hatvany
esetén pozitiv.

6. feladat

Végezziik el a (= _“@)3 kifejezés hatvanyozasat!

6. feladat megoldasa

(:E‘—&)B = :1:3—3-,1:2-&—#3-1:-(&)2—(&)3 =23 -3V2-2246-2-2-V2
7. feladat

(,:1:'_3 yE)B?
27 12
Hatarozzuk meg \¥° * kifejezés binomialis kifejtésének 56. tagjat!

7. feladat megoldasa

2]

a = b_ y_ﬁ
. T , y s _ - — .2
A binomialis tétel alkalmazasanal n =87 , , Te

'ﬂlH
b3

A b-t csak 55. hatvanyra kell emelni, mert binomialis kifejtés az els6 tagjaban bo. hatvanyon
szerepel, és utana minden tagban eggyel n6 a kitevdje.

BE" ) - @EE-- @
2 T2 - TG 110 — T T pld
Az 56, tag: \>5/ \¥ x 55 ) 'y64 x 55/ %

2. Binomialis egyiitthatok és tulajdonsagaik

A kildnb6z6 n értékekhez ':ﬂ =0, 1 2 :' tartozé binomialis egyutthatokat a un. Pascal-féle

haromszogben helyezhetjik el.
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Fascal haromszag

Binomialis egyutthaték tulajdonsagai:

2.1 Szimmetria-tulajdonsag

(%)=(a"%)

Bizonyitas:
n !
Definicié szerint az egyenléség mindkét oldala k'l (n—k) '
5% _ 15
Példaul: 2/7\3 . Ezt szemléletesen is belathatjuk. 5 elembdl 2-t kivalasztani pontosan

annyiféleképpen lehet, mint ahanyféleképpen donteni arrdl, hogy melyik 3-at ne valasszuk.
A szimmetria-tulajdonsag miatt a Pascal haromszog szimmetrikus.

2.2 Osszegtulajdonsag

(B+()=(3)

Bizonyitas:

(Definicioval bizonyithatd!)

Ez azt jelenti, hogy a Pascal-féle haromszog elemei egyenlék a felettik 1évo két elem
Osszegevel.

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 37
Kodolanyi Janos Fdiskola



2.3 A binomialis egyutthatok 6sszege
(VD) +(E ot (o)1) =2

Bizonyitas: n
Ha az {H_l:' kifejezésre alkalmazzuk a binomialis tételt, akkor éppen a fenti allitashoz

jutunk.
Ez azt jelenti, hogy a Pascal-féle haromszog barmely soraban |évé elemek dsszege egyenld

2-nek a megfelel6 hatvanyaval.

2.4 A binomialis egyutthatok valtakozo eldjellel valé 6sszeadasa
() (1) +(3)~(B) " () =0

Bizonyitas: "
Ha az ':1_1:' kifejezésre alkalmazzuk a binomialis tételt, akkor éppen a fenti allitashoz
jutunk.

Ez azt jelenti, hogy a Pascal-féle haromszog barmely soraban lévé elemeket valtakozo
el6jellel 6sszeadva 0-t kapunk.

6. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - szokitoltés
88

Melyikkel egyenld (23) az alabbiak koziil?

A. B. C.

(%) (&)

Megoldas: (1)...........c....
A helyes valaszt a megoldékulcsban talalja!
2. feladat - szokitoltés

3 3
Hatarozza meg az (35 —I—Sy} kifejtésének hianyzé egyutthatoit!

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!
3. feladat - szokitoltés

4
Hatarozza meg az (@—b) kifejtésének hianyzé eldjeleit és egyiitthatoit!
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A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

Megolddkulcs
1

foladat: ~ (1-C
2 (MH-9
feladat; g; g;
(1)--
(2)-4
3 (e
feladat: (5) -
(6)-4
(7)-+

l. fejezet. Gyakorlo feladatok

1. feladat - leiras
1.

Egy kirandulason négyen vettek részt, és 8 fényképet készitettek. A fényképek
eléhivasa utan

a. hanyféle sorrendben nézhetik meg a képeket?
b. hanyféleképpen osztozkodhatnak a képeken, ha mindenki 2 képet kap?

c. hanyféleképpen osztozkodhatnak a képeken, ha a kiosztasra nincs semmilyen kikotés
(akar egy személy is kaphatja mindet)?

Megoldas

2. feladat - leiras
2.

Egy nyelvvizsga bizottsag el6tt 8 hallgaté vizsgazik egy nap (5 fia és 3 lany).
a. Hanyféle sorrendben vizsgazhatnak?
b. Hany olyan sorrend képzelhetd el, ahol az elsé és utolsé vizsgazo fiu?

c. Hany olyan sorrend képezhet6, ahol a fiuk egymas utan kovetkeznek (a lanyoknak
nem feltétlen kell egymas utan kévetkezniuk)?

Megoldas
3. feladat - leiras
3.
Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 39

Kodolanyi Janos Fdiskola


http://moodle.kodolanyi.hu/file.php/25/letoltheto/megoldasok/I. fejezet_2. feladat_megold.doc
http://moodle.kodolanyi.hu/file.php/25/letoltheto/megoldasok/I. fejezet_1. feladat_megold.doc

Egy tudomanyos tarsasagnak 15 tagja van. EIn6kot, elndkhelyettest és titkart
akarnak valasztani.

Hanyféleképpen oszthatjak ki a tisztségeket, ha egy személy legfeljebb egy feladatot

lathat el?

Megoldas

4. feladat - leiras
4.

Karacsonykor 8 kiilonb6z6 ajandékot csomagolunk be 3-féle csomagolépapir
felhasznalasaval.

Hanyféleképpen tehetjik ezt meg?

Megoldas

5. feladat - leiras
5.

Egy féiskola minden hallgatéja kap egy 6 karakterbdl allé kédot. A kéd karaktereit
36 betiibdl és 10 szamjegy kozil valasztjak ki. (Barmelyik karakter lehet betii vagy
szam.)

a. Hany olyan kod van, amelyben a karakterek nem ismétlédnek (sem a szamjegyek,
sem a betlk)?

b. Hany olyan kéd van, amelyben pontosan 2 szamjegy talalhato és a karakterek nem
ismétlédhetnek?

c. Hany olyan kéd van, amelyben a karakterek ismétlédhetnek?
d. Hany olyan kéd van, amelyben van legalabb egy x beti (a karakterek

ismétlédhetnek)?

Megoldas

6. feladat - leiras
6.

Hanyféleképpen lehet a lottészelvényt kitolteni ugy, hogy
a. csak paros szamot jeldllink be?

b. tdbb paros szamot jeldllink be, mint paratlant?

Megoldas

7. feladat - leiras
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7.

Egy 14 tagu bizottsagnak egy fontos ugyben kell dontést hoznia. A tagok igennel,
nemmel és tartézkodassal szavazhatnak. A tagok szavazatait sorba leirjuk.

a. Hanyféleképpen szavazati sorrend alakulhat ki?

b. Hanyféleképpen képzelhet6 el, hogy a szavazatok kdzott 8 igen, 4 nem és 2
tartézkodas van?

Megoldas

Megolddkulcs

1

. o
feladat: Id. a feladatnal!

2. ,
!
feladat: Id. a feladatnal!
o Id. a feladatnal!
feladat: : !
. Id. a feladatnal!
feladat: : !
> Id. a feladatnal!
feladat: : !
> Id. a feladatnal!
feladat: : !
5 Id. a feladatnal!
feladat: : !
Bevezeto6

Mi torténik, ha 1,25 m magasrol leejtink egy labdat?
0,5 masodperc mulva fog foldet érni. Akarhanyszor elvégezhetjik a kisérletet, foldi
korulmények kozott mindig ezt fogjuk tapasztalni.

Mi torténik, ha elguritunk egy dobokockat? Melyik oldala lesz felul, amikor megall?
Erre a kérdésre mar nem tudunk egyértelm( valaszt adni. Hat lehetséges eset johet
szamitasba. Az szoktuk mondani, hogy a véletlenen mulik, hogy melyik fog bekdvetkezni.

De valéban a véletlenen mulik ez?

Gondoljunk bele, hogy a tudomany mar képes arra, hogy meghatarozza egy trrepulégép
kezdeti sebességét és mas kezdeti feltételeket ugy, hogy pontosan a Holdra vagy a Marsra
érkezzen vagy mas el6re meghatarozott feladatot hajtson végre. Egy kocka pedig
megoldhatatlan feladvany lenne? Nyilvan nem. Ha ismernénk tobbek kozt a kocka kezdeti
sebességét és elhajitdsanak szogét, nyilvan ez is elére meghatarozhaté lenne. Szerencsére a
kezdeti feltételek (sebesség, hajlasszdg stb.) mindig masok, kilénben mi is lenne a
szerencsejatékokkal?

Akkor hat mi is az a véletlen?
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Véletlennek mondhat6 egy strand napi bevétele is. Két egyforman forré napon sem lesz
ugyannyi a bevétel, mert a bevételt a hdmérsékleten kivil biztosan egyéb tényezék is
befolyasoljak (pl.: egy hirtelen zapor vagy egy izgalmasnak igérkezé meccs a tévében...).
Ezek mindegyikét nem tudjuk figyelembe venni, nem is ismerhetjuk meg mindegyiket.

A fenti egyszer( példabdl Iathatd, hogy a véletlen jelenségnek is oka van. A problémat az
okozza, hogy a figyelembe vett vagy figyelembe veheto feltételek 6sszessége nem
hatarozza meg egyértelmiien a jelenség kimenetelét.

Azokat a jelenségeket, amelyeknek azonos feltételek mellett tobbféle kimenetele lehet
sztochasztikus (véletlen) jelenségeknek nevezzik.

llyen jelenség tehat a mar emlitett kockadobas, egy készllék élettartama, egy hivatalba adott
id6 alatt beérkez6 telefonhivasok szam stb..

A jelenségek masik korét tehat azok alkotjak, amelyek azonos korulmények kozott mindig
ugyanugy zajlanak le, igy a jelenség kimenetele elére meghatarozhat6. Ezeket a
jelenségeket determinisztikus (meghatarozott) jelenségeknek nevezzik.

llyen jelenség példaul a mar emlitett szabadesés, a bolygdok mozgasa, holdfogyatkozas,
napfogyatkozas. (Ha jobban belegondolunk, a fenti jelenségek is a tudomany fejlédésével
valtak determinisztikus jelenségekké. A napfogyatkozast példaul nem tudtak mindig elére
megjoésolni.)

A valésziniliségszamitas a véletlen jelenségekkel foglalkozik. Ezek kdzul is csak azokkal,
amelyek tomegjelenségek, azaz azonos korulmények kozott akarhanyszor megismételhetok.

Tavlati feladatunk az, hogy a véletlen tomegjelenségek torvényszeriségeit feltarjuk.

7. lecke. Eseményalgebra 1.

1. Jelenségek csoportositasa

A valészinliségszamitas szempontjabdl a jelenségeket két csoportra oszthatjuk:
determinisztikus (meghatarozott) jelenségek
sztochasztikus (véletlen) jelenségek

A determinisztikus jelenségek azonos korulmények kdzott mindig ugyanugy mennek végbe,
azaz a jelenség kimenetele elére meghatarozhato.
Példaul: szabadesés.

A sztochasztikus vagy véletlenszeri jelenségeknek azonos koriimények kozott tobbféle
kimenetele is lehet. Nem tudjuk, hogy a lehetséges kimenetelek koézil melyik fog
bekovetkezni, mert a figyelembe vett vagy figyelembe vehet6 feltételek 6sszessége nem
hatarozza meg egyértelmien a jelenség kimenetelét.

Példaul: kockadobas, lotton kihuzott szamok stb.

A valészinlségszamitas a véletlen tdmegjelenségek vizsgalataval, térvényszeriségeivel

foglalkozik.

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 42
Kodolanyi Janos Fdiskola



Tomegjelenség: azonos korulmények kozott akarhanyszor megismételhetd.
Véletlen kisérlet: a véletlen tdmegjelenség eléidézése és medfigyelése.
Esemény: a véletlen jelenség valamely lehetséges kimenetele

A kisérleteknél meg kell hataroznunk, hogy mit tekintiink lehetséges kimenetnek, azaz minek
a megfigyelését végezzik. Példaul egy irodaban figyeljik az egy ora alatt érkezé ugyfelek
szamat.
A lehetséges kimenetelek szama lehet:

véges (dobokockaval dobott értékek)

végtelen (egy céltabla pontjainak szama)
Az eseményeket nagy betiikkel jeloljlik. Példaul:

A : a kockaval harmast dobtam

B alottén csak paros szamokat hiztak ki

2. Események csoportositasa

1. Elemi esemény, amely csak egyféleképpen kdvetkezhet be.
Jele: B
Példaul: £ a kockaval harmast dobtam

2. Osszetett esemény, amely tébbféleképpen is bekdvetkezhet (tobb elemi eseményt
tartalmazg
Példaul: & a kockaval parosat dobtam (azaz 2-est, 4-est vagy 6-ost)

3. Lehetetlen esemény, amely az adott kérilmények kdzott nem kdvetkezhet be.

Jele:
Példaul: A magyar kartyabdl egyszerre kihuzott 5 lap mindegyike asz. Ez lehetetlen,
mert a magyar kartyaban csak 4 asz van.

4. BiztosHesemény, amely az adott korulmények kozott biztosan bekovetkezik.
Jele:
Példaul: A magyar kartyabol egyszerre kihuzott 5 lap kdzott biztosan vannak azonos
szinlek. (A magyar kartyaban 4 kulonb6zé szin van.)

Eseménytér: Egy kisérlettel kapcsolatos elemi események 0sszessége (halmaza).
Jele:

A tovabbiakban az eseményeket az eseménytér részhalmazainak tekintjiik. igy az
eseményekre alkalmazhatjuk a halmazoknal tanult fogalmakat.

Példa:

Dobjunk fel egy érmét kétszer. Jegyezzik le a dobasok kimenetelét a dobas sorrendjében.
Peéldaul ha elsére fejet, masodikra irast dobtunk: fa -
Az eseménytér most 4 elemi eseménybél all: 2 = 155 ff

Az eseménytér részhalmazai:

- elemi események (Peldaul: mindkeét dobas fej: BE=ff )
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- dsszetett események (Példaul: killonboz6 a két dobas eredménye: 4 = if5f

3. Miiveletek eseményekkel

3.1 Maga utan vonas vagy egyduttal bekbvetkezés

jele: BCA

E esemény maga utan vonja A-t, ha B bekdvetkezésével 4 is biztosan bekdvetkezik.
B C A esemény abrazolasa halmazokkal:

H T H : Esemenytér
r/f \\ A : Heseménytér részhalmaza
/ Y B : H esemenyter részhalmaza
\
- |
Al N\
B ) / BC A : B esemény maga
ll\\ /” utan vonja az A-t,
\_’/ '/ azaz B-vel egyutt
4 A is biztosan bekovetkezik

Példa:

Dobjunk a kockaval egyszer!
A parosat dobtunk, vagyis A= {2:416}
B kettest dobtunk, vagyis B = {2}

Ekkor a B esemény bekdvetkezése maga utan vonja az A bekdvetkezését. Az eseményeket
halmazoknak tekintve: B halmaz részhalmaza 4 -nak (£ C 4).

3.2 Két esemény egyenlésége vagy ekvivalenciaja

Jele: A=15
A ¢s B események egyenlsk, ha barmelyik bekdvetkezése maga utan vonja a masik
bekovetkezését.

Példa:
Dobjunk a kockaval egyszer!

A - parosat dobtam
E: nem dobtam paratlant
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3.3 Komplementer (ellentett) események

jele: 4

A (ejtsd: komplementer esemény) akkor és csak akkor kovetkezik be, ha az A esemény nem

kdvetkezik be. Tehat az A eseményhez pontosan azok az elemi események tartoznak,
amelyek 4 -hoz nem tartoznak hozza.

Az A és az A események abrazolasa halmazokkal:

: Esemeénytér
: Hesemenyter reszhalmaza

/ \ _ _
j | A az A esemeny komplementere
A J

Az A esemeny nem kdvetkezik be.

T
-
T

Példa:

Egy kockaval haromszor dobunk:
A minden dobott szam paros

A : nem mindegyik paros = van kdzte paratlan (egy vagy tobb)
A biztos esemény komplementere a lehetetlen esemény.
A lehetetlen esemény komplementere a biztos esemény.

3.4 Két esemény 6sszege vagy unidja

jel: A+8 yagy AUB

Az A és B események 6sszege is esemény, amely akkor kdvetkezik be, ha 4 és B kozill
legalabb az egyik bekdvetkezik (egyik, masik vagy mindketté bekdvetkezik).
Az esemény abrazolasa halmazokkal:
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H H: Esemeénytér
/_\ A : Hesemeénytér részhalmaza
ra

\ B : H eseménytér részhalmaza

hzAhesaBis
hekovetkezi

1 . .
B | Csak az B kévetkezik be. | A+ B: A ez B esemenyek

,.' OssZege vagy umidja

Példa:

Magyar kartyabol huzzunk egy lapot.
A z6ldet htiztunk
B aszt huztunk

A+EB. 75/det vagy aszt huztunk (a ketté kozll legalabb az egyik bekovetkezik).
Megjegyzések:

1. A+EB esemeényt vagy-gyal fogalmazzuk meg, és azt is beleértjiik, hogy mindketto
bekdvetkezik, azaz a zold aszt is huzhattuk. Igy most 11 lap jdhet szamitasba, mert 4
asz van, 8 z0ld, és a z4ld aszt igy kétszer szamoltuk.

2. Tobb esemény Osszege is esemény, amely akkor kovetkezik be, ha az események
kozul legalabb az egyik bekovetkezik.

3.5 Két esemény szorzata vagy metszete

jel: A-B yagy ANB

Az A és B esemény szorzata is esemény, amely akkor kdvetkezik be, ha 4 is és B is
bekovetkezik.

Az A:B esemény abrazolasa halmazokkal:
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H . H: Esemenyter
/ \ A : H esemeénytér réeszhalmaza
/ \ B : H eseménytér részhalmaza

""-. .-"f.l

\ : : y A- B: A és B események
AesaBis metszete vagy szorzata
y kovetkezi ",

Példa:

Dobjunk a kockaval kétszer. Jegyezzuk le a szamokat a dobas sorrendjében.
A - Mindkét dobott szam paros.

B Mindkét dobott szam nagyobb 4-nél.
A:B: mindkét szam paros és nagyobb 4-nél, azaz mindkettd hatos.
Megjegyzések:

1. Az A:B eseményt és-sel fogalmazzuk meg.

2. Tobb esemény szorzata is esemény, amely ekkor kdvetkezik be, ha az események
mindegyike bekovetkezik.

3. Egymast kizaré események:

Ags B egymast kizaré események, ha egyutt nem kdvetkezhetnek be, azaz A-B :;j
Példa:

Huzzunk ki a magyar kartyabdl egyszerre 4 lapot.
A A kihtzottak kozétt 2 piros van.
B A kihuzottak koz6tt 3 z6ld van.

7

A ¢s B események egymast kizarjak, mert 6sszesen csak 4 lapot htiztunk.

3.6 Események kiilonbsége

jel: A-EB

Az A—B (gjtsd: A kilénbség £B) is esemény, amely akkor kévetkezik be, ha az 4 esemény
bekovetkezik és a B nem. Az A—E esemény felirhaté 4B alakban is.
Az A—B esemény abrazolasa halmazokkal:
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Az A bekovetkezik
A £s5 a B nem. |
/

H : Eseménytér
A . Heseménytér részhalmaza
B : H esemenytér részhalmaza

A—B: Akilonbseg B
2semeny

Példa:

Egy megbeszélésre 2 személyt varunk, Andrast és Bélat.

A Andras pontosan érkezik.

B Béla pontosan érkezik.

A—B: Andras pontosan érkezik és Béla nem.

4. Eseményekre vonatkozé fontosabb azonossagok

AA=¢

Az esemény és a komplementere egymast kizarjak.

2 A—|—E=H

Az esemény és komplementere kdzul az egyik biztosan bekovetkezik.

s AB=A4E

Az A:B annak az ellentéte, hogy 4 és B események mindegyike bekovetkezik. Tehat
tagadva: legalabb az egyik nem kovetkezik be, azaz "nem 4 vagy nem B" (4+8),

4. A+B= A-B

A+EB annak az ellentéte, hogy 4 és B kéziil legalabb az egyik esemény

bekdvetkezik. Tehat tagadva: egyik sem kdvetkezik be, azaz "nem 4 és nem B" (4-B)

A 3. és 4. azonossagot De Morgan azonossagoknak nevezik.

Példa:

Egy éjjel-nappal nyitva tarté boltban azt vizsgaljuk, hogy van-e este friss kenyér az tUzletben.

A Hétfén este volt friss kenyér
B Kedd este volt friss kenyér

A:-B: Hétfon is és kedden is volt friss kenyér
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A:-B: | egalabb az egyik napon nem volt friss kenyér,
azaz:

hétfén nem volt vagy kedden nem volt friss kenyeér: A+B

A+B. legalabb az egyik napon volt friss kenyér (Hétfén vagy kedden volt friss kenyér)

A+B. Egyik napon sem volt friss kenyér,
azaz:

hétfén sem és kedden sem volt friss kenyér: A-B

Az anyaghoz kapcsoldéddan oldja meg a Valoszinlségszamitas példatar 3. fejezetében
talalhaté 3.1, 4-6. feladatokat. A feladatok megoldasai megtalalhatok a példatarban.

7. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - tobbszoros valasztas
Egy kockaval kétszer dobtunk. A szamokat lejegyeztiik a dobas sorrendjében. Valassza
ki az elemi eseményeket az alabbiak kozul!

Segitség 7. lecke 1. onellen6rzé feladat
Tobb helyes valasz is lehetséges:

[ 1A dobott szamok szorzata 12.

[ 1A dobott szamok o6sszege kett6.

[ 1A dobott szamok szorzata 9.

[ 1 Egy harmast és egy négyest dobtunk.
[ 1A dobott szamok 0sszege harom.

[ 1Az els6 szam kettes, a masodik 6tos.

2. feladat - t0bbszoros valasztas
Az otos lotté kihuzott szamait vizsgaljuk. (A kihuzott szamok sorrendje nem szamit!)
Valassza ki az 6sszetett eseményeket az alabbiak kozul!

Segitség 7. lecke 2. 6nellen6rzé feladat
Tobb helyes valasz is lehetséges:

[ 1A 36 a kihuzott szamok kozott van.

[ 1A kihazott szamok: 32, 45, 54, 62, 75, 87

[ 1 Minden kihuzott szam egyjegyl és paratlan.

[ 1 Harom paros és két paratlan van a kihuzott szamok kozott.
[ 1Nincs 5-tel oszthaté a szamok kozott.

[ 1 Minden kihuzott szam nagyobb 40-nél.

3. feladat - parositas
Egy vallalat négy fénymasolét vasarolt. Vizsgaljuk a garancialis idon beliil
meghibasodott fénymasoldkat.

Parositsuk 0ssze az eseményeket a komplementeruikkel!

Parositsa 0ssze a megfelel6 elemeket:

Legfeljebb két gép hibasodott meg. Legalabb két gép meghibasodott.
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Egy gép sem hibasodott meg. Ketténél tdbb gép hibasodott meg.

Van olyan gép, amelyik nem hibasodott
meg.

Legalabb egy gép meghibasodott.
Legfeljebb egy gép hibasodott meg. Minden gép meghibasodott.
4. feladat - parositas
Egy foldszintes szalloda két szarnybdl all (jobb és bal). Egy adott napon
vizsgaljuk a szobak foglaltsagat.

A esemény: a jobb szarnyon van Ures szoba
B esemény: a bal szarnyon van ires szoba

Parositsuk 0ssze az események jelolését a szoveges megfogalmazassal!
A-AB
B.-AB
c-A+EB
p.ATE
E-A—E
F-.B-A
Parositsa 6ssze a megfeleld elemeket:

Mindkét szarnyon van ures szoba. A

Nincs mindkét szarnyon Ures szoba. D

Legalabb az egyik szarnyon van ures

szoba. F

Csak a jobb szarnyon van ires szoba. E
Csak a bal szarnyon van lres szoba. B
Egyik szarnyon sincs Ures szoba C

5. feladat - tdbbsz06rds valasztas
Magyar kartyabol kihizunk egyszerre 4 lapot.

" esemény: Nincs piros a kihtzott lapok kdzott

Valasszuk ki azon eseményeket, amelyek az A eseménnyel egymast kizarjak!

Segitség 7. lecke 5. 6nellendrzé feladat

Tobb helyes valasz is lehetséges:
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[ ] Két zold van a lapok kozott.

[ 1 Mind a négy lap kiraly.

[ ] Tobbféle szin van a lapok kdzott.
[ ] Két piros van a lapok.

Megoldokulcs

A dobott szamok 6sszege ketté.

! Az elsd szam kettes, a masodik 6tos.

féladat:

A dobott szamok szorzata 9.

Minden kihuzott szam nagyobb 40-nél.
2. Nincs 5-tel oszthaté a szamok kozott.
feladat: A 36 a kihuzott szamok kozott van.

Harom paros és két paratlan van a kihuzott szamok kézott.

Ketténél tobb gép hibasodott meg. - Legfeljebb két gép hibasodott meg.
3. Minden gép meghibasodott. - Van olyan gép, amelyik nem hibasodott meg.
feladat: Legalabb két gép meghibasodott. - Legfeljebb egy gép hibasodott meg.
Legalabb egy gép meghibasodott. - Egy gép sem hibasodott meg.

A - Mindkét szarnyon van lres szoba.

B - Nincs mindkét szarnyon lres szoba.
4, E - Csak a jobb szarnyon van lres szoba.
feladat: D - Egyik szarnyon sincs Ures szoba

F - Csak a bal szarnyon van Ures szoba.

C - Legalabb az egyik szarnyon van Ures szoba.

5. Mind a négy lap kiraly.
feladat: Két piros van a lapok.

8. lecke. Eseményalgebra 2.

Definicio:
Teljes eseményrendszernek nevezzik a H eseménytér olyan esemeényeinek halmazat,
amelyek:

- paronkeént kizarjak egymast (azaz az események kozul barmely kett6 kizarja egymast),
es

- 0sszeglk a biztos esemény (azaz az események minden elemi eseményt
tartalmaznak).

A teljes eseményrendszer eseményei kozul pontosan egy kovetkezik be, barmi is a véletlen
kisérlet kimenetele.

A teljes eseményrendszer eseményeinek abrazolasa halmazokkal:

Példa:
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1.
Magyar kartyabdl huzzunk ki harom lapot:
" : A lapok kdz6tt nincs zold.

"= Alapok kdzétt egy zold van.

1 A lapok kdzott két zold van.

A lapok kdzétt harom zéld van.

Az ] események teljes eseményrendszert alkotnak, mert az események egymast
paronként kizarjak, és minden elemi eseményt tartalmaznak a kihuzott lapokra
vonatkozodan.

2,

Az 6t0s lottd kihuzott szamait vizsgaljuk:

" Csak paros szamot huztak ki.

" : Csak paratlan szamot huztak ki.

I A kihGizott szamok koz6tt van paros is és paratlan is.

Az, || lesemények telies eseményrendszert alkotnak, mert az események egymast
paronként kizarjak, és minden elemi eseményt tartalmaznak a kihuzott szamokra
vonatkozodan.

Megjegyzések:
1. Egy esemény és a komplementere teljes eseményrendszert alkot.

Példaul: a magyar kartya lapjai kozul kihuzunk egyszerre harmat:
" nincs kdzotte asz

D: van kozte asz

2. A" eseménytér 6sszes elemi eseménye teljes eseményrendszert alkot.
Példaul: kockaval egyszer dobunk.

D: A dobott szam egyes.
D: A dobott szam kettes.

D: A dobott szam hatos

1. Eseményalgebrai feladatok

Az ' eseményhez tartoz6 elemi események szamat abszolutértékkel jeloljiik: ]
1. feladat

Egy dobdkockaval kétszer dobunk, a szamokat a dobas sorrendjében lejegyezziik. igy egy
kétjegyl szamhoz jutunk.

" mindkét szamjegy paros
" : a szamjegyek egyformak

Fogalmazzuk meg a dobott szamparra vonatkozéan az alabbi eseményeket!
Szamoljuk ki az elemi események szamat!

Abrazoljuk az eseményeket halmazokkal!
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f A+B

g, AB

h, B—A

1. feladat megoldasa

Készitsik el a feladathoz tartozé halmazabrat, irjuk be a kétjegyl szamokat a megfeleld
halmazrészbe:

A feladat megoldhaté a 4 , A B eseményekhez tatozé elemi események szamanak

meghatarozasaval:
|H|=6-6=36
|A|=33=3

|[B| =6

|A:-B|=3

a, £ Van paratlan a szamjegyek kozott.
|A|=|H|-|A|=36-9=27

Ll

b, £: A szamjegyek kulonbozéek.
|B|=|H|-|B|=36-6=30

(3]

)

A‘|B. A szamjegyek parosak és egyformak
-B|=3

i

d, AB. Vagy nem paros mindkét szamjegy, vagy nem egyformak (legalabb az egyik nem
teljesdl).
|A-B| = |H|—|A-B| =30—3=33

e, A+E. parosak vagy egyformak (legalabb az egyik teljesil).
|A+B|=|A[+|B|-|A-B|=94+6-3=12

f, A+B . van kéztiik paratlan és kilénbdzéek.
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|A+B|=|H|-|A+B|=36-12=24

g, & B: Mindkét szamjegy paros és kiilonbézéek.
|A-B|=|A|-|A-B|=9-3=5

h, B—A: Aszamjegyek egyformak és paratlanok.
Ba] = B JAB = 6923

Kattintson ide a nagyitashoz!

2. feladat

Egy fénymasoléhoz a cég négyjegyl kodokat ad alkalmazottainak. A kod barmely szamjegye
a 0, 1...9 szamjegyek valamelyike. Egy véletlenszerlien kivalasztott alkalmazott kodjat
vizsgaljuk.

A esemény: A kéd nem tartalmaz 0-at

B esemény: A kod pontosan egy 1-t tartalmaz.

Fejezze ki A és B eseményekkel és az eseményalgebrai miveletekkel a kdvetkezé
esemeényeket! Szamolja ki az események elemi eseményeinek szamat!

a, A kod nem tartalmaz 0-at, és pontosan egy 1-es van benne.
b, A kdd tartalmaz 0-at.
¢, A kéd pontosan egy 1-est tartalmaz és van benne 0.

d, A kod nem tartalmaz 0-at, vagy pontosan egy 1-es van benne (a két esemény kozul
legalabb az egyik teljestil).

e, A kdéd nem egy darab 1-est tartalmaz.

f, A kédban van 0, és nem egy 1-es van benne.

2. feladat megoldasa

Eloszor hatarozzuk meg a £ | A B A:B eseményekhez tartozo elemi események szamat:

A H eseménytér tartalmazza az dsszes lehetséges kddot. Barmely szamjegy helyére 10-féle

104 =
szam kerulhet, azért a koédok szama: || =10* =10000

Ha a kéd nem tartalmaz 0-at, akkor barmely széémjegy helyére 9-féle szam keriilhet. igy az A
esemény elemi eseményeinek szama: |[A|= 9% = 6561
Ha a kéd pontosan egy 1-est tartalmaz, akkor a masik 3 szamjegy mindegyikét 9-féleképpen

valaszthatjuk meg. igy az 1-es barmely régzitett helyehez 9° = 729 kod tartozik. Mivel az 1-es
helyét 4-féleképpen valaszthatjuk meg, ezért a B esemény elemi eseményeinek szama:
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|B|=4-93 =2916

Ha a kod nem tartalmaz 0-t, és egy darab 1-es van benne, akkor az egyestdl kilénb6z6

, Bl —a.ed_—
szamjegyek mindegyikét 8-féle szambal valaszthatiuk ki. igy az |45l =487 =2048

Események Algebrai kifejezések Elemi események szama
a, A kod nem tartalmaz 0-at, és A-B | A-B | = 4.83 — 2048
pontosan egy 1-es van benne.
, , = A=|H|-|A|=
b, A kod tartalmaz 0-at. A 4 4
10=-9% = 34393
¢, A kod pontosan egy 1-est tartalmaz, B A=PFP—A |B—A| = |B|—|A-B|

és van benne 0.

4.93_4.83 — 868

d, Akod nem tartalmaz 0-at, vagy A+ E |A-|-B| =
pontosan egy 1-es van benne ( a két

esemény koziil legalabb az egyik |A|—|—|B|—|AB|
teljesdl).

g% 14.93_4.83 =7499

e, A kod nem egy darab 1-est B |E| — |H|_|B|
tartalmaz.
10%4-4.93 =7084

f, A kdédban van 0, és nem egy 1-es A B= A+ B A+B= |H|_|A_|_B|
van benne.
1047429 = 2571
3. feladat

Andras, Béla és Csaba egy vallalat vezet6ségi tagjai. Egy fontos kérdésben igennel vagy
nemmel kell szavazniuk.

A esemény: Andras igennel szavaz

B esemény: Béla igennel szavaz

€ esemény: Csaba igennel szavaz

Fogalmazza meg az alabbi eseményalgebrai miveletekkel leirt eseményeket!
a, A+B+C

b, A-B-C

¢ ABC

4, A+B-C
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e, A-B-C+A-B-C+A-B-C

¢ A+B+C

g ABC
3. feladat megoldasa

a, A+B+C. Legalabb egy igen szavazat volt.

b, A-B-C. Andras és Béla igennel, Csaba nemmel szavazott.

c, A:B-C: Nem mindenki szavazott igennel, azaz legalabb egy nem szavazat volt.

d, A+EB-C. Andras és Béla nemmel szavazott és Csaba igennel. (A‘|‘B - E'E)

e, A-B-C+A-BC+A-BC : Egy nem és két igen szavazat volt.

f, A+B+C: Ez annak a komplementere, hogy legalabb egy igen szavazat volt, azaz
mindenki nemmel szavazott.

g, A-B-C.Ezannak a komplementere, hogy mindenki nemmel szavazott, azaz legalabb egy
igen szavazat volt.

Az anyaghoz kapcsoléddan nézze meg a Valoszinlségszamitas példatar 3. fejezetében
talalhaté 3.1, 3.2. kidolgozott példakat és oldja meg a 3.12-13. feladatokat. A feladatok
megoldasai megtalalhatok a példatarban.

8. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - tobbszords valasztas
Egy naponta kozlekedd vonat pontossagat vizsgaljuk 4 napon keresztiil.

A esemény: A vonat egyik nap sem késett.
B esemény: A vonat csak egy nap késett.

Valasszuk ki, hogy az alabbiak koziil melyik egésziti ki az 4 és B eseményeket teljes
eseményrendszerré!

Tobb helyes valasz is lehetséges:

[ 1€ legalabb két nap késett
[ 1€ legalabb egy nap késett
[ 1€ két nap késett, £2: harom nap késett, £': négy nap késett
[ 1€: 2. napon késett, : 3. napon késett, £': 4. napon késett
2. feladat - parositas
Egy napon harom részvény (4, B és C') arfolyamanak valtozasat vizsgaljuk.
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A esemény: Az A részvény arfolyama nétt.
E esemény: A B részvény arfolyam nétt.
€ esemény: A € részvény arfolyama nétt.

Parositsuk 0ssze a szovegesen megfogalmazott eseményeket a megfelel6 algebrai
kifejezéssekkel!

A.A+B+C

B.ABC

Parositsa 0ssze a megfelel6 elemeket:

Legalabb egy részvény arfolyama nétt. A

Minden részvény arfolyama nétt. D

Csak az A részvény arfolyam nétt. E

Csak a C részvény arfolyama nem B
nétt.

Pontosan egy részvény arfolyama nétt. C

Egyik részvény arfolyam sem nétt. F

3. feladat - szokitoltés

Dobjunk egy pénzérmével 6tszor egymas utan, és jegyezzik le a dobasok
eredményét (fej vagy iras) a dobas sorrendjében! (Sorrend szamit.)

A Az elsé két dobas azonos.

B Pontosan 3 fej van a dobasok kozétt.

irja be a szovegdobozba az elemi események szamat!

Az els6 két dobas kulonb6zd és nem 3 fej van a dobasok kozott. (1).................
Az els6 két dobas kulonbozd és 3 fejet dobtunk. (2).................
Az elsé6 két dobas egyforma, vagy 3 fejet dobtunk (a két allitas kozul legalabb az egyik
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teljesil). (3)-..vmrnns
Az elsé két dobas kilonboze. (4).................

Az els6 két dobas azonos és 3 fejet dobtunk. (5).................
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

Megolddékulcs

1. G: két nap késett, D: harom nap késett, E: négy nap késett
feladat: €. jegalabb két nap késett

C-Csak az A részvény arfolyam nétt.
A - Legalabb egy részvény arfolyama nétt.
2. F - Egyik részvény arfolyam sem nétt.
feladat: B - Csak a '~ részvény arfolyama nem nétt.
D - Pontosan egy részvény arfolyama nétt.
E - Minden részvény arfolyama nétt.
(1)-10
o 002
X . 3)-22
feladat: (4)-16
(5)-4

Il. fejezet. Gyakorlé feladatok

1. feladat - leiras
1.

Egy gazdalkodas szakra jaré féiskolasnak a 2. félévben 3 nehéz tantargybdl kell vizsgat
tennie: matematikabdl, statisztikabol, kozgazdasagtanbol.

M esemény: matematikabdl sikeres vizsgat tett.
5 esemény: statisztikabol sikeres vizsgat tett.
K esemény: kdzgazdasagtanbdl sikeres vizsgat tett.

Fejezze ki M , 5, K eseményekkel és az eseményalgebrai miiveletekkel a kovetkezd
eseményeket!

a. Mind a harom targybdl sikeres vizsgat tett.

b. Kbézgazdasagtanbdl nem vizsgazott le.

c. Csak matematikabdl tett sikeres vizsgat (a masik kettébdl nem)
d. Csak egy targybdl tett sikeres vizsgat.

e. Legalabb egy targybdl levizsgazott.

f. Statisztikabdl levizsgazott, de nem minden targybdl vizsgazott le.

Megoldas

2. feladat - leiras
2.

Egy kockaval haromszor dobunk, a dobott szamokat lejegyezziik a dobas
sorrendjében.
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A esemény: minden dobott szam kiilénbdzd.
E esemény: egy darab hatos van a dobott szamok kozétt.

irjuk fel az alabbi eseményeket eseményalgebrai jelekkel, és hatarozzuk meg a
hozzajuk tartozé elemi események szamat!

a. Minden dobott szam kulonb6zd, és egy darab hatos van koztuk.

b. A dobott szamok ko6zott vannak egyformak.

c. A pontosan egy hatost dobtunk és van a szamok kozo6tt egyforma.

d. A dobott szamok kildnbdzbek, vagy pontosan egy hatos van koztuk (a két
esemeny kozul legalabb az egyik teljesul).

e. A dobott szamok kdzott vannak egyformak, és nem egy hatos van kéztuk.

Megoldas
3. feladat - leiras
3.

Az éléskamraban cseresznye- és meggybeféttek vannak, tavalyi és idei vegyesen.
Az egyes befbttek szamat az alabbi tablazat mutatja.

Tavalyi | Idei Osszesen:
Cseresznye 5 10 15
_Mn:: ooy 4 s 12
Osszesen: o 18 27

Egy alkalommal 4 Gveg véletlenszeriien kivalasztott beféttet bontunk fel egyszerre. (A
kivalasztas sorrendje nem szamit.)

A esemény: Minden felbontott befétt idei.
B esemény: Minden felbontott Givegben cseresznye van.

irjuk fel az alabbi eseményeket eseményalgebrai jelekkel, és hatarozzuk meg a
hozzajuk tartozé elemi események szamat!

a. Van tavalyi a bef6ttek kozott.

b. Mind idei és nem mind cseresznye.

c. Nem mind idei €s nem mind cseresznye.

d. Van meggy a beféttek kdzott.

e. Mind idei és mindegyikben cseresznye van.

f. Nem mind idei, de mindegyikben cseresznye van.

Megoldas

Megolddkulcs

1

. "
feladat: Id. a feladatnal!

2. Id. a feladatnal!
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feladat:

3

. "
feladat: Id. a feladatnal!

Bevezeto

Mi az a valoszinliség?

Lattuk, hogy a véletlen jelenségeknek azonos korliimények kozott tdbbféle kimenetele van.
El6re nem hatarozhaté meg, hogy egy-egy kisérletnél melyik fog bekovetkezni.

Példaul egy érme egyszeri feldobasanal nem tudjuk elére megmondani, hogy melyik oldalara
fog esni.

Végezzik el a kisérletet sokszor (100-szor, 1000-szer...), és vizsgaljuk a fejdobasok aranyat a
dobasok kozott. A dobasok szamanak novelésével azt tapasztalhatjuk, hogy a fejdobasok
aranya egyre kevésbé ingadozik az 1/2 korul.

Ez azt jelenti szamunkra, hogy 1/2 a valoszinlisége annak, hogy egy-egy dobasnal fejet
dobunk.

Egy kisérletsorozat elvégzése utan a vizsgalt esemény bekdvetkezésének aranyat az
esemény relativ gyakorisaganak nevezzuk.

Mas véletlen jelenségeknél is megfigyelhetjuk, hogy a kisérletek szamanak nbvelése esetén a
vizsgalt esemény bekdbvetkezeésének relativ gyakorisaga egyre kevesbé ingadozik egy
Szamerték koril.

Ezt a szamértéket az esemény valoszinliségének nevezziik.

Miért fontos, hogy ismerjlik egy esemény valoszinliségét?

Az életnek szamos terulete van, ahol a valésziniségszamitasnak meghatarozo szerepe van,
példaul:

Egy biztositasi tarsasag szamara elengedhetetlen, hogy ismerje, hogy a biztositottak
korében milyen aranyban fordulnak el az egyes karesetek. Ez alapjan kell kikalkulalnia
a biztositasi dijakat.

Egy gyodgyszer engedélyeztetésénél nélkulozhetetlen annak ismerete, hogy az egyes
mellékhatasokra a betegek mekkora részénél lehet szamitani.

Ezekben az esetekben az esemény vizsgalatara széles korli felmérést végeznek és a relativ
gyakorisagot hatarozzak meg. A valoszinlséget a relativ gyakorisaggal becslik, vagy
egyszerlien azzal helyettesitik.

Mi tehat a kiilénbség a valdszinliség és a relativ gyakorisag k6zott?

A relativ gyakorisag azt mutatja meg, hogy a kisérletek hanyad részében kdvetkezett
be a vizsgalt esemény. Ez az aranyszam valtozik a kisérlet szamanak valtozasaval.

A valészinliség azonban egy rogzitett szam. Bizonyithatd, hogy a kisérletek szamanak
ndvelésével a vizsgalt esemény relativ gyakorisaga egyre kevésbé ingadozik egy
szamérték korul, amely szamot az esemeény valdszinliségének nevezink.
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Lathatjuk tehat, hogy a relativ gyakorisag és a valdszinliség rokon fogalmak, de nem
azonosak egymassal.

9. lecke. A valdsziniiseg fogalma

A bevezet6ben lattuk, hogy a véletlen események bekovetkezéseinek esélyeit nagy szamu
kisérlet elvégzése utan ismerhetjik meg.

1. Gyakorisag, relativ gyakorisag

Egy véletlen esemény (4 ) vizsgalatara végezziink el 7 szamu kisérletet. Tegyiik fel, hogy az
A esemény ¥ -szor kbvetkezett be. Ekkor

k:az A esemény gyakorisaga

k/ﬂ’ : az A esemény relativ gyakorisaga. Ez azt mutatja meg, hogy a kisérletek
hanyadrészében kovetkezett be az 4 esemény.

A tapasztalat* azt mutatja, hogy a kisérletet minél tobbszor végezzik el, a vizsgalt esemény
relativ gyakorisaga annal kevésbé ingadozik egy szameérték korul. Ezt a szamértéket az
esemeény valoszinliségének nevezzik.

(* A relativ gyakorisag ingadozasaval kapcsolatos tapasztalatunk bizonyithato is. Lasd:
késbébb a nagy szamok térvényénél, 26. lecke).

jel: P(A) o4 esemény valdszinlisége
(A valdszinliség jeldlésére hasznalt £ betii a latin probabilitas szobdl szarmazik.)
1. feladat

Egy érme 100 feldobasa soran az alabbiakat jegyeztik le:

T : a dobasok szama
k:a fejdobasok szama (gyakorisaga)

JE(‘:/ﬂ: a fejdobasok relativ gyakorisaga
) 10 15 20 25 30 35 40 45 a0
4 7 2! 10 12 14 17 21 22 24

kin 0.8 0,7 0,6 0,5 0,48 0.47 0,49 0,53 0,49 0,48
55 B0 B5 70 74 Gl 85 a0 85 100

27 249 32 34 & 33 42 45 43 81
k'n 0,49 0,48 0,49 0,5 0.48 047 0,49 0,5 0,51 0,51

Abrazoljuk a fejdobasok relativ gyakorisagat (k’/ﬂ’) a dobasok szamanak () fliggvényében!
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n 3 |10 15| 20| 25| 30 | 35| 40 | 45 | 50
k 4 7 g 10 (12 | 14 | 17 | 21 | 22 | 24
kin | 08|07 |06|05|048(047(049|0,53|0,49(0,48

kin
N n S5 |1 60| 65 ) fO( 75 ) BD | B5( 90 | 95 (100

k 27 | 29 | 32 | 35 | 36 | 3B | 42 | 45 | 48 | &1
kin |049|048 049 0,5 (048|047(049 0,5 |0,51|0,51

n: dobasok szama
' k: a fa] dobasok szama
' nlk: a fejdobasok relativ gyakorisaga

:.J.E - ¥ ' v ¥ [] Ll ¥ ’ *
£

A dobasok szamanak novelésavel

a fejdobasok relativ gyakorisaga

egyre kisebb savon belul ingadozik a 0.5 kordl,

-ttt - =+ n

10 eli| i 40 a0 (=1 g0 100

Lathato, hogy a dobasok szamanak novelésevel a fejdobasok relativ gyakorisaga egyre
kevésbé ingadozik a 0,5 érték korul. Igy fejdobas valésziniisége 0,5.

2. A relativ gyakorisag tulajdonsagai

Végezzink ™ szamu kisérletet. Jeldlje ka a vizsgalt A4 esemény bekdvetkezéseinek szamat.

0<kg<n

1. Tetszéleges 4 esemény gyakorisagara igaz, hogy . EbbdI 7 -nel vald osztassal

0<H <1

kovetkezik, hogy , azaz a relativ gyakorisag csak [D51] intervallumba es6 szam

lehet.

2. Ha az 4 biztos esemény, akkor minden kisérletnél bekdvetkezik, azaz ka= " Ezérta
biztos esemény relativ gyakorisaga 1.

3. Legyen az eseménytér két egymast kizaré eseménye A és B Jelolje ka illetve = az
események bekdvetkezéseinek szamat. Mivel 4 és B egyszerre nem kdvetkezhetett be,

-az A+B gsemény bekdvetkezésének szama: ka+B=katkp

ki+B k4 kg
~az A+E esemény relativ gyakorisaga: ® — ntm

Vagyis az egymast kizaré 4 és B események esetén az A+B esemény relativ
gyakorisaga egyenld az A és B események relativ gyakorisaganak dsszegével.

Mivel a relativ gyakorisagok a valésziniliségi érték korul ingadoznak, ezért a fenti
allitasoknak a valészinliségre is igaznak kell lennitik.
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2.1 A valésziniliségszamitas axiomai
A H e , . , e - . P(A:l 7 ,

esemeénytér minden A esemeényéhez hozzarendelunk egy valés szamot, amelyet
az A esemény valdszinliségének neveziink, és amely eleget tesz az alabbi axiomaknak:

. axioma: Barmely 4 eseményre igaz, hogy 0< P':A:' <1

Il. axioma: 4 biztos esemény valdsziniisége 1.

lll. axiéma: Ha 4 és B egymast kizaré események, akkor annak a valdszin(isége, hogy

kozullk legalabb az eggik bekovetkezik egyenld az események valdszinliségének dsszegével,

azay P(A+B)=P(4)+P(B)

Megjegyzeés: Ez az allitas tobb, véges szamu egymast paronként kizaré esemeényre is igaz:
PlAj+Aqg+. . +A,)=P(A)+P(Ay)+.+P(A,)

IV. axidma: Ha az AL A, Ag,... nem veges szamu egymast paronként kizaré esemény,

akkor PlALI+HAs+. +Ap+.) = P(A )+ P(Ag)+..+P(Ap)+..

3. Valészinliségszamitasi tételek

1. tétel

Komplementer esemény valdszinliségének szamitasa:
P{A)=1-P(A)

Megjegyzeés: Az esemeény és a komplementere kozul az egyik és csak az egyik biztosan

bekovetkezik, ezért: £ A +P(A)=1

2. tétel

A lehetetlen esemény valészinlisége 0.

3. tétel

Ha ALA2An események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor
P({A)+P{Ax)+.+P(A,)=1

Megjegyzés: Az Ay Ay Ay egymast kizarok és valamelyik biztosan bekovetkezik, igy az
esemenyek valosziniségének 0sszege 1-et ad.

4. tétel

Események kulonbségének valdszinlisége:
P{A-B)= P(A)-F(A-B)

Megjegyzes:
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1. Ez az allitas parhuzamba allithaté az A—B-hez tartozd elemi események szamitasi
modjaval; |4~ B =|4-4-B|

2. Ha a B esemény maga utan vonja A -t (8 CA) akkor P(A-B)=P(A)-P(B)
5. tétel

Események osszegének valoszinlisége:
P(A+B)=P(A)+P(B)-FP(A-B)

Megjegyzések:

1. Ez az allitas parhuzamba allithaté az 4 +5 -hez tartozé elemi események szamitasi
médjaval: A+ Bl =4[+ B|-|A-B|

2. Ha az 4 és B események egymast kizaréak, azaz P(A-B)=0

, akkor
P(A+B)=P(A)+P(B) fqy a Il axiéméahoz jutunk.

6. tétel

A valoésziniliségszamitas klasszikus képlete:

Legyen a £ eseménytér elemi eseményeinek szama " és tegyiik fel, hogy minden elemi
esemény ugyanakkora valésziniiséggel kdovetkezik be. (Ekkor barmely elemi esemény
valészinl’Jse’ge1 ﬂ‘)

Ha az 4 esemény pontosan k elemi esemeény 0sszegeként kovetkezik be, akkor

PiA k  Lkedvezo elenn eseményvek szama
1A l=—= hl

n dsszes elenm esemeény szama

2. feladat

Vili elhatarozta, hogy a jové héten kétszer megy uszni és sorsolassal donti el, hogy melyik
napokon. (Az uszoda a hét minden napjan nyitva van.)

a, Mennyi a valészinlisége, hogy egymast kdveté napokon megy uszni?
b, Mennyi a valészinlisége, hogy nem egymast kdveté napokon megy uszni?

¢, Mennyi a valészinlsége, hogy egymast koveté napokon megy uszni, de a kedd nincs a
napok kdzott?

d, Mennyi a valészinlsége, hogy legalabb az egyik teljesul azok kdzul, hogy egymast
kovetd napokon megy vagy kedd az egyik uszodai nap?

2. feladat megoldasa

7) =21
A két nap lehetséges kivalasztasainak szama (ismétlés nélkuli kombinacidval): (2

Vezesslk be a kdvetkezd eseményeket:
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A: Egymast koveté napokon megy uszni. —|A|=6
(Lehetséges esetei: hétf6-kedd, kedd-szerda, szerda- csutortdk, csutortok-péntek, péntek-
szombat, szombat-vasarnap)

B: A kedd az egyik uszodai nap. |1B|=6

(Lehetséges esetei: hétf6-kedd, kedd-szerda, kedd-csutortok, kedd-péntek, kedd-szombat,
kedd- vasarnap)

A:B: Egymast kéveté napokon megy és a kedd az egyik nap. |[A-B|=2
(Lehetséges esetei: hétfé-kedd, kedd- szerda)

Mivel barmely két nap kihtizasanak valészinlisége azonos, ezért a feladat megoldasanal
alkalmazhatjuk a klasszikus valosziniiség képletet.

a, Egymast kéveté napokon megy uszni. P(A)= A esemény elenu esemeényeinek szama

dsszes elenn esemeny
6
21

—~Jle2

- 2 5
PlAI=1-PlA\=1-5==&
b, Nem egymast kovetd napokon megy uszni. - l: :' { :' T

¢, Egymast kovetbé napokon me%y u§zni,ge a kedd nincs a napok kozott.

d, Legalabb az egyik teljesul azokbdl, hogy egymast kdvetd Eglapcékoré me%y, vagy a kedd az
egyik uszodai nap. P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B)=51+31—5] =]

Az anyaghoz kapcsoléddan oldja meg a Valdszinlségszamitas példatar 4. fejezetében
talalhat6 4.2, 4.4. feladatokat. A feladatok megoldasai megtalalhaték a példatarban.

9. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - szokitoltés
Egy aruhaz pénztarainal 3060 vasarlo6 fizetett hitelkartyaval egy adott napon. A
hitelkartyaval fizetok relativ gyakorisaga 0,45.

Hany vasarléja volt az aruhaznak ezen a napon?

Megoldas: (1)....cccceeenns
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés
Egy dobozban 5 piros golyé van. Hany fehér golyét kell hozzatenni, ha azt akarjuk,
hogy a fehér huzasanak valészinisége 0,9 legyen?

A fehér golydk szama: (1).................
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A helyes valaszt a megoldékulcsban talalja!
3. feladat - feleletvalasztas
Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

-0,2
-0,5
-0,6
-0,9

Egy idegenforgalommal foglalkozé cégnél 20-an dolgoznak. A dolgozdék kozul 14-en
tudnak angolul, 8-an pedig németiil. Az angolul és németiil tudok kozott 4 olyan van, aki
mind a két nyelvet beszéli. A dolgozék koziil kivalasztunk véletlenszeriien egyet. Mi az
alabbi eseményekhez tartozé valésziniiség?

Nem tud németdl: (1).................
Legalabb az egyik nyelvet beszéli: (2).................
Angolul tud, de németll nem: (3).................

Angolul is és németdl is tud: (4)......ccc........

4. feladat - feleletvalasztas
Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

-1/4
-0

- 1/6

- 35/36
-1/9

Egy piros és egy kék kockaval egyszerre dobunk. Mi az alabbi eseményekhez tartozé
valdésziniiség?

Segitség 9. lecke 4. onellen6rzé feladat

A dobott szamok 0sszege 7: (1)......ccccuueeee
Mind a két kockaval 4-nél kevesebbet dobunk: (2).................
A dobott szamok szorzata 6: (3).................
A dobott szamok 0sszege 1: (4)........cc.......

A dobott szamok szorzata kevesebb 36-nal: (5).................
Megolddékulcs
1

feladat: (1) - 6800
2.

feladat: (1)- 45

3. (1)-0,6

feladat:  (2)-0,9
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(3)-0,5

(4)-0,2
(1)-1/6

. (2) - 1/4

feladat; Ei; i (1)/9
(5) - 35/36

10. lecke. Feladatok a klasszikus valészinliség alkalmazasara

1. feladat

A szekrényben 5 par kulonb6zd szinl zokni darabjai vannak dsszekeverve. Mennyi annak a
valészinlsége, hogy a véletlenszerlien kivalasztott két darab zokni egy 0sszetartozo part
alkot?

1. feladat megoldasa

A zoknik kihuzasanal a sorrend nem lényeges.
(10) — 45
A két zokni kihuzasanak 0sszes lehetséges esete (ismétlés nélkuli kombinacio): 2

Ezek mindegyike azonos valosziniségu, tehat alkalmazhatjuk a klasszikus valdszintliség
képletét.
szetartozok kihuzasara.

Mivel 5 par zokni van a szekrényben, igy 5-féle lehetéséglink van 6

n

a
5

kedvezo esetek szama= 25 =

Lo

Tehat a kérdezett valoszintség: F =

Osszes eset szama

2. feladat

Magyar kartyabol kihnuzunk egyszerre 6 lapot. Mennyi annak a valészinlisége, hogy:
a, minden kihuzott lap piros,
b, a lapok kozétt van kiraly,
C, a zold hetes a lapok kozdott van,
d, also6 vagy fels6 kdzul legalabb az egyik van a lapok kozatt,

e, legalabb két zold van a lapok k6zott?

2. feladat megoldasa

Mivel a lapokat egyszerre huztuk ki, ezért a sorrend nem szamit. A kedvez6- és az 6sszes
elemi események szamat ismétlés nélkuli kombinacioval szamoljuk.
Osszes elemi esemény szama (ahanyféleképpen 32 lapbdl 6 kivalaszthato):
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(32)=906 192
, €zek mindegyike azonos valészinliségl. — Alkalmazhatjuk a klasszikus
valészinliség képletét.

a, 4 esemény: Csak piros lapot hiztunk.

8

6

=28
Ez azt jelenti, hogy minden kihuzott lap a 8 piros kozul kertlt ki, amelyre( ) lehetéség

van.

g1,/ 32
PlAa :( )( ):DDDDDB
A kérdezett valosziniiség: W={6 6 ’ —+0,003%

b, B esemény: A lapok k6zott van kiraly. (Ez akar tobb kiralyt is jelenthet.)

A B esemény komplementere:
A kihuzott lapok kozott nincs kiraly. Ez azt jelenti, hogy minden kihuzott lap a tobbi 28 lap

) =376 740

kozul kerult ki, amelyre ( lehet6seg van.

A kérdezett valdsziniség:

(%)

P(B)=1-P(B)=1—72-+ =1-0,416 = 0,584

() _, 584%

c, € esemény: A zold hetes a lapok kozott van.

Ez annyiféleképpen lehetséges, ahanyféleképpen 31 lapbdl kivalaszthato ki 5. Erre

(=901 , y
lehet6ség van. A kérdezett valoszinlseég:

31N/ 32
) ==Y ){%)=01875 _, 15755
d, I esemény: Alsé vagy felsé koziil legalabb az egyik a lapok kozott van.

Itt is konnyebb a komplementerrel szamolni:
L: Sem als6 sem felsd nincs a lapok kdzétt. Ez azt jelenti, hogy a kihtzott lapok a tdbbi 24

o . (%)=134 59
lapbdl kerultek ki, igy a kedvezd esetek szama .
A kérdezett valdszinliség:

24
)
P(D)=1-P(D)=1-735 =1-0,149=0,851
( 6 ) _, 851%

e, £ esemény: legalabb két zold van a kihtzott lapok kozott.

E: nincs zéld vagy egy zold van a lapok kdzott. Ezek egymast kizaré események, ezért a
valészinliséguk 6sszegzédik. (Egy zold annyiféleképpen lehet a kihuzott lapok kozaott,
ahanyféleképpen kivalaszthaté a 8 zoldbdl 1 lap, és a 24 egyéb lapbdl 5.)
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( ) )— 1-0,524 = 0,476

( 5
P(D)=1-PIE (32)
& — 476%

3. feladat

Egy csomag magyar kartyat jol dsszekeverunk. Mennyi annak a valészinlsége, hogy a négy
kiraly egymas utan kovetkezik?

3. feladat megoldasa

A 32 lap 8sszes lehetséges sorrendjének szama: 32!,

A kedvezb esetek szamanak meghatarozasahoz "ragasszuk 6ssze" a kiralyokat egy
tetszéleges sorrendben. igy a tébbi lappal egyiitt mar csak 29 lapunk van.

Azaz a kiralyok barmely régzitett sorrendjéhez 23! lapsorrend lehetséges.

Mivel 4! sorrendje van a kiralyoknak, ezért 4*25! esetben lesznek a kiralyok kdzvetlendl

egymas mellett.
& 41.1091

Tehat a kérdezett valésziniiség: 32 ° ~0,0008 _, 0,08%

4. feladat

Egy kockat feldobunk 6tszér egymas utan, és a szamokat a dobas sorrendjében feljegyezzik.
Mennyi annak a valoszinlsége, hogy:

a, minden dobott szam kulonbdzd,

b, minden dobott szam azonos,

C, van a dobott szamok kozott azonos,

d, van a dobott szamok kozott kulonb6zd,

e, pontosan 2 darab harmas van a dobott szamok k6zott?

4. feladat megoldasa

Az elemi eseményeket a dobott szamokbdl all6 szamétosok alkotjak. Ezek szama 6° = 7776 |
és mindegyik ugyanakkora valészinliség(, tehat alkalmazhatjuk a klasszikus valészinliség
képletét.

a, 4 esemény: Minden szam kiilonb6zé.

A kedvezb elemi események szamat ismétlés nélkuli variacioval kaphatjuk meg:
6-5-4-3- 2 gl="720

P(A)=35~0093 _ 935

B =0,0008
b, B: Minden szam azonos: 6 elemi esemény P(B)= — 0,08%
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¢, Van a dobott szamok kdzétt azonos, azaz nem mind kiilénbozé (az A esemény
komplementere):

_ !
PlA)=1-P(4d) = 1—55 =1-0,093=0,907 _, 9579

d, Van a dobott szamok kozétt kiildnbz6, azaz nem mind azonos (a & esemény
komplementere):

- 6
P(B)=1-P(B)= 1—5 10,0008 =0,9992 _ 9g 999

e, C esemény: Pontosan 2 darab harmas van a dobott szamok kdzott.

5
A dobott szamok alkotta szamotosben a 2 darab 3-as helyét (2
meg, mig a tobbi harom hely mindegyikére 5-féle szam kerulhet.

igy a két darab 3-as barmely régzitett helye esetén 53-féleképpen valaszthaté meg a
masik harom szam.

) -féleképpen valaszthatjuk

o (B)sR=12s0
A kedvezb elemi események szama .

(©)

P(’CJZ 65 mﬂalﬁl_,lﬁ,l%

_>
5. feladat

Legalabb hanyszor kell egy érmét feldobni, hogy 0,99-nél nagyobb valoszinliséggel legyen a
dobasok kozott fej?

5. feladat megoldasa

A esemény: A dobasok kézétt van fej:
A esemény: A dobasok kézétt nincs fej, azaz mind iras.
7. szamu dobas esetén az 6sszes eset 2 , mert minden dobasnak 2 kimenetele lehet.

P(A) = gin _, P)=1-P(a)= 1—2%

A feladat feltétele szerint olyan n értéket kereslink, amelyre a P':A:' valoészinliség nagyobb
0,99-nél:

P(A)=1-2>0,99 _ S o o
2 Ebbdl algebrai atalakitasokkal kifejezzik az ™ valtozoét:

1 gn 1
O0L>97 220,01 5 2™>100

Vegyuk az egyenlétlenség mindkét oldalanak 10-es alapu logaritmusat:

n-lg2>19100 ;s 7>6,64 yagyis legalabb 7-szer kell dobni ahhoz, hogy 99 %-nal
nagyobb valésziniliséggel legyen a dobasok kozott fej.

6. feladat

Egy tarsashazban 6 csalad lakik. Egy alkalommal a postas minden csalad részére hozott egy
levelet. Ezeket a postaladakba véletlenszerlien dobalt be (minden ladaba egy levelet). Mennyi
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a valoszinlisége annak, hogy pontosan 4 csalad kapta meg a sajat levelét?

6. feladat megoldasa

A levelek annyiféleképpen dobalhatok be a ladakba, ahany lehetséges sorrend;ﬁk van. igy
az dsszes lehetséges eset szamat ismétlés nélkiili permutaciéval kapjuk meg: 6° = 7
Kedvez6 esetben 4 csalad kapja meg a sajat levelét, és a maradék kett6 felcserélve
kapja. Erre annyi lehetdség van, ahanyféleképpen a 6 csaladbdl 4 kivalaszthaté:

(2) —15

(Barmely 4 jo helyre dobott levélhez csak egyféleképpen - felcseréléssel - tartozhat 2 db
rosszul kézbesitett.)

igy a kérdezett valésziniiség: 15/720=0,02 2%

Az anyaghoz kapcsoléddan nézze meg a Valdszinlségszamitas példatar 4. fejezetében
talalhaté 4.1, 4.2. kidolgozott példakat és oldja meg a 4.5-8., 11.,15. feladatokat. A feladatok
megoldasai megtalalhatok a példatarban.

10. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - székitoltés
Egy kockat feldobunk hétszer, és a szamokat a dobas sorrendjében feljegyezziik.

Mennyi annak a valészinlsége, hogy legalabb 2 6tdst dobunk? (Komplementerrel szamoljon!)

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés
Magyar kartyabol kihuzunk egyszerre 5 lapot.

Mennyi a valoszinlisége annak, hogy van zold a kihuzott lapok k6zo6tt?
(Komplementerrel szamoljon!) (1)................. %

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

3. feladat - egyszeres valasztas
Egy csomag magyar kartyat jol 6sszekeveriink. Mennyi annak a valésziniisége,
hogy a 8 piros egymas utan kovetkezik?

Csak egy helyes valasz lehetséges:
) 8!
() g8.9424
Bl-25!
) 32!
() 24!

4. feladat - egyszeres valasztas
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Dobjunk fel egy érmét hétszer egymas utan, az eredményeket irjuk le a dobas
sorrendjében!

Mennyi a valészinlisége annak, hogy 3 fej lesz a dobasok k6zott?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

)23
)32
(%)
3
() 2°
() 7!
()7
Megolddékulcs
1. (1)-33
feladat: (2)-27,3
2.
feladat; (1)-789
3. Bl-25!
feladat: 2at
(%)
4. 3
feladat: 2—?

11. lecke. Mintavételek

A mintavételes feladatok a klasszikus valoszinliségi képletnek egy fontos alkalmazasi terlletét
alkotjak.

Véletlen minta: egy halmazbdl taldlomra kihuzott elemek 6sszessége. Az eljaras soran minden
minta (barmely elem-0sszetételli) kihuzasa egyenld valdszinliséga.

Kétféle mintavételt kilénbdztetlink meg:

1. Visszatevés nélkuli mintavétel
2. Visszatevéses mintavétel

1. Visszatevés nélkiuli mintavétel

Egy halmazbdl meghatarozott szamu elemet huzunk ki.

A kihuzott elemeket nem tesszik vissza a tobbi k6zé, igy a huzasok soran egyre kevesebb
elembdl valasztunk. Figyeljuk a kivalasztott elemek sorrendjét is.

Az elemek kivalasztasa torténhet egyszerre is. Ekkor az elemek sorrendjére nem vagyunk
tekintettel.
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1. feladat

Egy rejtvénypalyazatra 15 helyes megfejtés érkezett, a megfejték kdzott 9 né és 6 férfi volt. A
megfejték kozott 5 egyforma ajandékot sorsoltak ki. Mennyi a valoszinlisége, hogy a
nyertesek kozott 3 né van? (Oldjuk meg a feladatot a sorrend figyelembe vételével és anélkl
is!)

1. feladat megoldasa

A 9 nbi megfejté kozul kerult ki 3 nyertes, és a 6 férfi megfejtdé kdzll 2 nyertes:

Kattintson ide a nagyitashoz!

6

2

(%)

Tehat a kérdezett valoszinlség: — 42%

Megjegyzés: A megoldas soran lattuk, hogy a valészinliség értéke nem fugg attél, hogy
figyeljlik-e a kivalasztottak sorrendjét vagy sem. Ezért a tovabbiakban a visszatevés
nélkuli mintavételnél nem vessziik figyelembe a kivalasztott elemek sorrendjét.

Altalanositsuk az 1. feladatot!

2. feladat

Egy rejtvénypalyazatra IV helyes megfejtés érkezett, a megfejtsk kozott M né és (N —-M :'
férfi van. A megfejték kézal ™ szamu nyertest sorsolnak ki. Mennyi a valoszinlisége, hogy &
nd van a kihuzottak k6zott?

2. feladat megoldasa

Jeloljuk Ak’-val azt az eseményt, hogy k darab né van a nyertesek kozott.
M megfejtd
¥ v
M né h-M férfi
]
k =k
A nok kivalasztasa, % ¥
i A férfiak kivalasztasa,
1)) Q2
& - k n-k
P(AL)= kedvezo eselek szama _

osszes eset szama

%)
" @ A nyertesek kivalasztasa.

Ay AZ n nyertes kozott
k nd és (n — k) férfi van

A nik barmely kivalasztasahoz

N-M) -féleképpen
n-k | valaszthatok ki a férfiak.

A visszatevés nélkuli mintavételnél alkalmazott altalanos képlet:
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=0
(Ag)= (;;i;r)

| .'Eg — D,l,...!

aho ag M Sman(M,N—M)

A probléma altalanos megfogalmazasa:

Adott IV elem, amelyek kozott M kitiintetett (a vizsgalat szempontjabol megkiildnbdztetett)
van.

Az elemekbdl ™ -szer huzunk visszatevés nélkul.

Annak a valészinliségét keressik, hogy a mintaban k kitintetett van.

3. feladat
Mennyi a valoszinlisége, hogy a lottd kihuzott szamai kdzott 1 darab 5-tel oszthatd van?

3. feladat megoldasa

Lottosorsolas egy visszateves neélkuli mintavétel. A vizsgalat szempontjabdl a (N =)%0
szamot két csoportra osztjuk szét:
5-tel oszthatok; M = 90/5=18

5-tel nem oszthaték: N —M =72

uzott ':ﬂ :'5 elembdl {k :'1 ottel oszthatd van:

Annak a valoszinlsége, ho( Ba)k(lh )
Ce)k) G
R I GO e

Ez azt jelenti, hogy 100 lottosorsolasbdl varhatdan 42 esetben lesz a kihuzott szamok kozott 1
darab ottel oszthato.

2. Visszatevéses mintavétel

Az elemeket egyesével hlzzuk ki a halmazbdl. A kihuzott elemet visszatesszlk a tobbi koze,
és csak ezutan huzzuk ki a kovetkez6t. lgy minden huzasnal az 6sszes elembdl
valasztunk. A kivalasztott elemek sorrendjét minden esetben figyelembe vesszik.

4. feladat

Szeszélyes tanar ur minden éran egy tanulét feleltet. A felelét véletlenszerlen valasztja ki az
Osszes tanuld koziil. (igy eléfordulhat, hogy valaki tébb egymas utani éran is felel.) Egy altala
tanitott osztalyban 12 fiu és 8 lany van. Mi a valészinisége, hogy a kovetkez6 5 tandran 3
lany fog felelni.

4. feladat megoldasa

Szeszélyes tanar ur visszatevéses mintavétellel valasztja ki 6rarél-6rara a felel6ket, hiszen
minden éran az dsszes tanuld kozul valaszt.

A kedvez6 esetek szamat megkapjuk, ha kiszamoljuk, hogy hanyféleképpen felelhet az 5
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tanoran 3 lany. Ekkor 2 olyan tanora van amikor fiuk felelnek.
Ehhez figyelembe kell venni a kovetkezbket:
Mely tanorakon feleltek lanyok?
A 3 "lanyos" ora kivalasztasara (ismétlés nélkuli kombinacio)
Y

3 lehet6ség van.

Hanyfeleképpen valaszthato ki 3 lany felel6?

Minden 6ran 8 lanybdl valaszthat, igy a 3 nap alatt 6sszesen 83 fale lehet6seg van (ismétléses
variacio.)

Hanyféleképpen valaszthato ki 2 fiu felel6?

Minden éran 12 fiubdl valaszthat, igy a 2 nap alatt 6sszesen 122-féle lehetéség van
(ismétléses variacio.)
%)-83-122

Tehat a kedvez6 esetek szama (

Az osszes lehetséges kivalasztas:
Minden 6ran 20 tanulobol valaszt, igy az dsszes eset szama: 205,

Kattintson ide a nagyitashoz!

5) 3,172

(3'8'13 5\ /83 /122
Plag)="g5—=(3Hxm) () =02

B 12
A képletben 1év6 20 az osztalyban 1évé lanyok aranyat, a 20 a fiuk aranyat nilgtatja meg.

A kérdezett valészinlség:
Megjegyzés:

0
8 12
Azaz 1-1 tanéran 20 valdszinliségi, hogy a kivalasztott felelé lany lesz, és 20
valészinliségl, hogy fiu.

Altalanositsuk a 4. feladatot!

5. feladat

N elem kozott M kitlintetett van. Az elemek koziil 7 -szer hiizunk visszatevéssel. Mennyi
annak a valoszinlsége, hogy az elemek kdzott k kitlintetett van?

5. feladat megoldasa

Kedvez6 estek szamolasa:

)
(k lehet6ség van azon huzasok megvalasztasara, amelyeknél kitintetett elemet huzunk.

A kitiintetett elemek kivalasztasara minden hizasnal M |ehetéség van. igy % huzas esetén
Mk—féleképpen valaszthatdk ki kitlntetett elemek.
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A nem kitiintetettek kivalasztasara minden hazasnal @Y ~M) lehetsség van. igy %)

(V- *

huzas esetén lehetdség van a nem kitlntetettek kihuzasara.

Az O0sszes eset szamolasa:

0 r e r 174 r r . ’ ya ya n ” I 4
Minden huzasnal IV elembdl valaszthatunk, igy az ™ elem kivalasztasara IV lehetdség
van.

Kattintson ide a nagyitashoz!

A visszate\(/éjes mintavételnél alkalmazott altalanos képlet:

n —k

k) ME(N—D)" ay CAMNE AN MR
()= () () = (R

ahol I=17P ¢s k |ehetséges értekei: © = 01,23

Megjegyzés:

=S

p:

A képletben lévé N g kitiintetett elemek részaranyat mutatja meg. Azaz annak a

valé%in(jzége, hogy 1-1 huzasnal kitlintetettet huzunk.

— N anem kitiintetettek részaranya, illetve annak a valoszinlisége, hogy 1-1
huzasnal nem kituntetettet huzunk.

6. feladat

Magyar kartyabdl visszatevéssel huzunk 6-szor. A lapokat a huzas sorrendjében feljegyezzik.
Mennyi a valoszinlsége annak, hogy 2 piros van a kihuzottak k6z6tt?

6. feladat megoldasa
(V=32 |apbsl huzunk =8 _szor ismetiéssel, és vizsgaliuk annak a valésziniiségét,
hogy (k = }2 piros lesz a kivalasztottak kozott. A piros lapok aranya {p = }8/32
pirosaké (g=)24/32

Igy a kérdezett valoszinlség:

P(a=(R) o+ =(3) (&) () =05

Megfigyelhetjik, hogy a visszatevéses mintavétel soran, minden huzasnal ugyanakkora
esélyiink van a "kitlintetett" elem kivalasztasara. Példaul, ha a magyar kartyabdl
visszatevés nélkul huzunk, minden huzasnal 8/32 annak a valdszinlisége, hogy pirosat
hazunk.

, anem

Ha nagy szamu elembdl visszatevés nélkul valasztunk, ahol a "kitlintetettek™ szama is
nagy a mintaelemek szamahoz képest, akkor a kitlintetettek aranya nem valtozik
lényegesen az egyes huzasok soran. llyen esetben a visszatevéses mintavétellel szamolt
valdszinliség kielégité pontossaggal kozeliti a visszatevés nélkiilivel szamolt
valésziniiséget.

Osszefoglalva: Ha IV és M nagy az ™ -hez képest, akkor a visszatevés nélkili
mintavételnél a visszatevéses mintavétel képletével is szamolhatunk valdszinlséget.
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7. feladat

Egy f6iskola gazdalkodas szakan 100 hallgaté tanul, kdzllik 45 tud angolul. Valasszunk ki a
hallgatok kozul 4-et.

a, Szamoljuk ki annak a valdszinliségét, hogy 1 angolul tudé van a kivalasztottak k6zo6tt?

b, Ellenérizzik azt a feltevést, hogy a visszatevéses és visszateves nélkuli mintavétel
képlete kozel azonos valdszinliséget ad!

7. feladat megoldasa

A feladatban szerepld paraméterek; IV =100 M =45 n=4 k=1

Visszatevés nélkili mintavétel képletével:

P(Ag)= E)) = (H)(5) ~0,3011
) Q) ="

mn
A visszatevéses mintavétel képletével:
k n—k 1
_ (N MY SN =M _ (4N (45 55 %
Plan)=(AH) - (F)" =(D){®) <1|:m) ~0,2995

Lathatd, hogy a hallgatok szama és koztuk az angolul tudok szama is joval nagyobb a minta
elemszamanal, igy a kétféle mintavételi képlettel szamolt valészinliség nagyon kis
mértékben tér el egymastol.

Az anyaghoz kapcsoléddan nézze meg a Valoszinliségszamitas példatar 5. fejezetében
talalhaté 5.1.,5.2. kidolgozott példakat és oldja meg a 5.1-9., 12., 14-18. feladatokat. A
feladatok megoldasai megtalalhatok a példatarban.

11. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - egyszeres valasztas
Magyar kartyabdl kihuzunk egyszerre 5 lapot. Hany szazalék a valészinilisége annak,
hogy két kiraly van a kihuzott lapok kozott?

Segitség 11. lecke 1. onellen6rzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()56
()16,8
()9.8
()12,4

2. feladat - egyszeres valasztas
Hany szazalék a valészinlisége, hogy a kihuzott lotté szamok ko6zott 4 darab 20-nal
nagyobb van?

Csak egy helyes valasz lehetséges:
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()47,2
()44,9
()50

()41,7

3. feladat - egyszeres valasztas

Pontos Pal 3-féle busszal és 2-féle villamossal tud munkaba menni. A jarmivek koziil
mindig azt valasztja, amelyik a legkorabban érkezik. (A jarmiivek ugyanolyan siriin
jarnak, igy mindegyik érkezése egyenld valdsziniiségli.) Hany szazalék a valésziniisége,
hogy 6 egymast koveté munkanapbdl 4-szer megy busszal?

Segitség 11. lecke 3. 6nellenérzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()31,1
()29,1
()33,5
()40

4. feladat - egyszeres valasztas
Szigoru Szilard egy vallalat 11 karbantartéjanak és 6 raktarosanak fonoke. Minden
muszak végén kivalaszt a dolgozdk koziil véletlenszeriien egyet, akinek az aznapi
munkajat ellenérzi. Hany szazalék a valészinlisége annak, hogy 10 miiszak utan 4
raktaros munkajat ellendrizte?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()23,9
()18,5
()20

()22,6

5. feladat - egyszeres valasztas

Egy ladaban 30 fehér és 20 sarga labda van. A ladabdl kivalasztunk 5 labdat. Mennyi a
valészinlisége annak, hogy a mintaban 2 fehér labda van? Hatarozza meg a kérdezett
valdésziniiséget visszatevéses- és visszatevés nélkiili mintavétellel szamolval!

Hany szazalék a két valoszinliség kozti kilonbség? (A %-ban kiszamolt valésziniiséget
egy tized pontossagig hatarozza meg!)

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()3
()4
()03
()04

6. feladat - egyszeres valasztas
Az 5. feladatban mivel magyarazhato6 a csekély eltérés a kétféle mintavétellel szamolt
valésziniiség kozott?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

() A visszatevéses és visszatevés nélkuli képlet mindig ugyanazt a végeredményt adja,
az esetleges eltérések a szamolas soran fellépb kerekitések miatt van.

() A kétfele mintavétellel szamolt valészinliség csak kis meértékben tér el egymastol, ha
a minta elemszama kisebb 10-nél.

() A kétfele mintavétellel szamolt valészinliség csak kis meértékben tér el egymastol, ha
a valaszthat6 elemek szama sokkal nagyobb a minta elemszamanal.

Megoldokulcs
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1.
feladat:

2.
feladat:

3.
feladat:

4,
feladat:

5.
feladat:

6. A kétféle mintavétellel szamolt valdsziniiség csak kis mértékben tér el egymastdl, ha a valaszthatd elemek szama
feladat: sokkal nagyobb a minta elemszamanal.

12. lecke. Vegyes feladatok

1. feladat

Mennyi annak a valészinlsége, hogy a lotton legalabb két talalatunk van?

1. feladat megoldasa

A lottdsorsolas visszatevés nélkuli mintavétel.

D)= 43 949 268

A lotté 5 szamanak kisorsolasara (
ugyanakkora valoszinliséga.

Vezessuk be a kovetkez6 eseményeket:
40. 0 talalat
A1 1 talalat

lehetéség van, és mindegyik

A5. 5 talalat
Ezek az események egymast paronként kizarjak.

A legalabb két talalat: 2, 3, 4 vagy 5 talalat.

Szamoljuk ki el6szor a 2 talalathoz tartozo elemi események szamat:

A kedvezb elemi események meghatarozasahoz, képzeljuk el, hogy az 6sszes lehetséges
maodon Kitoltottuk a lottoszelvényeket. 2 talalat azokon a szelvényeken lesz, amelyeken a
kihuzottak kozul kettd, a nem kihuzottak kdzul 3 szerepel, azaz

42 =(3)(%)

Hasonldan gondolhaté végig a masik harom eset is. A végeredményeket az alabbi tablazat
tartalmazza.
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Esemenyek | Flemi esemenyek Valoszinuseg
SZAINA
57 (83
A, :2 talalat {EN 3] 087 700 : 43 949 268 »
2,25 %
5h (85
A, :3 talilat (3] ( 5 ] 35700 : 43 949 268 =
0,08 %
5% (85
A, 4 talalat [4] [ 1 ] 425 : 43 940 268 »
0,001 %
A, :5 talalat 1 1:43 949 268 =0

Tehat annak a valdszinlsége, hogy legalabb 2 talalat lesz:
P(Ag)+P(A3)—|—P(A4)—|—P(A5 ~2,33%

Mit is jelent ez?
10 000 kitoltott szelvénybdl atlagosan 233 -on van legalabb 2 talalat. Ezek kdzul
varhatoan 225 szelvényen csak kettes van.

2. feladat

Egy mosoport gyartd cég forgalmanak fellenditése végett a moséporos dobozok 5%-ban nagy
értékl nyereményszelvényt helyezett el.

a, Mennyi a valészinlisége annak, hogy 10 doboz mosoépor vasarlasa esetén talalunk
legalabb egy nyereményszelvényt?

b, Legalabb hany doboz mosoéport kellene vasarolnunk ahhoz, hogy legalabb 90 % -os
valészinliséggel talaljunk nyereményszelvényt?

2. feladat megoldasa

A vasarlas nyilvanvaldan visszatevés nélkuli mintavétel. Ebben az esetben nem ismert,
hogy hany doboz mosdport dobtak piacra, és az sem, hogy hany nyereményszelvényt
tartalmaztak a dobozok. Egy azonban biztos, hogy sokkal tobbet, mint ahany elemi mintat
vettiink. Igy a visszatevés nélkiili mintavétel képlete helyett a visszatevésest is
alkalmazhatjuk (lasd 11. lecke 7. feladat.).

a, 4 esemény: Legalabb egy dobozban van nyeremény.

Ismertek az alabbi paraméterek:
A minta elemszama: 7 =10
A nyeremeényt tartalmazé dobozok aranya: p=0,05 {5%:'

A nyereményt tartalmazé dobozok szama a mintaban legalabb egy: k2 1
Erdemes a komplementer esemény segitségével megoldani a feladatot.
Annak a valészinlisége, hogy nincs nyeremény a vasarolt dobozokban:

P(A)=(}) pkqnk = (18)-(0,05)0-(0,95)1“ —0,9510
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P(A)=1-P(A)=1-0,9510=1-0,599 = 0,401

Tehat 10 doboz vasarlasa esetén 40 % annak a valdszinlisége, hogy van legalabb egy
nyeremény a vasarolt dobozokban.

b, Nyilvanvaléan minél tobb dobozt vasarlunk, annal nagyobb lesz annak az esélye, hogy
lesz nyeremény a dobozokban. Azt az ™ értéket keressuk, amelyre ez a valosziniség
legalabb 90 %.

P(A)=1-P(A)=1-095">0,9 _, 0,1>0,95" _, 1g0,1 > n-1g0,95
Az egyenl6tlenség mindket oldalat osszuklelml? 0,95-kal. Ugyeljiink arra, hogy amivel osztunk
EY,

e ST
negativ, igy megvaltozik a relacié iranya: 1g0,95 =" 4 n>44,9
Mivel 7 - a vasarolt dobozok szama - csak egész szam lehet, igy legalabb 45 doboz
mosoport kell venni ahhoz, hogy 90 %-nal nagyobb valészinliséggel legyen kozte nyeremény.

3. feladat

Egy ladaban nagyon sok alkatrész van. Feladatunk a selejtarany meghatarozasa.

Az alkatrészek kozul 10 elemii mintat veszunk, és feljegyezzik a selejtek szamat. Ezt a
mintavételi eljarast még nagyon sokszor elvégezzuk, mindig feljegyezve a mintaban 1évo
selejtek szamat. Azt tapasztaljuk, hogy az esetek 60 % -ban a 10 elemii minta selejtmentes.
Hatarozzuk meg a ladaban lév alkatrészek selejtaranyat!

3. feladat megoldasa

A esemény: nincs selejt a 10 elem(i mintaban.
A fenti eljaras utan arra kdvetkeztethetlink, hogy a selejtmentes minta valésziniisége 60 %

(10 elemii mintavétel esetén). — P(A)=06
n — 10
P(A]:(k).pk.qn k:(D)qulﬂz[}]@

mutatja meg.

, ahol ¥ a selejtaranyt, q a j6 alkatrészek aranyat

Mivel az els6 két szorzé értéke 1, ezért
gl0=0,6_, g=1906=095
Tehat a ladaban 1évé j6 alkatrészek aranya 95 %, a selejtesek aranya 5%.

4. feladat
Toltsuk ki véletlenszerlien a totd els6 13 sorat.

a, Mennyi annak a valészinlisége, hogy legalabb 11 talalatunk lesz?

b, Mennyi annak a valdszinlsége, hogy 4 talalatunk lesz?

4. feladat megoldasa

Elemi esemény: a szelvény 13 soranak egy konkrét kitoltése.
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Az osszes lehetséges kitoltések szamat ismétléses variacioval kaphatjuk meg. Mivel
minden sornak 3-féle kitoltése lehetséges, ezért az elemi események szama: 31° = 1594323

Vezessuk be a kovetkez6 eseményeket:
A13: 13 talalat
A12: 12 talalat
A11:11 talalat

A kedvez6 elemi események meghatarozasahoz, képzeljik el, hogy az 6sszes lehetséges
maodon Kitoltottuk a totdszelvényeket. Vizsgaljuk meg, hogy hany 11, 12 illetve 13 talalatos
szelvény lesz koztlk.

13 talalatos csak 1 darab lesz (ez a teljesen jo kitdltés): [A13]=1

12 talalat: Ezeknél a szelvényeknél egy hibat kovettink el. 13-féleképpen valaszthatjuk meg,
hogy melyik sorban kovetjuk el a hibat, és barmely sor 2-féleképpen tolthetd ki hibasan.

Példaul, ha x lenne a helyes valasz, akkor 1 vagy 2 beirasaval tévedhetunk.
|A19|=13-2=26

13

11 talalat: A szelvény két sora van hibasan kitoltve. ( 2 )-féleképpen valaszthato ki a 2 hibas
sor. Mindkét sort 2-féleképpen lehet rosszul kitdlteni. Tehat 2 sor estében a hibas kitoltések

szama 22,
(Példaul az elsé két sor x helyes valasza helyett 11, 12, 21, 22 szerepel.)
A11|= (13)-23 — 312

13

9

4 talalat: A szelvénynek 9 sora van rosszul kitoltve. A hibas sorokat ( )-féleképpen

valaszthatjuk ki, barmely 9 sor esetén 29 hibas kitoltés lehetséges. igy
44]=(%)-29 = 336080

Esemeények Flemni Valoszinuseg
esemenyek
SZAINA
13} _,
11 talalat [EJ 2 3121594323
0,02 9
e
12 talalat (1]'2 2611594323 ~
0.0016 %
13 talalat 1 1:13594323 =0 %
13
4 talalat [9 B 366 080 : 1 594 323
7223 %o

A legalabb 11 talalat valésziniségét 11, 12, 13 talalatok valdszinliségének Osszegzésével
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kapjuk: = 0,0216 %

Milyen kar, hogy a 4 talalat nem fizet!

5. feladat

Mennyi annak a valészinlsége, hogy egy 15 f6s tarsasagban van legalabb 2 ember, akiknek
ugyanazon a napon van a szuletésnapja? (Az év 365 napbdl all.)

5. feladat megoldasa

A esemény: Van legalabb 2 ember, akiknek azonos napon van a sziiletésnapjuk.

Célszer(i a komplementer eseménnyel szamolni:

A Minden ember kilonb6z4 napon szlletett.

Az A kedvezd eseteibdl annyi van, ahanyféleképpen kivalaszthaté 15 nap az évbél, és
"kioszthatd" 15 ember kozott. Itt ismétlés nélkili variaciordl van szé, mert "kivalasztottuk és

sorba rendeztuk" a napokat:

|A|=365-364-...-351

Az Osszes eset szamolasanal azt kell figyelembe venni, hogy minden ember az év barmely
365 napjan szlilethetett, ezért ez ismétiéses variacio: 3651°,

Tehat annak a valdszinlsége, hogy van legalabb két ember, akiknek azonos napon van a
szuletésnapja:

PA)=1-P(A) = 1_365:364-...351

51 _ _
gesis 1 OO =0A9 g0

Ha a 15 ember kozott ikrek is vannak, akkor szinte biztos, hogy vannak azonos napon
szUletettek.

Az anyaghoz kapcsoléddan oldja meg a Valdszinliségszamitas példatar 4. és 5. fejezetében
talalhat6 4.5-8., 11.,15., 5.1-9., 12., 14-18. feladatokat. A feladatok megoldasai megtalalhatok
a példatarban.

12. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - egyszeres valasztas
Hany szazalék a valésziniisége annak, hogy a lotton legfeljebb egy talalatunk van?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()97,7

()95,6

()97

()96,1
2. feladat - egyszeres valasztas
A sorsjegyek 15 %-a nyer. 4 sorsjegyet vasarolva hany szazalék a valdszinlisége annak,
hogy pontosan eggyel nyeriunk?

Csak egy helyes valasz lehetséges:
()40,9
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()35,8
() 45,4
()36,8

3. feladat - egyszeres valasztas

Egy piaci arus véletleniil 6sszeontott 2 rekesz magvas és 3 rekesz mag nélkiili
mandarint. Minden rekeszben ugyanannyi mandarin volt. A kétféle mandarint kulsére
nem lehet megkiilonboztetni egymastol. Egy vasarlé 10 db mandarint vasarolt. Hany
szazalék a valoszinlisége, hogy a mandarinok ko6zott legalabb 3, de legfeljebb 5 magvas
van?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()66,7
() 70,6
()73,5
() 85,1

4. feladat - egyszeres valasztas

Egy ladaban nagyon sok alkatrész van. Feladatunk a selejtarany meghatarozasa. Az
alkatrészek koziil 8 elemii mintat vesziink visszatevéssel és feljegyezziik a selejtek
szamat. Ezt a mintavételi eljarast 1000-szer elvégezziik, mindig feljegyezve a mintaban
lévo selejtek szamat. Azt tapasztaljuk, hogy a mintavételeknél 750 esetben selejtmentes
a minta. Hatarozzuk meg ladaban lévé alkatrészek selejtaranyat!

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()3,5
()4,5
()4
()5

5. feladat - egyszeres valasztas

Egy teszt 10 kérdést tartalmaz, minden kérdésre 4 lehetséges valaszt adnak, amelyek
koziil csak egy a helyes. Hany szazalék a valészinlisége annak, hogy egy
véletlenszeriien kitoltott tesztben 7 vagy 8 talalatot ériink el?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()6,2
()45
()52
()79

Megolddkulcs

;éladat: 97,7
fzéladat: 36,8
féladat: 66,7
?éladat: 3.5
5

foladat: 02
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13. lecke. Geometriai valosziniiség

Szamos valdszinliségszamitasi feladat megoldasa geometria alakzatok mértékének
(hosszusag, terllet, térfogat) meghatarozasara vezethetd vissza. llyenkor az eseménytér egy
geometriai alakzattal szemléltethets. Az elemi események a geometriai alakzat pontjai.

1. feladat

Egy 20 cm sugaru céltablara Iovéseket adunk le. Hatarozzuk meg annak a valosziniségét,
hogy a talalat a céltabla kézéppontjatdl legfeljebb 10 cm-re van!

(Feltételezzik, hogy a talalat a céltabla adott A részteruletére esésének valdszinlisége
aranyos a terulettel.)

1. feladat megoldasa

Tekintsiik biztos eseménynek, hogy a céltablat eltalaljuk, igy a H eseménytér egy 20 cm
sugaru Kor.
Az A kedvezd események egy 10 cm sugarl kor belsd pontjai.

. _10%yr _ 100-w
P(A)= az A tartomany terilete= p2.,r — 400+

a H tartomany teriilete

1
4

Mivel a 10 cm sugaru kor terulete 1/4-része a céltabla teruletének, igy e kor eltalalasanak
valészinlisége 1/4.

Geometriai valoszinliségrél akkor beszéllnk, ha:

-a H eseménytér egy geometriai alakzat,

- az 4 esemény ennek részhalmaza, és

- egy véletlen pont A tartomanyba esésének valdszinlisége aranyos az 4 tartomany
mértékeével.
A valoszintiség csak az A tartomany nagysagatol fiigg, de nem fiigg a £ eseménytérben
val6 elhelyezkedéseétél.
A valoszintséget az 4 és a ' mértékének hanyadosaval hatarozzuk meg, azaz:

- hosszmértéknal: £ A) = az A tartomany hossza

a H tartomany hossza
P(A)= az A tartomanyteriilete

a H tartomany teriilete
P(A) = az A tartomany térfogata

- teriiletmértéknél:

- térfogatnal:
a H tartomany térfogata
_idétartamnal: £ (@) = az A tartomany idétartama
a H tartomany idotartama
2. feladat

Egy 20 cm sugaru céltabla esetén, mennyi a valészinlisége annak, hogy

a, atalalat a k6zépponttdl legalabb 5, de legfeljebb 12 cm-re talalhato?
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b, atalalat a kzépponttdl pontosan 8 cm-re talalhato?

2. feladat megoldasa

a, A kedvezd esethez két, azonos kdzéppontu 5 cm illetve 12 cm sugaru kor altal hatarolt
korgyari tartozik.
L _ 1025l UGw oo
P{A} = akorgylini terillete = pp2.,7  — 4004~

a H tartomany teriilete

b, A kor kézéppontjatdl 8 cm-re 1évé pontok egy korvonalon vannak. A korvonal tertlete O,
igy a kerdezett valdszinliség is 0.

Megjegyzés: Tudjuk, hogy a lehetetlen esemény valészinlisége 0. Ebbdl a példabdl lathato,

hogy ez az allitdas nem megfordithaté. Bar a kdrvonal eltalalasanak valoszinisége 0, ez nem
lehetetlen esemény.

3. feladat

Egy villamos menetrendjérél annyit tudunk, hogy 15 percenként jar.
Véletlenszerlen kimegyunk a megalléba. Mennyi a valdszinlisége, hogy

a, legfeljebb 3 percet kell varni?
b, 4 percnél tdbbet, de 6 percnél kevesebbet kell varakoznunk?

c, pontosan 4 percet kell varnunk?

3. feladat megoldasa

Tegylk fel, hogy van a megalléban egy 6ra, amely méri az el6zé villamos elhaladasa utan
eltelt id6t.

A H eseménytér a villamos érkezése elétti 15 perces idSintervallum.

a, A kedvezd esemeény a villamos érkezése el6tti 3 perces id6intervallum, igy
P=3/15=0.2

b, A kedvez6 esemény egy 2 perces idéintervallum, igy P=2/15

¢, Akedvez6 esemény egyetlen id6pillanat, vagyis az idéintervallum hossza 0, igy a hozza
tartozé valésziniseég is 0.

4. feladat

Angéla és Balint megbeszélik, hogy 13 és 14 éra kozott talalkoznak kedvenc éttermukben.
Mennyi a valoszinlisége annak, hogy a korabban érkezének legfeljebb 15 percet kell varnia?
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4. feladat megoldasa

Jeldlie = illetve ¥, hogy Angéla illetve Balint hany perccel érkezett 13 dra utan.

Az {$;y} szamparokat egy koordinatarendszerben abrazolhatjuk.
Az ¥ illetve az ¥ értékekre az alabbiaknak kell teljesiilni:

Legfeljebb 60 perccel érkezhetnek 13 6ra utan, igy 0=z <60 g O=sys< 6':'.
Legfeljebb 15 percet kell varakoznia a korabban érkezének. Haa & és ¥ kozotti eltérés

legfeljebb 15, akkor [T Y <15
Kattintson ide a nagyitashoz!

A megoldas Iépései:

1A T=YS15 fiejezss 18 S2=Y <15 Saupan is felirhats.
Ez két egyenlétlenség egyiittes teljesiilését jelenti. Ezekbdl ¥ -t kifejezve az alabbiakhoz

jutunk:
Yy<r+ls g y 2215

y=z-15

2. Abrazoljuk az egyenléséget teljesits ¥ = 115 g5 egyenes pontjait.

3. Bejeldljik az egyenlétlenséget teljesité pontokat.

4. Kiszamoljuk a kedvezd esetek altal meghatarozott tertletet (komplementer segitségével).
5. Kiszamoljuk a valdsziniiséget. A kgordigﬁa’gtarendszerben abrazoltak alapjan:

P(A)= az A tartomany teriilete = % =0,4375

a H tartomany teriilete

5. feladat

Egy szamitdgépes jateknal a képernyén egy 10 cm oldalhosszusagu négyzet jelenik meg. A
négyzet belsejébe véletlenszerlen kivalasztott helyre festékbombakat kuldhetlnk.

A talalat helyétdl a program parhuzamosokat huz a négyzet oldalaival, és a keletkez6 néegy
téglalap kozul a bal alsét befesti. Mennyi a valoszinlsége, hogy egy talalattal sikertl a négyzet
terlletének legalabb a felét befesteni.

5. feladat megoldasa

lllessziink egy koordinatarendszert a négyzetre (a bal alsé sarkan van az origo). A talalat

Bi)/érl?lfﬂkoordinétéi legyenek £ és Y . igy a taldlatok koordinataira igaz, hogy 0=2=<10 ¢4
=y=10

A talalat utan a négyzetnek egy ¥ terlilet(i részét festi be a program. Kedvezé esetben
legalabb a négyzet felét befestjiik, ha % 250

Kattintson ide a nagyitashoz!

A megoldas soran bejeldltuk a koordinatarendszerben a kedvezé esethez tartozé pontokat. A

—rn.l
kimarado rész egy 5 x 10 -es téglalap és az ¥ = 50z hiperbola fuggveény alatti tertlete a
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[5510] intervallumon.

A hipelrgola alatti terulet meghatarozasa:

10
Th= fSD-}—r dr = 5[]-[1n|:t:|]5 =50-(In10—-In5) =347
5
A kérdezett valoszinlség:

102—(5.104-34.7
PlA)= ': m;L : ):D,153

Az anyaghoz kapcsoldéddan nézze meg a Valoszinliségszamitas példatar 6. fejezetében
talalhaté 6.1. kidolgozott példakat és oldja meg a 6.1-4. feladatokat. A feladatok megoldasai
megtalalhatok a példatarban.

13. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - székitoltés

Egy erdés, nehezen megkozelithet6 sziget teriilete 2500 kmZ2. Ennek egy 20x15 kmZ2-es
részen harcok dulnak. Egy repulégép kényszerleszallast hajtott végre ezen a 2500 km? -
es teruleten. Geometriai valdsziniiséget feltételezve, mennyi annak a valésziniisége,
hogy nem a harcok helyszinén szallt le?

A kérdezett valoszinliség (1)................. %

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés

Egy 2 cm atméro6jii gombon 2 darab egyenként 0,2 cm atmérojii lyuk van. Mennyi a
valésziniisége annak, hogy varras kdézben a gombot (és nem a rajta Iévé lyukat)
talaljuk el?

A kérdezett valoszinlség (1)................. %

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

3. feladat - szokitoltés

Szamkijelzés 6rankban lemerilt az elem. Este 8-kor, mikor megnéztiik, még
miikodott, de reggel 6-kor mar nem tudott az ébresztéje megszolalni. Mennyi a
valdszinilisége, hogy hajnali 1 és 3 6ra k6zott meriilt le az elem?

A kérdezett valoszinlség (1)................. %

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

4. feladat - szokitoltés

Tehetés Tamas kertjében egy 10 m hosszu uszémedence van. A medence alja ugy
van kiképezve, hogy a benne 1évé viz egyenletesen mélyiljon 80- 160 cm-ig. Egy
alkalommal véletleniil beleejtette a medencébe a gyiirijét. Egy haléval legfeljebb
140 cm mélységig tud lenyulni. Mennyi a valészinilisége annak, hogy a gydirii a
medence olyan részére esett, ahonnan haléval is elérhet6?

Segitség 13. lecke 4. 6nellendrzé feladat

A kérdezett valészinlség (1)................. %
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A helyes valaszt a megoldékulcsban talalja!

5. feladat - egyszeres valasztas

A szamolégépilinkon véletlenszam-generator is van, amellyel a (0;1) intervallumbaél
lehet véletlenszeriien szamot kivalasztani. Mennyi a valészinlisége, hogy két
véletlenszerilien generalt szam osszege legfeljebb 3/47?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()9/32
()23/32
()7/16
()9/16

Megolddékulcs

1

feladat: (1)-88

2

foladat: (198

3

feladat: (1)-20

4

feladat: (1)-75

5

féladat: 9/32

lll. fejezet. Gyakorlo feladatok

1. feladat - leiras
1.

Egy tarsashazban 6 csalad lakik. Egy alkalommal a postas minden csalad részére
hozott egy levelet. Sajnos otthon felejtette a szemiivegét, igy a leveleket a postaladakba
véletlenszeriien dobalta be (minden ladaba egy levelet). Mennyi a valésziniisége annak,
hogy pontosan 4 csalad kapta meg a sajat levelét?

Megoldas

2. feladat - leiras
2.

Az otos lottd kihuzott szamaira vonatkoznak az alabbi kérdések.

a. Mennyi a valészinlisége annak, hogy minden kihuzott szam oszthaté 3-mal?

b. Mennyi a valészinlisége annak, hogy a kihuzott szamok kozo6tt van 3-mal
oszthaté?

c. Mennyi a val6szinlisége annak, hogy minden kihuzott szam oszthat6 3-mal vagy
mind nagyobb 20-nal (a két esemény kdzul legalabb az egyik teljesul)?

d. Mennyi a valészinlisége annak, hogy minden kihuzott szam oszthaté 3-mal, de
nem mind nagyobb 20-nal?

e. Egészitsuk ki az alabbi eseményeket teljes eseményrendszerré és hatarozzuk meg
a valészinlséguket:

A: Minden kihuzott szam oszthaté 3-mal.
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1

feladat:

C: A kihuzott szamok egyike sem oszthaté 3-mal.
D: ?

Megoldas
3. feladat - leiras
3.

Egy 10 kérdésbdl allé teszt minden kérdésére 5 lehetséges valaszt (a, b, c, d, e)
adtak, amelyek koziil pontosan egy helyes. Mennyi a valészinilisége annak, hogy a
véletlenszeriien bejelolt valaszok kozott:

a. nem lesz helyes valasz,
b. legalabb 8 hibas valaszt adunk,
c. ketténél a c-t, haromnal a b-t, és 6tnél a d-t jeldlink meg?

Megoldas
4. feladat - leiras
4,

Egy ruhagyar altal készitett zoknik 7%-nak van valamilyen hibaja. Egy nagyon sok
zoknit tartalmazoé szallitmanybdl kivalasztunk néhany zoknit.

a. Mennyi a valészinlisége annak, hogy egy 10 elem{ mintaban van hibas zokni?
b. Hany elem( minta esetén lesz legalabb 90 % annak a valoszinlisége, hogy van a
zoknik kdzott hibas?

Megoldas
5. feladat - leiras
5.

Egy labdat véletlenul nekirugtak egy 10m hosszu és 5m magas haznak. A hazon 2
db 2mx1,5m-es ablak van. Mennyi a valészinlisége, hogy ablakot talalt el a labda?

Megoldas
Megolddkulcs

Id. a feladatnal!

2. .
|

feladat: Id. a feladatnal!

3. Id. a feladatnal!

feladat: : ’

4. Id. a feladatnal!

feladat: ’ ’

> Id. a feladatnal!

feladat: ’ ’
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Bevezeto

A kovetkez6 fejezetekben a feltételes valészinliségrol és a fuggetlen eseményekrol lesz
Sz0.

Ezen fogalmak megértésére nézzik meg a kovetkezd torténetet!

Moho Mihaly téténete a paros lottd szamokkal (elsé rész)

A lottén sok-sok hét 6ta nem volt 5 talalatos szelvény, igy minden idék legnagyobb
nyereménye halmozodott fel.

Moho Mihaly szeretett volna mindent megtenni a fényeremény érdekében. Egész életében
fontos szerepet jatszottak a paros szamok, igy elhatarozta, hogy az 6sszes olyan kitoltést
elvégzi, ahol csak paros szamok szerepelnek. Ez tudjuk, annyiféleképpen lehetséges,
ahanyféleképpen a 45 paros szambdl 5 kivalaszthatd (sorrendre valo tekintet nélkil), azaz

(¥)=1 221 759

A rokonok és baratok 6sszefogasa segitségével sikerilt is tervét megvaldsitani. Még ekkor
45)_(9[]) _

sem volt tul nagy az 5 talalat valésziniisége (( 5705 "7, csak 2,8 %, de arra

gondoltak, hogy a kevesebb talalatokeért fizetett 6sszegekkel egyutt megtérul a vallalkozas.

Eléerkezett hat a nagy nap, mindenki 6sszegydlt a tévé korul, hogy lassak a sorsolast. Az els6
kihuzott szam a 22-es volt, és ebben a pillanatban a tévében adashiba kdvetkezett be.

El6szor bosszankodtak, majd elkezdtek szamolgatni, hogy mennyi most az 6t talalat
valészinlsége. Nagyon megorultek, hogy az elsé szam paros volt. Egy paratlan szam egybdl

szertefoszlatta volna almaikat, hiszen a szelvényeken csak paros szamok szerepeltek. Az is

(87)=2 241 626

nagy 6rom volt, hogy a maradék 4 szam kihuzasara mar csak

90

lehetbség
( 5):43 949 268

van, szemben azzal a majdnem 44 milli6 esettel (
lottd Osszesen kitdlthetd.

), ahanyféleképpen a

Orémiik azonban nem tartott sokaig, mert ra kellett débbennilik, hogy a megirt szelvények
nagy részén mar nem lehet 6t6stk, mert nincs bejeldlve rajtuk a 22-es szam. Gyorsan
kiszamoltak, hogy hany szelvényen szerepel a 22-es. A 45 paros szambol egyet mar kihuztak,
igy azt kell meghatarozni, hogy a maradék 44-bél hanyféleképpen valaszthato ki tovabbi 4

, , (‘%f):wa 751
paros szam:

Mennyi tehat a csupa paros szam (5 talalat) kihuzasanak valészinlisége, ha tudjuk, hogy
a kihuzott szamok kozott szerepel a 22-es.

A szamolasnal a klasszikus valdszinliség képletét alkalmazzuk, de csak azokat az eseteket
vesszik figyelembe, ahol szerepel a 22-es szamjegy.

P = kedvezoesetek szama _

duszes eget czama
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s ¢sak paros szamot tartalmazo katéltések szama —

— al22—este:
a 22 — est tartalmazd dsszes katoltés szama

_ (44N /89y 135 784
—( 4 )( 4 ) =7 441 626 — %0556
Megnyugodhattak hat, hiszen az 6t talalat esélye a kétszeresére néit.

(Moho Mihaly torténetének folytatasat a Valoszinlségi valtozok c. fejezet bevezet6jében
olvashatja.)

Bucsuzzunk most el egy rovid idére Mohd Mihalytol, és forditsuk le a torténetet a matematika
nyelvére.

Miért valtozott meg az 5 talalat valésziniisége azaltal, hogy megtudtuk, hogy kihuztak a
22-es szamot?

Az els6 szam kihuzasa utan a valészinliséget egy feltétel teljeslilése (a 22-es szam
kihuzasa) esetén kerestik. Ez a feltétel leszlikitette nemcsak az 6sszes eset szamat, hanem
a kedvez6 esetekeét is.

Minden olyan esetben feltételes valészinliségrél beszeélink, amikor egy esemény
valésziniiségét egy feltétel bekovetkezése esetén vizsgaljuk.

A 16. leckében sz6 lesz még fliggetlen eseményekrdl és azok egyiittes bekovetkezésének
valészinlségérol.

Példaul ha tudjuk, hogy egy adott héten kihuztak a 22-es szamot (aminek 5,5 % a
valdészinlisége), akkor mekkora a valészinlisége annak, hogy a kdvetkezd héten is kihuzzak
ezt a szamot? Ugye tudjak, hogy szintén 5,5 %, mert az el6z6 hét kihuzott szamai egyaltalan
nem befolyasoljak a mostaniakat, mas széval egymastdl fiiggetlenek.

Egy masik kérdés:

Mennyi a valészinilisége annak, hogy egymast kovetd két, harom vagy tobb hét
mindegyikén kihuzzak a 22-es szamot? Ugye gondoljak, hogy egyre kevesebb. Ez a kérdés
fuggetlen események egyuttes bekovetkezésére vonatkozik A megoldas kulcsat a 16. lecke
tartalmazza.

14. lecke. A feltételes valdsziniiség fogalma

1. A feltételes valosziniiség fogalma

1. feladat

Dobjunk a kockaval kétszer, a szamokat jegyezzuk le a dobas sorrendjében. Vizsgaljuk azokat
a dobasokat, ahol a dobott szamok 6sszege 6. Mennyi a valészinlisége annak, hogy a 6
osszegli dobasok k6zott van 2-es?

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 92
Kodolanyi Janos Fdiskola



1. feladat megoldasa

E esemény: a dobott szamok dsszege 6.
A esemény: a dobott szamok kozétt van 2-es.

Ebben a feladatban a lehetséges eseteket lesziikitjuk azokra, amelyeknél az 6sszeg 6.
B= {15; 51; 24; 43, 33}

Ezen dobasok kdzott van kettes, ha 24 vagy 42 a két dobott szam. Ezek az 4B elemi
esemeényeinek felelnek meg.

A fenti példa az 4 esemény B feltétel melletti feltételes valdszinliségét vizsgalja,
amelynek jeldlése:

P(A|B) (ejtsd: A vonas B)

Lattuk, hogy az dsszes esetek szamat a feltétel - £ esemény - elemi eseményeinek szama
adta, mig a kedvezé esetek szamolasanal az A és B egyiittes bekovetkezését vizsgaltuk.

Tehat a kérdezett valoszinlség:
P(A|B) = kedvezi esetek szama _ A -B elemi esemeényeinek szima =

dsszes eset Szama B elenu eseményeinek szama

Osszuk el a szamlalot és a nevez6t az 6sszes elemi esemény szamaval, 36-tal.
Ekkor a szamlaldban az 4:B  nevezdben a B esemény valdsziniiségét kapjuk:

5 2/36 P(4:B)
P(AIB)={=¢ 56 ="5rg)

Az A esemény B feltételre vonatkozé valdszinlisége visszavezethetd tehat a B és az A:-B
események valészinliségére. A fenti dsszefliggést a feltételes valosziniliség definicidéjanak
tekintjuk.
Definicio:
Legyen 4 és B a H eseménytér két eseménye, ahol P{B}%D.
FPla-B

PAIB)=5? o o

hanyadost az 4 esemény £ feltételre vonatkozo feltételes
valészinliségének nevezzuk.

Megjegyzés:

1. PAIB) g azt vizsgaljuk, hogy mennyi az A esemény valdszinlisége, ha tudjuk, hogy &
mar bekdvetkezett. Masképpen megfogalmazva: a B esemény bekdvetkezése mennyire
befolyasolja az 4 esemény bekdvetkezését.

2. A definicié segitségével bizonyithaté, hogy a © ‘1B feltételes valésziniiségre is igazak
a valésziniiség axiomai:

I 0< P(A|B)<1
(A feltételes valdszinliség értéke a [051] intervallumba esik.)
I P(B/B)=1
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(A biztos esemény valdszinlisége 1.)
. Ha 41, 42, .. An egymast paronként kizaré események, akkor
P{A14+Ag+..+A,|B)=P(A|B)+P(Aq|B)+..+P(A,|B)

azaz annak a valészinlsége, hogy B feltétel mellett az esemenyek kozul legalabb az egyik
bekdvetkezik egyenld az egyes események B feltételre vonatkozo valdszinliségeinek
Osszegevel.

2. A valésziniliségek szorzasi szabalya

A feladatokban gyakran feltételes valdszinlségek segitségével kell az események egyuttes
bekovetkezésének valoszinliseégét kiszamolni. Erre vonatkoznak az alabbi tételek.

P(4-B)

PlAIB)=
{ | :I P(B) képlet atrendezésével megkaphatjuk a

P(A-B) valosziniiséget.
Tétel:

Legyen 4 ¢s B g H eseménytér eseményei, ahol P{B}%D. Ekkor
P(A-B)— P(B)-P(AB)

azaz az A és B események egyiittes bekdvetkezésének valdszinlisége egyenld a &
esemény valdszinliségének és az 4 esemény B feltételre vonatkozo feltételes
valészinliségének szorzataval.

2. feladat

Egy bolti ellenérzés soran megallapitottak, hogy a joghurtok 20 % -nak lejart a szavatossaga,
a lejart szavatossagu joghurtok 60 %-a gyumadlcsds. Mennyi a valészinlsége annak, hogy egy
véletlenszerlen kivalasztott joghurt lejart szavatossagu és gyimolcsos?

2. feladat megoldasa

A feladat sz6vegébdl is kiolvashato, hogy a joghurtok 20 %-nak a 60 %-a lejart szavatossagu

€s gyumolcsos, azaz a kérdezett valdszinlség:
0,2:06=012 — 12%_

Oldjuk meg a feladatot a szorzasi szabaly felhasznalasaval is!
B esemény: A véletlenszeriien kivalasztott joghurtnak lejart a szavatossaga.
A esemény: A véletlenszeriien kivalasztott joghurt gyiimolcsos.

Ismertek az alabbi valésziniiségek:

P{B} =0,2
P{A|B) = D’G, mivel csak a lejart szavatossaguak kozott vizsgaltuk meg a gyumolcsdsok
aranyat.

Lejart szavatossagu és gyumolcsos joghurt kivalasztasanak valoszinlisége:
PdA-B} = P{B}-P{A|B% =0,2:06=0]12—12%
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3. A szorzasi szabaly altalanositasa

Tobb esemény egyuttes bekdvetkezése is megadhato feltételes valdszinlségekkel.

Tétel:

Legyenek Al, AE, o An a H eseménytér tetszéleges eseményei. Ekkor ezen események
egyuttes bekovetkezésének valdszinlsége:
PlA-Ag- Ay =

= P(A1)-P(Ag|A1) P(A3|A1-Ap) P(Ag|A1-Ag-Ag).  P(Ap|A- Ay Az Ap—1)

Kattintson ide a nagyitashoz!

3. feladat

Magyar kartyabdl 4 lapot huzunk egymas utan visszatevés nélkul. Mennyi a valészinlisége
annak, hogy az elsé két lap piros, a harmadik z6ld és a negyedik tok lesz?

3. feladat megoldasa

Vezessuk be az alabbi eseményeket.

A1: Az 1. kihuzott lap piros.
A2: A 2. kihtizott lap piros.
A3. A 3. kihtizott lap zéld.
Ag. A 4. kihazott lap tok.

A kérdezett valoszinliség: P(A;-AyAzAyg)
A feladatot a szorzasi szabaly felhasznalasaval oldjuk meg:

Kattintson ide a nagyitashoz!

P(Ay-AyAz-Ay)= P(Al)-P(Ag|A1)-P(A3|A1-Ag)-P(A4|A1-A3-AB) _B 788

4. feladat

Egy féiskolara 800 diak jar, a diakok 60 %-a idegenforgalmi-, a tébbiek gazdasz szakosok.
Egy felmérés szerint a diakok 3/4-részének nincs nyelvvizsgaja, viszont az idegenforgalmi
szakosok 1/3-része rendelkezik mar nyelvvizsgaval.
Mennyi a valoszinlsége annak, hogy egy véletlenszerlen kivalasztott

a, diaknak van nyelvvizsgaja?

b, didk gazdasz és nincs nyelvvizsgaja?

c, gazdasz szakos diaknak van nyelvvizsgaja?

d, Mennyi a valoszinisége annak, hogy harom egymas utan kivalasztott diak kdzul az els6
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nyelvvizsgaval nem rendelkezd gazdasz, a masodik és harmadik idegenforgalmis és van
nyelvvizsgaja.

4. feladat megoldasa

A feladat szévege alapjan:

1
800-0,6 = -‘-18[], akikbél 480-3 =160

Az idegenforgalmi szakosok szama: hallgatonak van

nyelvvizsgaja.

3
Nincs nyelvvizsgaja SDD@ =600 diaknak.
Foglaljuk tablazatba az adatokat!
Megnevezes: | A: A - oazdasz Osszesen:
idegenfor galn )
B: van 160 | 200 — 160 =40 | 800 — 600 =200
nyehvizsga
B : nines 480 — 160 600 -320= 600
nyehvizsga =320 280
[ Osszesen: 480 | 800 —480 = 800
320

a, P(B)=200/800=0,25

b, P(A-B)=280/800=0,35 vagyis a hallgatok 35 %-a gazdasz és nincs nyelvvizsgaja.

c, Ez akérdes leszikiti a hallgatokat a gazdaszokra (tudjuk, hogy gazdaszt valasztottunk ki),
ezeért ez feltételes valoszinliség. Igy a nyelvvizsgaval rendelkez6 40 gazdaszt viszonyitjuk az
O0sszes gazdaszhoz:

P(B|A)=40/320=0,125 ¢, azt jelenti, hogy a gazdaszok 12,5 % -nak van nyelvvizsgaja.

d, Erre a kérdésre a szorzasi szabaly segitségével valaszolhatunk. Minden kivalasztasnal
nézzik meg, hogy hany hallgatébdl valasztunk, és kdzottik hany olyan van, aki megfelel a
kérdésnek:

280 160 153

. p—20d 1ol 153
igy a kérdezett valésziniiség: B00'799798 — 1,4%

)

Az anyaghoz kapcsoldéddan nézze meg a Valdszinliségszamitas példatar 7. fejezetében
talalhaté 7.2. kidolgozott példakat és oldja meg a 7.1., 3., 8-10. feladatokat. A feladatok
megoldasai megtalalhatok a példatarban.

14. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - egyszeres valasztas

Kétgyermekes csaladokat vizsgalunk. Egy véletlenszeriien kivalasztott csaladrél
megtudtuk, hogy van lany a csaladban. Mennyi a valészinlisége annak, hogy van fiu is
ebben a csaladban?
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Csak egy helyes valasz lehetséges:

()34
()1/3
()2/3
()1/2

2. feladat - egyszeres valasztas

Egy dobokockaval 3-szor dobunk egymas utan, a dobott szamokat feljegyezziik a dobas
sorrendjében. Mennyi a valészinlisége, hogy van a szamok kozott 3-as, feltéve, hogy a
dobott szamok 6sszege 6?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()2/3
()05
()0,6
()13

3. feladat - szokitoltés

Egy atlétikai klub linnepséget szervez, amelyen 3 magasugro, 8 futd, 4 tavolugré vesz
részt. Az linnepségen 3 kiilonb6zé nyereményt sorsolnak ki a versenyzdk kozott.
Mennyi a valdsziniisége, hogy az els6 nyereményt egy futdé, a masodikat egy
magasugro és a harmadikat ismét egy futé kapja? Szamolja ki harom tizedesjegyig a
végeredményt!

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

4. feladat - szokitoltés

Egy iskolaban felmérést végeztek a gyerekek iskolaba jarasi szokasarol.

A lakéhely tavolsaga (kozel, vagy tavol) és az iskolaba jaras médja (gyalog,
autéval, busszal) szerint csoportositottak a tanulékat. A felmérés eredményét az
alabbi tablazat mutatja.

A, :gvalog | A,:autoval | A.: busszal Osszesen
Kozel 80 196 24 300
Tavol 20 44 36 100
[ Osszesen: 100 240 60 400

Parositsa 0sszes a kérdéseket a valdszinliségi jelolésekkel és a szamszerii
végeredménnyel! ( A jelolések és végeredmények kozott olyanok is vannak,
amelyeket nem kell felhasznalni.)

Hany szazalék a valészinlisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott...

diak busszal kdzlekedik: (1)................. %.

busszal kozleked6 didk tavol lakik: (2)................. %.
diak kozel lakik, és autoval jar iskolaba: (3)................. %.
kozel laké didk gyalog jar iskolaba: (4)................. %.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

5. feladat - szokitoltés
Egy haziorvoshoz 400 csontritkulasban idés személy tartozik. A haziorvos
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felmérést végzett a tejtermék fogyasztas és a csontritkulas kapcsolatanak
vizsgalatara. A felmérésbdl kideriilt, hogy az id6s emberek 75 %-a erés
csontritkulastél szenved, ugyanakkor az idés emberek 3/8-része nem fogyaszt
rendszeresen tejterméket. A tejterméket rendszeresen fogyaszték 32 %-nak csak
enyhe csontritkulasa van.

Hany szazalék a valdszinlisége annak, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott....

id6és ember rendszeresen fogyaszt tejterméket, és erés csontritkulasa van: (1).................
%.

erds csontritkulasu ember nem fogyaszt rendszeresen tejterméket: (2)................. %.
tejterméket rendszeresen fogyasztd embernek erds csontritkuldsa van: (3)................. %.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

Megolddkulcs

1

foladat: 23

2.

feladat: 0.6

3 (1) - 0,062

feladat: ’
(1)-15

4, (2)-60

feladat: (3)-49
(4)-26,7

5 (1)-42,5

: . (2)-43,3
feladat: (3)- 68

15. lecke. A teljes valbésziniiség tétele

1. A teljes valdszinliség tétele

1. feladat

Egy alkatrészt harom gépsoron gyartanak. Az elsé gépsor gyartja az alkatrészek 40%-at,
amelyek kozott 5% a selejt. A masodik gépsoron készil az alkatrészek 50%-a, 2%-0s
selejtarannyal, és a harmadik régi, elavult gépsoron készul a maradék 10%-a, 7%-o0s
selejtarannyal. Az elkészult alkatrészeket egy k6zd0s raktarban dsszekeverve helyezik el.
Mennyi a valoszinlsége annak, hogy egy véletlenszerien kivalasztott alkatrész selejtes?

1. feladat megoldasa

A kérdést ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az alkatrészek hany szazaléka selejtes?

A selejtes termékeket (és a jokat is) érdemes aszerint megkuldonboztetni, hogy melyik gépsor
gyartotta.

Jelentse 1, B2 jlietve B3 azt az eseményt, hogy a terméket az elsé, 2. illetve 3. gépsor

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 98
Kodolanyi Janos Fdiskola



gyartotta, tovabba
é esemény: a kivalasztott termék selejtes,

A esemény: a termék nem selejtes (jo).

A selejtarany meghatarozasahoz 6sszegezni kell azt, hogy az egyes gépek hany
szazalékkal jarultak hozza a selejtes termékekhez.

Az elsd gép altal gyartott selejtek a teljes termelés a 40 %-nak az 5 %-t teszik ki.
Ezt a valészinlségszamitas jeleivel igy irhato fel:

P(A:By)=P(B)-P(A|B;)=0,40,05 =0,02

Tehat a teljes termelésbdl 2 %-ot tesz ki az els6 gép altal gyartott selejtek aranya.
Hasonloan szamolhatjuk ki, hogy a tobbi gép hany %-kal jarult hozza a selejtaranyhoz.

A lehetséges eseteket és a hozzajuk tartozo valdszinliséget foglaljuk tablazatba!

A tablazat belsejében két esemény egyiittes bekdvetkezésének valdszinlisége talalhatd, mig
a peremeken az egyes gépsorokrol vald valasztas illetve a selejt/nem selejt huzasanak
valészinlisége van.

Kattintson ide a nagyitashoz!

Gépsorok i
Esemeények B, B, B, Osszesen:
A selegt 0,02 0,01 0,007 0,037
E " 11E111 Sﬁlﬁjt {}438 Dq‘l‘q D-\Dc}\} {}q{}{:"\}
Osszesen: 0.4 0.3 0.1 1

A teljes termelés selejtaranyanak meghatarozasa:
PlA)= P(A-Bﬂ—kP(A-Bg)—kP(A-Bg)

A valészinlségek szorzasi szabalyanak alkalmazasaval a teljes valdsziniiség tételéhez
jutunk:

P(A)= P(B1)-P(AlB1)+P(By)-P(A|By)+P(B3)-P(AlB3) =
=0,4-0,05+0,50,02+0,1-0,07 = 0,02+0,01+40,007 = 0,037

Tehat a teljes termelés 3,7 %-a selejt. Ez azt jelenti, hogy egy alkatrész véletlenszeri
kihuzasanal 3,7 % a selejt kivalasztasanak valoszinlsége.

Teljes valoszinlség tétele:

Legyen 21, B2 ... Bn tgljes esemeny rendszer a H eseménytérben, és jelslie 4 a H
eseménytér egy tetszéleges eseményét. Ekkor az 4 esemény valdszinlisége:

P(A)= P(B1)-P(A|By)+P(By)-P(AlBy)+..+P(B,)-P(AlB,)

Megjegyzések:

1. A tétel elnevezése onnan ered, hogy a teljes valésziniliség a részvalészinliségekbél
adoédik o0ssze, mint ahogy a teljes termelés selejtszazaléka a résztermelésekbdl
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szarmazo selejtszazalékokbdl tevodott 6ssze.

2. A tétel Iényeges kitétele, hogy Bl, BQ, . Bn teljes eseményrendszer legyen, azaz
egymast paronként kizarjak, és 6sszeglk a biztos esemény.
(A feladatban a gépsorok termelésében nem volt atfedés, és lefedték a teljes
termelést.)

2. A Bayes-tétel

2. feladat

Az 1. példa alapjan valaszoljunk az alabbi kérdésre!
Egy selejtes alkatrész kivalasztasa esetén, mennyi a valoszinlisége annak, hogy azt az elsé
gépsor gyartotta?

2. feladat megoldasa

Ez ismét egy feltételes valdszinliség, mert a vizsgalddas csak a selejtes alkatrészek kérében
folyik.

Tulajdonképpen azt kérdezzik, hogy a selejt gyartasaban mekkora szereper jatszott az
els6 gépsor, azaz az okok valdszinliségére kérdezlnk vissza. Ekkor az elsé gépsor altal
gyartott selejt mennyiségét viszonyitjuk az 6sszes selejthez:

Kattintson ide a a nagyitashoz!
A kérdezett valészinliséget a feltételes valdszinliség definicidja alapjan igy irhatjuk fel:

P(B1-4)
el ="

A tort szamlaléjara a szorzasi szabalyt, nevezojére pedig a teljes valdsziniiség tételét
alkalmazva a Bayes-tételhez jutunk:

P(B;-4) P(By)-P(A|B;)
PIBI) = "5} = BB P(aI5:]+ P(52) P(alB:)+ F(55) P(alBs)
0,4-0,08 0,02

=0,20,0510,5-0,00+01-0,07 — 0,037 — 003l

Tehat 54,1% annak a valoszinlisége, hogy egy selejtes termék az els6 gépsorrol
szarmazik.
Masképp megfogalmazva a selejtes termékek 54,1%-at az elsé gépsor gyartotta.

Legyen B1, B2, ... Bn tgljes esemeényrendszer a H eseménytérben, és jelslie 4 a H

eseménytér egy tetszéleges pozitiv valoszinliségli eseményét. Ekkor a =k részeseményének
az 4 eseményre vonatkozo feltételes valdszinlisége:

P(By)-P(4|By)
P(B};Li) = P(Bl)_P(f_‘”B1)_|_P(BZ;P(A|Bg)i...+P(Bn)'P(ﬂ|Bn)

3. feladat

A belgyogyaszaton egy gyogyszer hatasat vizsgaljak a betegeken. Az els6 kezelés utan a
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betegek 60%-a tavozott gyogyultan. Az elsé kezelés utan betegen maradottak 40%-a gyogyul
meg a masodik kezelés utan, és a betegen maradtak 20%-a gyogyult meg a harmadik kezelés
utan.

Mennyi a valoszinlsége annak, hogy egy véletlenszerien kivalasztott beteg
a, haromszori kezelés utan is beteg maradt?

b, feltéve, hogy az els6 kezelés utan beteg maradt, a harmadik kezelés gydgyitotta
meg?

c, feltéve, hogy meggyogyult, a masodik kezelés gydgyitotta meg?
3. feladat megoldasa

Foglaljuk tablazatba az adatokat, minden adat az 6sszes betegre vonatkozzon!

Kattintson ide a nagyitashoz!

Eezelések utian i
Esemeények K, K, K, Osszesen:
B: beteg maradt 0.4 0.24 0,192 B
E : 111622\'0%11“‘ D...ﬁ D..].(‘F Dq.(}-l'g DASDS

a, A tablazat alapjan 19,2 % annak a valészinlsége, hogy a 3. kezelés utan is beteg
marad a kezelt.

b, A harmadik kezelés soran meggyogyultakat viszonyitjuk az elsé kezelés utan betegen

mara{%a%l‘moz:
P= b I = 0,12 . ] ] ]
’ — Az els6 kezelés utan betegen maradtak 12%-a gyogyult meg a 3.

kezelésnél.

%, 15A 2. kezelés soran meggyogyultakat viszonyitjuk az 6sszes gyogyulthoz:
P= 0 égg =0,138 .. . . . f

g — Az Osszes gyogyult 19,8%-at a 2. kezelés gyogyitotta meg.

4. feladat

Egy valasztasnal a hazasparok részvételét vizsgaltak. A férjek 3/5 része, a feleségek fele
ment el szavazni. Azon hazasparok kozul, akiknél a férj elment a szavazasra, a feleségek 2/3-
része is szavazott.
Valasszunk ki a hazasparok kozul véletlenszeriien egyet.

a, Mennyi a valészinlisége, hogy a feleség sem és a férj sem ment el szavazni?

b, Feltéve, hogy a feleség elment szavazni, mi a valészinisége annak, hogy a férj is
elment?
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4. feladat megoldasa

Jeldljuk 4 -val azt az eseményt, hogy a férj szavazott, és B-vel, hogy a feleség szavazott.

A feladat szévege szerint:
P(A)=3/5 P(B)=1/2 P(B|A)=2/3

Az adatokbol kiszamolhatd, hogy a hazasparok hanyad részénél ment el a férj is és a feleség
is szavazni:

P(A-B)=P(A)-P(B|A

Foglaljuk tablazatba az adatokat!

A A féry nem
Esemeények a fér cravazott Osszesen:
sZavazott

B: a feleség 2/5 1/10 v
sZavazott
B:a teleség nem L/5 310 Yz
szavazott

Osszesen: 3/5 2/5 1

a, A tablazatbdl ki olvashato, hogy a hazasparok 3/10 részénél sem a férj, sem a feleség
nem ment el szavazni. (P(A'B) = 3/1[])
b, Feltételes valoszinlség: A hazasparok korét azokra szikitjuk le, akiknél a felség

elment szavazni (1/2 rész). Hozzajuk viszonyitjuk azokat, akiknél mindketten szavaztak (2/5
resz):

Tehat, ha feleség szavazott, akkor 4/5 (80%) valdszinlséggel a férj is szavazott.

Az anyaghoz kapcsoléddan oldja meg a Valdszinliségszamitas példatar 7. fejezetében
talalhaté 7.12-14., 16-22. feladatokat. A feladatok megoldasai megtalalhatok a példatarban.

15. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - székitoltés

Egy boltba harom termel6t6l érkeztek barackok. Az 6sszes gylimolcs 40 %-a az A
termel6tdl, 25 % -a a B termel6tol, a tobbi a C termel6t6l szarmazott. Az egyes termeldk
gyumolcsének rendre a 75 %-a, 60 %-a és 40 %-a volt sargabarack, a tobbi 6szibarack
volt. A gyumolcsok a bolt polcara 6sszekeverve keriiltek ki.

Mekkora a valésziniisége, hogy...
egy véletlenszerlen kivalasztott gyimalcs az A termel6tél szarmazé észibarack:

egy Vvéletlenszerien kivalasztott gyumolcs sargabarack: (2)..................
a véletlenszerlen kivalasztott 6szibarack az B termel6tél szarmazik: (3).......ccee...e.
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A helyes valaszt a megoldékulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés

Egy foiskolara informatika és gazdalkodas szakos hallgatok jarnak. Az els6
évfolyamon négyszer annyi gazdalkodas szakos van, mint informatikus.
Matematikabél a gazdaszok 68 %-a, az informatikusok 82 %-a tett sikeres vizsgat.

Mekkora a valésziniisége, hogy...

egy Vvéletlenszerlen kivalasztott hallgato sikeres vizsgat tett: (1)..................
egy sikeres vizsgat tett hallgaté gazdalkodas szakos: (2)..................
egy véletlenszerlen kivalasztott hallgaté informatikus és nem vizsgazott le:

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

3. feladat - szokitoltés

A Béres-csepp hatasat vizsgaltak beteg emberek egy csoportjan. A vizsgalat ala
vont betegek 60%-a szedte a Béres-cseppet, ezen betegek 70%-a meggyogyulit. A
betegek nem szedte a Béres-cseppet és nem is gyogyult meg 27%-a.

Mi a valésziniisége annak, hogy a csoportbdl...
véletlenszer(ien kivalasztott beteg meggyodgyult: (1)..................
betegen maradt ember szedte a Béres cseppet: (2).......cc........

véletlenszerien kivalasztott beteg nem szedte a cseppeket, és mégis meggyogyult:

A helyes valaszt a megoldékulcsban talalja!

4. feladat - szokitoltés

Ha valaki piléta akar lenni, akkor at kell esnie egy intelligencia-, egy pszichikai,
egy egészséglgyi vizsgan, valamint egy beszélgetésen is meg kell felelni. A
vizsgak a fent felsorolt sorrendben vannak. Aki valamelyiken nem felel meg, nem
vesz részt az azt kovetd vizsgakon. A statisztika szerint az intelligencia-vizsgan a
jeloltek 80%-a, a pszichikain 50%-a, az egészségugyin 40%-a, és az
elbeszélgetésen 90%-a felel meg.

Hany szazalék a valészinlisége annak, hogy
egy véletlenszerlen kivalasztott személy megfelelt minden vizsgan: (1)..................
egy pszichikailag megfelelt személy a tobbi vizsgan is megfelel: (2)..................

egy nem megfelelt személy az egészséglgyi vizsga miatt lett alkalmatlan: (3)..................
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

5. feladat - szokitoltés

A tojasokat 10 darabos csomagolasban aruljak egy élelmiszerboltban. Egy
szallitmanyban a dobozok 80%-ban nem volt torott tojas, 15%-ban egy, és 5%-ban
két torott tojas volt.

Hany szazalék annak a valdsziniisége, hogy...
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egy véletlenszerlen kivalasztott tojas torott: (1)..................

egy kivalasztott ép tojas olyan dobozbdl szarmazik, amelyben 1 torétt volt: (2)..................
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

Megolddékulcs
1 (1)-0,1

feladat: g; i 8224
” (1)-0,708
feladat: g; i 8622
N (1)-0,55
feladat: g; 81'3
. (1)- 14,4
feladat: g; gg

5 (1)-2,5

feladat:  (2)-13.8

16. lecke. Események fiiggetlensege

1. Két esemény fuggetlensége

Két esemény fuggetlenségén hétkdznapi ertelemben azt értjuk, hogy az egyik esemény
bekovetkezése (vagy be nem kdvetkezése) nem befolyasolja a masik eseményt.

A szemlélet alapjan, azonban sokszor nehéz elddnteni, hogy az egyes események
befolyasoljak-e egymast vagy sem, masrészrél az élet szamos terlletén valéban szikség van
ennek objektiv megitélésére.

Példaul:

Egy gyogyszer forgalomba hozasakor fontos kérdés, hogy a gydgyszer szedése okoz-e rakos
megbetegedést, azaz valdban van-e kapcsolat a gydgyszer szedése és a rakos
megbetegedések kdzott.

Ezért szUkség van egy egzakt matematikai definiciéra.

Nyilvanvald, hogy ha az elébb emlitett példaban a gyogyszer szedése nincs hatassal a rakos
betegség kialakulasa, akkor a gyégyszert szeddk kozott éppen olyan aranyban talalunk
rakos betegeket, mint a teljes népesség korében.

Jeldlie A az esemény a rakos betegség meglétét, B esemény pedig a gydgyszer szedését.

Ha a B esemény valoban nincs hatassal az 4 eseményre, akkor az 4 esemény 5 feltétel
melletti bekdvetkezésének valdszinlisége megegyezik az 4 esemény valésziniiségével:

P(A|B)= P(A)
A fenti 6sszefluggés és a szorzasi szabaly felhasznalasaval vizsgaljuk meg, két
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fliggetlen esemény egyuttes bekovetkezésének valdsziniliségét:
P(A-B)= P(A|B)-P(B)= P(A)-P(B)

Tehat két fliggetlen esemény egyilittes bekovetkezésének valészinlisége egyenlé az
egyes események bekovetkezésének szorzataval. Ezt az 6sszefliggést fogadjuk el a két
esemény fuggetlenségének definicidjaul.

Definicié:

Legyen 4 és B a I eseménytér két eseménye. Az 4 és B eseményeket fiiggetlennek
mondjuk, ha egyiittes bekovetkezésének valoszinilisége egyenld az egyes események
valoszinliségének szorzataval, azaz

P(A:B)= P(A)-P(B)

Megjegyzés:

A definiciobol lathaté, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus fogalom: ha 4 fiiggetlen 5-
tél, akkor B is fiiggetlen 4 -tol.

Konnyen belathaté az alabbi tétel:

Tétel:

Ha 4 és B események fiiggetlenek, akkor

A ¢s B; A ¢s B; A és B események is fiiggetlenek.

1. feladat

Egy gyartosorrol lekeriilé termékek kozotti selejt a deformacié és a mérethiba miatt
adodik. A termékek vizsgalatakor megallapitottak, hogy 15%-uk deformalédott, 6%-uk
mérethibas. A hibas termékek kozott akadtak olyanok, amelyeknek mind a két hibaja
megvolt, ez a teljes termelés 0,9%-at tette ki.

Vizsgaljuk meg, hogy a deformacio és a mérethiba egymastaél fuggetleniil fellépé hibak-
e?

1. feladat megoldasa

Jeldlje I azt az eseményt, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott termék deformalédott,
M pedig a mérethibat.

P(D)=0,15,P(M) = 0,06 P(M-D)=0,003_p gefinicié szerinta
fliggetlenség akkor teljesiil, ha P(M-D)=P(D)-P(M) e 0,15-0,06 =0,009
kétféle hiba el6fordulasa valéban fliggetlen egymastol.

A vizsgalat szerint
, ezért a

2. Harom esemény teljes fliggetlensége

A H eseménytér A, B ¢s C eseményét teljesen fiiggetlennek mondjuk, ha a
kovetkezo dsszefiiggések mindegyike teljesul:
P(A-B)= P(A).P(B)

P(A-C)= P(A)-P(C)
P(B-C)=P(B)-P(C)
P(A-B-C)= P(A)-P(B)-P(C)
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Megjegyzések:

1. Az els6 harom osszefliggést paronkénti fliiggetlenségnek nevezziik.
2. A paronkénti fuggetlenségb6l nem kovetkezik a teljes figgetlenség.

2. feladat

Egy négyzet alapu tablara nyilakat dobunk. Jeldlje az 4, B illetve C eseményeket,
hog‘% a kovetkez6 abran lathaté részét talaljuk el a céltablanak. Vizsgaljuk meg, hogy az
A B és C események teljesen fiiggetlenek-e! (Az eseményeknél geometriai
valészinulséget feltételezziink!)

2. feladat megoldasa

Wl

A C

Megoldas:

A geometriai valészinliség miatt az 4, 5 és €' események bekovetkezésének
valészinlsége 1/2.
P(A)=1/2 P(B)=1/2 P(C)=1/2

A teljes fliggetlenséghez azt kell megvizsgalni, hogy teljesiil-e a fenti definicié 4 darab
feltétele.

Az A és B esemény akkor kdvetkezik be, ha a talalat a bal als6 negyedben van, aminek
a valésziniisége 1/4.

11_1
Ekkor teljesiil, hogy P(A-B)=P(A)-P(B) mert 22~ 2,

Hasonloéan belathato, hogy P(A-C)=P(A)-P(C) g5 P(B-C)=P(B)-P(C),
Mindharom esemény nem teljesililhet, mert a besatirozott teriileteknek nincs k6zos
része.

igy P(A-B-C)=0 g P(A)-P(B)-PIC)=1/8
P(A-B-CII%P(AJ-P(BJ-P(CJ_

Lathato, hogy a &, B és C paronként fiiggetlenek, de teljesen nem.

ezért

3. Tobb esemény teljes fuggetlensége

A H eseményter A1, 42, ... An eseményei teljesen fiiggetlenek, ha kéziiliik barmely
k szamu esemény egyiittes bekovetkezésének valészinlisége egyenlé az egyes
események valészinségének szorzataval.

Lattuk, hogy ez 3 darab esemény esetén 4 feltételnek kell teljesiilnie. Bizonyithato, hogy
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n szamu esemény esetén (ﬁﬂ—ﬂ—l) feltétel teljesiuilése sziikséges a teljes
fuggetlenséghez.

4. Fuggetlen kisérletek sorozata

A fenti esetekben azonos eseménytérhez (egy adott kisérlethez) tartozé események
fuggetlenségét vizsgaltuk.

A tovabbiakban kisérletek fliggetlenségével foglalkozunk, vagyis olyan kisérletekkel,
amelyeknél a kisérletek kimenetelei nem befolyasoljak egymast. Tipikus példaja ennek
a kocka tobbszori feldobasa, vagy az egymast kovetd lottésorsolasok. Ezekben az
esetekben az egyes dobasok vagy sorsolasok kimenetelei nem befolyasoljak egymast,
azaz fuggetlenek.

Végezzink ™ szamu kisérletet. Az elsé kisérlet egyik lehetséges kimenetele legyen Al,
a masodiké AQ, - az M- kisérleté A n.
Az 7. szamu kisérletet fliggetlennek mondjuk, ha az egyes kisérletek Al, AQ, w An

eseményeinek egyuttes bekovetkezésének valoszinilisége egyenld az egyes események

valésziniliségének szorzataval, azaz
P(Al-Ag-....-Aﬂ) = P(Alj-P(Ag)-...-P(An)

3. feladat

Andras és Béla egyet-egyet kosarra dobnak. Egymastol fliggetlenil Andras 30%-os,
Béla 40%-os valésziniiséggel talal bele a kosarba.

Mennyi a valészinilisége annak, hogy
a, mindketten beletalalnak?
b, hogy Andras beletalal és Béla nem?
c, az egyik fia beletalal és a masik nem?

3. feladat megoldasa

Jeldlje 4 esemény Andras talalatat, Z esemény Béla talalatat.

a, A fiiggetlenség definicidjat felhasznalva:
P(A-B)=P(A)-P(B)=0,3-0,4=0,12

Tehat 12 % annak a valésziniisége, hogy mindketten beletalalnak.

b, Az 4 és B események egyiittes bekovetkezésére alkalmazzuk a fiiggetlenség
defini_ciéjét: _
P(AB)=P(4)-P(B)=0,306=0,18

¢, Ez akkor kovetkezik be, ha Andras beletalal és Béla nem vagy Béla beletalal és
Andras nem.

PlAB)+PA-B) =pPA)-P(B)+P(A)-P(B)=
—0,3-0,6+0,7-0,4 =0,18+0,28 = 0,46

Tehat 46% annak a valészinlisége, hogy pontosan az egyik talal bele a kosarba.
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5. Bernoulli-kisérletsorozat

Bernoulli-kisérletsorozatrél akkor beszéliink, ha fliggetleniil megismételt kisérletek

mindegyikének csak két lehetséges kimenetele van (jeloljiik ezeket 4 -val és 4 -rel), és
ezen események valdésziniisége a kisérletsorozat soran valtozatlan marad.

4. feladat

Dobjunk fel egy kockat 5-szor egymas utan, és a dobott szamokat jegyezziik le a dobas
sorrendjében. Mennyi a valészinlisége annak, hogy

a, az elso két dobas 6-os és a tobbi nem?

b, pontosan két 6-os van a dobasok kozott?

4. feladat megoldasa

A a dobott szam 6-os.

A : a dobott szam nem 6-0s.

Tudjuk, hogy az egyes dobasok egymastol fuggetlenek és P{A:' = UE, P{A} = E’f'f@.
Alkalmazzuk a fliggetlen események valészinliségére vonatkozé definiciot.

a, A kérdés 5 olyan esemény egyittes bekovetkezésének valdsziniiségére
vonatkozik, amelyekbél az els6 kett6é 6-os, a tobbi nem:

P(AAAAZA) = P(A)-P(A)-P(A)-P(A)-P(A) = @2@3

b, Nyilvanval6, hogy az a.) kérdésben kiszamolt valészinliséghez jutunk, barmely
két helyen szerepel is a 2 db 6-ost az 5 hosszusagu dobassorozatban. Igy az el6z6

részfeladatban szerepld valdsziniiséget szorozni kell annyival, ahanyféle

5

2

elhelyezkedése lehet a 2 db 6-osnak, vagyis -vel.

, P=(
Igy a pontosan 2 db 6-os dobasanak valésziniisége:

Altalanositsuk a példat:

Tétel:
Végezziink ™ szamu fiiggetlen kisérletet. Annak a valésziniisége, hogy a vizsgalt 4
esemény pontosan k -szor kdvetkezik be:

Pk‘ — (E’).pk‘.[an—k',

ahol P ':A:' =P vagyis egy-egy kisérletnél az 4 esemény bekodvetkezésének
valésziniisége ¥ .

(A komplementer esemény valészinlisége egy-egy kisérletnél P(A) =l-p= Ed)
Bizonyitas:

Hatarozzuk meg el6sz6r annak a valésziniiségét, hogy az elsé k kisérletnél az 4
esemény, az utolso
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(n—Fk) kisérletnél az 4 esemény kovetkezik be.

P(g-A-...-g -g-z;..-@) = P(A)-P(A)-..P(A) -LP(E)-P(ER)E-...-P(A)J =pF-@n*

n—k k n—

Ak szami A ¢s 5 gzama 4 esemény barmely mas sorrendjének
bekovetkezéséhez is ugyanekkora valdsziniiségii. Az ™ hosszusagu kisérletsorozatban
T

a k szama 4 esemény (k) féleképpen helyezkedhet el.
Igy annak a valésziniisége, hogy ™ kisérletbdl pontosan k -szor kovetkezett be az 4
esemeény:

Pk‘ — (E’).pk‘.(q]n—k‘

Megjegyzés:
A visszatevéses mintavétel is fiiggetlen kisérletek sorozata, ezért a 11. leckében mar
talalkoztunk ezzel a képlettel.

Az anyaghoz kapcsolédéan nézze meg a Valészinliségszamitas példatar 8. fejezetében
talalhaté 8.1, 2. kidolgozott példakat és oldja meg a 8.1, 3., 10-12.,14.,18. feladatokat. A
feladatok megoldasai megtalalhatok a példatarban.

16. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - székitoltés

Egy készilék harom alkatrésze egymastol fiiggetlenil 0,2, 0,6, 0,3 valészintliséggel
megy tonkre, ha a készilék tulmelegszik.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy a késziilék miikodéképes marad egy tulmelegedés
esetén? (A készulék barmely alkatrész elromlasa esetén mikodésképtelenné valik!)

A kérdezett valosziniiség: (1).....cccccceeeees %.
A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés

Egy terméket 3-féle alkatrészbél szerelnek dssze (jelolje ezeket A, B C). A
kiilonb6z6 alkatrészeket kiilon dobozban taroljak. Mindharom dobozban 10-10-10
alkatrész van, A-bél 1, B-bél 2, C-bél 3 selejtes alkatrész van a dobozban.
Mindegyik dobozbdl kivalasztunk egy-egy alkatrészt.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy ...

csak jo alkatrészeket valasztottunk Ki: (1)......ccceeeeeeen.
a C selejtes és a masik kettd jo: (2).........cuueen.
pontosan egy selejt van az alkatrészek kozott: (3).........ccceeeuns

A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

3. feladat - székitoltés

Egy légitarsasag minden nap harom jaratot indit Parizsba a nyari idészakban. A
felmérések szerint a reggeli jaraton 20 %, a délutanin 40 % és az estin 30 % annak
a valészinlisége, hogy van lires hely. Az egyes jaratokra valé helyek foglaltsagat
tekintsiik fliggetlennek.
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Mennyi a valészinlisége annak, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott napon...

egyik jaraton sincs lires hely: (1)......cccece. %.
csak a délutanin van iires hely: (2)................. %.
pontosan két jaraton van ures hely: (3)................. %.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

4. feladat - szokitoltés
Egy naponta kozleked6 vonat az esetek 10%-ban késik. (A késések egymastol
fuggetlenek.)

Hany szazalék a valészinlisége annak, hogy...

3 egymast kovetd napon késik: (1)........eeuueee %.

Egy véletlenszerien kivalasztott hét els6 2 napjan késik és a tobbi napon pontos:
(2)eeeeeeeeennnnnns %

Egy héten pontosan kétszer késik: (3)................. %

Feltéve, hogy az adott héten az els6 két napon késett, mennyi a valészinilisége
annak, hogy a tobbi napon pontos lesz: (4)................. %.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

5. feladat - szokitoltés
Egy kereskedelmi cég ligyfelei koziil 8-bdl atlagosan egy kinal rafizetéses
terméket. A cég egy adott napon 20 lzletet kotott.

Hany szazalék a valdsziniisége annak, hogy...

pontosan harman kinaltak rafizetéses terméket: (1)................. %.

legfeljebb ketten kinalnak rafizetéses terméket: (2)................. %.
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

6. feladat - egyszeres valasztas

Minden héten kitoltiink egy lottészelvényt.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy 3 egymast koveté hét egyikén sem lesz
talalatunk az 6tos lotton?

Segitség 16. lecke 6. o6nellenérzé feladat

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()41,5%
()63,7%
()32%
() 75%
Megoldokulcs
1,
feladat: (1)-22.4
9 (1) - 0,504
. (2)-0,216
feladat: (3)- 0398
3. (1)-336
feladat: g; fgg
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4,
feladat:

5.
feladat:

6.
feladat:

)-0,1
)-0,6
)-12,4
) - 59

ECCE

(1)-23
(2)-53,5

41,5%

IV. fejezet. Gyakorlé feladatok

1. feladat - leiras

1.

Egy urnaban 10 piros és 6 fehér golyé van. Harman egymas utan hiuznak a golyokbol
visszatevés nélkiil. Mennyi a valésziniisége, hogy a harmadik fehéret huz, ha az el6tte

lévok

pirosat huztak.

Megoldas

2. feladat - leiras
2.

Magyar kartyabdl 4 lapot huzunk egymas utan visszatevés nélkiil.
Mennyi a valészinlisége, hogy

a. elsore kiralyt, masodikra hetest, harmadikra aszt és negyedikre ujra kiralyt
huzunk?
b. két kiralyt, egy hetest és egy aszt huzunk?

Megoldas

3. feladat - leiras
3.

Nyelvvizsgazék korében felmérést végeztek arrél, hogy jartak-e célnyelvi
orszagban. A felmérésben résztvevok 60%-a jart célnyelvi orszagban, ezen
vizsgazok 75%-a sikeres vizsgat tett. A célnyelvi orszagban nem jarok 40%-a
vizsgazott sikeresen. Mennyi annak a valésziniisége, hogy

a. egy véletlenszeriien kivalasztott vizsgazé sikertelen vizsgat tett?

b. egy sikerteleniil vizsgazo jart célnyelvi teriileten?

c. egy véletlenszeriien kivalasztott vizsgazé nem jart célnyelvi teriileten és nem
vizsgazott le?

Megoldas

4. feladat - leiras
4.

Suta Sara meglehetésen gyakran csinal téves hivast. Megfigyelte, hogy a
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szamjegyek 5 %-at uti be rosszul.
Mennyi a valészinlisége annak, hogy

a. egy hétjegyii telefonszam esetén legalabb egy szamjegyet rosszul ut be?

b. egy ismerdsének a hétjegyii telefonszamat csak 3. prébalkozasra sikeriilt jol
beutnie?

c. az utoljara belitott 5 hétjegyili szambdl a 2. és a 3. volt téves.

Megoldas
5. feladat - leiras
5.

5 darab magyarkartya-csomagbdl véletlenszeriien kivalasztunk 1-1 lapot. Mennyi a
valészinlsége annak, hogy a kihtuzott lapok kozott 2 darab piros lesz?

Megoldas

6. feladat - leiras
6.

Kertész Kalman 500 m2 -es kertjének egy 150m2 -es részében igen ritka novények
vannak elultetve. Sajnos a kertben egy vakond rendszeresen felturja az agyasokat.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy a vakond a legutébbi 6 alkalombdl 2-szer a
ritka novények kozott folytatott asatast?

Megoldas

Megoldoékulcs

1

) "
feladat: Id. a feladatnal!

2 ,
|
feladat: Id. a feladatnal!
3 Id. a feladatnal!
feladat: ’ ’
4. Id. a feladatnal!
feladat: : ’
5. Id. a feladatnal!
feladat: ’ ’
6. d. a feladatnall
feladat: ’ ’
Bevezeto

Mohé Mihallyal mar talalkoztunk a Feltételes valdszinliség c. fejezet bevezetdjében.
Nézziik most meg, hogy hogyan folytatodik a torténete.
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Mohé Mihaly torténete a 3-mal oszthaté lotté szamokkal

Szegény Mohé Mihaly nagyon megjarta a csupa paros szamokkal kitoltott lotto
szelvényeivel. Az adashiba utan arrél értesilt, hogy a 22-es szam utan mar csak
paratlan szamot huztak ki. igy nemhogy 5 talalata, de még 2 talalata sem lett.

Hite azonban csak a paros szamokban rendiilt meg, a szerencsejatékokban nem.

A csod utan mar csak egy lottészelvény vasarlasara futotta, és elhatarozta, hogy egy
teljesen uj stratégiat dolgoz ki.

A lottészamokat a 3-mal val6 oszthatésag szerint fogja vizsgalni, és annyi 3-mal
oszthaté szamot jelol be a szelvényen, amennyivel legnagyobb a nyerési esélye.

Kiszamolta tehat annak a valésziniiségét, hogy a kihuzott szamok kozott 0, 1, 2, 3, 4
vagy 5 darab 3-mal oszthaté szam van.

Nézzuk példaul annak a valésziniiségét, hogy 2 darab 3-mal oszthaté van a kihtuzottak
kozott!

A kedvezob esetben a 30 darab 3-mal oszthaté szam kozul kettét, és a tobbi (3-mal nem
oszthatd) 60 szam kozul harmat huznak ki. A kérdezett valdsziniiséget a visszatevés

(E))

5

n= (90) =0,33%
nélkili mintavétel képletével szamolhatjuk ki:

A tobbi valészinliséget is hasonléan szamolhatjuk. A valészinliségeket az alabbi
tablazat mutatja:

A lnihizott 3-mal oszthatdle 0 1 2 3 ! 5

sZama

Waldszinliség (%) 124 | 333 33,9 16,4 37 0,3

A tablazatbol lathat6, hogy annak a legnagyobb a valdsziniisége, hogy 2 darab 3-mal
oszthaté lesz a kihuzottak kozott. Igy Mohé Mihaly 2 db 3-mal oszthatét irt a
lottoszelvényre.

Fogalmazzuk at Moh6é Mihaly gondolatait a valészinliség nyelvére!

A lottohuzas szamait csak a koztiik 1évd 3-mal oszthatok szama szerint vizsgaltuk. A
véletlen dolga, hogy hany 3-mal oszthaté kerul a kihuzott szamok kozé.

Bevezetiink egy un. valészinliségi valtozét, amely a kihuzott szamok kozott el6forduld
3-mal oszthatok szamat méri. A valészinliségi valtozé lehetséges értékei: 0; 1; 2; 3; 4; 5.

A valésziniiségi valtozé jeldlése: & (kszi)

A fenti tablazat az 6sszes lehetséges S érték valészinliségét tartalmazza. A
valosziniliségek osszege 100 %. Ezzel tulajdonképpen feltérképeztiik az esélyeinket,

azaz megadtuk hogy a 100 %, hogyan oszlik meg a > lehetséges értékei kozott.
Szakszoéval élve az 1. tablazat a > valoszinliségeloszlasat adja meg.

A valésziniiségi valtozok két csoportra oszthatok:

diszkrét valdsziniiségi valtozok
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folytonos valdszinliségi valtozok

A diszkrét valosziniliségi valtozok altalaban véges szamu értéket vehetnek fel. llyen volt
a fentiekben targyalt Moho6 Mihaly esete a 3-mal oszthaté szamokkal.

A folytonos valdsziniiségi valtozok leggyakrabban idétartamot, hosszusagot, tomeget,
egyszoéval folytonos mennyiségeket mérnek. A gyakorlati életben fontos a gépek
élettartamanak vagy a termékek gyartas soran fellépé méretingadozasanak (tomeg,
hosszusag...) vizsgalata.

17. lecke. A diszkrét valosziniiségi valtozok jellemzoi

1. A valészinliségi valtozé fogalma

A bevezetében mar volt a sz6 a valdsziniiségi valtozorol. Nézziink most erre egy masik
feladatot!

1. feladat

Dobjunk fel egy szabalyos érmét haromszor.

A > valészinliségi valtozé jelentse a fejdobasok szamat.
a, Irjuk fel az 6sszes lehetséges dobassorozatot, csoportositva 6ket a fejdobasok
szama szerint.

b, irjuk fel a £ valészinliségeloszlasat!
¢, Abrazoljuk az eloszlast bot abran!

1. feladat megoldasa

Fejek szama
Dobassorozatok | (a & valésziniiségm | Valoszinusegek
(elenm valtozd értéket)
esemenyek)
111 0 1/8
fii_ifi uf 1 3/8
th ff aff 2 3/8
ft 3 1/8

a, A fenti tablazat segitségével minden elemi eseményhez hozzarendeltliink egy valés
szamot (a fejdobasok szamat). Az igy értelmezett fiiggvényt £ valdészinlségi valtozénak

hivjuk, melynek lehetséges értékeit: & = OrLi2s3

b, A £ értékeihez tartozé valésziniliségekkel a valészinliségeloszlast is
meghataroztuk.

c, Bot abra:
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Valoszinlisegeloszlas Bot abra

P& =x)
¥: fejek szama Valoszinlisegek
{a & valdsziniségi PE=x) 38 + y P

valtozd ertékei)
28 +
0 1/8
1 3/8
118 +
38
3 1/8
f X
3

Megjegyzés:
Mivel a megoldas soran az 6sszes elemi eseményt pontosan egyszer vettiik figyelembe,

ezért a hozzajuk tartozo valésziniliségek 6sszege kiadja az 1-et: 1/8+3/8+3/8+1/8 =1

A feladat alapjan definialjuk a valészinliségi valtozét!
Definicié:
A H eseménytér minden elemi eseményéhez hozzarendeliink egy valés szamot. Az igy
értelmezett fuggvényt valészinliségi valtozénak hivjuk és 6-veI jeloljiik.
Megjegyzések:
1. Az elemi eseményekhez rendelt szamértékek a 3 valdésziniiségi valtozé lehetséges
értékei.
2. Tobb elemi eseményhez is rendelhetjiik ugyanazt a szamot.
(De minden eseményhez csak egy szamot rendelhetiink.)

3.Haa £ valésziniiségi valtozo egy lehetséges értéke xﬁ', akkor az ehhez tartozé

PE=x.)

valésziniiséget v’ -vel jeldljiik.

A valésziniiségi valtozok csoportositasa:

- diszkrét valosziniiségi valtozé
- folytonos valésziniiségi valtozo

2. Diszkrét valészinliségi valtozé

Ha a 3 valdészinilségi valtozo lehetséges értékeinek szama véges vagy

megszamlalhatéan végtelen sok, akkor a 6-t diszkrét valészinliségi valtozénak
nevezzik.

A £ diszkrét valdsziniiségi valtozo lehetséges értékeihez tartozé valészinliségeket a £
valészinlségeloszlasanak nevezziik.

Megjegyzés:
1. A valdsziniiségeloszlast felsorolassal vagy tablazatos formaban is megadhatjuk.
2. Az adatokat bot abraval szemléltethetjiik.
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Tétel:

Legyenek a £ diszkrét valésziniiségi valtozo lehetséges értékei: “1, 2, .., Tn ..

A £ értékeihez tartozé valészinliségek 6sszege mindig 1, azaz
P(g = x1)+P(§ = x2)+....+P(§ =zy)+.=1

3. Eloszlasfuggvény

2. feladat

Az 1. feladat alapjan valaszoljunk a kérdésekre.

a, Szamoljuk ki az alabbi valésziniliségeket!

P(E<—02) P(<0) P(£<0,3) P(e<1)
P{E<l6) P(E<2) P(E<3) P(E<3)T)

b, Az a. feladatot altalanositva irjuk fel tetszéleges * érték esetén a P {5{‘@' értékét,
azaz annak a valészinliségét, hogyf az ¥ -nél kisebb értéket vesz fel!

2. feladat megoldasa

a, Vegyik fel egy szamegyenesre a T lehetséges értékeit és a hozzajuk tartozo
valésziniiségeket.

Kattintson ide a nagyitashoz!

A kérdezett valosziniiségek:
PE-02)=0 P{<0)=0 P(£<0,3)=1/8 P{£<1)=1/8

P(E<1,6)=4/8 P(¢<2)=4/8 P¢<3)=7/8 P((<3,7)=1

b, Az a. feladatban kiszamoltuk, hogy néhany szamérték esetén, mennyi a
valésziniisége annak, hogy a fejek szama - vagyis a S értéke - a megadott értéknél
kisebb lesz. Most valaszt adunk ugyanerre a kérdésre tetszélege szamérték esetén.
Nyilvanvalé, hogy 3 értékei kozul nemcsak a -0,2 és 0 esetén lesz a kérdezett

<0 P(¢<n)=0

valésziniiség 0, hanem barmely esetén igaz az, hogy

Az is biztos, hogy nemcsak 0,3 és 1 esetén lesz a kérdezett valészinliség 1/8, hanem

barmely 0<T =1 esetén igaz, hogy P(E<z)=1/8
Folytassuk a sort. A megoldas lépései:

Kattintson ide a nagyitashoz!

Tehat annak a valészinlisége, hogy a £. vagyis a dobott fejek szama - kisebb T -nél:
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ha x =0

0
1/8 ha 0=x =1
4/8

P& <x|= ha 1<x =2
7/8 ha 2«x=3
1 ha 3<x

A fenti feladat b.) része alapjan egy olyan figgvényt definialhatunk, amely barmely *
értékhez hozzarendeli az * -nél kisebb értékek felvételének valésziniiségét. Ezt a
fuggvényt eloszlasfiiggvénynek nevezziik.

Definicié:

A 3 valésziniiségi valtozé I eloszlasfiiggvénye minden ¥ valés szamhoz hozzarendeli
az T -nél kisebb értékek felvételének valdsziniiségét, azaz

P T P(fc:a:) vagy Flz= P(f-::‘:a:)

Tétel:

I

Legyenek a £ diszkrét valésziniiségi valtozé lehetséges értékei ~1' *2 és a

hozzajuk tartozé valosziniiségeket jeldlje Py PorsPr Exkorat eloszlasfiiggvénye:
0 ha X £X,
P ha x, <x=x,
P+ P, ha x, <x =x,

Fix =1
P+p,+..+p, ha x, <x=x,,

L 1 ha x <x

Abrazoljuk az 1. feladathoz tartozé eloszlasfiiggvényt!

8 0 Jhax=0 P‘g="}
1 + o—
78 <+ o— =
1/8 ,hal<x<1
Fix)= < 48 , hal=<xcz? T
4/8 + o=
P(E&<x)
7B . haZ=<x=3 -
1 Jhald3<y 18 49—
— f f f X
Tulajdonsagai: 1 9 3
1., Monoton novekva.
2., A flggveny hatarértéeke — co -ben 0, c= -ben 1.
3., A flggveny a szakadasi helyeken balral folytonos.
4., Lépcsos filggvény, amelynek
szakadasi helyei a 5; altal felvett értékeknél vannak (0, 1, 2, 3).
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4. A diszkrét valészinliségi valtozé eloszlasfliiggvényének tulajdonsagai

1. Monoton novekvé.

. , s lim Fizi=1 lim Flz)=0
2. A fuggvény hatarértéke - ©>-ben 0, ©2-ben 1. (T — 2 T ——co )

lim Fizr)= Fla)
3. A szakadasi helyeken balrél folytonos. (Minden &-ra = — a—0 )

4. Lépcsos fliggvény, amelynek szakadasi helyei a £ altal felvett értékeknél vannak.

Az anyaghoz kapcsoléoddan nézze meg a Valésziniliségszamitas példatar 9. fejezetében
talalhaté 9.1. kidolgozott példakat és oldja meg a 9.1., 9.4. 9.7. feladatokat. A feladatok
megoldasai megtalalhaték a példatarban.

17. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - szokitoltés
Egy varrédobozban 3 j6 és 2 rossz (torott végili) gombostii van. Munkankhoz

kivalasztunk kozuliik egyszerre harmat. Jelentse a > valésziniiségi valtozé a kivalasztott
jok szamat.

Toltse ki a tablazatot a 3 valésziniliségeloszlasara vonatkozéan!

Segitség 17. lecke 1. onellen6rz6 feladat

6 lehetséges értékei:

Valészinliségik: H ) W H Y H O

A helyes valaszt a megoldokulcsban talalja!
2. feladat - feleletvalasztas
Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

- kisebb
- nagyobb
- nem kisebb
- nem nagyobb
- Osszegét
- szorzatat
- minimumat
- felvételének valésziniiségét
Egészitse ki a mondatot a megadott szavak segitségével!

A 3 valészin(iségi valtozé £ eloszlasfiiggvénye minden Z valdés szamhoz hozzarendeli
az T-nél (1).cceviiiinnnnee értékek (2)....ccccerrrrrnn.

3. feladat - tobbszoros valasztas
Valassza ki a diszkrét valészinliségi valtozé eloszlasfiiggvényére jellemzé
tulajdonsagokat!
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Tobb helyes valasz is lehetséges:

[ ] szigoradan monoton csdkken

[ 1 monoton né

[ ]11épcsés fliggvény

[ ] hatarértéke 0-nal ©2, 1-nél —o°

[ ] szakadasi helyei a pozitiv egész szamoknal vannak

4. feladat - szokitoltés
Adja meg a 3 valésziniliségeloszlasat a megadott informacidk alapjan!

F(3)=0,6
F(6)=08
F(72)=0,86

Segitség 17. lecke 4. 6nellenérzé feladat

6 lehetséges értékei:

“
Valészinlségek: H () PP H 023 I H (<) FET—— H (4).eennenn.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

5. feladat - szokitoltés
Adja meg a 3 valészinlségeloszlasat az eloszlasfuggvény alapjan!

[0 ha x=1
. 04 ha l=x=2
Filx)=-+
‘ 09 ha 2<x=3
1 ha 3 <x

Ebbél £ valészinliségszamitasa:

6 lehetséges értékei:

Valészinliségk: H ) W H (Y H O

A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

Megoldoékulcs

(-1

(2)-2
1. 3)-3
feladat: (4)-0,3

(5)-0,6

(6)-0,1
2. (1) - kisebb
feladat: (2) - felvételének valdszinlségét
3. monoton né
feladat: Iépcsés fliggveny
4 (1)-0,6

feladat:  (2)-02
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5.
feladat:

Py

DD WN =~
T T — —
o

18. lecke. A diszkrét valoszinliségi valtozék pontjellemzbi

Az el6z6 fejezetben egy konkrét példan keresztiil definialtuk a diszkrét valésziniiségi
valtozét, annak valdésziniiségeloszlasat és eloszlasfiiggvényét. Az alkalmazasoknal
eléfordul, hogy csak néhany szamértékkel jellemezziik az eloszlast.
Ezek a szamértékek a valészinliségi valtozé pontjellemzéi:

moédusz

varhaté érték

szoras

median
Egy tarsasjatékban két kockaval dobnak, és csak a legnagyobb dobott szamot veszik
figyelembe.

A 3 valészinlségi valtozé jelolje a legnagyobb dobott szamot.

A pontjellemzék kiszamitasahoz sziikség van a £ valdésziniiségeloszlasara.

A ' eseménytérhez 36 elemi esemény tartozik: 11, 12, 13, ...65, 66. Ezek mindegyike
ugyanakkora valészintliséggel kovetkezik be.

A€ lehetséges értékei: 1,2, 3, 4, 5, 6

Adjuk meg példaul a £ € =4 erteket.
Irjuk fel azokat a szamparokat, amelyekben a 4 a legnagyobb érték: 14, 41, 24, 42, 34, 43,

44 (7 darab)
Tehat a valoszinliség klasszikus képlete alapjan: P{f - 4:' - 7/36

A £ tobbi értékéhez tartozé valészinliséget hasonléan szamolhatjuk.
A £ valdsziniliségeloszlasat az alabbi tablazat tartalmazza:

& lehetséges 1 2 3 4 5 6
értéler
Valdszinséeel:: | 1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36

1. Moédusz
Definicio:
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Moédusz: a £ diszkrét valdsziniiségi valtozéo médusza a £ lehetséges értékei koziil a
legvalésziniibb (ha van ilyen).

jel: mod(f)

Az 1. példaban a 6 a legvalésziniibb érték, ezért mod(€)=6.

Megjegyzés:
Nem minden eloszlasnak van moédusza.

Példaul: egy kockat dobjunk fel egyszer, és 6jelentse a dobott szamot. Ebben a
feladatban =~ minden lehetséges értékének valészinlisége 1/6, igy nincs modusz.

2. Varhaté érték
Végezzik el az 1. példaban I1évo kockadobast 200-szor. Jegyezziik fel minden dobasnal,
hogy mennyi volt a legnagyobb dobott szam, majd szamoljuk ki ezen szamok

(szamtani) atlagat.

A dobasok eredményeket az alabbi tablazat tartalmazza:

A legnagyobb 1 2 3 4 5 6
dobott szam (& )
Az elofordulas 4 18 | 25 | 40 | 48 | 65
oyakorisaga

4-1+18-24-25-3+40-44-48-54+65-6
A 2. tablazat adatainak atlaga: 200

— 4 525

Az alabbiakban belatjuk, hogy ha elég sokszor végezziik el a kisérletet (kockadobast),
akkor a kiszamolt atlag egyre kisebb savban ingadozik egy szamérték korul, amely

szamot a & varhatoé értékének hivunk.

Jeldlje kl, kg . k6 annak a gyakorisagat, hogy az 1, 2, ... a 6 volt a legnagyobb
dobott szam. A feljegyzett szamok osszege:
l-ke142-kn+3-ka+4d-ka+5-ks+6-kg
A feljegyzett szamok atlagat ugy kapjuk meg, hogy a szamok dsszegét elosztjuk az
Bskszes gobéskszémgval (’-E): L
1 2 3 4 5 &
lg+2m+3-m+4wm+57+07
ki
A 7 relativ gyakorisagok azonban a dobés}?k novelésével egyre kevésbé ingadozik az
51 _
€ =1 grtekének valbszintisége koriil, azaz @ ~ £ & =1,
Ugyanez mondhato el a tobbi értékhez tartozé relativ gyakorisagrol.

Helyettesitslik az atlagban 1évé relativ gyakorisagokat a megfelel6 valésziniiséggel:
1-P(¢ =1)42-P(¢ =2)43-P(f =3)+4-P(¢ = 4)+5-P[¢ =5)46-P¢ =6)=

1 3 5 7 9 11 161
13 +2-3 1335 +4-35+535 1635 = 35 = 4,47
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Az igy kiszamolt értéket a 3 valoszinlségi valtozoé varhaté értékének nevezziik.

Azt kaptuk tehat, hogy nagy szamu kisérlet elvégzése utan a dobott értékek atlaga
egyre kevésbe ingadozik a 4,47, azaz a varhaté érték koriil.

Az atlag tehat olyan rokonsagban van a varhaté értékkel, mint a relativ gyakorisag a
valészinlséggel.

A varhaté érték egy rogzitett szam, az atlag viszont valtozik a kisérletek szamanak
valtozasaval. Bizonyithatd, hogy a kisérletek szamanak novelésével az atlag egyre
kevésbé ingadozik a varhaté érték koriil. (Lasd még 26. lecke: Nagy szamok torvénye)

Definicié:
Legyenek a £ valésziniiségi valtozo lehetséges értékei “1, “2, ..., Tn és a hozzajuk
tartozé vaAészint’jségeket jelolje pl, pz, - Pr . Ekkor a& varhaté értéke:
M(¢)= 'Z:l‘ﬂé'?@' =Ly P2y Pyt Tt T D,
=
Megjegyzések:

1. A varhato érték tulajdonképpen a £ altal felvehet6 értékek valésziniiségekkel
sulyozott atlaga.

2. A varhato érték (hasonléan az atlaghoz) a legnagyobb és legkisebb £ érték kozé
esik.

A varhaté érték tulajdonsagai:
1 Mla-g4t)=a-M(£)+b

m(gF)= 2 (=Z)Fp,
2. t il (% . momentum) — Példaul a 2. momentum:
m(g2)= Zl(ﬂ)g'f%
5=
3. Szbéras

Vizsgaljuk meg az alabbi két 30 fés osztalynak egy dolgozatban elért eredményeit.

Dsztalyzatok

1 2 3 4 5 atlaga
A osztal - 3 243 - 3
Jegyek gyakoarisaga osz ? !
B osztaly 12 3 - 3 12 3

Mindkét osztaly jegyeinek atlaga 3. A két osztaly jegyei ko6zott azonban nagy kiilonbség
van. Az 4 osztalyban a jegyek az atlag koriil siirisddnek (sok a harmas), mig a
osztalyban a jegyek tavol esnek az atlagtol. A jegyek szérasa az 4 osztalyban kicsi, mig
a B osztalyban nagy.

Az atlag tehat onmagaban nem ad elegendé informaciot egy eloszlasrol. Definialunk

egy uj pontjellemzét, a szérast, ami azt mutatja meg, hogy a £ értékei mennyire
slirtisodnek a varhaté érték koriil.
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Legyenek a T diszkrét valdszinliségi valtozo lehetséges értékei ~1, 72, .., *n és a

hozzajuk tartozé valésziniiségeket jeldlje ©1, 72, ..., Pn. Ekkor a & szérasanak
négyzete:

pg)=m([¢-mE)])

A diszkrét valoszinliségi valtoz6 szérasanak szamolasa:
n
2
D)=\ /> (:r:é—M(f)) -,
=1
Megjegyzések:

1. A széras megmutatja, hogy a 3 értékei atlagosan (négyzetes atlag) mennyivel
térnek el a varhaté értéktol.

2. Bizonyithaté, hogy a szérasnégyzetet az alabbi médon is szamolhaté:

n T 2
Dg(f)ZM(SQ)—MQ(S)ZZ(%)Q'ﬂ:—(;ﬂﬁ)

=1
3. A széras egy fontos tulajdonsaga: D(a-£+t) =1al-D(¢)
Szamoljuk ki az 1. példaban szerepl6 3 szérasat! )
n mn
D)=(e2)-2a1)=3 e r.o( Smen)
T= g =

=1,96=14

Amibdl a széras D{S} . Tehat £ értékeinek a varhaté értéktdl valé atlagos

eltérése 1,4.

4. Median

A statisztikai ismereteink alapjan a median az a szam, amelynél a S valészinlségi
valtozé kisebb illetve nagyobb értéket egyarant 50 %-os valoszinliséggel vesz fel.

Ez a megfogalmazas, csak a folytonos eloszlasokra igaz (lasd 22. lecke). A diszkrét

eloszlasoknal azt vizsgaljuk, hogy a valészinliségek o0sszege, > mely értékénél éri el a
0,5-6t.

Hatarozzuk meg az 1. példaban szerepl6 eloszlas medianjat. Mérjiik fel egy
szamegyenesre a £ értékeihez tartozé valészinliségeket.

Kattintson ide a nagyitashoz!

Az eloszlas medianja 5, mert ennél az értéknél "ugorja at" a valészinliségek o0sszege az
1/2-et.

Nézziik meg a 17. lecke 1. feladataban lévé érme dobasos feladat medianjat is!
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Median 7

1/2 2
e . ~
valoszini- 1 3 3 1
ségek ) B B B
ertekei: 0 1 2 3

Mivel a valoszinliséget felezd vonal a g -nek 1 és 2 értéke koze esik, ezert a
szimmetria miatt allapodjunk meg abban, hogy
a median az 1 és a 2 szamtani kozepe: 1,5.

Ebben az esetben a "5 = ! és a ¢ = 2 kozott" felezziik a valésziniiségek 6sszegét. A
szimmetria miatt e két érték szamtani kozepét fogadjuk el medianként.

Ezért:

med(E)=15

A diszkrét valosziniliségi valtozé medianjanak kiszamolasa:
Adjuk O0ssze egyesével a £ értékeihez tartozé valészinliségeket, a legkisebb £ értéktol

haladva a nagyobbak felé.

1. Ha az 6sszeadott valészinliségek kozott nem talalunk 0,5-t, akkor a £ azon értéke
a median, amelynél valdsziniliségek o0sszege "atugorja" az 1/2-et.

2. Ha valamely &= Tk értéknél a valészinlségek 6sszege pontosan 1/2, akkor

I+

18. lecke. Onellen6rzé feladatok

1. feladat - parositas
Parositsa 0ssze a fogalmakat a meghatarozasokkal!

Parositsa 6ssze a megfelel6 elemeket:

Az eloszlas legvaloszinlibb értéke. median
A varhato értéktsl valo atlagos eltérés. varhato
érték
Sok kisérlet utan 6 értékeinek atlaga egyre kevésbé ingadozik ezen szamérték koriil. szoras
Ennél az étéknél kisebb illetve nagyobb értékek felvételének valosziniisége 50% (folytonos modusz
eloszlas esetén).
2. feladat - feleletvalasztas
Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:
- 86,5
- 200
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- 205
- 300

Egy S valészinilségi valtozo valdészinlségeloszlasat mutatja az alabbi tablazat.

& lehetséges értéker: 100 200 300
Valosziniiségek: 0,35 0,25 0.4

]

irja be a szovegdobozokba az egyes pontjellemzék szamszerii végeredményét!

modusz (1)......cceeveeeeee
median (2)........ccceeee.
varhato érték (3).................
SZOras (4)......ccoeeuuenes

3. feladat - tobbszoros valasztas

Egy § valésziniiségi valtozo lehetséges értékei a [8; 38] intervallumba esnek.
Valassza ki azokat az értékeket, amelyek nem lehetnek az eloszlas varhato értékei!

Tobb helyes valasz is lehetséges:

[ 142
[12

[ 120
[ 132
[ 124

4. feladat - szokitoltés

Egy diszkrét valészinliségi valtozo altal felvehet6 értékeket és a hozzajuk tartozé
valésziniliségeket az alabbi tablazat tartalmazza. Az eloszlas varhaté értéke 2,7.
Toltse ki a tablazat hianyzé adatait!

Segitség 18. lecke 4. onellen6rzé feladat

1

6 lehetséges értékei:

Valdszinlségek: H 0,2 H 0,15 H (1)eeeeeeeeieenns H (23 IS

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

5. feladat - egyszeres valasztas

Anna és Bea két érmével (50 Ft és 100 Ft) a kovetkezoé jatékot jatssza: Anna dob a
2 érmével. Ha a dobasok kozott egy fej van, akkor Anna nyereménye 20 Ft, ha két

fej van, akkor 40 Ft. Ha viszont nem sikerilt fejet dobnia, akkor 60 Ft-ot fizet
Beanak.

Jeldlje 3 Anna nyereményének lehetséges értékeit!

Valassza ki a megadott értékek kozul Anna nyereményének varhato értékét!
(A veszteséget negativ szammal vegye figyelembe.)

Segitség 18. lecke 5. onellenérzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:
()10
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()5
()-10

()0
6. feladat - egyszeres valasztas
Andras és Béla a kovetkezo jatékot jatsszak. Andras egy érmével legfeljebb 3-szor
dobhat. A jaték befejezédik, ha valamelyik dobasnal fejet dob. Ha els6, masodik vagy
harmadik dobasnal sikeriil fejet dobnia, akkor a nyereményei rendre 32, 16 illetve 8 Ft.
Ha harmadikra sem sikeriil fejet dobni, akkor fizet Bélanak 120 Ft-ot.

Jelentse 3 Andras nyereményének értékét.

Valassza ki a megadott értékek koziul Andras nyereményének varhatoé értékét!
(A veszteséget negativ szammal vegye figyelembe.)

Segitség 18. lecke 6. onellen6rzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()-32
()-64
()0
()6

Megolddkulcs

modusz - Az eloszlas legvaldsziniibb értéke.
szoéras - A varhaté értéktél valod atlagos eltérés.

1. median - Ennél az étéknél kisebb illetve nagyobb értékek felvételének valdszinlisége 50% (folytonos eloszlas
feladat: esetén).

varhato érték - Sok kisérlet utan 6 értékeinek atlaga egyre kevésbé ingadozik ezen szameérték korul.

(1)-300
2. (2) - 200
feladat: (3) - 205
(4)-86,5
3. 2
feladat: 42
4, (1)-04
feladat: (2)-0,25
5.
feladat: 5
6.
feladat: 6

19. lecke. Specialis diszkrét eloszlasok 1.

1. Hipergeometrikus eloszlas

Alkalmazas:

Visszatevés nélkiili mintavétel: van IV szamu elem, amelybdl M kitiintetett. Az
N elembél 7 -szer ("= mm{M;N—M}) hGzunk visszatevés nélkiil.
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Jeldlje 3 a mintaban lévo kitiintetett elemek szamat.
ehetséges értékei: 0; 1; 2; ...n

Annak a valészinlisége, hogy k szamu kitiintetett elem lesz a mintaban:

oleEs
—
PlE=k =
( ) (jf;ir) ahol =0 5 2; .n

Ezzel a képlettel egyuttal a £ valésziniiségeloszlasat is megadtuk.

Bizonyithatd, hogy a hipergeometrikus eloszlas pontjellemz6i meghatarozhatok az vV ,
M n paraméterekbdl az alabbi moédon:

Varhaté értek: M (&) =7p

(f‘-J =M / N kitiintetett elemek részaranya)

N —
szoras: D€) =V PPy

(2= 1=P . a nem kitiintetett elemek részaranya)

M1

mod(£) = [ n+1 —]

Médusz: (6) ( * ) N+32
(A szogletes zardjel egészrészt jelol.)

1. feladat

Egy nemzetkozi 6ttusa verseny lovaglas szamaban 16 16 vesz részt, amelyek k6zott 7
nehezen kezelhetd. A versenyen résztvevé magyar csapat 5 fobaol all.

Jeldlje £ a magyaroknak kisorsolt rakoncatlan lovak szamat.

irjuk fel £ valészinliségeloszlasat! Szamoljuk ki a pontjellemzdket a paraméterek
segitségével!

1. feladat megoldasa

A hipergeometrikus eloszlas paraméterei:
N =16 a versenyen résztvevé lovak szama
M =T arakoncéatlan lovak szama

n =5 a magyar versenyz6ék szama

k=01L2345 5 magyaroknak kisorsolt rakoncatlan lovak szama

A £ valésziniiségeloszlasa:
Pl¢=k)= (—D(Egk)

(%)
ahol © = 0;1;2;3;4;5
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I 0 1 2 3 4 5
PE =k) | 0,029 | 0,202 | 0,404 | 0,288 | 0,072 | 0,005

Virhaté értek: Y E)=np="51=15~22 (p=M/N=7/[16)

N—n 7 9 11
szoras: D)= \/”'P'Q'N—l = \/5'E'ET =0,95 (g=1-p=9/16)

M1 B
Médusz: mod (£} = [(ﬂ'—'_l)'N-I—Q] - [EIE} =[2,67]=2
(A moédusz értéke a tablazatbol is leolvashaté.)

2. Binomialis eloszlas

Alkalmazas:

Visszatevéses mintavétel: Adott IV elem, amelyek kozott M szamau kitiintetett
van.

(Gyakran csak a kitlintetett elemek p=M/N részaranya ismert.)

Az elemekbdl " -szer huzunk ugy, hogy minden hizas utan a kihuzott elemet
visszatesszik.

A £ valdsziniiségi valtozé a mintaban lévo kitlintetett elemek szamat jeloli.

Bernoulli-probléma (fiiggetlen kisérletek egyiittes bekovetkezése):
1 szamu fuggetlen kisérletet végziink. Egy- egy kisérletnél p valészinliséggel
kovetkezik be a vizsgalt esemény.

A 3 valészinlségi valtozé a vizsgalt esemény bekovetkezéseinek szamat jeloli n
kisérlet esetén.
£ lehetséges értékei: 0; 1; 2; ...n
alésziniliségeloszlasa:
— K= () pk.gn—k
P(f—k)—(k)f] q ’aholk:[]; ;2w gg g=1-p

Bizonyithat6, hogy a binomialis eloszlas pontjellemz6i meghatarozhatok az ™ és ¥
paraméterekbdl az alabbi moédon:

Varhato értek: M (€)=

szoras: D)= vPT

Modusz: 0% €)= [ +1)2)

(A szogletes zardjel egészrészt jelol.)

Megjegyzések:

A hipelmjﬁgometrikus eloszlas helyett a binomialis eloszlas képleteit alkalmazhatjuk, ha
N és elég nagyok " -hez képest. (Lasd még a mintavételeknél a 11. leckében.)

Mindségellendrzések soran gyakori ez, ahol a vizsgalandé elemek szama sokkal
nagyobb, mint a minta elemszama.
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2. feladat

A statisztikai adatok alapjan egy terhesség esetén a fiu sziiletésének valészinilisége 48
%.

Jeldlje £ az otgyermekes csaladokban szuletett fiuk szamat.

irjuk fel 3 valésziniliségeloszlasat és abrazoljuk bot abran!
Szamoljuk ki a pontjellemzdket a paraméterek segitségével!

2. feladat megoldasa

Barmely terhesség esetén a fiu sziiletésének valdsziniisége 0,48, igy a feladat figgetlen
események egyiittes bekovetkezésérol szol. A binomialis eloszlas paraméterei:
n =5 a gyermekek szama a csaladban

r= |3!489a fia szuletésének valészinlisége
A £ valésziniiségeloszlasa:
Ple=k)= ( g)-0,48k-a,525—k

, ahol k=0,1,2 34,5 as 4=1-0,48=0,52
K 0 1 2 3 4 5
PE=k)| 0,035 | 0.175 | 0,324 | 0,299 | 0,135 | 0,026
Az eloszlas bot-abraja:
P& = k)
0.3 1
0.2
0,1
1 ] tI :
1 2 3 4 5 Kk
Varhato értek: 24 (€)= p=5048=24
Széras: D(f) = g =./50,48-052=112
Modusz: 00 €)=[n+1)-p] =[6-0,42]=[2,52]=2
(A médusz a tablazatbdl is leolvashaté.)
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3. Geometriai eloszlas

3. feladat

Egy kockaval addig dobunk, amig elészor 4-nél nagyobb nem lesz a dobott érték.
Jeldlje > azt a szamot, ahanyadikra el6szor 4-nél nagyobbat dobunk.

a, Mennyi a valészinlisége annak, hogy harmadikra dobunk el6szo6r 4-nél nagyobbat.

b, irjuk fel £ valdésziniiségeloszlasat és abrazoljuk bot abran! Hatarozzuk meg a
moduszt is!

3. feladat megoldasa

a, Minden dobasnal (egymastdl fliggetleniil) 2/6 annak a valdsziniisége, hogy 4-nél
nagyobbat dobunk. Ha az els6 két dobas legfeljebb 4 és a harmadik dobas 4-nél
nagyobb, akkor ezen események egyiittes bekovetkezésének valdsziniisége:

Pe=3)=(§)'2=2

b, Szamoljuk ki annak a valdsziniliségét, hozy k -adikra sikeriil el6szor 4-nél
nagyobbat dobni. Ebben az esetben az elsé (£—1) dobas legfeljebb 4, és a k. dobas 4-
nél nagyobb. Alkalmazzuk a fiiggetlen események egyiittes bekovetkezésére vonatkozé
szorzasi szabalyt.

4yk—1g
Plg=Fk)= (E) [
ahol & = 12;3;....

K 1 2 3 4 5 6
PE=k)| 1/3 | 2/9 | 4/27 | 8/81 | 16/243 | 32/729

A £ értékeihez tartoz6 valoszinliségek egy csokkeno mértani sorozatot alkotnak,
melynek hanyadosa 2/3. Igy az eloszlas médusza 1, vagyis az a legvaldsziniibb, hogy
elsére dobunk 4-nél nagyobbat.

A dobasok szamanak (6) nincs elméleti felsé korlatja, de nagyon kicsi annak a
valésziniisége, hogy 6-nal tobbszor kell dobni ahhoz, hogy el6sz6r 4-nél nagyobbat
dobjunk.

A 4. példa egy geometriai eloszlasra vonatkozott. Fogalmazzuk meg altalanosan a
geometriai eloszlas alkalmazasi korét.

Geometriai eloszlas alkalmazas:

Végezziink fuggetlen kisérleteket. Egy-egy kisérletnél p valésziniiséggel kovetkezik be
a vizsgalt esemény.

A 3 valészinlségi valtozé6 azt a szamot jeloli, ahanyadikra a vizsgalt esemény el6szor
bekovetkezik.

£ lehetséges értékei: 1; 2; 3 ...

A £ valdsziniiségeloszlasa:
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P(f = k) - qk_l'P, ahol =1 2 3. gg ¢=1-p
Bizonyithatd, hogy a geometriai eloszlas pontjellemzi meghatarozhatok a ¥ paraméter
segitségével az alabbi médon:

{
Varhaté értek: M) =5

VT
szoras: D) =7
Médusz: 104} =1

Megjegyzések:
1. A P értékétdl fiiggetleniil mindig az a legvalésziniibb, hogy a vizsgalt esemény
elsére kovetkezik be.

2. A6 értékeinek nincs felsé korlatja, igy a £ altal felvehet6 értékek szama
megszamlalhatéan végtelen sok.
Az atlagnal sokkal nagyobb értékek valészinlisége azonban igen csekély.

Az anyaghoz kapcsolédéan nézze meg a Valdészinliségszamitas példatar 10. fejezetében
talalhatoé 10.1.,10.2. kidolgozott példakat és oldja meg a 10.2-5, 10.8., 9., 12a, 17.
feladatokat. A feladatok megoldasai megtalalhatdk a példatarban.

19. lecke. Onellené6rzé feladatok

1. feladat - parositas
Parositsa 0ssze az eloszlasokat az alkalmazasi teriiletekkel!

Parositsa 0ssze a megfelel6 elemeket:

Flggetlen kisérletek soran hanyadikra kévetkezik be a vizsgalt esemény

e geometriai
elészor.
Visszatevéses mintavétel. hipergeometrikus
Visszatevés nélkili mintavétel. binomialis

2. feladat - tobbszoros valasztas
Valassza ki, hogy a felsoroltak koziil mely esetben alkalmazhaté a binomialis
eloszlas!

Tobb helyes valasz is lehetséges:

[ ] Visszatevés nélkiili mintavétel.

[ 1 Annak vizsgalatara, hogy a fliggetlen kisérletek soran hanyadikra kdvetkezik be
a vizsgalt esemény el6szor.

[ ] Visszatevéses mintavétel.

[ ] Hipergeometrikus eloszlas helyett, ha az N és M paraméterek elég nagyok a
minta elemszamahoz képest.

[ 1 Annak vizsgalatara, hogy n szamu fliggetlen kisérlet soran mennyi a
valészinilisége annak, hogy a vizsgalt esemény k-szor kovetkezik be.

3. feladat - szokitoltés
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A magyar kartya lapjait szétosztjak 4 jatékos kozott ugy, hogy mindenki 8 lapot kap. Az
egyik jatékos lapjait vizsgaljuk.

Mennyi a valészinlisége, hogy 5 piros lapot kapott? (1)................. %
Mennyi a piros lapok szamanak varhato értéke? (2).................
Mennyi a valészinlisége, hogy legfeljebb egy aszt kapott? (3)................. %

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

4. feladat - egyszeres valasztas

Kozuti ellenérzés soran az auték miszaki allapotat is vizsgaljak. A felmérések
szerint az autdk 45 %-anak megfelel6 a miiszaki allapota. Mennyi annak a
valésziniisége, hogy 6 véletlenszeriien megallitott auté esetén legalabb egynek
nem megdfelelé6 a miszaki allapota?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()99,2%
()70,5%
()83,7%
() 98%

5. feladat - szokitoltés
Az APEH statisztikaja alapjan 8 ad6z6bdl atlagosan 3 hibas adébevallast nyujt be.

Mennyi a valdsziniisége, hogy egy ellen6rzés soran megvizsgalt 9 adobevallasbol
legfeljebb ketté volt hibasan kitoltve? (1)................. %
A megvizsgalt 9 adobevallas kozott hany hibas van legnagyobb valosziniiséggel?

A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

6. feladat - egyszeres valasztas
Suta Sara az esetek 30 %-ban eltori a gyufat ahelyett, hogy meggyujtana.

Mennyi a valészinlisége, hogy a gaztiizhely meggyujtasa csak a negyedik gyufaval
sikeril neki, mert a korabbiak eltortek.

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()1%

() 5%

()8%

() 2%
7. feladat - egyszeres valasztas
A sportlovészetben a versenyzdknek egy repiil6 targyat (tanyért) kell eltalalniuk. A
verseny soran 10-szer l6nek. Az egyik versenyzorol korabbi eredményei alapjan
ismeretes, hogy 60% az esélye arra, hogy mind a 10 Iovésnél eltalalja a tanyért.

Mennyi a talalatok szamanak varhaté értéke?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()9
()9,5
()8
()6

Megolddékulcs
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1 geometriai - Fliggetlen kisérletek soran hanyadikra kévetkezik be a vizsgalt esemény el6szor.
féladat' binomialis - Visszatevéses mintavétel.
) hipergeometrikus - Visszatevés nélkili mintavétel.

Visszatevéses mintavétel.
2. Hipergeometrikus eloszlas helyett, ha az N és M paraméterek elég nagyok a minta elemszamahoz képest.
feladat: Annak vizsgalatara, hogy n szamu flggetlen kisérlet soran mennyi a valdszinlisége annak, hogy a vizsgalt
esemeény k-szor kovetkezik be.

(1)-1,1

3.

. (@)-2
feladat: (3)-74.6
4,
feladat: 99,2%

5. (1)-28,2
feladat: 2)-3

6. o
feladat: 2%

7.

feladat: 9.5

20. lecke. Specialis diszkrét eloszlasok 2.

4. Poisson-eloszlas

Alkalmazas:

Pont-elhelyezkedési problémaknal. Ezek adott id6 intervallumon, tavolsagon, teriileten,
térfogatban véletlenszeriien bekovetkez6 pontszerii események, amelyeknél az egyes
tartomanyokba es6 pontok szamanak varhato értéke aranyos a tartomany nagysagaval.

Példaul:

- Egy irodaba adott id6 alatt befuté telefonhivasok szama (iddintervallum).
- Egy gyarban adott id6 alatt meghibasodott gépek szama (iddintervallum).

- Egy szovogép fonalanak adott hosszusagu részén a szakadasok szama
(tavolsag).

- Egy ut adott szakaszan lévo uthibak szama (terulet).
- A kalacsban lévé mazsolak szama (térfogat).

A Poisson-eloszlas 3 valoszinlségi valtozéjanak lehetséges értékei: 0; 1; 2; ...
A £ valészim’iségeloszlésa:

A
PE=k)=%re?

| & =0;1;2;.,

aho - s A az eloszlas paramétere.

Bizonyithatd, hogy az eloszlas pontjellemzéi:
Varhato értek: M (6) =2
szoras: D) =VA
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A, és A—1,ha a A egész
(A szogletes zardjel egészrészt jelent.)
Megjegyzések:
1. A varhaté érték megegyezik az eloszlas paraméterével (}l )-

Modusz: mod (£) = {[?L] ha A nem egész

2.A £ értékeinek nincs fels6 korlatja, igy a £ lehetséges értékeinek szama
megszamlalhatéan végtelen sok. Az atlagnal sokkal nagyobb értékek valészinlisége
azonban igen csekély.

3. A varhatoé érték mindig egy adott nagysagu tartomanyra vonatkozik. A kilonb6z6
tartomanyokra vonatkozé6 varhato értéket egyenes aranyossaggal szamoljuk.

4. A binomialis eloszlas helyett a Poisson-eloszlas képleteit alkalmazhatjuk nagy ™ és
kis F esetén, ahol A=n-p,

1. feladat

A MAV diszpécserkdzpontjaba naponta atlagosan 2 felsévezeték-szakadast jelentenek
be.
Valasszunk ki véletlenszeriien egy napot.

6jelentse az adott napon bejelentett felsé vezeték szakadasok szamat.

irjuk fel 3 valoszinlségeloszlasat és abrazoljuk bot abran! Szamoljuk ki a
pontjellemzdéket a paraméterek segitségével.

1. feladat megoldasa

A feladat szovege tartalmazza a varhato értéket, ami egyben az eloszlas A paramétere
is:

ME)=r=2
2o
Az¢ valészinliségeloszlasa: P(f o k) — ke
ahol © = 0;1;2;...
I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0

PE=k) | 0,135 | 0,27 | 0,27 | 0,18 | 0,09 | 0,036]0,012]{0,003] 0.0 | 0,0

Az egy nap alatt bekovetkez6 vezetékszakadasok szamanak nincs ugyan elvi felsé
hatara, de mint az a tablazatbdl is latszik, 7-nél tobb szakadasnak 0,1%-nal is kisebb az
esélye.

Az eloszlas bot abrija:
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P(E=k) (0135 | 0.27 | 0,27 | 0,18 | 0,09 | 0,036 | 0,012 | 0,003

E=k) Az eloszlas bot abraja

Az eloszlas pontjellemzéi:

Varhaté értek: M &) =2=2
DE)=Va=Vi=14l

Szoéras:

Médusz: mivel a A egész, ezért a mOd@ =A , s A-1 , azaz naponta 1 vagy 2 vezeték
szakadas a legvalosziniibb. Ez a tablazatbdl is leolvashatoé.

2. feladat

Egy szovogép 150 szallal dolgozik. Tapasztalatok szerint egy miiszak alatt a gép szalai
egymastol fliggetleniil 2,2%-os valésziniliséggel szakadnak el.

Mennyi a valészinilisége annak, hogy egy adott miiszak alatt
a, van legalabb egy szalszakadas?
b, a varhaté értéknél tobb szalszakadas van?

¢, Hany szalszakadas torténik legnagyobb valdsziniliséggel, és mekkora ez a
valésziniiség?

2. feladat megoldasa

Jeldlje 3 az egy miszak alatt elszakadt szalak szamat.

Mivel szalak szakadasa egymastol fliggetlen, igy a £ binomialis eloszlasu, amelynek
paraméterei:
n =150 (a szovégép 6sszes szalanak szama)

a
= 0 [:]2% . . f s
’ (egy- egy szal szakadasanak valészinlisége).

Mivel azonban az " elég nagy és a ¥ elég kicsi, a binomialis eloszlas Poisson-nal
helyettesithetd, ahol az eloszlas paramétere:
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A=np=150-0,022=33

a, A feladatot a komplementeﬂr esemény segitségével oldjuk meg:
3,3
PlE>)=1-PlE=0)=1-F%- $*=1-0,037=0,963 (0'=1)

Vagyis 96,3% annak valészinlisége, hogy egy miiszak alatt van legalabb egy
szalszakadas.

b, 3,3-nal tobb, azaz legalabb 4 szalszakadas valdsziniiségét keressiik. Ismét
komplementerrel szamolunk.

PE>4)= 1—[1:'(5 =0)+ P =)+ Pt =2)+Pt= 3)} =

_q [33”_ —33+331 —33+332 —33+333 —33}
=1-(0,03740,12240,201+0,221) = 0,419

¢, Az eloszlas legval6sziniibb értéke a médusz. Mivel a A=33 nem egész, ezért
egészrésszel kell szamolni, vagyis a médusz 3. A b.) feladat alapjan a hozza tartozé
valésziniiség 22,1%.

3. feladat

0,95 annak a valészinlisége, hogy egy folyoirat barmely oldalan legalabb egy sajtéhiba
talalhaté.

a, Mekkora a 10 oldalon talalhaté sajtéhibak varhaté értéke és szérasa?

b, Mi a valészinlisége annak, hogy a folyéirat valamely harom oldalan haromnal
kevesebb hiba talalhat6?

3. feladat megoldasa

A sajtéhibak a lapon "pontszeriien" helyezkednek el, ezért Poisson-eloszlassal
szamolhatunk.
El6szor az egy oldalon talalhaté sajtéhibak varhaté értékét szamoljuk ki.

Sjelentse az egy oldalon talalhato sajtéhibak szamat.
A feladat allitasabdl kovetkezik, hogy 0,05 annak a valésziniisége, hogy egy

véletlenszerien kivalasztott oldalon nincs sajtéhiba: P(¢=0)=0,05
Alkalmazzuk a Poisson-eloszlast ¥ =0 esetén, és hatarozzuk meg a + -t.

20 —)
P(f: ):FE‘ :D]DE — E_“}‘:D!DE — —}L-ln€=1n[:],[:]5 —>}1:3_

a, A 10 oldalon talalhaté sajtéhibak varhaté értéke ME)=x= 30 mert az oldalak
szama és a hibak szama kozott egyenes aranyossag van. A széras

D(£)=v2=30=5/48

b, 3 oldal esetén: ME)=r= 9,
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P(£<3)= Pt =0)+ Pt =1)+ Pt =2) = 5

0 1 2
!.E-_EEI —I_%IE_Q +§ﬁ .E_EEI —
n 1 2
= =9 D548 ) = e=9(1+49-+40,5) = 0,006

Tehat 0,6% annak a valdsziniisége, hogy 3 oldalon 3-nal kevesebb hiba van.

Az anyaghoz kapcsolédéan nézze meg a Valésziniliségszamitas példatar 10. fejezetében
talalhaté 10.3, 4. kidolgozott példakat és oldja meg a 10.20ab, 23, 26, 27, 29. feladatokat.
A feladatok megoldasai megtalalhatok a példatarban.

20. lecke. Onellené6rzé feladatok

1. feladat - tobbszoros valasztas
Valassza ki, hogy a felsoroltak koziil mely esetben alkalmazhaté a Poisson-eloszlas!

Tobb helyes valasz is lehetséges:

[ 1Binomialis eloszlas helyett, ha " nagy és F kicsi.

[ 1 Annak vizsgalatara, hogy a fliggetlen kisérletek soran hanyadikra kovetkezik be
elészor a vizsgalt esemény.

[ ] Visszatevés nélkiili mintavétel.

[ ] Hipergeometrikus eloszlas helyett, ha az N és M paraméterek kicsik.

[ ] Visszatevéses mintavétel.

[ ] Pontelhelyezkedési problémak.

2. feladat - parositas
Parositsa 0ssze az eloszlasokat az alkalmazasi teriiletekkel!

Parositsa 0ssze a megfelel6 elemeket:
Bernoulli-probléma. hipergeometrikus

Annak vizsgalata, hogy fuggetlen kisérletek soran hanyadikra kdvetkezik be elészér a

. . Poisson
vizsgalt esemény.
Pontelhelyezkedési problémak. binomialis
Visszatevés nélkuli mintavétel. geometriai

3. feladat - egyszeres valasztas
Suti Sandor cukraszmester atlagosan 50 szem mazsolat tesz egy 200 dkg-os
kalacsba. A kalacsbdl levagunk egy 5 dkg-os szeletet.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy ebben a szeletben 2 vagy 3 szem mazsola
van?

Segitség 20. lecke 3. onellenérzé feladat

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()52,9%
()31,7%
()26,7%
() 48%
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4. feladat - egyszeres valasztas
Egy irodagép garancialis idén beluli meghibasodasanak valészinisége 1,5%. Egy
vallalat 100 ilyen gépet miikodtet.

Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a varhaté értéknél tobb gépet kell javittatni a
garancialis idon beliil?

Segitség 20. lecke 4. onellen6rzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

() 35,7%
() 44,2%
() 42,3%
() 33,3%

5. feladat - egyszeres valasztas
98,5% annak a valészinlisége, hogy egy adott napon a székesfehérvari tiizoltokat
legalabb egyszer tiizesethez hivjak.

Hany tiizeset van naponta atlagosan?

Segitség 20. lecke 5. 6nellenérzé feladat

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()4
()3
()51
()42

Megolddékulcs

1. Pontelhelyezkedési problémak.
feladat:  Binomialis eloszlas helyett, ha ™ nagy és P kicsi.

geometriai - Annak vizsgalata, hogy fliggetlen kisérletek soran hanyadikra kévetkezik be elészér a vizsgalt
esemeny.

fzéladat' binomialis - Bernoulli-probléma.
) hipergeometrikus - Visszatevés nélkili mintavétel.
Poisson - Pontelhelyezkedési problémak.
3. o
feladat: 31,7%
4. o
feladat: 44.2%
5.
feladat: 4.2

V. fejezet. Gyakorlo feladatok

1. feladat - leiras
1.

Egy kosarlabdacsapat egyik centerérdl ugy hirlik, hogy a kosarra dobasainak 90 % -a
sikeres. Egy meccsen 12-szer volt lehetésége kosarra dobni.

a. Mennyi a valészinlisége annak, hogy legfeljebb két kosarat hagyott ki?

b. Hany sikeres dobasa van legnagyobb valésziniiséggel?
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Megoldas

2. feladat - leiras
2.

Egy uszéversenyre 24 versenyz6 nevezett be. A versenyzdk nyolcas csoportokban
meérik o0ssze erejiiket az elédontében.

a. Mennyi a valészinlisége, hogy a 6 legjobb versenyzébdl 4 az el6donté elsé
futamaba keril a sorsolas soran?

b. A 6 legjobb koziil hany versenyzik egyitt az els6 futamban legnagyobb
valésziniséggel?

Megoldas

3. feladat - leiras
3.

Egy tanuldévezeté a rutinfeladatok mindegyikét 80 %-os valészinliséggel hajtja
végre megfelelden.

a. Mennyi a valészinlisége annak, hogy gyakorlaskor 5 feladatbél legfeljebb egy
nem sikerul?

b. Mennyi a valészinilisége annak, hogy gyakorlaskor még harmadikra sem
sikeriil az egyik gyakorlatot végrehajtani?

Megoldas

Megolddkulcs

1

. o
feladat: Id. a feladatnal!

2. ra
foladat:  'd- @ feladatnall
. Id. a feladatnal!
feladat: : !
Bevezetd

Ebben a fejezetben olyan eloszlasokkal fogunk foglalkozni, amelyeknél a valésziniiségi
valtozé folytonos mennyiségeket jelol; leggyakrabban idétartamot, hosszusagot,
tomeget...

A gyakorlati életben fontos a gépek élettartamanak vagy a termékek gyartas soran
fellép6é méretingadozasanak (tomeg, hosszusag stb.) vizsgalata.

Ezek olyan folytonos mennyiségek, amelyek lehetséges értékei egy (vagy tobb)
intervallumot alkotnak. Ez az intervallum nem feltétleniil véges.

Példaul egy 10 cm sugaru céltablara lovoldozve a talalatok kozépponttol valé tavolsaga
0-10 cm kozé esik, ebben az intervallumban barmilyen értéket felvehet.

Ha felosztjuk a céltablat korgyiiriikre és elég sokszor loviink, elképzelhetd, hogy azt
tapasztaljuk, hogy az egyes korgyitiriikkben nem azonos gyakorisaggal van talalat. Ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy nem azonos valésziniiséggel talalunk bele az egyes
korgydiriikbe.

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 139
Kodolanyi Janos Fdiskola


http://moodle.kodolanyi.hu/file.php/25/letoltheto/megoldasok/V. fejezet_3. feladat_megold.doc
http://moodle.kodolanyi.hu/file.php/25/letoltheto/megoldasok/V. fejezet_2. feladat_megold.doc
http://moodle.kodolanyi.hu/file.php/25/letoltheto/megoldasok/V. fejezet_1. feladat_megold.doc

Példa:

Adjunk le 200 Iovést a 10 cm sugaru céltablara, és mérjik meg az egyes talalatok
kozépponttol valé tavolsagat. Készitslink az adatokrél tablazatot, amely tartalmazza azt,
hogy

a. a 2 cm-ként felosztott céltabla egyes korgyiiriiibe hany talalat esett, illetve ez az
osszes talalat hany %-at teszi ki (relativ gyakorisag).

b. irjuk be a tablazatba azt is, hogy a k6zépponttdl legfeljebb 2 cm-re, 4 cm-re, 6 cm-
re, 8 cm-re, 10 cm-re 6sszesen a talalatok hany %-a esik! Ez esetben a relativ
gyakorisagokat kell 6sszegezni, idegen széval a kumulalt relativ gyakorisagot kell
kiszamolni.

. Yo,
A mért adatokat, a relativ gyakorisagot (gi), és a kumulalt relativ gyakorisagot ( gﬁ) az
alabbi tablazat tartalmazza.

Edzeépponttol | Gyakonsag Relativ Fumulalt relativ
valo tavolsag (£) oyvakorsag oyvalonsag
(em) (=) Ca)
0-2 10 0,05 0,05
2-4 25 0,125 0,175
4-6 35 0,175 0.35
6-8 57 0,285 0,635
8-10 73 0,365 1.0
D f =200 Ygi=1

A 2 cm-es korgyiirikre felosztott céltabla hisztogramja. A hisztogramrél lathaté, hogy a
kiils6é gyiiriik felé haladva né a relativ gyakorisag.

gi Az eloszlas hisztogramja
ﬂ"xi &
02 T
0,1 7T
I | | I > X
0 2 4 6 8 10

A hisztogramrol tehat konnyen leolvashat6, hogy mely intervallumba esnek kisebb, és
melyekbe nagyobb valésziniiséggel a talalatok.

Minél tobb mérési eredményre alapozunk és minél kisebb intervallumokra osztjuk a
teljes intervallumot, az eloszlas képe annal pontosabban rajzolédik ki.
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Abrazoljuk most a kumulalt relativ gyakorisagot a kozépponttél valé tavolsag
fliggvényében.

Kumulalt relativ
> gyakorisag
F 3
1 —%
0,8 T
0,6
04 1T
02 -+
T > X
2 4 b 8 10

A kumulalt relativ gyakorisag azt mutatja meg, hogy a talalatok hanyad része esett a
kozépponttol a vizsgalt tavolsagnal kozelebbre. (PI. a talalatok 63,5 %-nak 8cm-nél
kisebb a kozépponttdl valo tavolsaga.)

A 21. fejezetben latni fogjuk, hogy a folytonos eloszlasokat két fliggvénnyel fogunk
jellemezni:

eloszlasfuggvény

slriségfiggvény

Az eloszlasfiiggvénnyel a kumulalt gyakorisag, a siirliségfiiggvénnyel a hisztogram van
"rokonsagban".

21. lecke. A folytonos valésziniiségi valtozok jellemzéi

A gazdasagi és a miiszaki élet szamos teriiletén talalkozunk olyan eloszlasokkal,
amelyeknél folytonos mennyiségek "ingadozasat"” vizsgaljuk, mint példaul:

egy alkatrész élettartama
egy folyé6 vizallasa
egy termék gyartas soran fellép6é méretingadozasa (pl: tengely atmérdje)

A £ valosziniiségi valtozot folytonosnak mondjuk, ha lehetséges értékei egy vagy tobb
intervallumot alkotnak.
Megjegyzés:

1. Ezek az intervallumok nem feltétleniul véges hosszusaguak, lehetnek akar a teljes
szamegyenes is.
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2. A folytonos valésziniiségi valtoz6 gyakran idétartamot, hosszusagot, térfogatot,
tomeget mér.

Nézziik meg ismét a bevezetd céltablas feladatat geometriai valésziniliség
feltételezésével!

1. feladat

Egy kor alaku céltabla sugara 10 cm. A céltablara Iovéseket adunk le. A £ valoszinlségi
valtozé mérje a talalat tavolsagat a céltabla kozéppontjatol.

Geometriai valészinliséget feltételezve szamoljuk ki annak a valészinliségét, hogy a
talalat
a, a kozépponttél pontosan 2 cm-re van.

b, a kozépponttél 4 cm-nél kozelebb van.

c, a kdzépponttdl tetszéleges T tavolsagnal kézelebb van (0<r<10),
1. feladat megoldasa

Geometriai valészinliség feltételezése esetén a valésziniiséget ugy szamoljuk ki, hogy a
kedvez6 elemi eseményekhez tatozé teriiletet a teljes céltabla teriiletével osztjuk.

a, A kozépponttol 2 cm re 1évo pontok egy 2 cm sugaru korivet alkotnak. Mivel a

koriv teriilete 0, igy a kérdezett valésziniiség is 0: PE=2)=0

b, A kdézépponttdl 4 cm-nél kozelebb 1évé pontok egy 4 cm sugaru kor belsd pontjai.
Tehat a kérdezett valdszinliség:

rlar 4%y 16
PlE<d) =01 =1{o2.,=100= 0,16

¢, A kozépponttol tetszéleges " tavolsagra Iévé pontok esetén a kérdezett
P(gir)_ﬂ_'fr_ﬂ_'fr_r_z
val6sziniiség: T RIg 107y 1000 0<r<l10)

Megjegyzés:
Az 1. feladat a. részét altalanosithatjuk:

A 3 egyes értékeihez (nem intervallumhoz) tartoz6 valdszintiségek értéke 0.
Ez az allitas mas folytonos valészinliségi valtozékra is igaz. Igy tehat - a diszkrét

valészinlségi valtozokkal ellentétben - a 3 folytonos valészinliségi valtozé minden
egyes értékének 0 a valésziniisége.

A folytonos valdsziniiségi valtozokat két fliggvénnyel fogjuk jellemezni:
1. Eloszlasfliggvény

2. Siriaségfuggvény
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1. Eloszlasfuggvény

Az eloszlasfiiggvényt a 17. leckében az alabbi médon definialtuk.
Definicié:
A 3 valészinliségi valtozé £ eloszlasfiiggvénye minden = valdés szamhoz hozzarendeli

az T -nél kisebb értékek felvételének valdsziniiségét, azaz
F:x — Plé<z)

vagy
Flz)= Pl¢<z)

2. feladat

irjuk fel és abrazoljuk az 1. példa céltablas feladatahoz tartozé eloszlasfiiggvényt.

Hasonlitsuk 6ssze a bevezetében leirt kumulalt relativ gyakorisag grafikonjaval.

2. feladat megoldasa

A talalat kozépponttol valé tavolsaga nem lehet negativ, igy
Fle)=Pl¢<z)=0 ha £ <0

Annak a valészinlisége, hogy a talalat a kor kozéppontjatol legfeljebb = tavolsagra van,
2)=P{<z)=103 =100 ,, 0<z <10

Ha ¥ -et a céltabla sugaranal nagyobbnak valasztjuk, akkor biztos, hogy a talalat < -nél
kisebb tavolsagra van a kozépponttél, igy

Piz)=PE<z)=1 . z>10,

A fentiek alapjan az eloszlasfiiggvény igy irhato fel:

0 ha =z =0
F(ri= 2
@) E ha 0<x=10
100
1 ha = =10

Az eloszlasfiiggvény abrazolasa és osszehasonlitasa a kumulalt relativ gyakorisaggal:
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—

Az eloszlasfliggveny abrazolasa
0,hax=0

e T F(x)
Fix)=< 100 ,haO=<x=10 08 —+

1,ha1l<x 06 -
Y —
04 +
Az eloszlas fuggveny 1
tulajdonsagai: a2 1+
1. Monoton nd T
2. Hatasértékek *
lim F{x) = 1
L i)
lim Fix}=0 Az eloszlasfuggveny Vegylk fel ismét a
g kozelitdleg a teglalapok kumulalt relativ
jobb felsd celcsain gyakorisagokhoz
halad keresztil. tartozo téglalapokat!

A folytonos valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényének tulajdonsagai:
1. Monoton novekvo.
2. A fuggvény hatarértéke —“°-ben 0, “>-ben 1.
lim Flr)y=1 lim Fix)=0
(:1: —* OO I ——o0
lim Flr)= Fla)
3. Minden pontjaban balrél folytonos.(Minden @-ra = —a—0 )

Tétel: Egy fuggvény csak akkor lehet valamely valészinliségi valtozé
eloszlasfiiggvénye, ha az el6z6 harom feltétel mindegyikét teljesiti.

Valészinliségek szamolasa az eloszlasfiiggvény segitségével:
Kattintson ide a nagyitashoz!

Annak a valésziniisége, hogy

¢ egy adott & értéknél kisebb: P((<a)= Flal

€ srtke legalabb b: £\ 28 =1-P(E<t)=1-F(p)

€ et adott érték kozé esik: £ (@ < £<8) = P(¢<t)—P((<a)= F(b)-Fla)

2. Siriségfuggvény

Lattuk, hogy a folytonos valészinliségi valtozé minden egyes értékének 0 a
valésziniisége. igy a diszkrét valosziniiségi valtozé jellemzésére hasznalt
valészinliségeloszlas és annak bot-abras abrazolasa értelmetlen a folytonos
eloszlasoknal.

Ehelyett egy olyan fuggvényt vezetiink be, amelynek a fuggvény alatti teriilete méri a
vizsgalt intervallumba esés val6szinliségét. Ezt a fliggvényt siirliségfliggvénynek
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nevezziik és / “)-szel jeloljiik.

Megjegyzés:

1. A bevezetdben latott hisztogram esetében a téglalapok teriilete az adott
intervallumba esés relativ gyakorisagat adta meg. A minta elemszamat és az intervallum
felosztasat novelve, a téglalapokbdl egyre jobban "kirajzolodik™ a siriiségfuggvény.

2. A siiriiségfuggvény grafikonja (a hisztogramhoz hasonléan) j6l szemlélteti az
eloszlast.

Kattintson ide a nagyitashoz!

A nagyobb fuggvényértékek kornyezetében a fliggvény alatti teriilet nagyobb, mint a

kisebb fiiggvényértékek kérnyezetében. igy a > értékei abba az intervallumba esnek
nagyobb valésziniliséggel, amelyekhez nagyobb fiiggvény alatti teriilet, vagyis nagyobb
fuggvényérték tartozik.

3. Egy adott intervallumban a fiuggvény alatti terliletet a figgvény hatarozott

integraljaval szamolhatjuk ki. Ezért a ~ folytonos valészinliségi valtozé adott
intervallumba esésének valészinliségét, a siirliségfiiggvény hatarozott integralja adja,
azaz:

b
Pla<é<h)= ff[:]:]da: = F(z)—Fla)
[/

ahol F(z) a siuriiségfiiggvénynek valamely primitiv fliggvénye.

Ugyanezt a valészinliséget mar az eloszlasfiuiggvénnyel is kifejeztiik:
Pla < ¢<b)= Flb)-Fla)

A kétféle szamitast 6sszevetve, lathatjuk, hogy az eloszlasfiiggvény a
striségfiiggvenynek valamely primitiv fliggvénye. Masképpen fogalmazva a
siriségfuggvény az eloszlasfiiggvénynek elsd derivaltja. A szakirodalom igy definialja
a slriségfuggveényt.

Definicié:

A £ folytonos valésziniiségi valtozé £ eloszlasfiiggvényének elsé derivaltjat az eloszlas
slriségfiuggvényének nevezziik és f -fel jeloljuk, azaz

fley=F'iz)

Megjegyzés:
Csak folytonos valészinliségi valtozénak van siiriiségfliggvénye, diszkrétnek nincs.

3. feladat

Hatarozzuk meg és abrazoljuk az 1. példa céltablas feladatahoz tartozé
strliségfuggvényt!

Hasonlitsuk 6ssze a bevezetbben abrazolt hisztogrammal!
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3. feladat megoldasa

Derivaljuk a 2. példaban lévé eloszlasfiiggvényt.

A konstansok derivaltja 0, igy csak a ]D; 1[][ intervallumon kell a fliggvényt derivalni.
dr =«

T !
f[i?]:(m) =100 =50 pg 0<x <10

Tehat az eloszlas siirliségfiiggvénye:

1] ha = =0
=
f@)=]= ha 0<x <10
a0
0 ha 10 <x

A siiriiségfuggvény abrazolasa és osszehasonlitadsa a hisztogrammal:

8 Az eloszlas hisztogramja
0,hax<0 Sk
_~
X -
_ oligon
F(x}= < 50 ., ha0<x< 10 7 «|POd
slriiségflggveny fﬁf"’
1,ha 10 <x Yy
= A
..-'ﬁ;f‘..f
| | | |
T T T T T
2 4 B 8 10
A teglalapok oldalfelelzs pontjait eszekold poligon jol kdzelili a sGrlsegfiggvanyt.

A siriségfiuggvény tulajdonsagai:
. flz)20

[ e]
/hﬁﬂ$=l
— oD

Magyarazatok a fenti tételekhez: )
1. A sliriségfiiggvény alatti teriilet valészinliséget mér, ami nem lehet negativ. Igy a
slirliségfiiggvény értékei sem lehetnek negativok.

2.A £ értéke biztosan beleseik a ]=00, 9] intervallumba, a biztos esemény
valosziniisége pedig 1. Ezért a siiriiségfiiggvény teljes szamegyenesen vett fliggvény
alatti teriilete, azaz hatarozott integralja 1.

Tétel:

Egy ! fliggvény akkor lehet valamely folytonos valészinliségi valtozé
sﬁrﬁségfﬁggv%gye, ha

flodz =1
flz1=0 ‘/

és —oo ;
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Az eloszlasfiiggvény elballitasa a sliriségfiuggvénybdl:

Az eloszlasfiiggvény az x-nél kisebb értékek felvételének valészinliségét méri, ezért

£ {‘1::' ugy allithaté a St_’jrt’jségfijggvény segitségével, hogy f '::E:' -et az ¥ -nél kisebb

értékekre, azaz a J=o05 7] intervallumon integraljuk. (A fliggvény valtozéjat és az
intervallum hatarat nem jelélhetjiik ugyanazzal a betiivel, ezért a fliggvény valtozéjat t-
re véltoz$tatjuk.)

Flo) = ff(tjcﬁt

A valésziniliségek szamolas a siiriiségfuggvény segitségével:

A siiriiségfuggvényt azon az intervallumon kell integralni, amely intervallumba esés
valésziniiségét vizsgaljuk:

b
P(f:ib) = ff[a:]d:t: = F(b)
s ,
P(r;; < fﬁib) = ff[;t:]d:l? = F(b)— Fa)

[ece]
P(r;; < 6) = ff[:t?]d;t: =1—Fla)
a

21. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - feleletvalasztas
Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

- diszkrét

- folytonos
- mindkett6
- egyik sem

Melyik eloszlastipusra (diszkrét vagy folytonos) jellemz6? Valassza ki a szévegdobozba
a megfeleld szot!

A valésziniiségi valtozo lehetséges értékei egy vagy tobb intervallumot alkotnak.

Eloszlasfliiggvénye lépcsés fuggvény. (2).................
Az eloszlas jellemezhet6 a siirliségfiiggvénnyel. (3).......cccc......
Az eloszlas jellemezhet6 az eloszlasfiiggvénnyel. (4).................

Az eloszlasrodl bot abra készitheté. (5).................
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Eloszlasfliiggvénye monoton csokken. (6).................
2. feladat - feleletvalasztas

Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

- sliriségfuggvény

- eloszlasfliggvény

- mindkett6

- egyik sem
Melyik fliggvényre (slirliség vagy eloszlas) jellemzdek az alabbi allitasok? Valassza ki a
szovegdobozba a megfelel szot!

Egy adott intervallumban kiszamolt fuggvény alatti teriilet valésziniiséget mér.

A fliggvény értékei lehetnek negativok is. (2).................
Diszkrét eloszlasnal nem értelmezhetd ez a figgvény. (3).......cc........
Diszkrét és folytonos eloszlasnal is értelmezhet6 ez a fiuggvény. (4).................

Monoton novekvé. (5).................

A fliggvényértékek a [D51] intervallumba esnek. (6).................

Monoton csokkend. (7).................
3. feladat - feleletvalasztas

Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

- igaz
- hamis

Allapitsa meg, hogy igazak-e az alabbi allitasok!

A siiriségfuggvény fliggvényértékei a [D’ ] intervallumba esnek. (1).................
Az eloszlasfiiggvény végtelenben vett hatarértéke 0. (2).................

Csak folytonos eloszlasnak van siriiségfiggvénye. (3).......cc........

Az eloszlasfiiggvény mindig monoton novekvaé. (4).................

A siiriiségfiggvény az eloszlasfiiggvény elsé derivaltja. (5).................

A siiriiségfuggvény tetszéleges * értékhez tartozo fliggvényértéke az * -nél kisebb
értékek felvételének valosziniiségét méri. (6).................

4. feladat - szokitoltés
Az alabbi fliggvény egy folytonos valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye.
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[0 ha x=0
X

Flx)=1Z=.(4-x) ha 0=x=2

ha x =2

irja be a szovegdobozba a kdvetkezé valésziniiségek megfelel6 értékét! (A torteket /
jellel jelolje!)

A PE

B _ P-1<¢

o PE=3/2)="

Y ) T
B=(2).ccomrerrere
o ) T

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

5. feladat - szokitoltés
Az alabbi fliggvény egy folytonos valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

[0 ha x=0

thaﬁuH—x} ha 0<x<2

1 ha x =2

Toltse ki a tablazatot a siirliségfiiggvény értékeire vonatkozéan!

Segitség: allitsa el6 a siiriiségfiiggvényt az eloszlasfiuggvény derivalasaval!

z 05 : | 3

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

6. feladat - egyszeres valasztas
Az alabbi fiiggvény egy folytonos valészinliségi valtozo6 siirliségfiiggvénye.

|f 0 ha x <2 vagy x >4
f{:‘: } — 5 b
| |—:+: ha 2<<x =<4
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PlEj2<E<3
Valassza ki a megadott értékek kozil annak a valészinliségét, hogy ( / S8< )!

Segitség 21. lecke 6. 6nellenérzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()11/16
() 3/4
()5/16
()1/4

Megolddékulcs

(1) - folytonos
(2) - diszkrét
1. (3) - folytonos
feladat: (4) - mindkettd
(5) - diszkrét
(6) - egyik sem

(1) - striségfiiggvény
(2) - mindkett6
2 (3) - striségfiiggvény
(4) - eloszlasfiiggvény
(5)
(6)
()

feladat: sfliggve
- eloszlasfliggvény

- eloszlasfliggvény
- egyik sem

(1) - hamis
(2) - hamis
3. (3) - igaz
feladat: (4) - igaz
(5) - igaz
(6) - hamis
) - 16/25
2)-3/4
)-1/16

4. (
feladat: E

(1)-0
5. (2)-0,75
feladat: (3)-0,5
(4)

6.
feladat:

22. lecke. A folytonos valésziniiségi valtozok pontjellemzdi

A 18. leckében megismerkedtiink a valészinliségi valtozék pontjellemzéivel és diszkrét
valészinliségi valtoz6 esetén meghataroztuk ezek kiszamitasi modjat. Diszkrét esetben

a pontjellemzéket a £ valoészinliségi valtozo lehetséges értékei és az azokhoz tartozoé
valésziniiségek segitségével hataroztuk meg.

Folytonos esetben a 3 valdésziniliségi valtozé minden egyes értékéhez 0 valészinliség
tartozik, ezért a pontjellemz6k meghatarozasa eltér a diszkrét esettol. A folytonos
valészinulségi valtozé pontjellemzéit a siiriiségfuggvény és az eloszlasfliggvény
segitségével hatarozzuk meg.
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1. Moédusz

A folytonos valdsziniiségi valtozé a siirliségfliggvény maximumhelye kornyezetében
vesz fel legnagyobb valésziniiséggel értékeket.

Definicié:

A folytonos valészinliségi valtozé médusza a siiriiségfiiggvény maximumbhelye.

Jelsles: ™0a(E)

f(x) A modusz a sirlisegfiiggveny
maximumhelye.
Siriségfiiggvény L3

Mod(£)

2. Median

A folytonos valdsziniiségi valtozé6 medianjan a £ azon értékét értjiik, amelynél kisebb
értékek felvételének valészinlsége 0,5 (50%), azaz

P(¢<med(t)) = F(med(£)) =05

Megjegyzések:
1. Az eloszlasfiiggvény mediannal felvett fliggvényértéke 0,5.
2. A median felezi a siirliségfiiggvény alatti teruletet, azaz 0,5 - 0,5 nagysagu részekre

med(f)

ff[:t:]afa: =05
osztja, tehat —oo

Fix) f{x)

Elosziasfliggveny Sirlisegfliggveny

1_

I
I
2 rrerinerinnnanaaaas |
3 q |
T1=E I
— : . |
1
¥ X
Med|(£) Med( &)
Az eloszlasfiiggveny mediannal A median felezi a siriisegfiiggveny
felvett erteke 1/2. alatti teriiletet.

3. Varhaté érték
A folytonos valdsziniiségi valtozé varhaté értékét és szorasat a siriiségfiuggvény
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segitségével szamolhatjuk ki.

MI(£) :ja:ﬂ:z:]da:

A £ folytonos valdésziniiségi valtozé varhaté értéke:

4. Szoras

_ 2y_n52
Diszkrét esetben lattuk, hogy a széras a D@ o \/M(f ) M @, osszefliggés
segitségével is meghatarozhaté.
Ez folytonos esetben is alkalmazhaté az alabbi helyettesitéssel:

jee]
M(gg): f;t?g-f[;t?]d;t? a2

—00 és @ a varhatoé érték négyzete.
Megjegyzés:

Természetesen a folytonos valdszinliségi valtozé varhaté értéke és szérasa ugyanazt
fejezi ki, mint a diszkrét esetben:

Nagy szamu kisérlet elvégzése utan a £ mért értékeinek atlaga nagy valosziniiséggel
csak kis mértékben tér el a varhaté értéktol.

A széras pedig 3 értékeinek a varhato értéktdl valé atlagos eltérését adja meg.

1. feladat

Egy kor alaku céltabla sugara 10 cm. A céltablara Iovéseket adunk le. A £ valdésziniiségi
valtozé mérje a talalat tavolsagat a céltabla kozéppontjatol. Geometriai valosziniliséget
feltételezve szamoljuk ki az eloszlas

a, moduszat,

b, medianjat,

¢, varhato értékét,

d, szérasat!

1. feladat megoldasa

Ennek a feladatnak a slirliség- és eloszlasfiiggvényét a 21. leckében mar
meghataroztuk:

1] ha =20

F=1lz 0 0ex=io
50

0 ha = =10
0 ha =0
Flz)= 2
@== ha 0 <x=10
100
1 ha = =10
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Ezek felhasznalasaval szamoljuk a pontjellemzdket.

a, Modusz:

A siiriiségfuggvény maximumbhelye: mod(¢) = 1[]_

Pongyolan azt mondhatnank, hogy annak a legnagyobb a valészinilisége, hogy a talalat
a kozépponttdél 10 cm-re van, azaz a céltabla peremén. Folytonos eloszlasoknal azonban

a > minden egyes értékéhez 0 valészinliség tartozik.

Pontosabban igy fogalmazhatunk: Ha a céltablat felosztanank vékony korgydirtikre,
akkor a talalat legnagyobb valésziniiséggel a céltabla pereméhez legkozelebb Iévd
korgydiriiben lenne.

b, Median:
Azt kell meghatarozni, hogy az eloszlasfiiggvény mely = értéknél veszi fel a 0,5
fuggvényértéket.

2
Fiz)=05 _ 155=05 _, z=vE0=707

Tehat 50% annak a valésziniisége, hogy a talalat kozépponttdl valé tavolsaga kisebb
7,07-nél.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a 7,07 sugaru kor osztja két egyenl6 teriiletii részre a
céltablat.

¢, Varhato érték:

M(£) = fa:fm:]cia:

0 oo
f:FD da:—I—f Dda:—I— 0 dr=

~co 10
10

P ey D_[L_m_ﬂm_w

=0T feorerTU=[553 |, =73
0

Tehat a talalatok kozépponttol valé tavolsaganak varhaté értéke 20/3.
Ez azt jelenti, hogy sok kisérlet utan a talalatok kozépponttél val6 tavolsaganak atlaga
nagy valdszinliséggel nagyon kozel van a 20/3 értékhez.

d, Széras: )
Elsszor a M(&7) srtekét szamoljuk ki.
oo 1] 10
(EE) fa:g firide= [ 20 de+ Tzl Ef_li] dr+ | o0 dr=
oo —eo 0 10

10

£)=\/M(eD)-p2e) = \/50-(2) = 2.4

A talalatok kozépponttol valoé tavolsaga a varhaté értéktol atlagosan 2,4 cm-rel tér el.
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2. feladat
Az f fuggvény egy folytonos eloszlas siirliségfiggvénye.

fl@:l: a-i3 ha 1=x=2
X

0 ha z<1 wagy = =2
a, Hatarozzuk meg az a paraméter értékét!

b, Hatarozzuk meg az eloszlasfiiggvényt!

¢, Szamoljuk ki az eloszlas varhato6 értékét és szérasat!

d, Mennyi a valészinlisége annak, hogy a £ valdsziniiségi valtozé legalabb1,5 értéket
vesz fel?

2. feladat megoldasa

a, Egy fﬁggvényt akkor lehet egy eloszlas siiriiségfuiggvénye, ha

ffm:l

f12120 g 2o

Az f fiuggvény elég az [152] intervallumon integralni, mert ezen az intervallumon Kkiviil 0
a siriségfuggvény értgke és a hatarozott integralja is. Keressuik tehat az a paraméter

fa-#d:t: =1

agzon értékét,gamelyre 1

fg,-#dg: = fa-:;:—gdct? = [aa:_—_zﬂf = [fl'_gl.a:zﬁ = “'(_%+%
1

1

)

)=

Ezen hatarozott integral értéke akkor 1, ha az a = 8/3. Ezzel a paraméterrel teljesil az is,

e ] [ ]

hogy /%120,
I
Firn= ff(t)dt
b, Tudjuk, hogy e
-Ha T =1, akkor flo)= U igy az integral értéke is 0, azaz P(z)= O ha =<1,
-Ha 1<T =2 akkor az f fliggvényt elég az [1; I{I intervallumon integralni, mert a

$ &2 1] mtervallumon az integral értéke 0:

f%% :f t—dt_[gt_;]l [g_zltﬂr

1
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Megjegyzés:
1. A fiiggvény valtozojat t-re cseréltiik, mert az integralas intervallumanak végpontjat
jeloltuk T -szel.

q 1
Por= L)
2. Ha 1{$52,akkor =32t )
3. Az eloszlasfiiggvény * = 2-nél eléri az 1 fliggvényértéket.
- Ha £>2 akkor az integral értéke 1.

0 ha = =1
F
(%) i.[—iﬂ] ha lex=?
3 it
1 ha ¢ »2

¢, A varhato érték és szoras szamolasanal is csak azon az intervallumon integralunk,
ahol a siirliségfiiggvény értéke nem 0, azaz az [1’2] intervallumon.

2
_172
M(f):fﬁ-%-#dﬂ::fﬂ:-%-ﬂ:_gda::f%-a:_gd:ﬂ[%':r_—ll}l=

2 2 2
8 1 B B B 2
M(fg):fxg-g-ﬁda::fasg-g-a:_gdst::‘/E-a:_lda:[g-lnlctl}l:
1

1 1

D)=/ M(£2)-mr2e) =\ /1,85—(2/3)* = 0,27

'(‘115#1)] =026

Ll

P >15)=1-P(£<1,5)=1-F(1,5)= 1—[
d,

22. lecke. Onellené6rzé feladatok

1. feladat - feleletvalasztas
Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

- eloszlas

- sliriség
Az alabbi mondatok folytonos valészinliségi valtozéra vonatkoznak.
Melyik fliggvényre vonatkoznak az allitasok?

A médusz a(z) (1)..ceeeeeeennnnnne fliggvény maximumbhelye.
A median felezi a(z) (2)......cccceeeees fliggvény alatti teriletet.
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A(Z) (4).ceeeeeennnnnnes fuggvény a(z) (5).....cccceeeeeees fuggvénynek az els6 derivaltja.
A varhatéérték és a szoras a(z) (6).....cceeeeeernn. fliggvénybo6l szamolhaté.

2. feladat - szokitoltés
Az alabbi fliggvény egy folytonos valészinliségi valtozé siiriiségfiiggvénye.
[0 ha x =0 vagy x =2

flx)=1 x
' ‘_%4-1 ha 0=x=2

Hatarozza meg a varhaté értéket és a szérast!
Varhato érték:(1).................
Sz6ras:(2).....ccceeeuunne

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

3. feladat - szokitoltés
Az alabbi fliggvény egy folytonos valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

0 ha x=4
Flx)=- l_? x—1 ha 4-x =16
1 ha x =16

Hatarozza meg az eloszlas medianjat!

Segitség 22. lecke 3. 6nellendrzé feladat

Median=(1).......ccccceeuu.
A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!
4. feladat - egyszeres valasztas
Az alabbi fiiggvény egy folytonos valészinliségi valtozé siiriiségfiiggvénye.
o | 0 ha x<0 vagy x>2
:t {}; } = 4 5
|~_ﬂ-(—?{ + 2x) ha 0=x=2

Valassza ki a felsoroltak koziil az a paraméter értékét!

Segitség 22. lecke 4. onellenérzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

()1/2
()1/4
()34
()4/3
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5. feladat - szokitoltés
Az alabbi fliggvény egy folytonos valészinliségi valtozé siiriiségfliggvénye.
[0 ha x <1 vagy x =3

f{}:}:B
| ‘1-(—}:2+4x—3) ha 1=x <3

Hatarozza meg az eloszlas moéduszat!

Segitség 22. lecke 5. onellen6rzé feladat

Modusz=(1)......cccceuuuen
A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

Megolddékulcs

(1) - stirGség

(2) - stirGség
1. (3) - eloszlas
feladat: (4) - stirség
(5) - eloszlas
(6) - striség
2. (1)-0,67
feladat: (2)-0,47
3.
feladat: (1)-9
4,
feladat: 3/4
5.
feladat: (1)-2

23. lecke. Specialis folytonos eloszlasok 1.

1. Egyenletes eloszlas

Egyenletes eloszlasroél akkor beszéliink, ha:
€ ot A g o aeab [a;0] - . ,
a > valészinliségi valtozé az értékeit egy intervallumon veszi fel, és

az [a,b] barmely részintervallumaba esésének valoszinlisége aranyos a
részintervallum hosszaval.

1. feladat

Agard és Velence kozotti 5 km-es vasutvonalon a viharos idéjaras kovetkeztében egy
helyen fels6 vezeték szakadas kovetkezett be. A javitast a székesfehérvari karbantarté

munkasok végzik. Legyen a 3 valészinilségi valtozo értéke a szakadas tavolsaga a
székesfehérvari allomastol. (Agard és Székesfehérvar tavolsaga 10 km.)
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a, Hatarozza meg a siirliség és eloszlasfiiggvényét!
b, Hatarozzuk meg a varhato értéket és a szérast!

1. feladat megoldasa

a, A szakadas Székesfehérvartél valé tavolsaga [10; 15] km-es intervallumba esik. Az
eloszlasfiiggvény:

Kattintson ide a nagyitashoz!

- A szakadas nem lehet 10 km-nél kdzelebb, igy F(z)= D, ha £ =10

-Ha W0<e <15
kozelebb van:

, akkor annak a valészinlisége, hogy a szakadas Székesfehérvartol - nél

A szakadas Székesfehérvartol valé tavolsaga biztos, hogy legfeljebb 15 km, ezért

0 ha =10
Flr= -
(€)= Jz-10 ha 10 <x =15
1 ha = =15

A siriségfuggvényt az eloszlasfliiggvény derivalasaval kapjuk:

F{;t?:lz ] ha = <10 wagy =15
l ha 10=x =15
5
b, Varhato érték:
Az f fuggvény elég az UD;IE] intervallumon integralni, mert ezen az intervallumon kivil

0a sﬁrﬁfggfﬁggvény fé'téke és a hatarozott integralja is.

2715 2 2
()= [ofwdr= [olas=[15]" =11 LIE 12

10
10 10
Szoéras:
15 15 5
N _ {0 _ {2l _[l_a:j] _ 1158 1103 .,.1
M(f )—fﬂ? f[a:]cﬁa:—fa: 5031':— 53 |, =573 573 —1583
10 10

Dig)=\/M(£2)-M2g) = /158t 12,52 = 1,44

Vagyis az Agard-Velence szakasz javitasaval foglalkozé karbantarté munkasok
Székesfehérvartol atlagosan 12,5 km-re talaljak meg a hibat. Ennek az értéknek az
atlagtoél valé atlagos eltérése 1,44 km.

Megjegyzés:
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1. A feladat megoldasanal geometriai valészinliséggel szamoltunk.

2. A feladat altalanosan is megoldhaté:

A keresett hiba a kiindulasi ponttél legalabb ¢, de legfeljebb b tavolsagra van.

Legyen a £ valdésziniiségi valtozo értéke a hibanak a kiindulasi ponttol valé tavolsaga.
Ebben az esetben a £ valésziniiségi valtozét az [a,b] intervallumon egyenletes
eloszlasunak mondjuk, mert az intervallum barmely részintervallumaba esés
valészinlsége aranyos a részintervallum hosszaval.

Az 6-hez tartozé eloszlasfiiggvény és siirliségfliggvény:
Kattintson ide a nagyitashoz!

3. A szakirodalom az eloszlasokat a siriségfuggvényukkel definialja, és ebbdl vezeti le
az eloszlasfiiggvényt és a pontjellemzdket.

A £ valdszinliségi valtozot egyenletes eloszlasunak nevezziik az [a”b] intervallumon, ha
stlirtiségfuggvénye:

] ha ¥ <a wvagy =z xb
="
ha a<z=<h
b—a
A siiriiségfuggvény segitségével eléallithaté az eloszlasfliggvény:
0 ha ¥Za
Flr)= -
{ :l x-a ha a<x=<h
b—a
1 ha z =h

Az egyenletes eloszlas vérrblaté értéke és szérasa:
a+h _b—d

M(E)="5 DE)=57

Megjegyzések:

1. A £ valésziniiségi valtoz6 gyakran egyenletes eloszlasu, ha hosszusagot vagy
idotartamot mér, és a geometriai valdsziniiség feltételezhet6.

2. Lathaté, hogy a varhato érték éppen az [Gﬂb] intervallum felezépontja.

2. feladat

Egy buszrdl tudjuk, hogy egyenlé idokozonként kozlekedik. A megalléba
véletlenszerilien érkezve megdfigyeltiik, hogy az esetek 75 %-ban 9 percnél kevesebbet

kell varni. A 3 valdszinlségi valtozé jelentse a varakozasi idét a buszmegalléban.
a, Hatarozzuk meg az eloszlas- és a suriiségfiiggvényt!

b, Hatarozzuk meg a varhato értéket és a szérast!

2. feladat megoldasa

A busz egyenl6 id6kozonként kozlekedik, és tudjuk, hogy az esetek 75 %-ban 9 percnél
kevesebbet kell varni. Ez csak ugy lehetséges, ha az id6koz a 75 %-a 9 perc, azaz a busz
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9 10—

75100=12 percenként kdzlekedik.
A varakozasi idé tehat L0312
feltételezheto.

Ekkor ¢ =0 g 6 =12

a, Siirliség- és eloszlasfiiggvény:

intervallumba esik, és az egyenletes eloszlas

0 ha = =0 = ¥ >12
f@= i
— ha D=x =12
12
0 ha =0
Flr)=
@=]x ha 0<x=12
1 ha = =12
b, Varhato érték és széras:
M(E)=6
_ 13
D(f)_gﬁ_S,E

Tehat a buszmegalléba véletlenszeriien érkezve atlagosan 6 percet kell varakoznunk, és
a varakozasi id6 atlagtol valo atlagos eltérése 3,5 perc.

Az anyaghoz kapcsolédéan nézze meg a Valdészinliségszamitas példatar 11. fejezetében
talalhato 11.1. kidolgozott példakat és oldja meg a 11.1. feladatokat. A feladatok
megoldasai megtalalhaték a példatarban.

23. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - tobbszoros valasztas
Valassza ki, hogy mely esetben lesz a folytonos valészinliségi valtozé egyenletes
eloszlasu!

Tobb helyes valasz is lehetséges:
€ az ertekeit eqy (%] | i fel. 6s az [%if]
[ ] Olyan esetekben, ha a* az értékeit egy intervallumon veszi fel, és az
barmely részintervallumaba esésének valészinilisége aranyos a részintervallum
hosszaval.

[ ] Visszatevés nélkiili mintavételnél, ahol a £ a mintaban lévé kitiintetett elemek
szamat jelenti.

[ ] Fuggetlen események egyiittes bekovetkezésének vizsgalatakor, ha a £ a
bekovetkezések szamat méri " szamu kisérlet esetén.

2. feladat - szokitoltés

Egy tarsashaz nyugdijas lakéi megfigyelték, hogy a postas legkorabban reggel 8-kor
érkezik, és az esetek 80 %-ban 9 6ra 36 perc el6tt. A postas érkezésének ideje
egyenletes eloszlasu valészinliségi valtozé.

Hatarozza meg a postas érkezésének varhato értékét és szoérasat!

Segitség 23. lecke 2. onellen6rzé feladat
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Varhato érték (6ra): (1).................
Sz6ras (6ra): (2)....cccceveeeneas

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!
Megolddkulcs

e a;b] . o lash] - ,
;I.I dat: Olyan esetekben, ha a 5 az értékeit egy [ ! ] intervallumon veszi fel, és az [ ! ] barmely részintervallumaba
eladat:  gsesenek valészinlisége aranyos a részintervallum hosszaval.

2. (1)-9
feladat:  (2)- 0,58

24. lecke. Specialis folytonos eloszlasok 2.

2. Exopnencialis eloszlas

El6fordulasi teriiletek:

Ez az eloszlas olyan gépek és berendezések élettartamara jellemz6, amelyek
valamely hirtelen behatas ( pl.: torés, szakadas) kovetkeztében mentek tonkre.
Tipikus példa az exponencialis eloszlasra az izzélampa élettartama, amelyben az
izz6szal gyakran a ki- vagy bekapcsolaskor fellép6é tularam hatasara megy tonkre,
azaz nem eloregedés kovetkeztében.

A varakozasi-, sorban allasi id6 is gyakran exponencialis eloszlassal
jellemezheté. Példaul a ment6- vagy tilizoltéallomason két egymast kovetd
riasztas kozott eltelt idé6 exponencialis eloszlasu.

Definicié:

A £ valdésziniiségi valtozét exponencialis eloszlasunak nevezziik, ha siriségfuggvénye:

f(a:}:{m ha x <0

o™ hazz0

Szamitassal igazolhato, hogy az eloszlasfuggvény:
Flz)= {D hax =0

Ax

1-e" ha z =10

(1}

Az eloszlas varhaté értéke és a szérasaa paraméter reciproka:

M(E)=7 D)

R

1. feladat

Egy bizonyos fajta gépkocsi a tapasztalatok szerint atlagosan 5000 km-t tesz meg az
elsé miiszaki hibaig. Az els6 miiszaki hibaig megtett utat tekintsiik exponencialis

eloszlasu valészinliségi valtozénak.
a, irjuk fel az eloszlasfiiggvényt és a siiriiségfiiggvényt!

b, Mennyi annak a valészinlisége, hogy egy auté 6000 km-nél kevesebbet tesz meg
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az els6 miszaki hibaig?

¢, 1000 eladott gépkocsibdl varhatéan hany tesz meg 6000 km-nél tobbet az elsé
miiszaki hibaig.

d, A gyar kicseréli az autét, ha egy bizonyos km-nél kevesebbet tud megtenni

miiszaki hiba nélkul. Hany km-re adja a garanciat, hogy 5% legyen a kicserélt autok
varhaté aranya?

1. feladat megoldasa

6: az els6 miiszaki hibaig megtett ut hossza (km)
Az eloszlas varhato értéke: X

M(£)=5000 (km) — $=5000 — A=ggss

a, A siirliség- és eloszlasfuggvény:

0 haxz <0
flo)= .
_L ‘e SO0 hax =0
000
F(I‘jl: |:| ha XED

1—:3_ﬁ ha =z =0

Ly}

na
b, P(£<6000) = F(6000) =1—¢ 5000 =1—¢ 1% =1-03=07

Tehat 70 % annak a valészinlisége, hogy a gépkocsi 6000 km-nél kevesebb utat tesz
meg az els6 miiszaki hibaig. Masképp fogalmazva varhatéan a gépkocsik 70 % 6000 km-
nél kevesebbet, 30 % -a pedig ennél tobbet tesz meg az els6 miszaki hibaig.

=

=

c, igy 1000 eladott gépkocsibdl varhatéan 300 (30 %) fog 6000 km-nél tobbet
megtenni az elsé miszaki hibaig.

d, A feladat b. része alapjan 6000 km garancia esetén az autok 70 %-at kellene
garancialisan cserélni. Nyilvanvaléan ennél jéoval kevesebb km-re fog a vallalat
garanciat vallalni. Ennél a kérdésnél az = értéke az ismeretlen, és a valdsziniiség
értékét ismerjiik (5 %).

&

Pl(<z)=005 —  Firj=005 —  1l-¢ 5000=005
XL

S T I
s e 5000 =0 95 — _mzln[]]% — —gpog = —0,0513 —
— r =256

Tehat 256 km-es garancia esetén varhatéan az auték 5 %-at kell kicserélni.

2. feladat

Egy izz6lampa élettartama exponencialis eloszlasu. A tapasztalatok szerint az ég6k 8 %-
a 3000 oranal tovabb ég.
Mekkora az égok élettartamanak varhaté értéke?
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2. feladat megoldasa

6: az égo élettartama (6ra)
Tudjuk, hogy 8 % annak a valésziniisége, hogy az égo 3000 éranal tovabb miikodik:
P(¢>3000)=0,08

Ismeretlen a varhaté érték és a paraméter.

Erdemes a komplementer esemény valésziniiségével szamolni, vagyis 92 % annak a
valésziniisége, hogy az izz6 3000 6ranal kevesebb ideig miikodik.

P(f:iBDDD) =0,92 — F(3000)=0,92 —+ 1—g—A3000=0 92 —

— e—A-3000 =0 08
— ~2-3000=1In0,08 —  —XA3000=-2526 —  A=0,00084

Ebbél a varhato érték: M@

Az izz6k atlagos élettartama 1188 éra.
3. Az exponencialis és a Poisson-eloszlas kapcsolata

Ha egy jelenség adott ido alatti bekovetkezéseinek szama Poisson-eloszlasu, akkor a
jelenség barmely két egymas utani bekovetkezése kozott eltelt idé exponencialis
eloszlasu. Az allitas megforditasa is igaz.

3. feladat

Egy mentészolgalathoz atlagosan 2 éranként érkezik siirgés hivas. Mennyi annak a
valésziniisége, hogy:
a, a kovetkezo két hivas kozott 1,5 éranal tobb, de 2,5 éranal kevesebb ido telik el?

b, a kovetkezd 3 6raban két siirgds hivas lesz?

3. feladat megoldasa

a, exponencialis eloszlas:
€. két hivas kozétt eltelt id6 (6ra)
M{)=2 — A=}

Varhato érték:
L _L

P(1,5<€<2,5) = F(2,5)-F(1,5)= (1_5— 35)_(1_5 2 1=5) _ 0,75 _ —1,25 _

—=0,472-0,286 = 0,186

Tehat a kérdezett valésziniliség 18,6 %.

b, Poisson-eloszlas:

6: 3 ora alatt bekovetkez6 hivasok szama
Az adott id6 alatt beérkez6 hivasok szamanak varhaté értékét (}l ) egyenes
aranyossaggal szamolhatjuk ki:
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Ha 2 6ra alatt atlagosan 1 hivas van, akkor 3 éra alatt atlagosan 3/2 hivas. (Ezt az értéket
nem kell kerekiteni, az atlagnak nem kell egész szamnak lennie.)

Varhaté értek: M (6)=3/2 — A=3/2

2
PlE=2)=te—)= (35 2!) 320251

A kérdezett valésziniiség 25,1 %.

Az anyaghoz kapcsolédéan nézze meg a Valészinliségszamitas példatar 11. fejezetében
talalhaté 11.2ab,11.3. kidolgozott példakat és oldja meg a 11.6., 7., 8ab, 9a, 10., 11a, 12,
15. feladatokat. A feladatok megoldasai megtalalhaték a példatarban.

24. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - feleletvalasztas
Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

- Poisson
- exponencialis

Egészitse ki a mondatokat!

Ha egy jelenség adott id6 alatti bekovetkezéseinek szama (1)................. eloszlasu, akkor
a jelenség barmely két egymas utani bekovetkezése kozott eltelt id6 (2).................
eloszlasu.

2. feladat - szokitoltés

Egy lampa nélkiili forgalmas utkeresztezédésben a balra kanyarodé jarmiinek atlagosan
50 masodpercet kell varakoznia. A varakozasi idé exponencialis eloszlasu
valdsziniiségli valtozo.

Segitség 24. lecke 2. onellendrzé feladat

Hatarozza meg annak a valdsziniliségét, hogy a balra kanyarodénak legalabb 30, de
legfeljebb 60 masodpercet kell varakoznia: (1).........ccccc... %

Hany masodpercnél varakozik kevesebbet az autdk fele: (2).................
A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

3. feladat - egyszeres valasztas

Egy féiskolas gyakran megy haza stoppal. Megfigyelte, hogy atlagosan 20 percet
kell varnia arra, hogy felvegyék. A varakozasi idé exponencialis eloszlasu
valésziniiségli valtozé.

Mennyi annak a valészinlisége, hogy a kovetkezd stoppolasnal fél 6ranal tobbet
kell varakoznia?

Csak egy helyes valasz lehetséges:

() 22,3%
() 91,5%
() 63%
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() 43,8%

4. feladat - egyszeres valasztas

Egy szerszamgépnél az elsé miiszaki hibaig eltelt idé6 exponencialis eloszlasu, 4000
lizemora varhaté értékkel.

Az eléallité cég vallalja, hogy egy adott idon beliil meghibasodott gépeket kicseréli
javitas helyett.

Hany GUzemoéraig vallaljon cserét, hogy a kicserélend6 gépek aranya varhatéan 4,5%
legyen?

Segitség 24. lecke 4. 6nellenérzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

() 546
() 1000
() 184
()892,5

5. feladat - szokitoltés
Egy lizletembert egy 6ra alatt atlagosan 4-szer hivjak fel mobiltelefonjan.
Két hivas kozott eltelt idot tekintsiik exponencialis eloszlasunak!

Segitség 24. lecke 5. onellen6rzé feladat

Mennyi annak a valészinlisége, hogy a kovetkez6 két hivas kozott legfeljebb 21 perc
telik el: (1).ccccvennneeeee %
Mennyi annak a valészinlisége, hogy a kovetkezd 36 perc alatt 2-nél tobbszor hivjak fel:

A helyes valaszt a megoldékulcsban talalja!

Megoldoékulcs

1. (1) - Poisson
feladat: (2) - exponencialis

2. (1)-24,8
feladat: (2)-34,7

3

feladat: 22,3%

4,

feladat: 184

5 (1)-75,3

feladat:  (2)-43

25. lecke. Specialis folytonos eloszlasok 3.

4. Normalis eloszlas

A véletlen folyamatokban ez a leggyakrabban el6fordulé eloszlas. Egy kis tulzassal azt
is mondhatnank, hogy a véletlen folyamatok "normalisan” ezzel az eloszlassal irhaték
le.
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El6fordulasi teruletek:
Gyartasi folyamatban fellépé méretingadozasok.

Gépek és berendezések élettartama, amelyek természetes elhasznalédassal
mennek tonkre.

Nagyon sok természetben, gazdasagban el6fordulé folyamat, példaul:
Egy adott korosztalyhoz tartoz6é gyerekek magassaga.
A gorogdinnye (vagy mas fajta termény) tomege.

Egy bolt napi arbevétel vagy valamely termékbdl egy nap alatt eladott
mennyiség.

Ezeknek az eloszlasoknak jellegzetes harang alaku hisztogramjuk van.

1. feladat

A 14 éves gyerekek magassagat vizsgaltak egy 400 elemii mintaval.

Magassag | Gyakorisag Relativ o .
(cm) (f) gyakorisag = = =1
(x) (a) Ax; 6
- 139 4 0,01 0,0017
139 - 145 21 005245 0,00875
145 - 151 48 0,12 0,02
151157 81 0,2025 0,03375
1597 - 163 80 0,225 00375
163 — 169 78 0,195 0,032%
169 - 175 43 0,12 0,02
175 -181 24 0,06 0,01
181 - B 0,015 0,025
Qss7asen: 400 1

A gyerekek magassagarol késziilt hisztogram:

a G A felezdpontokat Gsszekotd
0.04 | B% poligon harang alaku
04 1 o
0,03 |
0,02 r — -
L 1 )
0,01 - .
. i—"—l "‘“-L
= I_.-'q-\.
133 139 145 151 157 163 169 175 181 187

1. feladat megoldasa

A megoszlasara jellemz6, hogy a magassag 157 - 163 cm-es intervallumaba sok gyerek
tartozik, mig az ennél kisebb vagy nagyobb magassagi értékekhez egyre kevesebb. A
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hisztogram harang alaku, kozelitéleg szimmetrikus a 157 - 163 cm-es magassagi
intervallumra.
Az adatokbdl kiszamolt mintaatlag 160 cm, szérasa 10 cm.

Definicio:
A £ valésziniiségi valtozot ':m’g} paraméteri normalis eloszlasunak nevezzik, ha

sliriségfuggvénye:
1 [z‘—m]:‘

_ e P
fel=cime
ahol Z€ R

A normalis eloszlas siiriiségfiiggvényének abrazolasa:

'
fi{x) Az (m, o) paraméterii normal eloszlas
slirlisegfliggvénye

SZOras

z
=]
-3 4--§

varhatd érték
mMOodusz
median

Megjegyzések:
1. Az eloszlasnak két paramétere van. Ezek a paraméterek az eloszlas varhato értéke ("
) és a szorasa (7 - szigma).

2. Az ™ tetszdleges valés szam lehet, mig >0,
3. Barmely ™ és ¢ esetén a siirliségfiiggvény haranggorbe alaku. Ez a fliggvény a
maximumat "t -nél veszi fel, amely egyben a szimmetria tengelye is az eloszlasnak. A

szimmetria miatt " az eloszlas varhato értéke, modusza és medianja is egyben.

4. Az eloszlas szérasa a ¢ paraméter. A haranggorbe inflexiés pontjai a varhaté
értéktdél & tavolsagra vannak.

5. A normal eloszlast szokas még Gauss-eloszlasnak, a sliriiségfliggvényt Gauss-
gorbének is hivni.

5. Kuilonbo6z6 paraméteri normalis eloszlasok siiriiségfuggvényének
osszehasonlitasa

Kiilonb6z6 varhato értéki, de azonos szérasu eloszlasok siiriiségfiiggvényét a
fliggvénygorbe ¥+ tengellyel parhuzamos eltolasaval kapjuk.
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flx)

Kiilonbozo varhato értékii, azonos szorasi
normal eloszlasok siriségfiiggvénye

Azonos varhatoé értékii, de kiilonb6zé szérasu eloszlasok siirliségfiiggvénye:

Kiillonbozé szorasu, azonos varhato erteki
flx) normal eloszlasok siriségfliggvenye

A kisebb szorasi eloszlas

e az m kormyezelében
A kisebb szorasi eloszlas / nagyobb valoszinlseggel,
haranggorbeéje a varhato érték /'r mig tdle tavolabb kisebb

valoszinlséggel vesz fel
eriekeket.

kornyezetében cslcsosabb,
tavolabb laposabb

A kisebb szorasu eloszlas esetében a £ valdszinliségi valtozo6 a varhato érték
kornyezetébe nagyobb, tavolabb kisebb valészinliséggel vesz fel értékeket. Az eloszlas
haranggorbéje a varhaté érték kornyezetében csucsosabb, tole tavolabb pedig
laposabb.

A normal eloszlas eloszlasfiiggvénye:
A siiriiségfuggvény integralja nem allithaté el6é elemi figgvények segitségével, igy az

eloszlasfiiggvény értékeit kozelité szamitasok segitségével lehet eldallitani.
Az eloszlasfiiggvény abrazolasa:
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Az (m, o) paramétert normal eloszlas

FOx) 4 eloszlasfiiggvénye

A normal eloszlasnal a
varhato érték és a median
0,5 7 azonos. Az eloszlas-
fliggvény mediannal

felvett értéke 0,5.

m X

6. Standard normalis eloszlas

Ez az eloszlas a normalis eloszlas egy specialis esete: M =0; o =1,
A standard norgnélis eloszlas siirliségfliggvénye:
_zi
PE=737C Y 0. eitsd fi)
A standard normalis eloszlashoz tartozé eloszlasfiiggvény szintén nem allithaté elé

”w oy

elemi fliggvények segitségével, de kozelité értékeit tablazatba foglaltak.

Jelolése: ?2) (ejtsd fi)
A standard normalis eloszlashoz tartozé6 tablazat megtalalhaté a letoltheté
dokumentumok kozott.

a4

A standard normalis eloszlas siriliség- és eloszlasfiiggvénye:

Standard normal eloszlas
m=0; o=1
Silrdségfiggvény Eloszlasfuggwveny
* 0{x)
t @(x)
1-=p======= =
0.9
i i
] I
' [
) E : R |

O m a X m X

gz eloszllélsgiggvény értékei kozotti kapcsolat kiilonbo6zoé eldjelii valtozéérték esetén:
(—r)=1-Z(x]
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A kiszinezetl terliletek a
szimmelria miatt egyenldek, es
az adotl intervallumba esés
valdszinlsageétl mutatjak meg

@x)

N 0 x |/ X
P(E <x) = Px<k)
A valoszinlsegek kifejezhetik

nal — N 1 e e E
@{-x) 1- D] az eloszlasfiggvennyel

7. Kapcsolat a normalis és a standard normalis eloszlas kozott

A normalis eloszlas eloszlasfuggvénye elballithaté a standard normalis eloszlas
eloszlasfuggvényének transzformaltjaként és az alabbi moédon.

Fiz) = 3(5F2)

Ezt a transzformaciot standardizalasnak hivjuk. Ez nagyon fontos abbdl a szempontbél,

hogy nem kell minden " és ¢ paraméterhez kiilon tablazatot késziteni, hanem minden

érték leolvashaté a standard normalis eloszlas eloszlasfuggvényének tablazatabol.
I—m

Az © hanyadost standardizalt valészinliségi valtozénak hivjuk, és azt fejezi ki, hogy

az T értékének hany szdrasnyi az eltérése az " varhat6 értéktdl (az eltérés eldjelét is

figyelembe véve).

2. feladat

Nézzik ismét az 1. feladatban szereplé gyermekek magassagat!
Szamoljuk ki, hogy a gyerekek magassaganak hany szérasnyi az atlagtoél valoé eltérése!
Ennek megfeleléen készitsiik el ujra a tablazatot és a hisztogramot!

Tekintsuk az atlagot 160 cm-nek, a szérast 10 cm-nek!

2. feladat megoldasa

Vizsgaljuk meg, hogy a 157- 163 cm kozé es6 gyerekek magassaga az atlagtol hany
szorasnyival tér el. 163 cm esetén az atlagtoél valo eltérés 3 cm, ami 0,3 szérasnak felel
meg.

A 157 cm-es gyerekek is 3 cm-rel térnek el az atlagtol, de negativ iranyba, igy az eltérés
-0,3 szérasnyi. Igy a 157-163 cm magas gyerekek atlagtél valo eltérése -0,3 - 0,3
szérasnyi.

Az intervallumhoz tartozé téglalap magassaga a relativ gyakorisag és az intervallum
hosszanak hanyadosa: 0,225/0,6 = 0,375.
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A tobbi esetet is hasonléan szamolhatjuk ki.

w. —m 1w —160| Gyakorisag Relativ S_ B
— == (f) ayakorisag {g;) A 0.6
@ 10 (& = intervallum
_ hossza)
{xi = magassaq)
=21 4 0,m a7y
21-15 21 00525 00575
15-08 43 012 a2
453-03 81 02025 03375
43-03 80 0225 0,375
03-049 73 0,195 0,325
09-14 43 012 a2
15-21 24 0,05 a1
2.1 - 3 0015 0,25
Dsszesen: 400 1

A magassagok és standardizaltjuk 6sszehasonlitasa:
Kattintson ide a nagyitashoz!

A standardizalassal kapott hisztogram is harang alaku, kozelitéleg szimmetrikus a 0-ra.
Bizonyithatd, hogy a standardizalt valészinliségi valtozé varhato értéke 0, szérasa 1.

3. feladat

Egy felmérés soran megallapitottak, hogy a 16 éves lanyok atlagmagassaga 168 cm,
ettdl az értéktdl vald atlagos eltérés 10 cm. A lanyok magassaga normalis eloszlasu
valésziniiségi valtozo.

a, A lanyok hany %-a alacsonyabb 173 cm-nél?

b, Mennyi a valészinlisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott lany az atlagnal
legalabb 8 cm-rel magasabb?

¢, A lanyok hany %-nak lesz az atlagtoél val6 eltérése legfeljebb 1,2 szérasnyi?

3. feladat megoldasa

6: a 16 éves lanyok magassaga (cm)

Az eloszlas paraméterei: m =168; o =10

Vazoljuk az eloszlas siirliségfliggvényét, és oldjuk meg a feladatot:
Kattintson ide a nagyitashoz!

Plg<173) = F173) = #( 25158 ) = 5(0,5) = 0 6915

3

kikeresés a tablazatbol:
=05
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&(z) =0,6915

A tablazat = oszlopaban kikeressiik a 0,5 értéket, és a ‘ﬂ@' oszlopaban leolvassuk,

hogy a hozza tartozé6 fuggvényérték 0,6915, azaz #(0,5)=0,6915

Tehat a lanyok 69,2 % alacsonyabb 173 cm-nél.

b,
P(g>m+8)= Pe>176) = 1-F(176) = 1-2( L8 ) —1_5(05)

1-#(0,8)=1-0,7881 = 0,2119

kikeresés a tablazatbol:

=108

#(r)=0,7881
Vagyis a lanyok 21,2 % -a az atlagnal legalabb 8 cm-rel magasabb.

¢, A széras 1,2 szerese; 1127 =12
Azoknak a lanyoknak lesz az atlagtoél valo eltérése legfeljebb 12 cm, akik legalabb 156
cm és legfeljebb 180 cm magasak.

P(156<£<180) = F(180)~ F(156) = 5 BO510E ) (15618 — 51 9 p(1,9)=

= #(1,2)—~( 1-#(1,2)) = 2-¥(1,2)~1 = 20,8849 -1 =0,7698

A Z(=12) szamolasanal felhasznaljuk, hogy a #(-2)=1-2(z)

,igy a
F(-1,2) =1-9(1,2)

kikeresés a tablazatbol:
=12

#(x) = 0,8849
Vagyis a lanyok 77 %-anak magassaga 156 - 180 cm kozé esik.

4. feladat

Egy gépkocsi tesztelése soran a gyar 7,5 | atlagos fogyasztast allapitott meg (100 km-
re), amely értéknek az atlagtél valé atlagos eltérése 0,5 I. A fogyasztas normalis
eloszlasunak tekinthet6. A gyar vallalja, hogy a 8,5 I-nél nagyobb fogyasztasu autékat
garancialisan kicseréli. Az eladott auték hany %-nak kicserélésére kell szamitania?

4. feladat megoldasa

6: a gépkocsi fogyasztasa (1/100 km)
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m=75 o=05

B5—75

Az eloszlas paraméterei:
P(E}S,E) = 1—F(8,5) = l—sﬁ( 0E ) —=1-#(2)=1-09772=0,0228

kikeresés a tablazatbol:
=2

gﬁ{a:} =0,9777
Tehat az eladott auték 2,3 %-nal kell garancialis cserére szamitani.

5. feladat

Egy tyukfarmon lévé tojasok 15%-a nehezebb 70g-nal. A tojasok tomege normal
eloszlasunak tekinthetd, amelynek szérasa 5 g.

a, Mennyi a tojasok atlagos tomege?

b, Az 55 g-nal kisebb tomegii tojasokat mar nem veszik at a kereskedok. 1000
tojasbdl atlagosan hanyat nem vesznek at?

5. feladat megoldasa

£: a tojasok tomege (9)
Az eloszlas paraméterei: m=7,0 =25

Ismert tovabba, hogy a tojasok 15 % nehezebb 70 g-nal, azaz P(f}’?[]) = 6’15.

a, Ugy is fogalmazhatunk, hogy a tojasok 85 %-a kénnyebb 70 g-nél, azaz
P£<70)=0,85
Fejezzik ki azt a valészinliséget a normal-, majd a standard normal
eloszlasfuggvénnyel:
T0—m

F(70)=085 — é(T) =0,85

kikeresés a tablazatbol:
z=104

#(z)=0,8508

Keressiik ki a tablazatbol, hogy a standard normal eloszlasfiiggvény a valtozé mely

értékénél veszi fel a 0,85 (vagy ehhez legkozelebb allé értéket):

$(1,04) = 0,8508

T0—m _
Vagyis 5 =L0% =  m=648

Tehat a tojasok atlagos tomege 64,8 g.

b!
P(g<ss)=F(55) = é(EE_EM’E) = #(~1,96) =1-#(1,96)
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1-&(1,96) =1-0,975 = 0,025

kikeresés a tablazatbol:
=136

$()=0,975

Vagyis a tojasok 2,5 % -at nem veszik at a kereskedd6k. 1000 tojas esetén varhatéan 25-t
lesz eladhatatlan.

6. feladat

Egy automata gép tejet tolt dobozokba. A dobozokba toltott tej mennyisége normal
eloszlasunak tekinthetd 10 dl-es varhato értékkel. Az automatan lehetdség van a
dobozba toltott tej szérasanak szabalyozasara. Mekkorara allitsak be a széras értékét,
ha azt akarjak, hogy a dobozok 98%-ban a beletoltétt mennyiség 9,8 dl és 10,2 dl k6zé
essen?

6. feladat megoldasa

6: a dobozban lévé tej mennyisége (dI%
Az eloszlas paraméterei: m =10, o ="
Ismert tovabba, hogy
P(9,8<€<10,2)=0,98

Rendezziik az egyenlet bal oldalat:
P(o<t<102) = F(38)-F(10.2)= #(252)-a(252) - 4(%2) - a(=22) -

o(92) (1 o(32) 2(22)

Ennek a kifejezésnek az értéke 0,98:

0,2 0,2
2-@(#)—1:0,98 — @(%):0,99

A tablazatban a (I}@' oszlopaban keressiik meg a 0,99-hez legkozelebb all6 értéket és
olvassuk le a masik oszlopban a hozza tartozé * értéket:

kikeresés a tablazatbol:

=232
$(r) = 0,9898

0,2 0,2
$(2,32)=09898 — F=232 - o = 755 ="0,086

A szoras értékét tehat 0,086 dl-re kell beallitani.

Az anyaghoz kapcsolédéan nézze meg a Valdészinliségszamitas példatar 11. fejezetében
talalhato 11.4., 5a, 6a. kidolgozott példakat és oldja meg a 11.19ab, 21., 22ab, 26., 28ab,
29. feladatokat. A feladatok megoldasai megtalalhatok a példatarban.
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25. lecke. Onellenérzé feladatok

1. feladat - tobbszoros valasztas
Valassza ki a normalis eloszlasra jellemz6 alkalmazasi teriileteket!

Tobb helyes valasz is lehetséges:

[ 1 Gépek berendezések élettartama, ha természetes elhasznalédas kovetkeztében
mennek tonkre.

[ ] Gyartasi folyamatokban fellépé méretingadozas.

[ 1 Gépek berendezések élettartama, ha hirtelen behatas kovetkeztében mennek
tonkre.

[ ] Geometriai valésziniiség alkalmazasa esetén, ha a x hosszusagot vagy
idétartamot mér.

[ 1 Varakozasi, sorban allasi idé.

2. feladat - szokitoltés
Egy géppel 5 dkg-os vaj csomagolasat végzik. A tapasztalatok szerint a csomagolt vaj
tomege normalis eloszlasu, szérasa 0,2 dkg.

Mennyi a valésziniisége annak, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott vaj konnyebb 4,9
dkg-nal: (1)..ccceeeeeennn. %
A vajcsomagok hany %-nak a tomeg tér el az atlagtol legfeljebb 0,8 szérasnyival?

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

3. feladat - székitoltés

Egy pénzvalté helyen naponta atlagosan 1200 angol fontot valtanak at forintra az
angol turistak, az ettdl valé atlagos eltérés 300 font. A naponta atvaltott font
mennyisége normal eloszlasu.

Segitség 25. lecke 3. 6nellendrzé feladat
Mennyi annak a valészinlisége, hogy legalabb 1500 fontot valtanak be:

Hany fontnak megfeleld forintot taroljanak az adott pénzvalté helyen, ha az
igényeket 96 %-os valészintliséggel ki akarjak elégiteni: (2).................

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

4. feladat - egyszeres valasztas
Egy pékségben arult fankok tomegének szérasa 1 dkg. A fankok 2,28% nehezebb
10 dkg-nal. Hany dkg a fankok atlagos tomege, ha normal eloszlast feltételeziink!

Csak egy helyes valasz lehetséges:

()9
()8
()10

()11

5. feladat - egyszeres valasztas

Egy autégumikat gyarté vallalat allitasa szerint az altala gyartott gumik 97,5%-a
legalabb 50 000 km futasara alkalmas. A gumik atlagosan 60 000 km megtételére
alkalmasak. A gumik hasznalhatésaga (km) normal eloszlasu.

Hatarozzuk meg a gumik hasznalhatésaganak szérasat km-ben kifejezve!
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Segitség 25. lecke 5. onellen6rzé feladat
Csak egy helyes valasz lehetséges:

() 7500,5
() 8006
() 5100
() 3840

Megolddékulcs

1. Gépek berendezések élettartama, ha természetes elhasznalddas kdvetkeztében mennek ténkre.
feladat: Gyartasi folyamatokban fellép6 méretingadozas.

2. (1)-30,8
feladat: (2)-57,6

3. (1)-15,87
feladat: (2)-1725

4

féladat: 8

5

féladat: 5100

26. lecke. Nagy szamok torvénye (kiegészité anyag)

1. Markov-tétel, Csebisev-tétel

El6szor két tételt fogalmazunk meg, melyek a tetszéleges valoszinliségi valtozé varhaté
értéknél nagyobb értékeinek felvételére, illetve atlag koriili ingadozasanak
valészinliségére adnak becslést.

Markov-tétel:

Legyen 3 olyan nem negativ valészinliségi valtozé, melynek varhaté értéke M@}D és
t legyen tetszc’ile?es pozitiv szam. Ekkor

P(¢2tME)<F (0 , £>0)

Ez azt jelenti, hogy legfeljebb Ut annak a valészinilisége, hogy a valdsziniiségi valtozé6
altal felvett érték legalabb a varhaté érték t-szerese.

Megjegyzések:

1. Ha U<t<1 esetén az allitas biztosan igaz, hiszen az L/t értéke 1-nél nagyobb,
amelynél a valésziniiség biztosan kisebb.

2. A tétel segitségével ismeretlen eloszlasu valészinliségi valtozé esetén csak a varhaté
érték ismeretére van sziikség ahhoz, hogy becslést adjunk az atlagnal nagyobb értékek
valésziniiségére.

3. A tétel &= M(E)
Mg

) helyettesitéssel az alabbi alakban is irhato:
PE>za)<—3 (@>0 és £>0)
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1. feladat

Egy kenyérbolt naponta atlagosan 300 kg hazi kenyeret ad el.
Becsiiljuk meg annak a valésziniiségét, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott napon
legalabb 350 kg hazi kenyeret adnak el!

1. feladat megoldasa

Jelodlje a 3 valészinlségi valtoz6 az egy nap alatt eladott kenyér mennyiségét (kg).

Ekkor a © (¢ 2 350)

valdészinilségre kell becslést adni.
Helyettesitsiink a Markov tételbe & = 350; M(£) =300 giakeket:

M
PlE>a)< ©) _, P(£>350)< 320 =0,86

Tehat legfeljebb 86% annak a valészinlisége, hogy 350 kg kényérnél tobbet adnak el a
vizsgalt napon.
Csebisev-tétel:

[ ]

Azaz legfeljebb D annak a valésziniisége, hogy a [ valészinlségi valtozo6 varhaté
értéktol valo eltérése legalabb a széras -szerese.

Megjegzések:
1.Ha'  esetén az allitas biztosan igaz, hiszen az D értéke 1-nél nagyobb, amelynél

a valésziniiség biztosan kisebb.
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2. A tétel segitségével ismeretlen eloszlasu valészinliségi valtozé esetén csak a varaté
érték és a szoras ismeretére van szilkkség ahhoz, hogy becslést adjunk az atlag
valamely szimmetrikus kornyezetébe esés valdsziniiségére.

3. A tétel S helyettesitéssel az alabbi alakban is irhato:

[ ]

2. feladat

Felmérésekbdl ismert, hogy egy forgalmas utkeresztezédésben egy éra alatt atlagosan
500 auto halad at, ennek az értéknek a szérasa 25. Becsiljiik meg annak a
valdésziniiségét, hogy a vizsgalt 6raban a keresztezédésen athaladé auték szama az
atlagtol legfeljebb 100-zal tér el!

2. feladat megoldasa

D: A keresztezddésen egy ora alatt athaladé autdék szama (db)

A Csebisev tétel segitségével a kérdezett esemény komplementerének valésziniiségére
adunk becslést.

M(?)=500; D(?)=25;?=100

L] L]

Tehat legfeljebb 6,25% a valésziniisége annak, hogy az egy 6ra alatt athaladé kocsik
szama az atlagtél 100-nal tobbel eltér.

Becslés a kérdezett eseményre: Legalabb 93,75% annak a valésziniisége, hogy az egy
6ra alatt athaladé auték szama az atlagtol legfeljebb 100-zal tér el.

2. Nagy szamok torvénye

A valésziniiség fogalmat ugy hataroztuk meg, hogy minél tébb kisérletet végziink egy
adott esemény vizsgalatara, az esemény bekovetkezésének relativ gyakorisaga annal
kevésbé ingadozik a valésziniiség értéke koriil.

Hasonlé kijelentést tettiink a varhaté érték és az atlag kapcsolatara is. Minél tobb
kisérletet végziink egy i valészinlségi valt6zé vizsgalatara, a U mért értékeinek atlaga
annal kevésbé ingadozik a varhato érték koriil.

A fenti allitasokat ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a valészinliség, illetve varhaté érték
kisérletileg meghatarozhaté a gyakorlatot kielégité6 pontossaggal.

Ennek az allitasnak a valészinliségre vonatkozé6 szigoru matematikai megalapozasat
elészor Bernoulli végezte el.

2.1 A nagy szamok toérvényének Bernoulli-féle alakja

Végezziink -~ fiiggetlen kisérletet a' ' valdszinlisége ' esemény vizsgalatara. Jeldlje
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D az| ' esemény bekovetkezésének szamat.

Ekkor tetszéleges . lés' | esetén van olyan ] hogy ] esetén

Azaz megfelel6 szamu kisérlet elvégzése utan tetszoleges kicsi _-nal is kisebb annak a
valésziniisége, hogy a relativ gyakorisag valésziniiségtél valoé eltérése barmilyen kis ' -
nal nagyobb.

A bizonyitas alapja a Csebisev-tétel, amelynek segitségével belathaté, hogy
Ennek megfeleléen a Nagy szamok torvénye a kovetkez6 alakban is irhato:

Lathaté, hogy tetszélegesen kicsivé tehetd megfeleld | ' valasztasaval.

Tehat megfelelé szamu kisérlet elvégzésével nagyon kicsi a valoszinlisége annak, hogy
a relativ gyakorisag és valésziniliség egymastol lényegesen eltérjenek.

Koénnyen belathaté, hogy a‘ ‘ masodfoku kifejezés maximalis
értéke E,amelyet esetén vesz fel.

igy az el6z6 képletben szereplé valésziniliségre egy "gyengébb" becslést is adhatunk:

3. feladat

Egy valasztas elérejelzéséhez kozvélemény kutatast végeztek. Egy jeloltre leadott
szavazatok aranyara szeretnénk becslést adni.

1000 személy megkérdezése utan milyen hibahatar adhaté a mintabeli szavazati arany
és a tényeleges szavazati arany eltérésére, ha azt szeretnénk, hogy allitasunk legalabb
85%-os valdszinliséggel megbizhaté legyen?

3. feladat megoldasa

Alkalmazzuk a relativ gyakorisag és a valészinliség eltérésére vonatkozé becslés
komplementer alakjat:

O
A feladatbodl ismert adatok:

Keressuk a hibahatar, azaz "' értékét:
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Tehat 1000 szavaz6 megkérdezése esetén legalabb 85%-os valésziniliséggel allithatjuk,
hogy a mintabeli- és a tényleges szavazati arany eltérése 4%-nal kisebb.

4. feladat

Hany szavazé megkérdezése sziikséges ahhoz, hogy a harmadik feladat szavazati
aranyara adott becslés hibajat 1%-ra csokkentsiik, 85%-0s megbizhatésag mellett?

4. feladat megoldasa

Alkalmazzuk ismét a képletet, amelyben az adatok: S,

Lathato, hogy a becslés hibajanak az E részére csokkentéséhez (azonos
megbizhatésag mellett) a megkérdezettek szamat tobb, mint a 16-szorosara kell
novelnink.

Hasonlé valészinliségi becslést irhatunk fel az atlag és a varhaté érték kapcsolatara is.

2.2 A nagy szamok torvénye: atlag és varhato érték kapcsolata

Végezziink " ' fuggetlen mérést a ' ' valésziniiségi valtozora. Az egyes mérések

eredményét jeldlje a , amelyek azonos varhaté értékii () és szérasu ()
fuggetlen valdszinilségi valtozok. Ekkor

Rogzitett ' ' esetén a hanyados tetszélegesen kicsivé teheté az n megfelel6en nagy
megvalasztasaval.

Tehat megfelelé szamu kisérlet elvégzése utan nagyon kicsi annak a valészinlisége,
hogy a mintaatlag és a varhaté érték egymastoél Iényegesen eltérjen.

A nagy szamok torvényének nagyon fontos szerepe van a statisztikaban, ahol sok
esetben a minta alapjan vonnak le sokasagra vonatkozo6 kovetkeztetéseket.

A kovetkezo tételnek szintén nagy jelentésége van a statisztikaban:

3. A centralis hatareloszlas tétele

Végezziink nagy szamu (S) mérést egy ismeretlen eloszlasu fliggetlen
valészinlségi valtozé vizsgalatara.
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Ekkor a'' értékeinek a mintabol szamolt atlaga kozelitéleg normalis eloszlasu, ahol
- a mintaatlag varhato értéke a sokasag atlagaval egyenlé.

- a mintaatlag szorasa a sokasag szorasanak  -ed része.

Megjegyzés:
1. A tétel csak akkor alkalmazhato, ha a mintaelemek (kozelitéleg) figgetlenek
egymastol, azaz

-visszatevéses mintavételnél

- visszatevés nélkili mintavételnél, ha a kivalasztasi arany kicsi (5% alatti).
2. A valésziniiségi valtozé barmely eloszlasa esetén a nagy mintabol szamolt atlagok
normal eloszlasuak. A mintaatlag a sokasagi atlag (varhato érték) koriil ingadozik a
sokasag szérasanal joval kisebb mértékben. Példaul 100 elemii minta esetén a
mintaatlag széorasa a sokasagi széras 10-edrész.
3. A statisztika szempontjabol nagyon fontos, hogy a mintaatlagbdl intervallumbecslést
lehet adni a sokasagi atlagra egy megfelelé megbizhatésagi szinten. (Lasd késébb a
statisztika 2. tantargyban)

4. A tétel egy fontos kovetkezménye, hogy a binomialis eloszlas normalissal
kozelitheto, ha

- elég nagy a fuggetlen kisérletek szama (- ),

- a visszatevéses mintavételnél elég nagy a minta elemszama (- ).
Ekkor a normal eloszlas paraméterei: ;

5. feladat

Egy foiskola a 150 fés el6adé termébe irodeszkaval felszerelt székeket helyezett el,
amelynél az irérész jobb illetve baloldalra is felszerelhetd. A statisztikak szerint az
emberek 10%-a balkezes, ezért a terembe 15 széket tettek a balkezesek szamara.
Mennyi a valészinilisége, hogy a 150 fés évfolyamban 18-nal is tobb balkezes van?

5. feladat megoldasa

D: A balkezesek szama a 150 f6s évfolyamon.

A balkezesek szama binomialis eloszlasu, amely normalissal kozelithet6 az évfolyam
nagy létszama miatt.

Az eloszlas paraméterei:

Tehat 20,9% annak a valészinlisége, hogy a hallgaték kozott 18-nal tobb balkezes van.
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26. lecke. Onellené6rzé feladatok

1. feladat - székitoltés
Egészitse ki a mondatot a Markov-tételre vonatkozé6an!

Legfeljebb ] annak a valésziniisége, hogy a valészinliségi valtozé altal felvett érték
[ ) TP a(2) (2).eeereeeenne. -szerese.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés
Egészitse ki a mondatot a Csebisev tételre vonatkozéan!

g ) T D annak a valészinlisége, hogy a i valészinliségi valtozé6 varhaté
értéktol valo eltérése legalabb a(z) (2).......ccc.c..... _-szerese.

A helyes valaszt a megoldokulcsban talalja!

3. feladat - szokitoltés
Egészitse ki a mondatot a nagy szamok torvényére vonatkozéan!

Megfeleld6 szamu kisérlet elvégzése utan tetszéleges kicsi "-nal is kisebb annak a
valészinlisége, hogy a relativ gyakorisag a(z) (1).......cccoueeen. valé eltérése barmilyen
kis "'-nal nagyobb.

Megfelel6 szamu kisérlet elvégzése utan tetszoéleges kicsi "-nal is kisebb annak a
valdszinlsége, hogy a mintaatlagnak a(z) (2)..........cc..... valo eltérése barmilyen kis [
-nal nagyobb.

A helyes valaszt a megoldokulcsban talalja!

4. feladat - szokitoltés
Egészitse ki a mondatot a centralis hatareloszlas tételével kapcsolatban:

Nagy elemszamu (S) mintanal tetszéleges eloszlasu fliggetlen valdsziniiségi
valtoz6 esetén a mintabdol szamolt atlag kozelitéleg (1).....ccceeeeeeeen.

A binomialis eloszlas normalissal kozelithetd, ha elég nagy a (2).................
kisérletek szama, vagy a (3)..........ccuueee mintavételnél a minta elemszama.

A helyes valaszt a megoldékulcsban talalja!

5. feladat - szokitoltés

Egy pedagdgiai intézetben 6 éves gyerekek koncentralé képességét vizsgaljak.
Megallapitottak, hogy a gyerekek atlagosan 25 percet képesek egyfolytaban
figyelni, amelynek szérasa 10 perc.

Becsiilje meg, annak a valésziniliségét, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
gyermek legalabb 30 percet képes figyelni!

Becsiilje meg, hogy a gyerekek hanyad részének tér el az atlagtél legalabb 15
perccel az odafigyelési ideje!

Egészitse ki a mondatokat ugy, hogy a szazalékban kapott értéket egészre

kerekiti!

A gyerekek legfeljebb (1)................. szazaléka tud 30 percnél tovabb koncentralni.

A gyerekek legfeljebb (2)................. szazalékanak lesz az odafigyelési ideje 10
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percnél kevesebb, vagy 40 percnél tobb.
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

6. feladat - szokitoltés

Pontosabb vizsgalatok kideritették, hogy az 5. feladatban vazolt esetben a
gyerekek koncentralasi ideje normal eloszlasunak tekinthetd. Szamitsuk ki ennek
ismeretében az el6z6leg kérdezett valésziniliségeket ujra! Hasonlitsuk 6ssze
becsiilt és szamolt valészinliségeket!

Segitség 26. lecke 6. 6nellenérzé feladat

A normal eloszlas feltételezésével szamolt valésziniiségek (%-ban kifejezve és
egészre kerekitve):

A gyerekek (1)....ccceveeennn. szazaléka tud 30 percnél tovabb koncentralni.
A gyerekek(2)........cceeeu... szazalékanak lesz az odafigyelési ideje 10 percnél
kevesebb, vagy 40 percnél tobb.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

7. feladat - szokitoltés

Egy csavarok gyartasaval foglalkozé cég termékeinek 10%-a menethibas. A
minéségi ellendrzés csak akkor talalja elfogadhatéonak a mintat, ha ebben
legfeljebb 12% hibas. Mekkora legyen a minta elemszama, hogy legalabb 95%-os
megbizhatésaggal a hibas aruk relativ gyakorisaganak valésziniiségtol valé
eltérése kisebb legyen 2%-nal.

Egészitse ki a mondatot!
Segitség 26. lecke 7. 6nellendrzé feladat

Legalabb (1).......ccc....... darab csavar atvizsgalasa esetén szamithatunk arra 95%-os
megbizhatésaggal, hogy a mintabeli selejtarany és a tényeleges selejtarany
eltérése legfeljebb 2%.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

8. feladat - székitoltés

Egy orszag felné6tt lakossaganak 60% rendelkezik jogositvannyal. A vezetési
szokasokat kutatva embereket kérdeziink meg az utcan. Mennyi a valészinlisége
annak, hogy 500 véletlenszeriien kivalasztott ember koziil 320-nal kevesebbnek
van jogositvany?

Egészitse ki a mondatot ugy, hogy a valésziniiség értékét %-ban kifejezve
tizedekre kerekiti!

Segitség 26. lecke 8. 6nellendrzé feladat

() PR % annak a valészinlisége, hogy az 500 megkérdezett kozott legfeljebb
320-nak van jogositvanya.
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

Megolddkulcs

1. (1) - legalabb
feladat: (2) - varhato érték
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2.
feladat:

3.
feladat:

4,
feladat:

5.
feladat:

6.
feladat:

7.
feladat:

8.
feladat:

(1) - Legfeljebb
(2) - széras

(1) - valészinliségtd|
(2) - varhat6 értéktd|

) - normal eloszlasu
2) - fuggetlen

) - visszatevéses
(1)-83
(2)- 44

(1) - 31
2)-13

(1) - 4500

(1)- 96,5

VI. fejezet. Gyakorlo feladatok

1. feladat - leiras

1.

Egy kérhaz baleseti osztalyan megfigyelték, hogy egy 8 éras miiszakban 95 % annak a
valészinlsége, hogy érkezik legalabb egy baleseti sériilt. Az adott id6 alatt behozott
sériltek szamat tekintsiik Poisson-eloszlasunak.

a. Hany sériltet hoznak atlagosan egy 8 6ras miszak alatt?

b. Mennyi annak a valészinlisége, hogy a kovetkezd 6 6raban legfeljebb két sériiltet
hoznak?

Megoldas

2. feladat - leiras
2.

Egy étteremben a rendeléstdl a kiszolgalasig atlagosan 10 percet kell varni. A
rendeléstdl a kiszolgalasig eltelt idé exponencialis eloszlasu.
Mennyi annak a valészinlisége, hogy

a. legalabb 6, de legfeljebb 9 percet kell varni,

b. 8 percnél kevesebbet kell varni?

Megoldas

3. feladat - leiras
3.

Egy irodaba 40 perc alatt atlagosan 6 telefonhivas fut be. Az adott id6 alatt
beérkezo hivasok szama Poisson-eloszlasu. Hatarozza meg annak a
valészinilségét, hogy

a. a kovetkezo fél ora alatt 2-nél tobb hivas lesz,

b. a kovetkezo két hivas kozott 5 percnél tobb, de 10 percnél kevesebb id6
telik el.
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http://moodle.kodolanyi.hu/file.php/25/letoltheto/megoldasok/VI. fejezet_1. feladat_megold.doc

1.
feladat:

2.
feladat:

3.
feladat:

4,
feladat:

5.
feladat:

Megoldas
4. feladat - leiras
4.

Egy automata gép altal csomagolt liszt tomege normal eloszlasu, melynek varhaté
értéke 100 dkg. A zacskok 90%-a 103 dkg-nal kisebb tomegii.

a. Mekkora a zacskos liszt tomegének atlagtél valé atlagos eltérése?

b. Mennyi annak a valészinlisége, hogy egy talalomra kiemelt zacské tomege
az atlagtol legfeljebb szérasnyival tér el?

Megoldas

5. feladat - leiras
5.

Egy gépsoron 8 mm atmérdjii tengelyeket gyartanak, a tengelyek atméréjének
atlagtol valé atlagos eltérése 0,4 mm. Mivel a tengelyt egy igen preciz gép
alkatrészeként hasznaljak fel, igy a 8 mm-t6l 4%-nal nagyobb eltérésii tengelyeket
selejtnek kell tekinteni.

a. 1000 elkészult tengelybdl varhatéan hany selejtes lesz?

b. Hany tengelyt kell késziteni, hogy varhatéan 1000 jé legyen kozte?

Megoldas
Megolddkulcs

Id. a feladatnal!
Id. a feladatnal!
Id. a feladatnal!
Id. a feladatnal!

Id. a feladatnal!

Segitség az 6nellenérzé feladatok megoldasahoz

Segitség 1. lecke 3. 6nellendrzé feladat

Hogyan kdvetkezhetnek a fiuk és lanyok egymas utan? A sor kezdédhet fiival vagy lannyal,
mindkét esetben a fiuk és a lanyok felvaltva kdvetik egymast. Hany lehetséges sorrend van az
egyes esetekben?

Segitség 1. lecke 4. 6nellen6rzé feladat

Rendeljuk hozza a fiukhoz a lanyokat, azaz rogzitsuk a fiuk sorrendjét és allitsuk vellk
szembe a lanyokat.
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Segitség 1. lecke 5. 6nellendrzé feladat

Egy szam akkor oszthaté 5-tel, ha 0-ra vagy 5-re végzddik. A valodi szam képzésekor az elsé
helyiértéken nem allhat 0.
Bontsuk ketté a megoldast a végz6dés szempontjabdl, mert nem ugyanannyi van az 5-re
végz6dokbadl, mint a 0-ra végz&ddkbol!

Segitség 1. lecke 6. 6nellen6rzoé feladat

Kossuk Gssze a harom szotart valamilyen sorrendben, hogy biztosan egymas melle
kerlljenek. Igy a harom szétart egy kdnyvnek tekinthetjik. Vegytk figyelembe, hogy a
szotarak tobbféle sorrendben is 6sszekdthetok!

Segitség 11. lecke 1. dnellendrz6 feladat

Visszatevés nélkili mintavétel, mert egyszerre huzzuk ki a lapokat.

Segitség 11. lecke 3. onellendrzé feladat

A feladat felfoghat6 egy visszatevéses mintavételnek, mert minden nap minden jarmi
egyforman esélyes.

Segitség 13. lecke 4. onellenérzé feladat

A medence hosszanak hanyadrészénél éri el a vizmélység a 140 cm-t?

Segitség 16. lecke 6. onellenérzé feladat

Hatarozza meg, annak a valésziniiségét, hogy egy adott héten nincs talalat. Vegye
figyelembe, hogy az egyes hetek talalatainak szama egymastol fiiggetlen.

Segitség 17. lecke 1. onellenérzoé feladat

Ez visszatevés nélkiili mintavétel, mivel egyszerre valasztottuk ki a gombostiiket.

Segitség 17. lecke 4. 6nellendrzé feladat

Alkalmazza az eloszlasfiiggvény definiciéjat!

Segitség 18. lecke 4. 6nellendrzé feladat

Hatarozza meg a 3-hoz és 4-hez tartoz6 valészinliségek dsszegét. Jeldlje ' -vel a 3-hoz
tartozo valosziniiséget! Fejezze ki ' segitségével a 4-hez tartozoé valésziniiséget is, és
alkalmazza a varhato érték képletét!

Segitség 18. lecke 5. onellenérzé feladat

Hatarozza meg Anna nyereményeinek lehetséges értékeit és a hozzajuk tartozé
valészinilségeket!

Segitség 18. lecke 6. onellenérzé feladat
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Hatarozza meg Andras nyereményeinek lehetséges értékeit és a hozzajuk tartozé
valészinliségeket!

Segitség 2. lecke 2. 6nellen6rzod feladat

5 elem (ismétléses) permutacidja, amelyek kozott 2 darab, illetve 3 darab ismétl6do van.
Segitség 2. lecke 3. 6nellenérzé feladat

10 képeslapot kildunk el, amelyek kozott 2, 3, illetve 5 egyforma van.

Segitség 2. lecke 5. 6nellenérzé feladat

A kiolvasasban csak jobbra és lefelé haladhatunk. A MATEMATIKA sz6 barmely
kiolvasasanal 4-szer lépiink jobbra és 5-szor lefelé. Ezek barmely sorrendje lehetséges.
A lehetséges kiolvasasoknal jeldlje J, ha jobbra és L ha lefelé Iéptiink.

Példaul: JJLJLLLJL

Segitség 20. lecke 3. onellenérzé feladat

Szamolja ki, hogy atlagosan hany mazsola van egy 5 dkg-os szeletben!
Segitség 20. lecke 4. onellenérzé feladat

A binomidlis eloszlas Poissonnal koézelithetd!
Segitség 20. lecke 5. onellenérzé feladat

Mennyi a valészinlisége annak, hogy egyszer sem hivjak tlizesethez 6ket egy adott
napon?

Segitség 21. lecke 6. onellen6rzé feladat

Fejezzik ki a valdsziniiséget a slirliségfiiggvény segitségével!
Segitség 22. lecke 3. onellenérzé feladat

A mediannal az eloszlasfuiggvény értéke 0,5.

Segitség 22. lecke 4. 6nellendrzé feladat

Az a paraméter értékét ugy kell megvalasztani, hogy és igaz legyen.

Segitség 22. lecke 5. onellenérzé feladat

A médusz a siirliségfiiggvény maximumbhelye.

Segitség 23. lecke 2. dnellendrzé feladat
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Hatarozza meg, hogy mikor érkezhet legkés6bb a postas!

Segitség 24. lecke 2. 6nellenérzé feladat

Azon " értéket keressiik, amelynél kisebb értéket a" ' valészinliségi valtoz6 50%-os
valésziniliséggel vesz fel. Hogyan irhato fel ez a mondat valésziniiségi jelolésekkel?

Segitség 24. lecke 4. dnellendrzé feladat

Azon 1 értéket keressiik, amelynél kisebb értéket a U valoszinliségi valtozé 4,5%-os
valésziniiséggel vesz fel. Hogyan irhato fel ez a mondat valésziniiségi jelolésekkel?

Segitség 24. lecke 5. onellendrzé feladat

1. Vizsgalja meg, hogy mely feladat vizsgal két esemény bekovetkezése kozott eltelt
idot (exponencialis eloszlas), és mely feladat vizsgalja az adott id6 alatti
bekovetkezések szamat (Poisson eloszlas)!

2. Varhatéérték-szamitas: Exponencialis eloszlasnal: atlagosan mennyi id6 telik el két
hivas kozott? Poisson-eloszlasnal: aranyos szamitassal hatarozza meg, hogy a vizsgalt
idétartamra atlagosan hany hivas jut.

Segitség 25. lecke 3. onellen6rzé feladat

Az igények kielégitéséhez annyi font kell, amennyinél kevesebbet 96%-os
valészinliséggel valtanak at a turistak. Hogyan irhato ez fel matematikai jelekkel?

Segitség 25. lecke 5. onellenérzé feladat

A feladat ugy is megfogalmazhaté, hogy a gumik 2,5% legfeljebb 50 ezer km
megtételére képes. Hogyan irhaté ez fel matematikai jelekkel?

Segitség 26. lecke 6. 6nellendrzé feladat

Mivel az odafigyelési ido eloszlasa ismeretlen, ezért a becslést a.) esetben a Markov
tétellel, b.) esetben a Csebisev tétellel végezziik.

Segitség 26. lecke 7. onellenérzé feladat

Alkalmazzuk a nagy szamok relativ gyakorisag és valoszinliség kapcsolatat tartalmazé
torvényét.

Segitség 26. lecke 8. onellenérzé feladat

A feladatban a kivalasztott vezetni tudok szama binomialis eloszlasu, amelyet normal
eloszlassal kozelithetiink a minta nagy elemszama miatt. Hatarozzuk meg a varhaté
értéket és a szérast!

Segitség 3. lecke 3. onellen6rzoé feladat
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Engedjiik egyesével a diakokat a terembe! Vizsgaljuk, hogy az egyes diakok hany hely
kozul valaszthatnak!

Segitség 4. lecke 5. onellenérzé feladat

Hany darab 5-tel oszthaté szam van 1 - 90-ig? Hanyféleképpen valaszthaté ki az 5-tel
oszthatok koziil 2 darab, a tobbib6l 3 darab?

Segitség 4. lecke 7. 6nellen6rzd feladat

Jeldlje - -nel a fogadason résztvevék szamat és adja meg ' -tél fuggden a kézfogasok
szamat!

Segitség 7. lecke 1. onellenérzé feladat

Az elemi események 2 szambdl all dobassorozatok. Példaul els6 dobas 3, masodik
dobas 4.

Csak olyan esemény lehet elemi, amelynél egyértelmiien meghatarozhaté, hogy melyik
két szamot dobtuk és azok sorrendje is egyértelmdi.

Segitség 7. lecke 2. 6nellenérzé feladat

Elemi esemény: az 5 kihuzott szam.

Csak azok az események lehetnek osszetettek, amelyek tobbféleképpen
bekovetkezhetnek, azaz tobbféle szamotos kihuzasa lehetséges.

Ha a 36-os szamot kihuztak, akkor még tobbféleképpen huzhattak ki a masik négy
szamot.

Segitség 7. lecke 5. 6nellendrzé feladat

Az egymast kizaré események egyszerre biztosan nem kovetkezhetnek be.
A négy kiraly esetében mind a négy szin el6fordul.

Segitség 9. lecke 4. onellenérzé feladat

1. Vegyiik figyelembe, hogy melyik szamot melyik kockaval dobtuk. Példaul kiilonb6z6
esetnek kell tekinteni azt, hogy a pirossal 4-est és a kékkel 3-ast, vagy a pirossal 3-ast
és a kékkel 4-est dobunk.

2. Hatarozzuk meg az 6sszes lehetséges eset szamat, majd irjuk fel azokat az eseteket,
amelyre a vizsgalt esemény teljesiil!

Kurzuszaro feladatsor 1.

1. feladat - szokitoltés

Egy 5 személyes csalad hanyféleképpen tud beszallni egy 5 személyes autéba, ha csak
ketten tudnak vezetni, de barki lilhet elére (a magassaga és a kora megengedi)?

A lehetséges esetek szama: (1)........cccuueee

A helyes valaszt a megoldokulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés
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Egy hallgaté 50 tételbdl csak 40-et tanult meg. A vizsgan 3 tételt kell huznia.
Mennyi annak a valészinlisége, hogy legfeljebb egyet nem fog tudni?

A kérdezett valésziniiség %-ban kifejezve: (1).....cccceeeuenn. %.
A feladat megoldasanal alkalmazhaté a (2)................. eloszlas.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

3. feladat - székitoltés
Egy konyvszekrényben 6 polc van, minden polcon a konyvek 60%-a regény.
Minden polcrdél véletlenszeriien levesziink egy-egy konyvet.

a.) Mennyi a valészinlisége annak, hogy 4 regényt vettiunk le?
b.) Hany regény van a kivalasztott konyvek kézott legnagyobb valészinliséggel?

c.) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy csak a 2. és a 3. polcrél vettiink le regényt?

irja be a valaszokat a kijelolt helyekre! A valésziniliségeket %-ban adja meg!

) N ) I %
B) (2)-eereereeereenne
SN P %

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

4. feladat - szokitoltés
(3. feladat folytatasa) Toltse ki az alabbi mondatokat a feladatra vonatkozoéan:

Az a.) és c.) feladat (1)................. események egyiittes bekovetkezésének
valészinilségét vizsgalja.
Az a.) és b.) feladatoknal alkalmazhaté a (2)................. eloszlas.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

5. feladat - szokitoltés

Egy vizsgan a hallgatok 30%-a ,45% a' |, 25%-a | csoportot irt. Az ' csoportot
iré hallgatok 60%-a, a  csoportot iroknak 40%-a, a csoportot iroknak 80%-a
volt fiu.

Toltse ki a tablazatot a feladat szovege alapjan, majd hatarozza meg a kérdezett
valészinliséget a kijelolt pontossagig. A valészinliségeket ne %-ban kifejezve adja

meg.
Események Feladatsorok Osszesen:

A B c
F: fid () 7 N ) I S
L: lany N (N [0 Y ) N
Osszesen: ) N L)) N KD I (7

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

6. feladat - szokitoltés
(5. feladat folytatasa) Egy vizsgan a hallgatok 30%-a' ,45% a |, 25%-a
csoportot irt. Az' | csoportot iré hallgatok 60%-a, a' ' csoportot iréknak 40%-a, a
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" I csoportot iréknak 80%-a volt fiti. Mi a valészinilisége annak, hogy

a.) egy véletlenszeriien kivalasztott dolgozatot fiu irta?
b.) egy véletlenszer(ien kivalasztott lany ' csoportot irt?

c.) egy véletlenszeriien kivalasztott dolgozatot fiu irta és ' csoportot irt!

A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!

7. feladat - szokitoltés
Egy almaskertben az almak tomegének szoérasa 3 dkg, és az almak 15,87%-a
nehezebb 23 dkg-nal. Az almak tomege normal eloszlasu.

Hatarozza meg az almak atlagos tomegét! (1)................. dkg
A tablazatbol kikeresett értékek:
R ) P

A helyes valaszt a megolddékulcsban talalja!
8. feladat - feleletvalasztas
Egészitse ki a fenti szoveget az alabbi kifejezésekkel:

- nott
- csokkent
- nem valtozott

(7. feladat folytatasa) Egy hibrid el6allitasaval ismét megvizsgaltak az almak tomegének
eloszlasat. A normalis eloszlasu gorbe a varhaté érték kornyezetében magasabb,
tavolabb laposabb lett. Az eredeti és a hibrid alma eloszlasanak médusza megegyezik.
Hogyan valtozott az alma tomegének varhaté értéke és szérasa?

Varhato érték: (1)......cceuueen.
SzOoras: (2)....cccvvunnnees

9. feladat - szokitoltés

EgyD diszkrét valdsziniiségi valtozé valdsziniliségeloszlasat az alabbi tablazat
tartalmazza.

Hatarozza meg a hianyz6 valésziniiségértéket, és irja be a tablazatba!

D lehetséges értékei: 2 4 3 10
Valészinliségek: H 0,1 H 0,2 H 0,25 H ()
A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!
10. feladat - székitoltés
A 9. feladat tablazata alapjan egészitse ki a feladatot!
Adja meg a  varhat6 értékét! (1)..o..........
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Adja meg F(5) értékét! (2).................
Mennyi az eloszlas médusza! (3).................

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

Megolddkulcs
1.feladat: (1) -48

. (1)-90,2
2. feladat: (2) - hipergeometrikus

)-31,1
2)-4
)-0,9

3. feladat:

. (1) -fuggetlen
4. feladat: (2) - binomialis
-0,18
-0,18

-0,2

- 0,56
-0,12
-0,27
-0,05
-0,44

5. feladat:

e e e o e P T T
OOoO~NOODWN-
—_— = e = —
1

(
6. feladat: (2
(

-20
7. feladat:
-0,8413

. (1) - nem valtozott
8. feladat: ) - csokkent

9.feladat:  (1)- 0,45

10 (1)-6,75
feladat; (2)-0.3
(3)- 10

Kurzuszaro feladatsor 2.

1. feladat - székitoltés
6 autd hanyféleképpen tud leparkolni egy 10 féréhelyes parkoléban?

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

2. feladat - szokitoltés
Kertész Klaranak 30 piros és 10 fehér muskatlija van. A tavaszi atiltetésnél a még
nem viragz6é muskatlikbol 10-et egy ladaba tett.

Mi a valészinlisége, hogy a ladaba egynél tobb fehér muskatli keriilt? (1).................
%
Milyen eloszlas alkalmazhaté a feladat megoldasanal? (2).................

Gazdasagi matematika 2: ValészinGségszamitas 192
Kodolanyi Janos Fdiskola



A helyes valaszt a megoldékulcsban talalja!

3. feladat - szokitoltés

Egy szoba falan harom kdonyvespolc van. A legfels6 polcon van az 6sszes konyv
28%-a. Ezen a polcon 1év6 kdnyvek 40%-a regény. A k6zépsd polcon van a
konyvek 32%-a, amelyeknek 60%-a regény. A legalsé polcon I1évé konyvek 80%-a
regény. A gazdi hancurozé cicaja egy alkalommal levert valamelyik polcrél egy
konyvet.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy:

regényt vert le? (1).................
a levert konyv a legfels6 polcrél szarmazik és nem regény? (2).................
a levert regény a kozéps6 polcrol szarmazik? (3).................

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

4. feladat - szokitoltés

Toltse ki a tablazatot a 3. feladat szovege alapjan (pontos érték), majd hatarozza
meg a kérdezett valésziniiséget a szamjegyekkel kijelolt pontossagig! A
valészinliségeket ne %-ban kifejezve adja meg!

Események polcok Osszesen:

F: fels6 K: k6zépso A: also
R: regény (1) (7)) FO () IR [ F—
E: egyéb [65) I [(G) I (4 T (5] I
Osszesen: () T (10)eeeeeeeien. (1) (12)iieeie

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

5. feladat - szokitoltés

Egy felvételi elbeszélgetésen az egymast koveté vizsgazok behivasa kozott
atlagosan 15 perc telik el. Az egymast kovetd vizsgazok behivasa kozott eltelt idot
tekintsiik exponencialis eloszlasunak.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy egy vizsgazoé behivasa utan legalabb 20
percig nem hivnak be senkit?

A(Z) (1) eloszlas varhato6 értéke (2).................. A kérdezett valoszinliség:
(<) TR %

Mennyi a valészinlisége annak, hogy 90 perc alatt 7 felvételizét vizsgaztatnak le?
P\ I ) F— eloszlas varhato6 értéke (5).................. A kérdezett valoszinliség:
() P %

Ha egy esemény adott id6 alatti bekovetkezésének szama (7)................. eloszlasu,
akkor barmely két egymast kovetd bekovetkezés alatt eltelt id6 (8).................
eloszlasu.

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

6. feladat - szokitoltés

Egy iskola tanuléinak a 60 m -es sikfutasbol elért atlagos idéeredménye 10,2
masodperc, az eredményeknek az atlagtol valé atlagos eltérése 0,4 masodperc. A
tanuldk idéeredménye normalis eloszlasu.
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A tanuldk hany szazaléka futotta le a tavot 9,6 masodpercnél rovidebb id6 alatt?

irja be az alabbi szovegdobozokba, hogy a feladat megoldasa soran mely
értékeket keresett ki a normalis eloszlas tablazatabol!

A tablazatbol kikeresett értékek:

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

7. feladat - szokitoltés
A 6. feladat tanuléi korében hany szazalék eredménye tér el az atlagtoél legfeljebb
0,5 masodperccel?

irja be az alabbi szovegdobozokba, hogy a feladat megoldasa soran mely
értékeket keresett ki a normalis eloszlas tablazatabol!

A tablazatbol kikeresett értékek:

A helyes valaszt a megolddkulcsban talalja!

8. feladat - szokitoltés

Egy i diszkrét valdszinliségi valtozé valdsziniliségeloszlasat az alabbi tablazat
tartalmazza.

Ismert, hogy S

Hatarozza meg a hianyzoé valdsziniliségértékeket!

Hatarozza meg a' varhaté értékét! (3).................
Hatarozza meg az eloszlas moduszat! (4).................

A helyes valaszt a megoldokulcsban talalja!

1

Megolddékulcs

feladat: (1191200
2. (1)-79,6
feladat: (2) - hipergeometrikus
3 (1) - 0,624
.. (2)-0,168
feladat: (3)- 0308
4. (1)-0,112
feladat:  (2)-0,192
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(3)- 0,32
(4) - 0,624
(5)- 0,168
(6) - 0,128
(7) - 0,08
(8)- 0,376
(9) - 0,28
(

(

(

(1) - exponencialis
(2)-15
(3)-26,4
5. (4) - Poisson
feladat: (5)-6
(6)-13,8
(7) - Poisson
(8)

- exponencialis

6 (1)-15
X . (2)-0,9332
feladat: (3)-6.68
7 (1)-1,25
féladat' (2)-0,8944
) (3)-78,88
(1)-0,1
8. (2)-0,35
feladat: (3)-5,6
(4)-10

Bekiildend6 feladatsorrol

1. A bekiildendé feladatok tartalma és kliils6 alakja:

A bekiildendd feladatot word-ben készitse. A matematikai képleteknél alkalmazza
az egyenletszerkeszté6t.

A megoldas legyen részletes!
irja le a megoldas minden lépését!

A megoldas végén szovegesen is értelmezze, vagy foglalja 6ssze a kapott
végeredményt.

A bekildott feladatok boritélapjan szerepeljenek az alabbiak:
A hallgaté neve és Neptun-koédja
Tagozat, szak, évfolyam, oktatas helye (Bp., Szfvar.)
A targy neve

A tantargy tutoranak neve

Az elkiildott file neve: név_valszam.doc (A névhez a sajat nevét irja!)
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2. A feladatok leadasanak hatarideje

A félév soran 1 alkalommal kell beadni megoldasokat. A hataridé a feladatsoron
megtalalhaté.

A dolgozatot a tantargyhoz kapcsolédé portfélioba kuldje el.

3. A hataridéig beklildott feladatsor eértékelése:

A beadott feladatsorral 6sszesen 25 pont szerezhet6. A be nem kiildott dolgozatokat 0
ponttal vessziik figyelembe. A bekiildott dolgozat pontszamat hozzaadjuk az irasbeli
vizsgadolgozatban elérheté 100 ponthoz. igy 6sszesen 125 pont szerezhet6, amely
alapjan vizsga értékelése

0 49 pont elégtelen

50 - 62 pont elégséges
63 - 75 pont kozepes
76 - 88 pont joé

89 - 125 pont jeles

Bekiildendo6 feladatsor

Bekiildési hataridé: 2009. majus 9.

A megoldashoz a 4, 9-12, 14-15, 17-21, 24-25 leckék ismerete sziikséges.
FONTOS:

A feladatoknal ne csak a végeredményt kozolje, hanem irja le a megoldas minden
Iépését! Ugyeljen az attekintheté6 munkaral!

A feladatsor megoldasaért 25 pont szerezhet6!

Orizze meg a szamitégépes dokumentumot, hogy késébb a helyes megoldassal
osszehasonlithassa!

Csak 6nallé munka fogadhato el!

Az elkuldott file neve: név_valszam.doc (A névhez a sajat nevét irja!)

1. feladat (1 pont)

Készitse el a boritolapot a Bekiildend6 feladatsorrdl c. részben leirtak alapjan!
2. feladat ( 4 pont)

Kitoltottik az 6tos lottét minden olyan esetre, amikor 2 darab egyjegyt és 3 darab
kétjegyl szam szerepel.

a) Hany szelvényt kellett ehhez kitolteniink?
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b) Mennyi az esélye annak, hogy 5 talalatunk lesz ezek koziil valamelyikkel?
3. feladat (4 pont)

Egy lizletben 1év6 lisztes zacskok 6 %-a lyukas. 8 zacské lisztet vasarolunk. Mennyi a
valészinilisége annak, hogy legalabb egy lyukas kozottiik?

4. feladat (5 pont)

Egy alkatrész gyartasat 3 gépsoron (A, B és C gépsor) végzik. A termékek 45 %-a az A
gépsoron, 25 %-a a B gépsoron, a tobbi a C gépsoron késziil. Az A gépsoron eléallitott
termékek 2%-a selejtes, a B gépsoron eléallitottak 4 %-a selejtes, és a C gépsoron
eléallitottak 6 %-a selejtes. Az alkatrészeket egy k6zds raktarban taroljak 6sszekeverve.
Mennyi a valdszinilisége annak, hogy

a) egy véletlenszeriien kivalasztott alkatrész selejtes?
b) egy selejtes terméket kivalasztva, az az A gépsoron késziilt?

c) egy véletlenszeriien kivalasztott termék a C gépsoron késziilt és nem selejtes?
5. feladat (6 pont)
Andras medfigyelte, hogy naponta (24 éra alatt) atlagosan 6 SPAM érkezik az e-mail

ladajaba. Az adott id6 alatt beérkezé6 SPAM-ek szamat tekintsiik Poisson eloszlasunak.
a) Mennyi a val6szinlisége annak, hogy 8 éra alatt legfeljebb 2 SPAM érkezik?
b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy két SPAM érkezése kozott legfeljebb 6 6ra

telik el?
(Milyen eloszlasunak tekinthet6 a két SPAM érkezése kozott eltelt id6?)

6. feladat (5 pont)

Egy dobozos udité adagolé automatarol a kovetkezéket tudjuk:
A gép altal adagolt folyadék mennyisége normal eloszlasu valésziniiségi valtozénak

tekintheto.
A gép altal a dobozokba toltott ital mennyisége atlagosan 15dl, szérasa 0,2 dl.

Varhatéan a dobozos liditék hany szazalékara teljestil, hogy a dobozban lévé
mennyiség az atlagtoél legfeljebb 0,3 di-rel tér el?
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