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Eloszo

A szédmitédstechnika, az informatika magas szinvonali mfivelése elképzel-
hetetlen szildrd matematikai alapok nélkiil. Ezen alapok megszerzéséhez
kivén segitséget nyudjtani a jelen oktatdsi segédlet, amelynek anyagat f6leg
informatika szakos tanarjeloltek szdmdra tartott kurzusok tapasztalatainak
felhaszndldsdval valogattuk Ossze.

A feladatok - néhdny kivételével - nem nehezek, ezért altaldban azok
is sikerrel prébalkozhatnak a megoldasukkal, akiknek a masik szakja nem
matematika. Természetesen a megolddsokat csak akkor érdemes megnézni,
ha mdr hosszabb prébdlkozds utdn sem sikeriilt megoldani 6ket.

A megfelel6 elméleti hattér elsajatitdsdhoz az eléadaskovetd jegyzeteken
tul az irodalomjegyzékben javasolt munkdak is segitséget jelenthetnek.

Reméljik, hogy a jelen segédlet haszndlata hozzdsegiti az olvasét az
informatika miivelésénél j6l hasznosithaté matematikai ismeretek és kész-
ségek elmélyitéséhez.

Az el6forduld hibdkra vonatkozd észrevételeket és mindenfajta javitd
szdndékl megjegyzést orommel vesziink az aldbbi cimeken:

jsztrik,bkis@math.klte.hu
http://it.math.klte.hu/user/jsztrik/index.html

Az anyag elkészitéséhez a Széchenyi Professzori Osztondij és az Oktatasi
Minisztérium FKFP-04/1999 pdlydzata részleges anyagi tdmogatdst nyuj-
tottak.

Debrecen, 2000.
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A feladatok






1 Elemi feladatok

1.1 Klasszikus valdszintiségi mezok

1. FELADAT: Ha tiz konyvet helyezunk el tetszéleges sorrendben egy kony-
vespolcon és hdrmat elére megjeloliink, akkor mi a valészin{isége annak,
hogy az elhelyezés sordn a megjelolt konyvek egymads mellé kertilnek?

2. FELADAT: Tiz lapra felirjuk a tiz szdmjegyet. Hatdrozzuk meg annak a
valésziniiségét, hogy két lapot kihtzva, egymds mellé téve a kapott szam
oszthaté 18-cal!

3. FELADAT: A magyar kdrtyacsomagbdl egyszerre harom lapot kihuzva
mi a valésziniisége annak, hogy koziiluk legaldbb egy zold?

4. FELADAT: Egy dobozban n golyd van az 1,2,...,n szdmokkal jelolve.
Egyenként kihtzzuk az osszes golyét. Mi a valdsziniisége, hogy

(a) minden alkalommal nagyobb szdmu goly6t hizunk ki, mint az
eléz6 volt,

(b) a k-val jelolt golyét éppen a k-adiknak huzzuk ki?

5. FELADAT: Egy kor alaku asztal mellett tizen vacsordznak. Mi a valészi-
niisége annak, hogy két n6 nem keriil egymds mellé, ha az asztalndl ot férfi
és ot n6 volt?

6. FELADAT: Egy kerek asztalhoz n kiilonboz6 magassdgu ember il le. Mi
annak a valésziniisége, hogy a legnagyobb és legkisebb egymads mellé kerul?

7. FELADAT: Egy urndban hat piros, tobb fehér és fekete goly6 van. Annak
valésziniisége, hogy egy goly6t kihtizva az fehér vagy fekete 2, piros vagy
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fekete % Héany fehér és hdny fekete goly6 van az urndban?

8. FELADAT: Egy dobozban ot piros golyé van. Hany fehér golyét kell hoz-
zatenni, hogy fehér golyé huzdsdnak valésziniisége nagyobb legyen 0.9-nél?

9. FELADAT: Két sakkcsapat kormérkoézést rendezett. Mindkét csapat ket-
ténél tobb jatékossal rendelkezett. Mindenki mindenkivel jatszott egy



jatszmat. A mérkozés sordn 136 jatszdmadra keriilt sor. A mérkézésre vald
felkészuilés sordn hazi versenyt is rendezett mindkét csapat, ezekben is min-
denki egy jatszmadt jatszott mindenkivel a sajat csapatdbdl. A két csapat-
ban igy 66 jatszmdra kerult sor. A mérkdzés befejezése utédni banketten,
amin minden jatékos részt vett, véletlenszertien két jatékossal beszélgetett
a riporter. Mennyi annak a valdésziniisége, hogy mindkét jatékos a nagyobb
létszamu csapat tagja volt?

10. FELADAT: 20 db 40 W-o0s és 30 db 60 W-os ég6bdl egymads utdn kive-
sziink két darabot anélkiil, hogy az elsét visszatennénk. Mennyi a valdszi-
niisége annak, hogy

(a) mindkett6 40 W-os lesz,
(b) egyik sem 40 W-os,
(c) csak az egyik 40 W-o0s?

11. FELADAT: Dobjunk fel két kockdt egyszerre. Mennyi annak a valdszi-
niisége, hogy a dobott szdmok oOsszege hét?

1.2 Geometriai valésziniiség

12. FELADAT: Egy ember elfelejtette felhuzni az 6rdjdt, és igy az megallt.
Mennyi a valdszintisége annak, hogy a nagymutaté a hdrmas és a hatos
kozott allt meg? Tételezziik fel, hogy annak a valészin{isége, hogy a nagy-
mutatd a szdmlap kerilletének valamely megadott ivén 4ll meg, az illet6 iv
hosszdval arédnyos.

13. FeLADAT: Egy R sugard korre véletlenszerfien rddobunk egy r sugari
korlapot, ahol r < R. Feltesszuk, hogy annak a valésziniisége, hogy a
radobott korlap kozéppontja az R sugard kor valamely tartomdanyéba esik,
aranyos a tartomdny teriiletével. Mi annak a valdsziniisége, hogy az R
sugari kor teljes egészében tartalmazza a r sugard kort?

14. FELADAT: Egy egységnyi hosszusdgu szakaszon taldlomra kijeloliink
két pontot. Mekkora a valdsziniisége annak, hogy a koztik 1évd tavolsag
kisebb, mint egy elére megadott h hossz, ahol 0 < h < 17



15. FELADAT: Egy egységnyi hosszlisdgu szakaszon vdlasszunk ki taldlom-
ra két pontot. Mi a valdszinilisége annak, hogy a keletkezett szakaszokbdl
hdromszog szerkeszthetd?

16. FELADAT: A (0, 1) intervallumra véletlenszeriien rddobunk két pontot.
Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a keletkezett szorzat

(a) kisebb, mint 1,

(b) nagyobb, mint ;7
17. FELADAT: Véletlenszer(ien felirunk két egynél kisebb pozitiv szdmot.
Mekkora a valésziniisége, hogy

(a) Osszegiik kisebb 1-nél,

(b) szorzatuk kisebb Z-nél,

(c) osszegiik kisebb 1-nél és szorzatuk kisebb Z-nél?

1.3 Vegyes feladatok

18. FELADAT: Mutassuk meg, hogy ha P(A) > 0.7 és P(B) > 0.9, akkor
P(AB) > 0.6!

19. FELADAT: Egy urndban az 1,2,..., N szdmjegyekkel jelzett lapocskdk
vannak. Mi a valdszin{isége annak, hogy sorjdban kihtizva a lapocskdkat,
legaldbb egyet ugyanolyan sorszdmu hizaskor hiizunk ki, mint a rajta levd
szdm?

20. FELADAT: n vizsgdzo lefelé forditva rakja le az indexét az asztalra,
majd mindegyik felvesz egy indexet taldlomra.

(a) Mennyi a valdszintiisége, hogy pontosan k hallgaté valasztja a sajat
indexét?

(b) Mihez tart ez a valdszinfiség, ha n — co?

21. FELADAT: Egy n hdzasparbdl 4ll6 tarsasdg tdncol. Az Osszes parokra
val6 oszlds egyenlSen valészini. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy
bizonyos pillanatban senki sem tdncol a feleségével?
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22. FELADAT: Mutassuk meg, hogy tetszéleges A, B eseményekre érvényes
a
P(AIB) =1—P(AB)

egyenl6ség, feltéve, hogy P(B) > 0.

23. FELADAT: Igazoljuk, hogy barmely A, B, C,P(C) > 0 eseményekre tel-
jesul, hogy
P((A + B)|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(AB|C)!

24. FELADAT: Legyen P(A) =1, P(A|B) =1 és P(B|A) = 1. Szdmitsuk ki
a P(A +B) és a P(A|B) valészintiségeket!

25. FELADAT: Mennyi a P(A) és P(B), ha P(A|B) = L, P(BJA) = 1 és
P(AIB) =17

26. FELADAT: Igazoljuk, hogy ha P(A) =2 és P(B) = %, akkor

7
5 <P(AB) <

|

0| Co

27. FELADAT: Két kockdval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a do-
bott szdmok Osszege hét, feltéve, hogy a dobott szdmok 0sszege paratlan?

28. FELADAT: Egy asztalndl négyen kartydznak. A 32 lapos magyar kar-
tyat egyenlden szétosztjdk egymads kozott. Ha az egyik kivédlasztott jatékos-
nak nem jut sz, mennyi a valészin{isége annak, hogy az utdna kovetkezének
sem jut?

29. FELADAT: Egy 32 lapos kartyacsomagbdl négy lapot hiizunk ki vissza-
tevés nélkill. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az elsé ketté kirdly, a
harmadik felsd, a negyedik pedig &sz?

30. FELADAT: A és B egymdstdl fiiggetleniil hazudnak ill. mondanak iga-
zat % ill. I valésziniiséggel. Feltéve, hogy A azt allitja, hogy B hazudik,
mennyi a valésziniisége, hogy B igazat mond?

31. FELADAT: Egy egyetemi vizsgdn az A-szakos hallgaték 60%-a, a B-
szakos hallgatdk 80%-a szerepel sikeresen. Az A-szakos hallgaték az év-
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folyam 15%-4at teszik ki. Mennyi a valészin{isége annak, hogy egy taldlomra
kivalasztott hallgaté sikeresen vizsgdzott?

32. FELADAT: Egy dobozban ot fehér és két piros golyé van. El6bb két
goly6t hiizunk a dobozbdl visszatevés nélkiil, majd egy harmadikat. Mennyi
a valdsziniisége annak, hogy a harmadiknak kivett golyd piros?

33. FELADAT: Két doboz mindegyikében 100 db csavar van. Az els6é do-
bozban 10 db, a masodikban 6 db selejtes. Taldlomra kivesziink egy csavart
valamelyik dobozbdl. A dobozok koziil egyenld valésziniiséggel vdlasztunk.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy a kivett csavar j67

34. FELADAT: Két vdaros kozotti tdviréosszekottetés olyan, hogy a leadott
tavirdjelek kozil a pontok %—e vonalld torzul, a vonalak %—a pedig pontta.
A leadott jelek kozil a pontok és vonalak ardnya 5 : 3. Mi annak a
valészintiisége, hogy ha a vevd oldalon pontot kaptak, akkor az add pon-
tot tovabbitott?

35. FELADAT: Tegyiik fel, hogy a férfiak 5%-a és a nék 25%-a szinvak. Egy
20 n6bodl és 5 férfibdl 4116 csoportbdl egy személyt taldlomra kivédlasztunk.
Megallapitjuk, hogy szinvak. Mennyi a valdsziniisége, hogy nét valasztot-
tunk ki?

36. FELADAT: n doboz mindegyikében n szdmu golyd van, mégpedig ugy,
hogy az i-edikben i db piros, a tobbi fehér, aholi = 1,2 ..., n. Véletlensze-
riien kivalasztunk egy dobozt, és abbdl kihtizunk egy golyét. Ez piros lett.
Mennyi annak a valészintisége, hogy azt az utolsé két doboz valamelyikébdl
haztuk?

37. FELADAT: Tegyiik fel, hogy valamely iizembél kikeriilé dru 75% va-
16szintiséggel els6 osztalyd. A kikerult termékeket vizsgdlatnak vetik ald.
Annak valésziniisége, hogy a vizsgdlat sordn egy els6 osztdlyu terméket
nem elsd osztdlytinak mindsitenek, 0.02. Annak valésziniisége viszont,
hogy egy nem elsd osztalyut elsd osztdlyinak mindsitenek, 0.05. Mennyi
a valészinlisége, hogy egy olyan termék, amely elsé osztdlyd mindsitést
kapott, valéban els6é osztalyu?

38. FELADAT: Egy gyarban hdrom gép gyart csavarokat. A termékek 25%-
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at az A-gép, 35%-at a B-gép, a tobbit a C gép gyértja. Az A-gép 5%-ban, a
B-gép 4%-ban, a C-gép pedig 2%-ban termel selejtet. Ha egy taldlomra
kivalasztott csavar selejtes, mennyi a valdszinilisége, hogy azt az A-gép
gyartotta?

39. FELADAT: Igazoljuk, hogy ha A és B fiiggetlen események, akkor A és
B is az!

40. FELADAT: Ketten 16nek egy céltdbldra. A taldlat valésziniisége az elsd
személy esetében 0.7, a masodik esetében 0.6. A taldlatok egymastol fugget-
lenek. Mennyi a valésziniisége, hogy legaldbb egy taldlat van a céltdblan?

41. FELADAT: Ketten felvaltva 16nek egy céltdblara az elsé taldlatig. A
kezdd taldlatédnak a valésziniisége 0.2, a masodiké 0.3. Mennyi a valészini-
sége, hogy a kezddé lesz az els6 taldlat?

42. FELADAT: Az oOsszes szamjegyet egyenként felirjuk tiz lapra. A lapok
kozul taldlomra valasztunk egyet, megnézzik a rajta 1évd szdmjegyet, majd
visszatesszilk. Legaldbb hdnyszor kell igy huznunk, hogy 0.9-nél nagyobb
valésziniiséggel legyen a kihuzott szamok kozott legaldbb egy paros szdm?

43. FELADAT: Bizonyitsuk be, hogy ha A C B és A és B fiiggetlenek, akkor
P(B) =1 vagy P(A) =0!

44. FELADAT: Legyenek az Aq,..., A, események teljesen fuggetlenek, és
legyen P(A{) = pi, i =1,...,n. Igazoljuk, hogy

P (UA1> =1-J]00—».
i=1 i=1

45. FELADAT: Az aldbbi szdmsorozatok koziil melyek alkotnak valészini-
ségeloszlast?

a) {p*q*}x=12.,aholq=1-pésO<p<1.

b) (P "dlxenmn+1.,aholneNésqg=1—p

C) Uik Jk 1,2,

(
(
(
(d) 33pq,3pq g3, aholq=1-pésO<p<l.
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(e) {3k§f3 Jk=0,1,2,...-

2 Valészintliségi valtozok

2.1 Striiség- és eloszlasfiiggvények

46. FELADAT: Eloszlasfiiggvények-e a kovetkez6 fliggvények?

(a)

3
F(x) = 1 + 7 arctan x;
(b)
0, ha x <0,
Fx) =4
i hax>0;
(c)
Fix)=e <
(d)
0, ha x <0,
Fx)=4q '
1 €, hax>0;
(e)

0, hax<0,
F(x) :{ )
T2 haXZO.

47. FELADAT: Egységnyi hosszisdgu szakaszon egymadstél fliggetlenul két
pontot valasztunk taldlomra. Legyen a valdszin{iségi valtozé a két pont
kozotti tavolsdg. Irjuk fel az eloszlasfiiggvényt és a siirtiségfiiggvényt! Ha-
tarozzuk meg annak valdsziniiségét, hogy a két pont tdvolsdga legaldbb
31
7!

48. FELADAT: Egységnyi hosszusdgu szakaszt taldlomra vdlasztott pont-
javal két részre osztva, mi a keletkezett szakaszok kozul a kisebbiknek az
eloszlasfiiggvénye?

49. FELADAT: Az aldbbi fuggvények kozil melyek siirliségfiggvények?

9



{sig’a ha 0 < x < 1,

0, maskor;

2
Inl ha0<x<T,
flx) = n - a X
0, maskor;
0, ha x <0,
f(X): —Xx 1—e— X
—eT—I——xez , hax>0;
f(x)—L\xlnqe’M"‘ x€ER, A>0
- 2(n—=1)! ’ ’ '
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50. FELADAT: Az A, a, b dllanddék milyen értékei esetén stlirliségfiiggvény

az
A

S R?
1+ a(x—b)?’ x €

f(x)
51. FELADAT: Egy & valdsziniiségi valtozo siirliségfiiggvénye

0, hax<2,
f(x) =

5, hax>2.
Hatdrozzuk meg az a egyutthaté értékét! Szadmitsuk ki, hogy milyen x

értékénél adédik P(& > x) = %!

52. FELADAT: Egy & valésziniiségi valtozo slirliségfuggvénye

0, ha x < 2,
fx)=1{ "
(=R ha x > 2.

Hatédrozzuk meg az A egyutthato értékét! Mekkora valdsziniiséggel esik a
& a (2,3) intervallumba?

53. FELADAT: Egy valdszintiiségi vdaltozo slirliségfiggvénye

flx) = {Acos%, ha 0 <x < m,

o, kiilonben.
(a) Mekkora az A érték?
(b) Irjuk fel az eloszlasfiiggvényt!

(c) Szamitsuk ki a P (& > %) valdsziniiségét!

54. FELADAT: Az F(x) eloszldsfiiggvényt O-ra szimmetrikusnak nevezziik,
ha slirliségfuggvényére

Bizonyitsuk be, hogy
F(x) + F(-—x) = 1!

55. FELADAT: Legyen &-nek az eloszlasfiggvénye F(x), amely folytonos és
szigorian novekv6é. Hatdrozzuk meg az n = F(&) valdszintiségi valtozd
eloszldsat!
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56. FELADAT: Tegyiik fel, hogy a & valésziniiségi valtozd, amelynek elosz-
lasfuggvénye folytonos, ”orokifji”, azaz tetszéleges t,s > 0 esetén

P(&>t+s|E>1)=P(§>s).

Hatdrozzuk meg a & eloszlasfiiggvényét!

57. FELADAT: Legyen & egyenletes eloszldsu a (0, 1) intervallumon. Hata-
rozzuk meg az 1 = &? eloszlasat!

58. FELADAT: Legyen & normdlis eloszldsi m és o > 0 paraméterekkel.
Mutassuk meg, hogy az 1 = a& + b szintén normalis eloszldsd, ha a # 0,
a,beR!

59. FELADAT: Csapagygolydk atmérdje normdlis eloszldsi valdsziniiségi
véaltozé m és o > 0 paraméterekkel. Irjuk fel a golydk felszinének eloszlasét
jellemzd siirtiségfiggvényt!

60. FELADAT: Legyen & egy A paraméterii exponencidlis eloszldsu valdszi-
niiségi valtozé. Hatdrozzuk meg a 2& + 3 silirliségfuggvényét!

61. FELADAT: Bizonyitsuk be, hogy ha & egyenletes eloszldsi a (—%, %)
intervallumon, akkor n = tané& egy (1,0) paraméterii Cauchy-eloszlasi®
valésziniiségi valtozd!

62. FELADAT: Legyen & normaélis eloszldst valdszintiségi valtozd m és o >
0 paraméterekkel. Hat4rozzuk meg a 1 = e® valdsziniiségi valtoz6 siiriiség-
fuggvényét!

2.2 Varhato érték és szdras

63. FELADAT: A £ valdszinliségi valtozo6 lehetséges értékei: —1,0,1, 2. Az
ezekhez tartozé valdsziniiségek rendre 55, 2, 1, ;. Szamitsuk ki a vérhaté

127 4 4°
értéket és a szdrast!

64. FELADAT: Egy kockdval addig dobunk, amig hatost nem kapunk.
Mennyi lesz az addigi dobdsszdm vdarhaté értéke, ha az utolsé dobast is
beleszamitjuk?

1

! Azaz, sfirfiségfiiggvénye: f(x) = lﬂ B i
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65. FELADAT: Legyen & olyan valdésziniiségi valtozé , amely lehetséges ér-

tékei: L% ahol k =1,2,.... A hozzdjuk tartozé valdszintiségek rendre:
Pk = 2k, = 1 V2. Mutassuk meg, hogy a {py)s2, valdsziniiség eloszlas,

de nem létezik varhato értéke!

66. FELADAT: A ¢ valdsziniiségi valtozd lehetséges értékei legyenek
0,1,2,... és a hozzdjuk tartoz6 valésziniiségek po, p1,.... Bizonyitsuk be,
hogy ha M(§) < oo, akkor

iP (& > k)!
k=1

67. FELADAT: Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzd p1, ill. p;
valésziniiséggel ér el taldlatot, ahol p; < p,. Az lgyetlenebb kezd, majd
felvaltva l6ének. Aki el6szor taldl, nyer. Mennyi a valdsziniisége, hogy az
ugyesebb nyer? Mennyi a jaték varhaté idétartama, ha percenként egy
lovést adnak le?

68. FELADAT: Legyen & egy )\ paraméterii Poisson eloszlasi valdszintiiségi

valtoz6. Hatdrozzuk meg az

T +£ valésziniiségi valtozé varhaté értékét!

69. FELADAT: Milyen A értékre lehet az

A

f(x) = W,

X € R,

fuggvény slirliségfiiggvény? Mutassuk meg, hogy az e siirliségfliiggvénnyel
jellemzett valészinliségi valtozénak nem létezik varhatoé értéke!

70. FELADAT: Egy folytonos eloszldsi valésziniiségi valtozd siirliségfigg-
vénye:
f(x) =

3

0, hax<I,
por) ha x > 1.

Szamitsuk ki a varhaté értéket és a szérasnégyzetet!
71. FELADAT: Mutassuk meg, hogy az

0, hax<1,
f(x) =

2
5, hax>1,

13



slirliségfliggvényli valésziniiségi valtozonak létezik varhaté értéke, de szé-
rasa nem!

72. FELADAT: Két pontot vdlasszunk taldlomra egy egységnyi hossziisdgu
szakaszon. Hatdrozzuk meg a két pont tdvolsdgdnak véarhatd értékét és
szOérdsnégyzetét!

73. FELADAT: A géazmolekuldk sebességét tekintsiik olyan valdszinliségi
valtozénak, amelynek slirliségfliggvénye

) {o, ha x < 0,
X)) =

4h3 2 ,—h?x?

ﬁx e , haXZO.

Szamitsuk ki a varhaté értéket!
74. FELADAT: Szdmitsuk ki az
f(x) =ze ™ xeR
stirtiségfliggvényii valésziniiségi valtozd varhato értékét és szérdsnégyzetét!

75. FELADAT: Szdmitsuk ki a kovetkezd slirliségfuggvénnyel jellemzett el-
oszldsok varhato értékét és szérasat!

(a)
|X‘, ha_1§X§1’
f(x) =
0, maskor.

0, ha x < 0,
36*%, ha x > 0.

76. FELADAT: Legyen a & valdszinliségi valtozd sliriiségfiiggvénye

0, ha x < 0,
f(x):{ ax

%e”‘", ha x > 0.

Hatarozzuk meg M(&)-t és D?(&)-t!
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77. FELADAT: Legyenek & és n fuggetlen valdsziniiségi valtozdok. Tegyik
fel, hogy 1étezik M(E), M(n), D(&) és D(n). Hatarozzuk meg D?(&n)-t!

78. FELADAT: Szdmitsuk ki az (a,b) intervallumon egyenletes eloszldsu
valészintiiségi valtozd n-edik momentumat!

2.3 A Csebisev-egyenlotlenség és kornyéke

79. FELADAT: A § valdsziniiségi véaltozé stirtiségfiiggvénye csak a (0, 6) in-
tervallumon kiilonbozik 0-tél, és M(&) = 1. Igazoljuk, hogy

P(E<5) > !

1O I

80. FELADAT: Egy forgalmas pdlyaudvaron meghatdrozott idében egy 1j-
sdgdrus egy oOra alatt eladott tjsdgainak szdma Poisson eloszldsi A = 64
varhato értékkel. Adjunk alsé becslést a P(48 < & < 80) valészintiségre, ha
& az eladott olvasnivalék szdméat jeloli!

81. FELADAT: Egy & valdsziniiségi valtozéra M (&) = 50, D(&) = 20. Szé-
mitsuk ki, hogy legfeljebb mekkora valésziniiséggel tér el & a varhatd érté-
kétodl abszolit értékben legaldbb 60 egységgel! Mekkora ennek a valészini-
ségnek a pontos értéke, ha & normadlis eloszldsi?

82. FELADAT: Egy & pozitiv valésziniiségi valtozora teljestil, hogy M (&) =
10 és D(&) = 10. Szamitsuk ki, hogy legfeljebb mekkora valdsziniiséggel
vesz fel & 55-nél nem kisebb értéket! Mekkora a valészin{iség pontos értéke,
ha £ exponencidlis eloszlasi?

83. FELADAT: Egy textilgydrban elddllitott szovet hosszdnak varhaté ér-
téke 35 m, szérdsa pedig 0.3 m. Legfeljebb mennyi annak a valdésziniisége,
hogy a szovet hossza legaldbb 1 m-rel eltér a varhatd értékt6l?

84. FELADAT: Egy forgalmas utkeresztezddésben dthaladdé gépkocsik sza-
ma legyen &. Tegylk fel, hogy M(E) = 500 és D(E) = 25. Legaldbb
mekkora valészintiséggel esik 400 és 600 kozé az 1 éra alatt dthaladé gép-
kocsik szdma?
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85. FELADAT: Adjunk alsd, ill. fels6 becslést a
P(lE—=M(E) >3D(g)) ill. P{lg—M(E)] <3D(E))

valdszintiségekre! Szdmitsuk ki a P(|§ — M(E)| > 3D(§)) valésziniiséget,
ha &

(a) normalis eloszlast,

(b) exponencidlis eloszlast,

(c) egyenletes eloszlasi a [—1, 1]-n,
(d) Poisson eloszlasu és M(&) = 0.9!

86. FELADAT: Hdényszor kell egy szabdlyos érmét feldobnunk, hogy a fejek
szdmdnak relativ gyakorisdga legaldbb 0.9 valészintiséggel 0.1-nél keveseb-
bel térjen el a valdsziniiségtol?

87. FELADAT: Hdényszor kell egy szabalyos kockdt feldobnunk, hogy a hatos
dobds valésziniiségét az esemény relativ gyakorisdga legaldbb 0.8 valészini-
séggel 0.1-nél kisebb hibaval megkozelitse?

88. FELADAT: A gyartmdnyok 10%-a hibds. A minGségi ellendrzés csak
akkor taldlja elfogadhaténak a tételt, ha ebben legfeljebb 12% a hibds.
Mekkora legyen a tételben a gydrtmdanyok darabszdma, hogy a hibas aruk
relativ gyakorisdga a megfeleld valészinliségtol legaldbb 0.95 valésziniiséggel
ne térjen el 0.02-nél nagyobb értékkel?

89. FELADAT: Bizonyitsuk be, hogy ha &, egy m és p paraméterli bi-
nomidlis eloszlasu valdsziniiségi vdaltozd, akkor

P<§—p‘ Ze>§

n
90. FELADAT: Valamely tdrsadalmi réteghben meg akarjuk hatdrozni a
szeszfogyasztok ardnydt. Hdany megfigyelést kell elvégezni ahhoz, hogy a
megfigyelésbdl ad6dé ardny a valédi ardnytol 95% valészintiséggel legfel-
jebb 1%-kal térjen el?

I
4e2n
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91. FELADAT: Legyen a ¢g(x),x > 0 fliggvény nemnegativ és monoton no-
vekv6. Mutassuk meg, hogy tetszbleges valds valdsziniiségi védltozoéra igaz,

hogy
M(g(lEl))

P(E] > €) < ‘
gle)

feltéve, hogy M(g(&)) < oo.

2.4 Tobbdimenzids eloszlasok

92. FELADAT: Végezzunk két kockdval dobdsokat. A ¢ jelentse az egyik
kockdn dobott szdmot, 1 jelentse a mdsikon dobottat. Irjuk fel a (&,n)
kétdimenzids valdszinliségi valtozd eloszlasat!

93. FELADAT: A (§&,n) eloszlasfiiggvénye a kovetkezo:

1+e*Y—e*—e Y, hax>0,y>0,
F(va) = .
0, maéskor.

Hatdrozzuk meg a & és 1 peremeloszlasokat! Szamitsukkia P(§{ < T,n< 1)
valésziniiséget!

94. FELADAT: Aallapitsuk meg, lehet-e siiriségfliggvény az

T X2 aiay?

f(X»U) :Z_[e 2

fuggvény!
95. FELADAT: Legyen & és n egyuttes siiriségfuggvénye:

x+y, had<x<1,0<y<l,
fx,y) =

0, maskor.

Szamitsuk ki & 41 és & —n varhato értékét!

96. FELADAT: Legyen (§,1) normalis eloszlasi

T X2 aweay?
2

f(xay) - Z_[e

stirliségfiiggvénnyel. Szamitsuk ki M(&n)-t!
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97. FELADAT: Szamitsuk ki az
m=1-& é& m=1-§&
korrelaciés egyiitthatdjat, ha R(&;, &;) = %!

98. FELADAT: Adott az A és B esemény. Ismeretes, hogy P(A) = J—U

P(A|B) =3 és P(BJA) = ;. Legyen & =1, ha A bekovetkezik, és & =0, ha
nem kovetkezik be. Hasonléan, legyen n = 1, ha B bekovetkezik és 1 = 0,
ha B nem kovetkezik be. Szamitsuk ki R(&,n)-t! Fiiggetlen-e n és &7

99. FELADAT: Egy dobozban négy j6, hdrom hibds és harom selejtes ter-
mék van. Egymds utdn, visszatevés nélkul kiveszink két terméket. Jelle-
mezze & az elsé huzds eredményét, mégpedig & = 0, ha selejteset huzunk,
& =1, ha hibésat, £ = 2, ha jot. Jellemezze n a mdasodik hiizas eredményét
ugyanugy.

(a) Fiiggetlen-e & ésn?

(b) Mekkora & szérdsa?

100. FELADAT: A (&,1) lehetséges értékeit a (0,0), (0,4), (4,4) és (4,0)
pontok dltal meghatarozott négyzet belsejében 1évo egész koordindtdju pon-
tok alkotjdk. A (&,1) ezeket a pontokat egyenld valdsziniiséggel veszi fel —
a négyzet kozéppontja kivételével, amely négyszer akkora valdsziniiséggel
kovetkezik be, mint a tobbi. Szamitsuk ki az R(&,n)-t. Fiiggetlen-e & és n?

101. FELADAT: A (&,n) lehetséges értékei: (1,0), (0,1), (—1,0) és (0,—1).
A (&,1) ezeket az értékeket egyenls valészintiséggel veszi fel.

(a) Fiiggetlen-e & ésn?
(b) Szdmitsuk ki R(§,n)-t!
102. FELADAT: Legyen (&,1) egylttes slirtiségfiiggvénye:

f(x,y) = g(x+y2), had<x<1,0<y<T,
’ 0, maskor.

Szémitsuk ki R(&,7)-t!
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103. FELADAT: Legyen (&,n) egyiittes stirtiségfiiggvénye:

f(x,y) = %ﬁ

Szamitsuk ki R(&,n)-t!

e 30 xy+y?)

104. FELADAT: Bizonyitsuk be, hogy ha

2

fx,y) = %T {(\/EeT — e’x2> eV + (\/Ee% — ey2> ex2:|

XZ .o
akkor fg(x) = f,(y) = \/%Te*T, R(&,1) =0, de & és 1 nem fiiggetlenek!

105. FELADAT: Legyenek & és m fluggetlen A ill. u paraméterii Poisson
eloszlasu valdszintiségi valtozdk. Legyen ( = &+n. Hatdrozzuk meg R(§, ()-
t!

106. FELADAT: Azt mondjuk, hogy (&,1) 2-dimenziés normalis eloszlasd,
ha az egyuttes sliriiségfiiggvény:
Xz X 2
f(x,y) = ! o (e )
27t01024/1 — p?

ahol 07,0, >06és |p| <1
(a) Bizonyitsuk be, hogy & € N(0, 01), n € N (0, 02) és R(&, 1) = p!

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha R(&,n) = 0, akkor & és 1 fiiggetlenek!

3 Nevezetes eloszlasok

3.1 Binomialis eloszlas

107. FELADAT: Annak valdésziniisége, hogy egy uzemben a nyersanyagella-
tas valamely napon zavartalan, 0.75.

(a) Mekkora a valdszintisége, hogy egy héten (hat napon) keresztiil
csak hdrom napon &t lesz az elldtds zavartalan?

(b) Mennyi lesz az egy heti zavartalan elldtdsi napok szdmdanak var-
haté értéke?
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108. FELADAT: 100 db alkatrész koziil 2 db selejtes. Egymas utédn otszor
veszunk ki 5 elem{i mintdt, véletlenszeriien visszatevéssel. Mennyi annak
a valészintiisége, hogy mind az otszor csupa j6 alkatrészt huzunk?

109. FELADAT: Egy alkatrészhalmazbdl hatelemii mintat vettunk vissza-
tevéssel. Annak valészinfisége, hogy a minta 3 db selejtet tartalmaz -

25"
Mennyi a selejtardny?

110. FeELADAT: Egy automata gépnél megfigyelték, hogy naponta atlago-
san 12 db termék lesz selejtes, ezek szdmdanak szérdsa 3.41.

(a) Hany terméket készit naponta a gép?

(b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy egy napon a selejtes termé-
kek szdma tiznél kevesebb?

111. FELADAT: Hanyszor dobjunk fel egy kockdt, ha azt akarjuk, hogy 1-
nél ne legyen kisebb annak a valdsziniisége, hogy a hatos dobdsok szdma
legaldbb kettd legyen?

112. FeELADAT: Egy forgalmas postahivatalban egy év alatt 1017 cimzetlen
levelet adtak fel. Mekkora a valésziniisége, hogy egy nap ketténél tobb
cimzés nélkili levelet adtak fel?

3.2 Poisson eloszlas

113. FELADAT: Egy augusztusi éjszakdn datlag tiz percenként észlelhetd
csillaghullds. Mennyi annak a valészini{isége, hogy egy negyeddra alatt két
csillaghulldst 1atunk?

114. FeELADAT: Egy konzervgydr valamelyik uveggyartél egyliteres iivege-
ket rendel. 200 db uveg kozil dtlagosan hdrom uveg selejtes. Mekkora
annak a valésziniisége, hogy 1000 uveget dtnézve, abban pontosan 10 selej-
tes uiveget taldlunk?

115. FeELADAT: Kaldcssutéskor 1 kg tésztdba 30 szem mazsoldt tesznek.
Mennyi a valésziniisége, hogy egy 5 dkg-os szeletben kett6nél tobb mazsola
lesz?
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116. FELADAT: Egy 500 oldalas konyvben 200 sajtéhiba taldlhaté. Mek-
kora a valésziniisége, hogy 10 véletlenszer{ien kivadlasztott lapon nem lesz
sajtéhiba?

117. FELADAT: Egy ruhaszovet anyagdban 100 m-enként atlag 5 hiba van.
Egy 300 m-es szovetet 3 m-es darabokra vdgnak. Eléreldthatélag hény
hibatlan darab lesz ezek kozott?

118. FELADAT: Egy aruhédzban adott At hosszisdgui idétartam alatt meg-
jelent 1dtogatok szdma Poisson eloszlast valdszintiségi valtozé A paraméter-
rel. Ismeretes, hogy egy latogaté p valészintiiséggel vdsarol valamit. Mennyi
a valésziniisége, hogy adott At iddintervallumban éppen k személy vasdrol?

119. FELADAT: Bizonyitsuk be, hogy ha & egy A paraméterii, n pedig egy
u paraméterti Poisson eloszldsu valésziniiségi valtozd, amelyek egymdstol
fuggetlenek, akkor £+1 egy A+ paraméteri Poisson eloszldst valdszintiiségi
valtozé! Altaldnositsuk a feladatot n valészintiségi valtozé esetére!

120. FELADAT: Legyen & egy A paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiiségi
valtoz6. Hatdrozzuk meg az
1
M ——
()

3.3 Egyenletes eloszlas

varhato értéket!

121. FELADAT: Mekkora valdsziniiséggel vesz fel egy, a (—\/g, \/3) inter-
vallumon egyenletes eloszldstu valészinliségi valtozoé olyan értéket, amely a
varhaté értékétdl szérasdndl nagyobb értékkel tér el?

122. FELADAT: A & egyenletes eloszlast valészintiségi valtozd, és M (&) =
D2(&) = 4. Irjuk fel a & eloszlasfiiggvényét!

123. FELADAT: A & egyenletes eloszldst valdszin(iségi valtozé az (a,5) in-
tervallumon. Ismeretes, hogy

1
P (&> M(E —25+1)) =z
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Mekkora a P(& > M(& — 1)) valdszintiség?

3.4 Exponencialis eloszlas

124. FELADAT: Egy & valdsziniiségi valtozé jelenti annak az tutnak a
hosszdt, amelyet egy gépkocsi az elsé miiszaki hibdig megtesz. Tegyuk
fel, hogy & exponencidlis eloszldsti 500 km vdrhaté értékkel. Szamitsuk ki,
mennyi a valésziniisége annak, hogy & a varhatd értékénél kisebb értéket
vesz fel!

125. FELADAT: Mutassuk meg, hogy az exponencidlis eloszlds rendelkezik
az "orokifju” tulajdonsadggal, azaz

P(E<x+tlE>1t) =P(E<x),

illetve
P(E> x4+t > 1) =P(§>x),

ahol x,t > 0.

126. FELADAT: Legyenek &;-k egymdstél figgetlen, A; paraméterii expo-
nencidlis eloszlasti valészintiségi valtozdk, i = 1,2,...,n. Mutassuk meg,
hogy

P(min(&;,..., &) <x)=1— e (I }‘i)x,

ahol x > 0.

127. FELADAT: Egy szovogép 400 szdllal dolgozik. Az egyes szdlak ”élet-
tartama”, tehdt az az id6, amig az adott szdl el nem szakad, exponencidlis
eloszlasld, minden szdlra 150 éra véarhatd értékkel. Feltételezve, hogy a
szdlak egymastol fiiggetlenek, mennyi a valdsziniisége, hogy a gép fonalsza-
kadds miatt a megindulastodl szadmitott hdrom éran belul megall?

128. FELADAT: Annak valdsziniisége, hogy egy benzinkiutnal a tankoldsra
hat percnél tobbet kell varakozni, a tapasztalat szerint 0.1. Feltételezve,
hogy a varakozdsi id6 exponencidlis eloszldsli, mennyi a valészinlisége, hogy
egy véletlenszeriien a benzinkithoz érkezd gépkocsi harom percen beliil
sorra kerul?
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129. FELADAT: Legyen a & valdsziniségi valtozé A paraméterii exponenci-
alis eloszldsu. Hatdrozzuk meg a kovetkez6 valdsziniiségi valtozok siirliség-
fuggvényét:

(a) V&,
(b) 572’
(c) +Iné&!

3.5 Normalis eloszlas

130. FELADAT: Legyen a & normdlis eloszldsi m = 3 és 0 = 2 paramé-
terekkel. Mekkora legyen az A szdm, ha azt kivanjuk, hogy a & a (0,A)
intervallumba legaldbb % valdszintiiséggel essen?

131. FELADAT: Hogyan jellemezhet6ek azok a normdlis eloszldsu & vald-
szinliségi valtozdk, melyekre 0.95 valdsziniiséggel teljesul az, hogy a &-nek
a varhaté értékétdl vald eltérése egynél kisebb?

132. FELADAT: Egy fafeldolgoz6 telepen deszkédkat készitenek. Ezek hosz-
sza normalis eloszldsi m =400 cm , 0 = 3 cm.

(a) A deszkék hany szdzaléka lesz 398 cm-nél hosszabb és 401 cm-nél
rovidebb?

(b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a deszkdk hossza a 400 cm-
tol legfeljebb 2.5 cm-rel tér el?

133. FELADAT: Egy loveg tiizel egy 1200 m tavoli célpontra. A 16tévolsdg
ingadozdsa az 1200 m korul normadlis eloszldsi 40 m szérdssal. Hatdsosnak
tekinthetd egy 10vés, ha a taldlat a célhoz 50 m-nél kozelebb esik. A lovések
hdny szdzaléka lesz hatastalan?

134. FELADAT: Valamely gép 15 mm atmér6jii alkatrészeket gydrt 0.5 mm
szordssal. Normalis eloszlastunak tekintve a legydrtott alkatrész dtmérdjét,
mekkora valészinliséggel gyart a gép a névleges érték 5 szdzalékdndl na-
gyobb eltérésii alkatrészt?
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A megoldasok






4 Elemi feladatok

4.1 Klasszikus valésziniiségi mezok

A kovetkez6 feladatok megolddsihoz klasszikus (vagy kombinato-
rikus?) valdsziniiségi mez8ket alkalmazunk. Ezek jellemz&i, hogy
végesek és az elemi események valdsziniiségei egyenléek. Ennek
kovetkeztében a valdsziniiségek a

"kedvezd esetek szama”

P=—
“0sszes esetek szama”

formulaval szamolhatdak.

A kovetkezokben feltessziik, hogy az olvasd az alapveté kombinato-
rikai fogalmakkal tisztdban van (gyakran fogunk rajuk hivatkozni).

1. FELADAT: Tiz konyvet egy polcon pontosan n = 10!-féle sorrendben
lehet elhelyezni. Ha a kivalasztott hdrom konyv elhelyezését is figyelemmel
kisérjuk, akkor azok az esetek, amikor egymds mellé keriilnek, a kovetkezd
moédon szamldlhatéak le: a kivdlasztott konyvek kozil az elsé kotet nyolc
helyre kertilhet; mésrészt mind a kivdlasztott, mind pedig a ki nem valasz-
tott konyvek sorrendje tetsz6leges lehet (3!-7! lehetSség), tehat a kedvezd
esetek szama k = 8- 3! - 7!. Igy a keresett valdszintiség:

p_ “kedvez0 esetek szama” 8-31.71 B 8!- 3! B 1-2-3 B l
~ “Osszes esetek szdama” 0 100 10! 9-10 15°

2. FELADAT: Az els6 lapon 10, a mésodik lapon ¢ szdmjegy lehet, tehét az
osszes esetek szdman = 10-9 = 90. A tizennyolccal oszthatd szdmok szdma
egy és szdz kozott ot (18,36,54,72,90). Miutdn ezek koziill mindegyik
kihizhaté a feladatban emlitett médon (mivel szdmjegyeik kiilonbozéek),
a kedvezd esetek szdma ugyanennyi, k = 5. Igy a keresett valészintiség:

_ “kedvez6 esetek szama” 5 1
“Osszes esetek szdma” 20 18°

3. FELADAT: A kihtuzott lapok koziil akkor zold legaldbb egy, ha pont egy
zold vagy pont kettd zold vagy pont hdrom zold; ezek az események nyil-
vanvaldéan paronként kizdrdak. Vizsgdljuk a megfelelé események valdszi-
niiségét! Harom lapot egy 32 lapos kartyacsomaghél n = (%) féleképpen

2A “kombinatorikus” jelzd a szdmolésok sziikségszeriien kombinatorikus jellegére utal.
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hizhatunk ki; ennyi az osszes esetek szdma. Ezek kozil azon esetek szdma,
amikor pontosan m (ahol m = 1,2, 3) zold, a kovetkezé médon szdmldlhatéd
le: az O0sszes z0ld lapbdl m-et (i)—féleképp lehet kivélasztani; a 24 nem zold
lapbél a maradék 3 —m lap pedig (ﬁ:ﬂ) -féleképp valaszthatd ki. [gy annak
a valésziniisége, hogy hdrom kihtzott lap koziil pontosan m zold

() - G
5)

P =

Innen a keresett valdszintiiség:

8\ (24 8\ (24 8\ (24
RSO R ) B H ) I c Y

(3)
4. FELADAT: n szdmozott golyé n!-féleképp hiizhaté ki egy dobozbdl.

(a) A kedvez6 esetek szdma pont egy (mert csak egy emelkeds sorrend
létezik), tehdt

_ “kedvezl esetek szama” 1

“Osszes esetek szdma” — nl!’

(b) Ha megkoveteljiik, hogy a k-val jelolt golydt k-adiknak hizzuk ki,
akkor csak a maradék k—1 goly6 kihtizdsa tetszOleges, tehdt a keresett
val6szintiiség

_ “kedvezd esetek szdma” (n—1)! 1

P T ws < ” = -
osszes esetek szama n! n

5. FELADAT: Egy iltetési sorrend teljesen meghatarozott, ha a férfiak he-
lyét megadjuk. Mivel nem tesziink kdzottiik kiilonbséget, ez ('°)-féleképpen
lehetséges. “J6” tltetési sorrend osszesen kettd van:

ANAo/ANo/ANo oo,

ill.
oAoAoANo/ANo,

ahol A= férfi, o=n6. Tehdt a keresett valdsziniiség:

p “kedvez6 esetek szama” 2 2
© “Bsszes esetek szama” (‘50) - 252°
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6. FELADAT: Mivel a szerepl6ket a magassdguk megkiilonbozteti, az ilte-
tési sorrendek szdma n!. A szdmunkra kedvez6 eseteket a kovetkez6 médon
szamlaljuk le: nevezziik a legkisebb, ill. legnagyobb embert kivdlasztottak-
nak. A kivdalasztottak kozil az elsd n helyre iilhet le; mind a kivalasztottak,
mind pedig a ki nem vdalasztottak sorrendje 1ényeges, tehdt a kedvezd esetek
szdma n - 2! - (n — 2)!. Igy a keresett valészintiség:

“kedvez6 esetek szama”

p_ n-2l-m-2) 2

“Osszes esetek szama” n! n—1

7. FELADAT: Jelolje a fehér golydk szdmdat W, a fekete golydkét pedig B;
osszesen tehdt 6 + W + B goly6nk van. A megadott valészin{iségek alapjdn
tudjuk, hogy

B+W
6+B+W 5
6+ B .
6+B+W 3

A fenti egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy B =4 és W = 5. Tehét 4
darab fekete és 5 fehér goly6 van az urndban.

8. FELADAT: Legyen a szukséges fehér golydk szdma F; ekkor az oOsszes
golyék szdma 5 + F. Annak a valésziniisége, hogy fehér goly6t huzunk
F
P=—.
S+F
A feladat alpjan az

F
— 509
5+F

egyenldtlenséget kell megoldanunk. Mint az egyszertien ldthatd, a megoldas
F> % = 45; azaz legaldbb 46 fehér golydt kell a pirosakhoz hozzdtennunk.

9. FELADAT: Az els6 feladatunk a csapatok 1étszdmainak meghatdrozasa;
jelolje x az els6, y pedig a masodik csapat 1étszdmdt. A feladat alapjan

(2) =
()+(5)

29



Az els6 egyenletbdl (akdr egy mésodfoki egyenletre vald redukciéval, akar
a Pascal-hdromszog alkalmazédsdval) egybdl kapjuk, hogy x +y = 17. A
masodik egyenlet alapjan
go- X =D ylu=1) Ayl = (xty)
2 2 2
(x+y)?—2xy — (x+y) 172-17

= Cxu =136 —
> > Xy 36 — xy,

amiblbl xy = 70. A gyokok és egyutthaték kozotti ismert Osszefuiggés
alapjan x ill. y a

2 —17t+70=0

masodfoki egyenlet megolddsa; tehdt x = 10 és y = 7 (vagy megforditva,
persze). A keresett valdsziniiség meghatdrozdsdra ezek utdn az ismert for-
mulat alkalmazzuk:

10\ (7

()@ _ 45

(7) 136

10. FELADAT: Annak a valdsziniisége, hogy 20 + 30 ég6bdl kivalasztva
kettét a kivdlasztottak koziil m darab (m = 0,1,2) legyen 40 W az is-
mert formula szerint v/ 30

(m) (me)

(20-530)

P =

Ezek szerint:

(a) hogy mindkét kivalasztott égé 40 W-os lesz, annak valdszintisége:

(3) (%) _ 190 _ 38

(520) 1225 245

P, = ~ 0.155.

(b) hogy egyik sem 40 W-os:
() () _ 435

) ~ 1225

P= ~ 0.355

(c) hogy csak az egyik 40 W-os:

O o




11. FELADAT: Az osszes lehet8ségek szdma 6 - 6 = 36. Ebbdl a kedvezd
esetek (1+6,2+5,3+4,4+3,5+2,6+ 1) szdma 6. Tehdt a keresett
valészintiiség:

~ “kedvezd esetek szama” 6 1

© “Osszes esetek szdma” < 36 6

4.2 Geometriai valdszintliség

A geometriai valdszintiség kiszamitasanal az eseménytér elemeit vala-
mely T geometriai alakzat pontjaival azonositjuk, majd feltessziik,
hogy egy A C Q esemény valdsziniisége aranyos a neki megfeleld
Ta részhalmaz mértékével (hosszaval, teriiletével vagy térfogataval).
I/gy a keresett valdsziniiség

_ 1(TA)
w(Ta)’
ahol 1 a megfelel6 geometriai mértéket jeloli.

P(A)

12. FELADAT: Az ivhosszak ardnya alapjan a keresett valdsziniiség JT-

13. FELADAT: Az eseménytér pontjai — az r sugaru korlap kozéppontjdnak
lehetséges helyzetei — egy R sugaru korlapon helyezkednek el. Az r sugard

1. dbra: 13. feladat

korlapot akkor tartalmazza az R sugari korlap, ha annak kozéppontja egy
R — r sugari korlapon beliil van (ldsd 1. &bra). A keresett valdszinfiség a
két korlap tertiletének ardnya, tehat

_ T R=1)-m_ (R—71)?

P= — =
w(To) RZ.m R?
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14. FELADAT: Jelolje a két pont tdvolsdgdt a szakasz kezd6pontjatol x és
y (lasd 2. &bra). Ekkor az eseménytér tetszoleges elemét azonosithatjuk

0 X Y 1

2. abra: 14 feladat

az egységnégyzet (x,y) koordindtdjd pontjaval (ldsd 3. dbra). Annak va-
16szintiségét keressiik, hogy |x — y| < h, vagyis, hogy y < x +h ésy >
x — h. Ha ezt koordindtarendszerben dbrazoljuk, jol latszik a tertiletek
kozti osszefuggés. A keresett valdsziniiség tehdt:

_h)2
w(Ta) _ 128 zh)
w(To) 1

p— =1—(1—h)?!=2h—n2%

Y,

0,1)

y=x—h
, /
(0,0) (h,0) (1,00

3. dbra: 14. feladat

15. FELADAT: Akéarcsak az el6bb, jelolje a két pont tavolsdgdt a szakasz
kezd&pontjatdél x és y. Két eset lehetséges.
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/
0.1 (1,1)
y:x+%
0,1) 4
/
y=x—13
(0,0) . (3,0) (1,00 X

4. abra: 15. feladat

1. Hay > x, akkor a keletkezett szakaszok hosszai x, (y —x) és (1 —vy).
Haromszog csak akkor szerkeszthetd ezekbdl, ha bdrmely két szakasz
egyuttes hossza nagyobb a harmadik szakaszndl, azaz

x < (y—x)+(1—-y)=1—x
y—x < x+(1—y)
1—-y < x+(y—x)=vy.

Innen kapjuk, hogy

x < 2
< x+1
Y 2
5 1
y 2'

2. Az y < x esetben — hasonlé megfontoldsok alapjdn — az

< 1
Y 2

<yt
X yz

o
x 2
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feltételek addédnak.

Most, az el6z6 feladat megolddsdhoz hasonldéan, a keresett valdsziniiség
a fenti feltételek valamelyikének megfel6 (x,y) pontok A halmazinak a
teriiletének és az egységnégyzet teriiletének ardnya:

p_ M) 3 ]

Cw(Te) 14

16. FELADAT: Az el6z6 feladatokndl alkalmazott modellt és jeloléseket
haszndljuk.

1 1

(0,1) - (0,1)1—%
X
] 2x | ]
i O\[1 | A
. 2
i .
. |

(0,0) (1,0)% (0,0) (1,0)%

(a) rész (b) rész

5. &dbra: 16. feladat

(a) A feltétel alapjan xy < 1, azaz y < &-. A valésziniiség a megfeld
teriiletek ardnya, tehat (ldsd 5. dbra)

w(Ta)  w(Ta)
P= —Ta =
w(Ta) 1 "
T (' T 1M1 1 .
z*ﬁ ad"—zﬁhzd"—z*zﬂm‘h—
11

(b) Hasonléan, a feltételek alapjan xy > ;, vagyis y > ;-. A keresett
valészintiséghez ismét tertiletet szdimolunk (lasd 5. dbra)

1 1
pzij ldxzilJ Tax =

4 1 4x 4 4)ix
3 1
- — —1n4.
1 4111



17. FELADAT: Ismét a “klasszikus” receptet (és jeloléseket) alkalmazzuk.

(a) A feltétel alapjdn x +y < 1, tehdt P = % (lasd 6. &bra).

Y Uy ]
(0,1) (0,1) (5 1)
\
y=1-—x | yz%
I \g»%)
. | .
(0,0) (1,0) X (0,0) (1,0) X
(a) rész (b) rész
Y,
| 2
(0,1) 5 1)
P3
I P,
I (1,3)
I | T
00 P P, (1,0 %

(c) rész

6. dbra: 17. feladat

(b) A feladat szerint xy < 3, tehdt a keresett valészintiség (lasd 6.
dbra)

P=Z1| Zdx=2+42%1m9— 2.
9+%9xx g Tom7—gn

2 J‘ 2 22 2
(c) A kovetkez6 feltételeknek kell teljesiilnie:

x+y < 1

xy <

Rl )
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A feltételeket teljesité pontok halmazédnak, a "satirozott” rész teri-
letét kell meghatdroznunk. Csak a a P;P,P;P, alakzat tertiletének
meghatdrozdsa nem trividlis, tehat erre koncentralunk. Az elsé 1épés
a Py és P, pontok koordindtdinak kiszdmitdsa. Ehhez meg kell hata-
roznunk a P; és P, pontok koordindtdit, azaz az

x+y =

ol —

Xy =

egyenletrendszer megolddsait. A mdésodfokd egyenlet gyokei és e-
gyutthatéi kozotti ismert osszefliggések alapjdn a fenti x ill. y valto-

zok a
2
t?—t+-=0
+9

masodfoku egyenlet gyokei; egyszerli szamoldsok utdn kapjuk, hogy a
keresett koordindtdk (1, 2), ill. (%,1). Ezek szerint a keresett teriilet:

33 33
32 2 (31 2 : 22 1. 2
Pi=| —dx==| —dx=Z>[lnx]? ==(ln= —In-)==1n2.
! L%" 9LxX gInxly =g(lny ~In3)=gln
és igy a meghatdrozandé valdsziniiség
1241 (3)° 2
P=P +-.3 23, ——4+Z1In2
1+3 2 + > 34—911
4.3 Vegyes feladatok
18. FELADAT: A kozismert
P(A+B) =P(A)+ P(B)— P(AB) (1)

és P(A + B) < 1 Osszefiiggések alkalmazdasdval kapjuk, hogy
P(AB)=P(A)+P(B)—P(A+B)>0.7+0.9—1=0.6.

A kovetkez6kben gyakran alkalmazni fogjuk (1) kovetkezd altala-
nositasat, az ugynevezett szitaformulat. Legyenek A1, Ay, ..., An
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teteszoleges események; ekkor

PAAT+-+A) =) PAJ— )  PAA)+
k=1 Kl

klel..n

Y PAAAL) £ P(AALLL AL (2)

k#Ll#m k#m
klmel.n

A szitaformula indukcidval bizonyithatd; vegyuk észre, hogy az n =
2 eset pont az (1) formula. A bizonyitds kozismert, igy itt nem
végezzuk el, de — erzékeltetendd az dltaldnos gondolatmenetet — bi-
zonyitjuk a formuldt az n = 3 esetre. Legyenek tehdt A;, Ay, A3
tetszbleges események; ekkor az (1) egyenléség alapjan

P(A1+ A2+ A3) =P(A1+ (A2 +A3)) =
P(A1) + P(A2+ A3) — P(A1(A2 + A3)) =
P(A1) + [P(A2) + P(A3) — P(A2A3)] — P(A1A2 + A1A3) =
[P(A1) + P(A2) + P(A3) — P(A2A3)] —
[P(A1A2) + P(A41A3) — P(A4AAL1A3)] =
P(A1) +P(Az) + P(A3) — [P(A4A2) + P(A1A3) + P(ALA3)] +
P(A1A2A3)

19. FELADAT: Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a k-adik lapocskat k-adik-
nak hizzuk ki. Els6 1épésként kiszdmitjuk a P(Ai Ay, ... Ay, ) valészind-
séget. Az A /Ai,...A;, esemény jelentése, hogy az i;1,...1,, lapocskdk
mind megfelelé sorrendben jonnek ki; a maradék lapocskédk sorrendje (n —
m)!-féle lehet. Mivel az Osszes hiizasi sorrendek szdma n!, a keresett valo-
szinliség

(n—m)!

P(ALA;, . AL) = ——

A feladatban az Ay +---+ A, esemény valdsziniiségét keressik; a szitafor-
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mula szerint

PA1+-+A) =) Pac— > PAAI+
k=1

k£
k,lel..n
> PAVAAL) £ £ P(AGA; LA, =
k#Ll#m k#m
klmel.n
R Y Y| —3) —n)!
n(n 1! _(n (n—2)! . n\ (n—3)! - n\ (n—mnj! _
n! 2 n! 3 n! n n!
1 1 1 1 1 1 D (—1)kH!

k=1

Erdemes megjegyezni, hogy

tehat az n — oo esetben

. — (—1) — (—1* _
Lm P(Ay+ - +An) =) =1-) =1—

n—oo

20. FELADAT: Miel6tt a feladatok megolddsdhoz kezdenénk, néhdny 4lta-
ldnos jellegli megjegyzést tesziink. Sorszdmozzuk meg a hallgatékat, ill.
indexeiket 1-t6l n-ig. Egy sorrend, ahogy a hallgaték az indexeiket fel-
vehetik az asztalrél ekkor leirhaté 1...n egy permutdciéjaval; mdés széval
az O eseménytér az 1...n szdmok osszes permutdcidinak halmaza. Le-
gyen {i;,12,...,1} az {1,...,n} halmaz egy k-elemi részhalmaza, és jelolje
‘‘‘‘‘ i, azt az eseményt, hogy az i;,12,...,1k sorszdmu hallgaték a sajat
indexuiket hlizzdk és a megmaradé n —k szdmu hallgaték egyike sem hizza
sajat indexét; legyen tovabba J,, | ennek az eseménynek mint () részhalma-
zanak, a szamossdga®. Nyilvanvald, hogy az A;, i, esemény valésziniisége

.....

Jnx
P(Ai1 ..... ik) - %'
Hatdrozzuk meg most a J,  szdmot! Ha megfeledkeziink az i;,...,1k

sorszdmu hallgatékrdl, akkor, egyrészrél, annak a B, y eseménynek a va-
16szintisége, hogy a maradék n — k hallgaté kozil senki sem huzza a sajat

$Nyilvénvald, hogy A,
megvalasztasatol.

i, k szdmossaga fiiggetlen az {i1, 12, ..., 1k} halmaz elemeinek

.....
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indexét, pontosan

] n—k

P(Bn—k) = m

Masrészt, B,,  annak a C,  eseménynek a komplementere, amely annak
felel meg, hogy a maradék hallgaték koziil legaldbb egy a sajdt indexét
htuzza. A 19. feladat alapjan tudjuk ennek az eseménynek a valdszini-
ségét, tehat

]nfk = ( ]+1 e k
1 = DB =1 P(Ca) —1—Z
j=1 j=0
Innen:
n— k
T (3)
j=0

P(Anx) =P Z A | =

{11,eery i tc{1,...n} {11,eery i tc{1,...n}
—k (=1) _
n\Jnx (M (nfk)'Z]‘_o (]1) 1 e k(—1)J
k) nl \k n! k! j!

kapjuk, hogy




21. FELADAT: Ha a tadncrendet tgy képzeljik, hogy minden férfi valaszt
magdnak egy pdrt, akkor az el6z6 feladat megolddsdban alkalmazott maéd-
szert kovetve annak a valdsziniisége, hogy n parbdl senki sem téncol a sajat
parjaval:

= (—1)*
2

k=0

22. FELADAT: Egyrészt, a definicié és a P(B) # O feltevés szerint,

— . P(AB)
P(A|B) = P
Masrészt, (AB)(AB) = 0 és AB + AB = (A + A)B = QB = B miatt
P(B) = P(AB) + P(AB). Innen P(AB) = P(B) — P(AB), és végiil
P(AB) = P(f;B)) = P(B)P_U;(AB) =1- PP%B)) —=1-—P(AB).

23. FELADAT: Ha az (1) formulat alkalmazzuk az AC és BC eseményekre,
akkor a P(AC+ BC) = P(AC) + P(BC) — P(ABC) azonossigot kapjuk. igy

P((A+B)IC) =
P((A+B)C) P(AC+BC) P(AC)+P(BC) - P(ABC) _
P(C) PO P(C) a

P(AC)  P(BC) P(ABC) _
P(C) '~ P(C)  P(C)

P(A|C) + P(BIC) — P(AB|C).

24. FELADAT: A

_ P(BA) 1
1

egyenloségekbdl kapjuk, hogy

P(AB) =P(A)-P(BIA) = ll %

Vegylik észre, hogy — mivel AB C B — ez azt is jelenti, hogy P(B) # 0. Most
a

P(AB) = 5 = = -



egyenldségbdl kapjuk, hogy

Most mdar minden készen &ll arra, hogy a keresett valdsziniiségeket kisza-
mitsuk. Az (1) egyenléség alapjan
T 1 1 5

P(A + B) :P(A)-I-P(B)—P(AB):Z—1 273 %

Felhaszndlva ezt az eredményt és néhdny elemi azonossdgot, kapjuk, hogy

P(A-B) P(A+B) 1-P(A+B) 11—

PAR) =g =7 pm ~ T-PB) 1

3
:

N[ =[G

25. FELADAT: Tudjuk, hogy

P(AB)
P(B)

—p(AB) = Pp(éf)) = P(BIA) = 1.

Mésrészt (AB)(AB) = () és AB + AB = A(B + B) = A alapjan P(AB) +
P(AB) =P(A), tehat

P(A)—-P(AB) P(AB) - 1
=2 —P(AB)=-.
1—P(B) P(B) (A'B) 5
Ha most x = P(AB), y = P(A) és z = P(B), akkor a fentiekbél a kovetkez6
egyenletrendszer kovetkezik:

10x—7z = 0 (4)
2x—y = 0 (5)
5« =5y —z =-1 (6)

Az egyenletrendszert a szokdsos modszerek valamelyikével megoldva a ke-
resett valésziniiségek:

14 2
P(A)=y =15 P(B):Z:§
és (mellesleg)
7



26. FELADAT: Az els6 dolog, amit észrevesziink, hogy

PAB) < min(P(A), P(B)) = 3,
benat P(AB 10 10 4 8
P(AB) = P((B)) = SPAB) S 5= =3,

ami pont a keresett egyenlétlenség egyik (jobb oldali) fele. A maésik fél
bizonyitdsa egy picit bonyolultabb. Felhaszndlva az (1) azonossdgot, vala-
mint, hogy P(A + B) < 1, kapjuk, hogy

P(AB) =P(A)+P(B)—-P(A+B) >P(A)+P(B)—-1

a1l &~ I
|
| ~

—
o
—_—
o

tehat
P(AIB) =

WV
Slolzl~

7
5

27. FELADAT: Az Osszes lehetséges kockadobadsok halmazdnak — az ese-
ménytér — szdmossdga 6 - 6 = 36. Jelolje A azt az eseményt, hogy a dobott
szamok osszege 7, B pedig azt az eseményt, hogy a dobott szdmok 0sszege
pératlan; nyilvdan P(AB) = P(A) mert A C B. Mivel A szdmossdga 6, B
szdmossdga pedig 18, kapjuk, hogy

6 1 18 1
P(AB)=P = — == P(B) ===+
tehat a keresett valésziniiség
P(AB) P(A) 1 1
P(A|B) = = =2 =
(A[B) P(B) P(B) % 3

28. FELADAT: Két megoldast adunk a feladatra.

1. A feladat szempontjabdl csak a kivdlasztott és az utédna kovetkezd
jatékos lényeges; a tobbiekrol elfeledkeziink (6k majd elosztjik egy-
mds kozott a maradék lapokat). Legyen B az az esemény, hogy a
kivalasztott jatékos nem kap aszt és A az az esemény, hogy a ra
kovetkezd jatékos nem kap 4szt. Mivel a kivélasztott jatékos (%) féle
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leosztast kaphat, és ezek koziil (%) nem tartalmaz 4szt rogtén kapjuk,

hogy
zs)

P(B) =2+

(5)
s wo1h sins cir 32\ 24\ ex . )
Mésrészrél, az elsd két jatékos egyiitt (%) - (%) féle leosztast kaphat;

ezek koziil (%) - (%) nem tartalmaz dszt; igy

(5) (%)
P(AB) = 5=~
(3) (%)
fgy aztdn a keresett valészintiség:

() (%)

_P(AB) () (R) 130 _
P(A|B) = PB) &) = (224) ~ 759 ~ 0.17

(%)
2. Mikor a kivalasztott jatékos utdni jatékosnak (akit egyszertien méso-
dik jatékosnak fogunk hivni) osztjdk a lapokat, a kovetkez6 a helyzet:
a kivélasztott jatékos kapott 8 lapot, ezek kozil egy sem volt asz,
tehdt a maradék 24 kdartya kozott van még négy dsz. A mdsodik
jétékos tehat (%) féle leosztast kaphat és ezek koziil (%) nem tartal-
maz aszt; igy aztdn a keresett valdsziniiség:

20
130
P= % = i‘? ~0.17.
(s) 7
29. FELADAT: A Kkeresett valdsziniiség:
_4 3.4 4
© 32 31 30 29’

mivel az elsé huzdskor 32 lap kozil kell vélasztani, a kedvezd lehet6ségek -
kirdlyok - szdma pedig 4, a masodik hizdskor mdr csak 31 lap kozil lehet
vélasztani, a kirdlyok szdma pedig 3, stb.

30. FeLADAT: Jelolje A; azt, hogy A igazat mond, A, pedig, hogy B mond
igazat. Vegyuk észre, hogy a feladat szerint B akkor mond igazat, ha A ha-

zudik; figyelembe véve tehat, hogy P(A;) = 3 és P(A;) = 3, a keresett
valészintiiség:
— . P(AA;) P(A)P(A, 2
P(ALJA]) = (AA1) _ PlAIJP(AY) =P(A;) = =.
P(A1) P(A1) 3
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Persze erre intuitive is kovetkeztethettink volna, hiszen A és B kijelentései
nem befolydsoljdk egymadst, tehat a keresett valdszintiség P(A;) = 1 —
P(A) = 3.

31. FELADAT: Jelolje A; azt, hogy valaki A szakos, A,, hogy B szakos, X
pedig azt, hogy sikeresen vizsgdzik. A kovetkez6 értékeket ismerjik:

P(A;) =0.15, P(A;)=0.85 P(X|A;)=0.6, P(XA;)=0.8,
és keressiik P(X) értékét. Haszndljuk a teljes valdsziniiség tételét:

P(X) = P(X|A;)P(A;) + P(X|A,)P(A;) =0.6-0.15+0.8-0.85 =0.77.

32. FELADAT: Két goly6bdl hany piros van az elsd huzdskor? Jelolje Ay,
Aq, illetve A, sorban azt, hogy nulla, egy, illetve kett6. A hdrom valdszi-
niiség ekkor a kovetkez6képpen irhaté fel:

by - 06 Hl6} HI6}
(2 (2 2
Jelolje B azt az eseményt, hogy a kovetkez6 goly6 piros lesz. Ekkor hdrom
lehet6ség van:

P(A1) =

P(Az) =

3\ (2 4 (1
2 1
P(B|AO) = (0)5(1) ) P(B|A1) = (0)5(]) ) P(B|A2) =0.
G) > G) >
Ao, A1 és A, teljes eseményrendszer, és paronként kizdrjdk egymadst. Hasz-
ndljuk tehdat a teljes valésziniiség tételét:

2
P(B) = P(B|Ao) - P(Ao) + P(BJA1) - P(A1) + P(BIA2) - P(A2) = -
33. FELADAT: Két megolddst adunk a feladatra.

1. Jelolje B azt, hogy j6 a csavar, A; azt, hogy az els6, A, azt, hogy a
mdasodik dobozban van. Ekkor a kovetkezdket tudjuk:

P(A;) =0.5, P(A;) =0.5, P(BJA;)=0.9, P(BJA;) =0.94.
Most haszndaljuk a teljes valésziniliség tételét:

P(B) = P(BIA1) - P(A1) + P(BIA;) - P(A2) =
184
0.9:05+0.94-05 = 55.
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2. Vagy, még egyszeriibben, elfeledkezve arrdl, hogy a golydk két doboz-
ban vannak:

“kedvezd esetek szdma” 90+94 184

“Osszes esetek szama” 200 200

34. FELADAT: Két megoldast adunk a feladatra.

1. Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a tovdbbitott jel pont, A, azt, hogy
vonal, B azt, hogy torzul a jel. Ekkor a feladat alapjdn tudjuk a

kovetkezOket:
5 3 — 3 — 2
P(A))=2, P(A)=2, PBA)=2, P(BIAy) =2
( 1) 8» ( 2) 8) ( ‘ 1) 5» ( | 2) 3)
és ki kell szdmitanunk a P(A;B) valésziniiséget; ehhez a Bayes-tételt
alkalmazzuk:
P(A4[B) =
P(BIA1) - P(A4) _
P(B|A;) - P(A;) + P(BJIA2) - P(Az)
3.3 3
5°38 _9
3 5,2.3 &
5'8T35°5 2

2. Mivel a pontok %-e torzul vonalld, ennek komplementere az a valdszi-
niiség, hogy a pont nem torzul vonalld. Ez pedig 1 — %, ami éppen

3

g.
35. FELADAT: Jeloljuk A;-gyel azt az eseményt, hogy valaki férfi, A,-vel
azt, hogy né, B-vel pedig azt, hogy szinvak. A feladat alapjdn a kovetke-

z6ket tudjuk:

5 1 20 4
P(Al)_g_g» P(AZ)_E_E)
P(B|A;) = 0.05, P(B|A;,) = 0.25,

és keressiik a P(A,/B) valdszin{iséget. A Bayes-tételt alkalmazzuk:

P(A2/B) =
P(B|A;) - P(A,)
P(B|A+) - P(Aq) + P(BJA,) - P(A3)
0.25- %
0.05-%+0.25- %

= 0.95.
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36. FELADAT: Ismét két megoldast adunk.

1. Jeloje Ay, 1 = 1,2,...,n azt az eseményt, hogy az i-dik dobozbdl
hizunk, B pedig, hogy piros golyét hizunk. Ekkor nyilvdnvaléan
i 1
P(BIA) ==,  P(A) =
n

A Bayes-tétel segitségével kiszamitjuk a P(A,|B) ill P(A,, 4|B) valé-

szinliségeket:
P(B|A.) - P(A,
P(AWB) = r o) P2
2 i1 P(BIAY) - P(A)
R S SR
Yiiron Xint Ml on4 0
illetve
P(B|A. 1)P(A._
piA. B = PBA P(An)

> 4 P(BIAYP(AY)
.l -1 n—1 2n—1)

Yiiren XLt M nn4 1)

Az A, és A, 1 események kizdrdak, tehat az A, B és A, 1B események
is kizaréak. Igy a keresett valdsziniiség:

P((An+A,1)B P(A,B+ A, 1B
bt A By P(Ant Av1)B) _ PIAB+ AL B)

P(B) P(B)
P(A.B) +P(A,1B) P(A.B) P(A,B)
P(B) ~P®B) | P(B)
P(A,.B) + P(A,_|B) = 2 n 2m—1)  4n-2

n+1 nn+1) nn+1)

2. rjuk r4 mindegyik golyéra, hogy hdnyas urndban van, majd ontsiik
6ket Ossze egy kalapba. A feladat ezek utdn a kovetkezdképpen fo-
galmazhatd at: ha a kalapbdl kihizva egy golyét az piros, akkor mi a
valésziniisége, hogy n vagy n — 1 van rairva? Vegyik észre, hogy az
igy atfogalmazott feladatban a fehér golydk nem jatszanak semilyen
szerepet, tehadt elegendd azt megvizsgdlni, hogy csak a piros golydk
kozul huzva egyet, mi annak a valésziniisége, hogy a golyéra n vagy
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n — 1 van irva. Ezt a valésziniiséget mdar egyszeri meghatdrozni:

0sszesen
nmn+1)

2
piros golyénk van; koziilik n+ (n— 1) = (2n — 1)-en szerepel n vagy
n — 1. Igy a keresett valészintiség

1424 +n=

2n—1 B 4dn —2
R g 1)

37. FELADAT: Jeloljuk A;-gyel azt, hogy egy aru els6osztalyt, A,-vel azt,
hogy madasodosztalyt, B-vel azt, hogy egy dru elsSosztdlyd mindsitést kap.
A feladat szerint

P(A;) =0.75, P(A;) =0.25, P(BJA;) =0.98, P(B|A;) =0.05.
Keressiik a P(A¢|B) valészintiséget. A Bayes-tétel szerint:

B P(B|Ay) - P(A) _
PIAB) = BrBiA) P (A £ P(BIAL) - P(AY)
0.98-0.75 _2.94

0.98-0.75+0.05-0.25  2.99°

38. FELADAT: Jelolje A; azt az eseményt, hogy a terméket az i. gép gyar-
totta (i =1,2,3), B pedig, hogy a termék selejtes. A feladat szerint:

P(A;) =025 P(A;)=0.35 P(A;)=0.40,
P(BJA;) = 0.05, P(BJA;) =0.04, P(BJA3)=0.02.

A keresett P(A;/B) valdsziniiség a Bayes-tétel segitségével szamolhato:

B P(B|A1) - P(A1) —
PIATE) = 5 (BA,) - P(AT) T P(BIAL) - P(AL) T P(BIAS) - P(AS)
0.05-0.25

0.05-0.25 + 0.04 - 0.35 + 0.02-0.40

0.36.

39. FELADAT: El6szor belatjuk, hogy ha A és B fiiggetlenek, akkor A és B
is azok. (AB) és (AB) kizdréak, tehat

P(AB) +P(AB) =P((AB) + (AB)) =P(B(AUA)) = P(B).
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P(AB) =P(B) — P(AB) =
(B) —P(A)P(B) = P(B)(1—P(A)) = P(A)P(B).

Most bebizonyitjuk, hogy A és B fiiggetlenek. Az eljaras ugyanaz, mint az
elébb.

P(AB)+P(AB) =P((AB)+ (AB) =P(A(B+ B)) =P(A)
P(AB) = P(A) — P(AB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) =
P(A)P(B).

40. FELADAT: Jelolje A azt, hogy az els6é személy taldl, B azt, hogy a
maéasodik. A feladat szerint P(A) = 0.7, P(B) = 0.6. Az A és B események
fiiggetlenek, tehat P(AB) = P(A)P(B) = 0.7 - 0.6 = 0.42; igy a meghatdaro-
zandé valdszintiség P(A+B) = P(A)+P(B)—P(A)P(B) =0.74+0.6—0.42 =
0.88.

41. FELADAT: Jelolje A, ill. B, azt az eseményt, hogy az n-edik korben
az elsd, ill. a masodik lovd taldl. Ha most A jeloli azt az eseményt, hogy a
kezd6 taldl el6szor, akkor

A =
A1 +A; B -A;+A;-B-A;-By-As+ - =
00 n—1 [
(Hx-a) A=Y
n=1 \i=1 n=1
ahol
G = Ay,
n—1
C. = (HEE) “An, (Tl>2).
i=1
Vegyiik észre, hogy C, C A, és C, CA,, mindenneNésm=1,...,n—
1, esetén. Ennek fontos kovetkezménye, hogy a C;,C,,... események

paronként kizdréak. Valéban, ha n < m, akkor
Cn-Cn CAL-A,=0.
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Tehat: . .
=P (ch> = P(Cy)
n=1 n=1

Most meghatdrozzuk a P(C,,) valésziniliségeket. A feladat implicit feltevése,
hogy mind az Aj, A;j ill. Bi, Bj, ahol i # j, mind pedig az A;, Bj, 1,j =
1,2,... események fiiggetlenek; mint a 39. feladatnal lattuk, ekkor a C,
definiciéjdban szerepl6 Osszes esemény paronként fiiggetlen, tehdat

n—1 n—1
=P ((HTB_) -An) = H (P(AL) - P(BY) - P(AL).

Feltevés szerint P(A,,) = p1, P(B,) = p2 (ahol p; = 0.2 és p, = 0.3); legyen
a1 =P(An) =1-p1=038,q2 =P(By) =1—-p2=0.7; igy

P(Cyn) = (d192)™ 'p1

és a keresett valdszintliség:
=Y P(C) =) (q1g2)"
n=1 n=1

i w02 5
p1Z(Q1QZ) "1 -qiqz 1-08-07 11

42. FELADAT: Annak a valésziniisége, hogy egy huzdsndl a kihtizott szam
paros legyen, 0.5; annak a valdésziniisége pedig, hogy n huzdsbdl egy se
legyen péaros, (1 — 0.5)™ = 27™. Kovetkezésképp annak a valésziniisége,
hogy n hizdsbdl legalabb egy pdros legyen 1 — 2™ ™; igy az

1—2">0.9,
ill.
2" >10
egyenlétlenséget kell megoldanunk. Figyelembe véve, hogy 23 = 8 és 2% =

16, az eredmény n = 4.

43. FELADAT: Egyrészt, ha A C B, akkor AB = A; madsrészt, ha A és
B fiiggetlenek, akkor P(AB) = P(A)P(B). Innen kapjuk, hogy P(A) =
P(A)P(B), amibél P(A)(1 — P(B)) = 0. Ez csak ugy lehetséges, hogy ha
P(A) =0 vagy P(B) =1.
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44. FELADAT: Két megoldast adunk.

1. Mindenekel6tt beltjuk, hogy az A1, ..., A, események is teljesen fiig-
getlenek, vagyis, ha {Ai,,..., Ay} C {A4,..., Ay}, akkor

Az {A4,, ..., A} eseménycsaldd k szdmossaga szerinti indukcidval bi-
zonyitunk; a 39. feladat szerint k = 2-re az &llitds igaz. Tegyik fel,
hogy az allitdst mar beldttuk tetszdleges k — 1 elemii részhalmazcsa-
ladra. Most az (1) azonossdg szerint

P(Ai1 + -+ Aik) - P((Ah +- -+ Alk,1) + Alk) -
P(Ai1 + -+ Aik,1) + P(Alk) T P(Al1 + + Aik,1 )P(Alk) —
P(A—i]'""Aik7])+P(Alk)—P(Ai1 """ Aik 1)P(Aik) -

[] - P(A—L] Tt Aikf] )] —I_ P(Alk) - [] - P(AL] te Aik,] )]P(Alk) =

1—P(A; Ai )T =P(A)] =
1 - P(Ai] Aikf])P(Aik)) (7)
tehat

P(Ay - Ai)=PA;, + - +A) =

1 _P(Ah ++Alk) :P(Ah """ Aik,1)P(Aik)a

és az indukcios feltevés szerint

P(Ay - A )=P(A; - K)P(Aik) =
P(Ay) - P(Ai_)P(Ay).

A fenti levezetés nem csak az A;,..., A, események teljes fliiggetlen-
ségét bizonyitja, de a feladatunkat is megoldja. Valéban, az utolsé
egyenléséget a (7) egyenldséggel Osszevetve kapjuk, hogy

P(A;, +-+A,)=1—-P(A;) - P(Ay) =

T—(1=P(Ay)) -+ (1=P(AL)) = 1= (1=py) oo (1= py,),

amibél pedig az {i,..., i} ={1,...,n} esetben a bizonyitandé &llitas
kovetkezik.
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2. Haszndljuk a (2) szitaformulat!

P (U Ai> =Y PAY— ) PAAD+
i=1 k=1

k£l
klel..n

> PAAAL) £ £ P(AA; LA, =

k#Ll#m k#£m
k,lmel.n
n
> p— ) Ppit D> PiPPmEEPiP2...Pa =
k=1 kAL KoL L£m, k£m
klel.n k,lLmel..n

n

=TT —»o.

i=1

Végezetil két megjegyzést tesziink. Az els6, hogy a feladat azonossdgdnak
egy erésebb valtozatabdl kovetkezik a teljes fiiggetlenség. Egész pontosan
igaz a kovetkezd 4llitas:

Tegyiik fel, hogy az {A4,...,A,} eseményrendszer tetszbleges
(A, ..., Ay} részrendszerére teljesul, hogy

P(Ay +--+A)=1—(0—=P(Ay)) - (T=P(A)). (8)
Ekkor az {A1,...,A.} események teljesen fuggetlenek.

Valéban, (8) alapjan

PAy, - -Ay)=PA, + +AL)=1-PA, +--+A;) =
(1=P(Ay)) -+ (1 =P(Ay)) = P(Ay) - -~ P(Ay),
vagyis az Ajp,..., A, eseményrendszer teljesen fiiggetlen. Azonban az (a)

megoldasban bizonyitottak alapjan ez azt jelenti, hogy az
{A_]a"')A—TL}:{A])"wAn}

eseményrendszer is teljesen fuggetlen. A mdsodik megjegyzésiink, hogy a
feladathoz tényleg sziikséges az {Aq, ..., A, } eseményrendszer teljes fligget-
lensége. Valdban, tegytk fel, hogy az {A;, A,, A3} eseményrendszer elemei
paronként fliggetlenek és teljesiil a

P(A1+ A2+ A3z) =1—(1-P(A))(1 —P(A2))(T —P(A3))
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azonossag. Az A, Ay, A3 események pdronkénti fiiggetlensége miatt ha
{Ah y Aiz} C {A] y AZ) A3}) akkor
P(Ai1 + Aiz) — P(Ah) + P(Alz) T P(AﬁAiz) —
P(Aq,) + P(Ay,) — P(AL)P(Ay) = (1 - P(A)) (T — P(Ay,),

tehat teljesiilnek az el6z6 megjegyzésben bizonyitott allitds feltételei, igy
aztdn az Aq, Ay, A; események sziikségszeriien teljesen fliggetlenek. (Az
olvaséra bizzuk annak beldtdsat, hogy vannak paronként fiiggetlen, de nem
teljesen fiiggetlen hdromelemi eseményrendszerek.)

45. FELADAT: Mint az tudott, a {pyxlreacn szdmsorozat pontosan akkor
valésziniliségeloszlas, ha teljesiti a kovetkez6 két feltételt:

x>0 tetszdleges k € A esetén,
és

Zpk:1-

Miutén az elsd feltétel a részfeladatok mindegyikére nyilvadnvaléan teljesil,
csak a masodik feltételt fogjuk ellendrizni.

(a) Mivel
ipqu:qzipkzpqzipkz LL U
IT—p
k=1 k=1 k=0
2 _ 2 2
ptraf-—p-a” _p+a” _1 _,
4 4 4

a sorozat nem alkot valdszinfiségeloszlast®.

(b) Mivel

> g qup‘H‘:qZpk=% =1,
k=n k=n k=0 p

a sorozat valdszintiiségeloszlast alkot.

4Vegyiik észre, hogy a fentiekben — mellesleg — levezettiik a szdmtani és mértani kozepek
2
kozotti kozismert pq < % egyenlétlenséget. Természetesen az egyenl6tlenségre vald

kozvetlen hivatkozas is megtette volna.
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azonossagbdl kapjuk, hogy

L 1
=1 _ = ]_. 1—— =
kk+1 nm;'oék(kJH) nLHQO< n—|—1>

Mg

k=1

tehdt a sorozat valdsziniiségeloszlés.

(d) Mivel p> + 3p?q + 3pa?+ q°> = (p + q)° = 1, a sorozat valészinii-
ségeloszlas.

(e) Koztudomaésilag

w

Zgzé,

k=0

3k 3
Z Zkv_ e’ =1,

k=0

0 ok

tehat

és a sorozat valdsziniiségeloszlds.

5 Valoészintliségi valtozok

5.1 Striliség- és eloszlasfiiggvények

46. FELADAT: Egy F: R — R fugvény egy valdszinliségi valtozé eloszlas-
fuggvénye, ha teljesiti a kovetkezd feltételeket:

i lim, . F(x) =1,
i lim,, o F(x) =0,
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31
F(x) = 1 + 7 arctan x

7. dbra: 46. (a) feladat

iii. monoton novekvo,

iv. balrdl folytonos.

Miutén a fenti feltételek ellendrzése meglehetdsen egyszerii, csak azokban
az esetekben adunk meg részletes szamoldsokat, amikor a feltételek vala-
melyike nem teljesul.

(a) Miutdn
lim §—|—larctanx—§—|—l(—E>—é—l—1
nSiood | 2m 4 2\ 2) 4 402

F(x) nem egy valésziniiségi valtozd eloszlasfiiggvénye (7. dbra).

(b) Az F(x) fiiggvény teljesiti az i.-iv. feltételeket, tehat egy valdszi-
niiségi valtozd eloszlasfiiggvénye (8. dbra).

(c) Ismét, a feltételek teljesiilnek, tehdt F(x) egy valdsziniiségi véaltozé
eloszlasfiiggvénye (9. dbra).

(d) F(x) egy valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye (10. dbra).

(e) Mivel

a fiiggvény egy valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye (11. dbra).
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10, ha x <0,
F(x) =
ha x > 0.

T
8. dbra: 46. (b) feladat
47. FELADAT: A 14. feladatndl kapott eredményeket alkalmazzuk (lasd

még a 2. dbrat is). Jelolje & a valdszintiségi valtozdt. Mivel F(t) = P(& < t),
a mdr emlitett feladat alapjan

0, hat <0,
F(t) =<2t - t?, hao<t<T,
1, hat>1.

Az f(t) slirliségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivéltja, tehdt

f(t) =

2—2t, hao<t<,
0, egyébként.

Végul, definicié szerint, a keresett valésziniiség

3 3 3 39\ 1
P<£ZZ>:1P<£<Z):1F<Z):1<Z'ZE):E'

48. FELADAT: Legyen 1 az a valésziniiségi valtozd, amely értéke a kivalasz-
tott pont tavolsadga az egységnyi hosszlisdgu szakasz baloldali végpontjatodl,
és jelolje a rovidebb szakasz hosszdnak megfel6 valdsziniiségi valtozdt
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9. dbra: 46. (c) feladat

Tudjuk, hogy n egyenletes eloszasi; feladatunk meghatdrozni az
F(x) =P(£ <x)
fuggvényt. Két esetet kiillonboztetink meg:

1. Ha x > %, akkor F(x) = P(§ < x) = 1, mert a rovidebb szakasz ¢
hossza az n = J esettél (ami zéré valdszintiségii) eltekintve mindig

kisebb, mint ;.
2. Hax < %, akkor

F(x) =P(E<x) =
P(min(m,T—n) <x) =P <x}Uu{l —m<x}) =
Pn<x}) +P{T—n<x}) —Pln<xjn{l —m<xj) =
Pm<x))+P({{n>1—x}) —P{l —x<n<x}).
Vegyiik észre, hogy ha x < % akkor T —x > %, tehdt az {1—x <n < x}

halmaz tres. fgy, felhaszndlva az egyenletes eloszldsu valésziniiségi
valtozdkkal kapcsolatos ismereteinket:

Fix) =P(n<x})+Pn<T—x}) —P{1—x<n<x}) =
PM<x)+PM>1T—x)—0=Pn<x)+[1—-PM<T—x)] =
x+[1T—(1—x)] =2x
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1—1=<~ hax>0,
Flx) = o arx
0, ha x < 0.

10. &bra: 46. (d) feladat

Tehat a keresett eloszldsfuggvény:

2x, ha0<x<1?
Fx) = {7 A
1, egyébként.

49. FELADAT: Az ismeretes kritérium alapjan egy (integralhaté) f(x) fiigg-
vény pontosan akkor valamely valésziniiségi valtozé siirliségfiiggvénye, ha
nem negativ és .
J f(x)dx = 1.
—00
Az elso feltétel teljesiilése az aldbbi feladatok esetén nyilvdnvald, igy csak
a masodik feltételt ellendrizzuk.

(a) Mivel
o0 1 .z 1
J f(x) dx:J Simx dx:1J sinx dx =
o 0o 2 2 Jo

%[—cosx]g) ~ %(-o.54+ 1)=0.23 #1,

az f(x) fiiggvény nem stirtiségfiiggvény (12. dbra).

(b) Mivel
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0, hax<0,
F(X)i{ ax

< hax>0.

T
11. dbra: 46. (e) feladat

J'°° f(X)dX:J'OoldX: [lr:o(nzh

—00

tehdt f(x) stirliségfiiggvény (13. dbra).

(c) Mivel
o 1 1 1T [ 1
Joof(x) dx-Joo;t- T dx—;t-Joo]erz X
1 w 1 m T™]
L larctand, = 10— ()] =1,

tehdt f(x) stiriségfiiggvény (14. dbra).

(d) Mivel

00 00 00 00 1-1
J f(x)dx:J X dx:J' X dx:J' de:
e oo X+ 1 o Xx+1 o x+1

00 1 o _ 1
L T- 7 = —Inlx+ 1) = lim [x —In(x + )], =

t
Hm(t—1In(t+1)) = lim In —— = oo,

t—o00 t—o00 t+ 1

tehdt f(x) nem siirliségfiiggvény (15. dbra).
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x
Il
=V

Fx) = {si;X, ha 0 < x < 1,

0, madskor.

12. dbra: 49. (a) feladat

(e) Mivel

J'oo f(x)dx = Joo 4x3e ™ dx = [—e”“l]:) =(1-0)=1,

—00 —00

f(x) stiriségfliggvény (16. &bra).
(f) Mivel

J f(x) dx:J 2e (1 —e™) dx:J 2e X —2e ™ dx =

—00 1 1

J 2e *dx — J 2e X dx=[-2e ]y — [—e’z"]zo =2-1=1,
1 1
f(x) stiriségfliggvény (17. &bra).

(g) Mivel
J f(x)dx =
[e's) 1 1 0 ] [e's)
_ e Ixl — —Ix| _ —Ix| —
Jooze dx zjooe dX+2L e dx
1(° N [ | B 1 o0
ZJOOe dX—I_EL e dx-z[e Loo—l-z[— lo
1(1f0)+1(0+1)— +1—1
2 2 202
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O = = = = —— >
1 hax>1,

F(x) = { *=
0, maskor.

13. dbra: 49. (b) feladat

f(x) stiriségfiiggvény (18. dbra).
(h) Mivel

00 1 1 1
J f(x)dx:J ln—dx:—J Inx dx =
o X 0

—00

[x—xlnx](]) =1+limxlnx =1,

x—0
f(x) stirliségfiiggvény (19. dbra).
(i) Mivel
J f(x)dx =
© e* T—e>™ © —xe *—e* 1
e dx=| == % L+ 4x=
L ~ + ) X L ") + 2 X

[ [ L [ [ ]
0 x?2 0 X2 X o X1

—x _ 00 —x _
[e ] —0-lim< —0— (1) =1,
X 0 x—0 X

ahol felhaszndltuk, hogy — definici6 szerint —

.oe -1 . e X—e
lim = lim
x—0 X x—0 X
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14. dbra: 49. (c) feladat

e * derivaltja a O helyen, igy f(x) slirtiségfiiggvény (20. dbra).

(j) A mdésodik feltételt ellenérizziik:
- I A Nl AR gy —
JOO f(X) dx = JOO m ‘X‘ e dx =

0 00
AT AT
J 2(7(_)()1146(79\)(4) dx _|_J X1 Ax dx =

n—1)! o 2(n—1)!
A" ° 1A R SR Y
m |:JOO(—X) e dx -+ JO X e dx:| .
Ha az els6 integrdlban a t = —x majd t = x helyettesitéseket végre-

hajtjuk, akkor

o0 o0 An
J f(x) dx = J S e AN gy —

o 2n—1)
0 [e's)
|:J n 1 77\x dx +J Xn 1 77\x dx
o0 0
U e M dx + J X" le ™ dx] =
0 0

Legyen most



. |45, hax>0,
F(x) =< **
0, madskor.

15. dbra: 49. (d) feladat

vegyuk észre, hogy
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453" hax>0,
F(X) . X e aXx
0, madskor.

16. dbra: 49. (e) feladat

1
gi(x) = *Xef)\x;

ha pedig n > 1, akkor parcidlisan integrdlva:

gn(x) = Je“x“] dx =

1 —1
o Xef?\xxnf] o J 7“ X ef?\xxan dx =
1 —1
o X677\xx‘n71 + n > J efoanZ dx =
1 —1
— e X g (x),
azaz
1 n—1
0n(x] =~y X"+ To—gn () =
1 n—1 1 n—2
o Xef?\xxnf] : |:Xe7\xxn2 + : gnZ(X):| _
T on—1 ] . m—1)(n-2)
[ RV 2} e’ N On-2(x) =--- =
T -1, m—1)...2 1]
- { A + A2 T A1 x :| e+



ffffffffff ay=r
|
|
'/\
=== ======- %
|
|
|
Fix) = {26"(1 —e ™), hax>0,
0, maéskor.
17. dbra: 49. (f) feladat
Mm—T)(n—2)...1
}\nfl g](X) -
x*1 o m-1 M-
N { N Tt T T o } ¢
(m—1le™ [ (A~ (Ax)v2 (Ax)°
T [(n—m m—2)! +T] (9)

és igy, figyelembe véve, hogy e minden polinomnal gyorsabban tart
a végtelenhez, ha x — oo, kapjuk, hogy

—00

T /()™ (a2 | IRV _
[_<(n—1)!+(n—2)!+'”+7)]0 —ort=h

tehdt f(x) stirliségfiiggvény (21. dbra).
MEGJEGYZESEK:

1. A fenti szdmoldsok nagymértékben egyszeriisodnek, ha a g, (x)
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18. dbra: 49. (g) feladat

fuggvények helyett a

Ga(n) iJ e M x™ T dx
0

szdmokat vizsgaljuk. Ekkor Gy(1) = 1, ha pedig n > 1, akkor

(parcidlisan integrédlva) kapjuk, hogy

GA(n):J e Mxmdx =
0
1 —Axn—1 = n—1/[% —Ax n—2 _
[}\ x]o—l—ALexdx—
—1
T __Gin-1),
azaz
n—1
Ga(n) = x G\n—-1)="-..=
m—1)----- 1 (n—1)!
)\nf] G?\(]): AN )
és igy
& AT AT (n—])!_

A bonyolultabb megolddst a (9) formula szépségéért valasztot-
tuk.

65



In! hao<x<1,
Fix) = n. a X
0, maéskor.

19. dbra: 49. (h) feladat

2. A téjékozottabb olvasé szdmadra vildgos a feladat kapcsolata a
I'(t) gamma fiiggvénnyel. Mint ismeretes, a gamma fiiggvény,
amelyet a

I'(t)= Gi(t) = J e *x" 1 dx, t>0
0
formula definidl, az egész szdmok faktoridlisdnak a kovetkezd ér-
telemben vett 4ltaldnositdsa: ha t € N, akkor I'(t) = (t — 1)L
Most az u = Ax helyettesitéssel kapjuk, hogy

* _ A" ookanf] o
[ e s Mo tax

S e n- (n)
65277LL %e (%) | d“::msz)z:]'

—00

50. FELADAT: Miutan egy silirliségfiiggvény nem negativ értékii,

A

ﬂm:1+aw—by

=A>0
alapjan A > 0. Azonban A = 0 esetén f(x) =0 és igy

Joo f(x)dx =0#1

—00
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ffffffffff ay=r
|
M
1= ======- %

-2+ 1% hax>0,
0, madskor.

20. dbra: 49. (i) feladat

lenne; tehat A > O kell hogy legyen.
Tegyiik fel, hogy a < 0. Ekkor

L
V—a CT+alA+b-b)2
A A A

- --Z <o
1+a(A)? T+al) 3

fgy a > 0; de ha a = 0 akkor f(x) = A > 0 miatt
J f(x)dx:J Adx =00

lenne. Tehdt a > 0.
Most kiszamitjuk a [*_f(x) dx integrélt:

f(x)dx = ——dx = A d
Joo ) dx Joo T+ax—b2 " Joo T+ Valx o)~
Elvégezve az u = /a(x — b) helyettesitést, kapjuk, hogy
'f e A = —— _ e
| ima=al s e
A © A (m ™\ AT
ﬁ larctanu]™ = ﬁ (E — (_E» = ﬁ'
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1
e A x|

R
Flx) = I

2n—1)

21. 4bra: 49. (j) feladat

Feltevés szerint az el6z6 integral értéke 1, tehat

Miutédn sem f(x) pozitivitdsa, sem pedig a fenti integrdl értéke nem fiigg a
b paramétertdl, az tetszdleges lehet.

51. FELADAT: Mivel

o0 o OO‘I
1:J f(x)dx:J gdx:aJ — dx =

o ,; X3

a értéke csak 8 lehet. Azonban ekkor f(x) > 0, tehat f(x) pont akkor
sliriségfiiggvény, ha a = 8.
Feltevés szerint
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A fentiekb6l ad6dé x2 = 8 egyenlet szerint x = /8 vagy x = —/8. Azonban
az utébbi esetben

P(e>—V8)=1-PE<—V8) =

tehat a keresett x érték /8.

52. FELADAT: Feltevés szerint

1:mef(x)dx:Jjﬁdx:Aij]ix)zdx:

A{ 1 r:A(o—(—m:A;

T—x],

tehdt A = 1. Mivel ezzel az értékkel f(x) pozitivitdsa is teljesil, ez az
egyetlen paraméterérték, amelyre stirliségfiggvényt kapunk.
A feladat méasodik felének megolddsdhoz ismét integrdlnunk kell:

3 3 3
P(2<£<3):Jf(x)dx:J¥dx:[1} :%.

) 5 (1—x)? T—x],

53. FELADAT: Mindenekel6tt jegyezzik meg, hogy

.
u Acosg dx = AJCOS% dx = ZAsing.
(a) Ahhoz, hogy f(x) slirliségfiiggvény legyen, teljesiilnie kell, hogy

7‘ X .X
1 :hoof(x) dx:J0 Acoszdx: [ZASIHZ]O =2A,

tehat sziikséges, hogy A = % legyen. Mivel ekkor f(x) > 0, ez a feltétel
elégséges is. Tehdt
1 X

f(x) = 7 €08 5.

(b) F(x) meghatdrozdsdndl hdrom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Ha x < 0 akkor



2. Ha x € (0, ), akkor

x t A
Acoszdt:[sm—} =sin —.

F(x) = JXOO f(t) dt = J 3. .

0

3. Végil, ha x > m, akkor

F(x) :J f(t) dt:J Acos%dt:L
—00 0

Tehat
0, ha x <0,
F(x) = {sin¥, haxe (0,7),
1, ha x > m.

(c) Szadmolunk.

P(e>T) =1 p(e< D) =1 F(Z) =1l -1 Y2

54. FELADAT: Definicid szerint

Ha az integrdlban az u = —t helyettesitést és f(x) szimmetridjat alkalmaz-
zuk, akkor

F(—x) = J flvya—-| ¥ (o) du = | ™ ) du.
fgy aztan

o0

f(u)du—l—JX f(u)du:J f(u)du=1.

—00

o0

F(—x) + F(x) :J

X

55. FELADAT: Legyen & eloszlasfiiggvénye F; = F, n = F¢(&) eloszlasfigg-
vényét pedig jelolje F,. Mivel F; szigorian monoton nd és folytonos, létezik
folytonos inverze; tovdbba értékkészlete a [0, 1] intervallum. Héarom esetet
vizsgalunk.

1. Ha x <0, akkor F,(x) =P(n < x) =P(F(&) <x)=0.

70



2. Ha x € [0, 1], akkor

Fr(x) =P < x) =P(F(&) <x) =
P(E<F.'(x)) =Fe(F ' (x)) = x.

3. Végiil, ha x > 1, akkor F,(x) =P(n < x) = P(Fe(§) < x) = P(F¢(&) <
1) = Fy(1) = 1.

Tehéat
0, hax <0,
FT](X) — X, haxe [011])
1, hax>1,

azaz n egy a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozo.

56. FELADAT: Jelolje & eloszlasfliggvényét F(x), és legyen G(x) = 1 —F(x).
Ekkor tetszlleges s,t > O esetén

P(E>t) =1—F(t) =G(t)

P(&>s) =1—F(s) =G(s).

Figyelembevéve a P(& > t + s|& > t) feltételes valészinliség definicidjat és
hogy s > 0, a feladat szerint

G(s)=P(E>s)=P(E>t+s|E>1t) =
PE>t+sAE>L) PE>t+s)  G(t+s)

P(§>t) P(E>t)  Gt) '

azaz G(t+s) = G(t)G(s). Ez a Cauchy-féle fiiggvényegyenlet; mint
ismeretes, folytonos megolddsai

G(t) = e
alakiak, ahol p egy teteszdleges valds szdm. Hdatra van még annak eldon-
tése, hogy milyen p € R esetén eloszlasfiiggvény F(x) =1— G(x) =1 — eX;
a szokdsos kritériumokat alkalmazva kapjuk, hogy pontosan akkor, ha p =
—A, ahol A > 0.
Itt jegyezzik meg, hogy az

Fix)=1—e ™

alaku eloszlasfuggvénnyel rendelkez6 valészinliségi valtozdkat exponenci-
alis eloszlastunak szokds nevezni.
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57. FELADAT: Ha F; a & valdszintiiségi valtozo eloszldsa, akkor, mint isme-
retes,

0, hax<0,
F(x) =<x, haxe(0,1],
1, hax>T1.

Ha n = &7 eloszlasfiiggvénye F,, akkor — definicié szerint — F,(x) = P(n <

x) = P& <x) =P([E] < vx) =P(—vx < &< Vx) =Fe(VX)—Fe (=)
Fe(1/x). Most hdrom eset lehetséges.

1. Ha x < 0, akkor F,(x) = Fg(y/x) =0.
2. Ha x € [0, 1], akkor F,(x) = F¢(1/Xx) = V/x.

3. Végiil ha x > 1, akkor F, (x) = Fe(/x) = 1.

Kovetkezésképp
0, ha x < 0,
Fa(x) =< /X, haxel0,1],
1, hax > 1.

58. FELADAT: Egy & valdszintiségi valtozét normdlis eloszldstinak neve-
zunk, ha striiségfuggvénye

1 7(xfm)2

e 202 ;
V2mo

ekkor a megfeleld eloszlasfiiggvény

fe(x) =

. 1 x 7(t7m,)2
Fex) = @ ) = 2 J ol

Jelolje F,, az n = a& + b valdszinliségi valtozd eloszldsat. Két esetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a > 0 vagy a < 0.

—00

1. Ha a > 0 akkor

Fi(x) =P <x) =P(a&+b<x) =

x—b x—b 1 (% w2
— F — J e 202 dt =
=) = U

P& <

—00
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az u = at + b helyettesitést alkalmazva

T 1 _gomy?
(:) J —e 202 du =

vV 21to a

—00
(am+b))?

1 x _(t=(am+b))®
W J e 2(a0)? dt = (Dam+b,acr (X) )

V2n

tehdt n egy am + b és ao paraméteri normalis eloszlas.

2. Legyen most a < 0. Ekkor

Falx) =P <x) =Pla&+b <x) =

x—b

x—Db x—Db 1 T (t-m)? (1)
P(& > )=1—F )=1— J e 222 dt =
( q el m o)
ismét az u = at + b helyettesitést alkalmazva
(1) 1 J" 1T _uge-m?
=1-— —e 22 du=
V2no Jeo @
: 1 J" _(u—famib))? d
— e 2a‘40o U =
V2nao Jxo
: 1 JOO 7(u7(am,+g))2 q
- e 2(—ao) u =
V2r(—a)o Jx
1 JOO 7(u7(am,+g))2 q
- e 2(—ao) u—
V2r(—a)o ) s
1 JOO 7(u7(am+k21))2 4
- e 2(—ao) u =
V2n(—a)o Jx
1 J" _lu—lamip))? 4 © )
Y e 2(—ao) U = Vom+b,—ac (| X),
V21t(—a)o ) i

tehdt n egy am + b és —ao paraméterii normdlis eloszlas.

59. FELADAT: Legyen & a csapagygolydk dtmérdjének megfeleld valészinii-
ségi valtozo; a feladat szerint & eloszlasfiiggvénye

1 * —m)?
= [

—00
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Az m = m&? valdsziniiségi véltozé f, stirliségfiiggvényét kell meghataroz-
nunk. Az F, eloszldsfuggvény kiszdmitdsaval kezdunk:

Folx) =P <x) =P(n&? <x) =P (a < \/§> -

(e reli) w45

J\/% Cem)? J\/% (t—m)2
dt —

e 202 e 202 dt =

V2o

—00 —00

one (f3) ~ome (-13)

Az f, slirliségfuiggvény az F, eloszlasfliiggvény derivaltja; a kiszdmitdsdhoz
szukségunk lesz a

d 1 (x—m)2
(Dm o — R
dx o (%) €

V2o

azonossagra. Tehat:

00 = o [0 <\/§) ~ons (/)] =

L VR ey VAR 0
\/2_7-co-e ’ dx T \/Z-co-e ’ dx n)
2 2
1 e,(\/i;m 1 e,(*\/j;"ﬁ. 1
V2no 2mx 2o 2\/mx
1 e(\/im)ZH( f;’“)z
2oV 2x

60. FELADAT: Feltevés szerint & eloszlasfiggvénye

{o, ha x < 0,

F:(x) =
() 1—e™ hax>0.

Mivel n = 2& + 3, n eloszlasfuggvénye

Fy(x) =P <x)=P2E+3<x) =
x —3 x—3 0 hax <3
PlE< >:F ( ): ’ . ’
( 2 “\ 2 1-—e ™3, hax>3.
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A siiriiségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivdltja, tehat

£ (x) 0, ha x < 3,
x) = -
i %6*7‘%, ha x > 3.

61. FELADAT: A & valdsziniiségi valtozé eloszlasfiggvénye

0, ha x < —7,
Fb)=q3+} maxe[ 53]
1, ha x > 7,

tehdt az n = tan  valdszintiségi véltozé F,, eloszldsfuggvénye:

F,(x) =P(n<x) =P(tan& < x) =
arctanx 1

P(& < arctanx) = F¢(arctanx) = ———+3,

ahol figyelembe vettiik, hogy a tan x fiiggvény bijektiven képezilea (—3, %)
intervallumot a szdmegyenesre. A slirliségfiiggvény az eloszldsfiiggvény de-

rivaltja, tehdt

1 1
m 14+x%

d [arctanx 1
W =a\Te T2) T

62. FELADAT: A szokdsos eljarast kovetjuk: el8szor az F,, eloszlasfuggvényt
hatdrozzuk meg. Mivel az exponencidlis fliiggvény pozitiv értéki, F, (x) =0,
ha x < 0. Ha x > 0, akkor

F,(x) =Pn<x) = Plef < x) =

Inx t—m)?
P(( <Inx) = J e*[ rey dt =D, (Inx).

—00

V2o

Az f, stirfiségfiiggvény az F,, eloszlasfiiggvény derivaltja, tehdt f,(x) =0,
ha x <0 és

f1x) = L () = e iRt DT et
x) = —Q0,, ,(lnx) = e 202 .- = e 202
i dx V2no x  \/2mox
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5.2 Varhato érték és szdras

63. FELADAT: A varhaté érték, a definicié szerint szdmolva:

15 1 1 8§ 2
ME) =) xpe= (D)= +0S+15 425 =— =2,
k 272 AT T 1273

A szérdsnégyzet, szintén a definicid szerint
D?*(&) = MI(& — M(&))?],
igy tehat

és a szdras:

64. FELADAT: Jelolje & a dobasok szdmdat. Annak valésziniisége, hogy
elsére hatot dobunk, I, P(§ = 1) = 1. Miutdn 2 annak a valésziniisége,

16 6 6
hogy az els6 dobasunk nem hatos, P(& = 2) = 2 altaldban py = P(& =

1.
k)= (g)kil & fgy & varhaté értéke: "
, > 5\ 1> 5\ K
M(Ey)zgxkpk:;k- '<€) :g;k<g) .
A fenti Gsszeg kiszdmoldsahoz a generdtorfiiggvény moédszert hasznéljuk.

Legyen
o0 o 1
. k k -
b)) =) tF=) t*-1 —
k=1 k=0

ahol |[t| < 1. Derivalas utan:

¢'(t) = <i tk> = i kt* .
k=1

k=1

| =

Masrészt viszont,




amib6l

A fentiek alapjan:

1S /5\" 1.,/5
a-g2x(3) —e(3)-

65. FELADAT: BEgyrészrol

= = 1 1
D w2 =
k=1 k=0

1
2

tehdt a p, = 2 * sorozat valésziniiségi eloszlas
Maésrészt

0 0 (—1)“2“
= XkPx =

1T < (-
k ?_; k

a hirhedett alterndlé sorozat, amely kozismerten divergens

66. FELADAT: Mivel

= Jle =
j=k

és {& =1} és {& = j} események kizdrdak, ha i #j

PE>K) =P <U{a=j}> =) PE=
j=k

j=k
igy

Y PE>K=) > Ple=j)= ) P&
k=1 k=1 j=k

(j,k)eENxN
k<]

2 D Ple=i)=) jPle=
i=1

=1 k=1
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67. FELADAT: A feladat elsé része a 41. feladat megolddsdndl latott médon
oldhaté meg, ezért csak roviden ismertetjik a megolddst. Annak a valé-
szinlisége, hogy a masodik 1ov6 a k. lovésnél taldlatot érjen el, de sem &,
sem pedig tarsa ne érjen taldlatot elébb, (qi1q2)* 'qip,, ahol q; =1 — py,
qd2 = 1 —p2; miutdn ezek az események kizdrdak, a jobb lovd gybdzelmének
valészintiisége

Z (h(h Chpz = &-
=1 1—diqz

A 41. feladatban leirtak alapjdn annak a valésziniisége, hogy a gyengébb
a k. korben gyézzon (qiq2)* 'p1; ez annak valdsziniisége, hogy a verseny
végéig 2k — 1 perc teljen el; mint lattuk, annak a valdsziniisége, hogy a
jobb versenyzd a k. korben (azaz 2k perc miilva) gy6zzon (q1d2)* 'qip2.
igy az eltelt & id6 varhato értéke, felhasznalva a 64. feladat megoldasanal
alkalmazott generdtorfuggvény maddszert:

Z ((2k = 1)(g192)* "p1 + 2k(d192)* " d1p2) =
=1

(2k = D(a1a2)* "1+ D 2k(q1d2)* "aip2 =

8m\/]8

p
ZQWZZ (d1d2)" + 2p Zk a1q) " =P ) (@g)< ' =
P p -
(2d1p2 + 2p1) i K(argo)*' — P =
=0 1 —(q1q2)
P1 2q1p2 + 2py P1

2 +2 ! . — — =
(2d1p2 + 2p1)d'(d142) T—qa O—qiw)? 1—qia

2q1p2 + 2p1 —pi(1 — q192) _ P +2q1p2 +P1g142
(1—q192)? (1—d192)?

68. FELADAT: Legyenn = 1+a és & = k. Ekkor 1 varhato értéke:




69. FELADAT: A 61. feladatban lattuk, hogy
1 1
1+ x2
egy valésziniiségi valtozo slirliségfuggvénye, tehdt

* 1 1
. —1.
J T 1—|—x2dx

—00
fey © A * 1 1
J mdx:AnJ' %-mdx:An;
—00 —00
tehdt f(x) pontosan akkor egy valdsziniiségi valtozd silirtiségfiiggvénye, ha
An=1,ill, ha A =1.
A varhaté érték definicidja szerint:

L[ 1 X R R
M(ﬂ)—J Xf(X)dX_JOO;-]—I—XZdX_;-JOOZWdX_

%t [In(1 —|—x2)]iooo = lim lim Zl [In(1 —|—x2)]z;

a——00 b—oo LTT

azonban az utdébbi hatdrérték nem létezik.

70. FELADAT: Mindenekel6tt emlékeztetiink arra, hogyhaa € Résn > 1,

akkor - -,
a a a
—d = |- = —
L o [ (n—1)X“‘L n—1

A varhato érték, a definicié szerint szdmolva:

M(E) = Joo xf(x) dx = J]oo % dx = %

—00

Hasonléan, a szérdsnégyzet:

D*(&) = M(&) — (M(&))* =



71. FELADAT: A varhatd érték:

M(E) = Joo xf(x) dx = Loo xé dx = Loo 2 dx = [—%]OO =2.

—0Q
Véges szérdsnégyzet azonban nem létezik:

De) = [ ) ax - M = [ Zax -4 = 2inF 4 = oo,

— o0 1 X

72. FELADAT: A siirtiségfiiggvényt a 47. feladat megolddsdndl mar meg-
hataroztuk:

2—2t, hao<t<I1,
f(t)z{ aUsts

0, egyébként.

A varhato érték:
) 1
M(E) :J xf(x) dx:J x(2—2x)dx =

0

1 2 .1 201
2 —sz = 2——3 = _— = —.
JO X X X |:X 3X 3

—00

A szérasnégyzet:
1

D(£) = M(£2) — M(£)* = J 22— 2%) dx — ; _
0

1 1 2 20101 2 1 11
J2x2—2x3dx—§:[—x3——x4] —— = =z == = —.
0

73. FELADAT: A véarhato érték parcidlis integrdldssal kaphaté meg:

) 00 3
M(E) = J xf(x) dx = J ﬁx%’hz"z dx =

oo o VT
— 2\/—}% J:O x? (—thxe’hz"2> dx = —2—}; J:O x? <e’h2"2> "dx =
— 2\/—}% ([xze hz"z]o — J:o 2xe ¥ dx) = 2\/—}% J:O 2xe M dx
%f —% (~2n2xe ™) dx = —%T J:o (e7) ax=
2 e 2
W [e ]0 T hym
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74. FELADAT: A véarhaté érték definiciéja szerint:

M(E) = JOO xf(x) dx = JOO %e""' dx =

—00 —00

] 00 ] 0 00
_ —[x - _ —Ix] —Ix] —
> J xe dx > (Joo xe dx + L xe dx)

1 0 00
- (J xe* dx + J xe ¥ dx>
2 —00 0

=
—

Az els6 integrdlban az u = —x, a mdsodik integrdlban pedig az u = x
helyettesitést elvégezve:
w1/ ©
== ue “du+| ue “du) =
2 00 0
‘I o0 - o0 B
== ue™du+| ue “du)=0.
2 0 0
A széradsnégyzet, hasonldéan szdmolva
[e's) 00 XZ
D(e) = M((e M) = | (x—0Pflxax = e M dx=
1 [ 1 0 o0
—J x*e ™M dx = = J x2e ™ dx+J' x?e M dx ) =
2 —00 2 —00 0
1 0 00
- (J x%e* dx +J' x*e * dx> 2
2 —00 0
Az els6 integrdlban az u = —x, a mdsodik integrdlban pedig az u =

helyettesitést elvégezve:
1/ 2 ,— R
= — —ueudu—l— ueudu -
2 0
1
2

J wfe v du+ J ufe ™ du) = J ule tdu =
Parcidlisan integralva:

—

o0

0 0 0

2 [—uze*u] :O + J 2ue “du = ZJ' ue “du=
0 0

2 ([—ueu]go + J e v du) = ZJ' e Ydu=2 [—e’u]go =2.
0

o0

0
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75. FELADAT: (a) ElGszor a varhaté értéket szamoljuk:

M(E) :J

—00

1
xf(x) dx = J x|x| dx =
~1

0 1 0 1
J x x| dx+J x x| dx:J xzdx+J x? dx =
1 0 1 0

[XT +[x3]‘_ L
31, 31, 3 3 )
A szérdsnégyzet szdmitdsdra a definiciét alkalmazzuk:

D2(£) = M{(E— M(£))%) = M(£2) = Joo X2 (x) dx

—00

1 0 1 410 41!
J XZ‘X‘ dX:J —ngX—I—J x3dx:—{_} _|_{ :| —
—1 1 0 4], 41,
(0 Ty (1 0y 1

4 4 4 4 2

A szérds tehdt /1 = 2.

(b) Felhaszndlva, hogy

a varhato érték:

0 0 T
%J:oxe%dx:— %Jj(e%ydx:
271 21 2
“Vale Tl =Vx

A szérasnégyzetet a D?(&) = M(&?) — (M(&))? formula alapjan sza-
moljuk; csak az elsé tagot kell kiszdmolnunk. Parcidlis integrdldssal
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kezdiink.

M(&?) = Joo X*f(x) dx = Joo %xze’% dx =

—00

A kapott integral nem hatdrozhaté meg kozvetlenul, tehdt alternativ
utat kerestink. Tudjuk, hogy a standard normadlis eloszléds stirtiség-
fuggvénye

N

1 x

f(x) = —=—=e 7,
(x) 5
tehat
] x2
J ——e 2 dx=1,
o V2T

X2
2

és igy, felhaszndlva, hogy e = pdros fliggvény,

00 2 0 2 00 2 00 2
\/27'(:J e Z dx :J e z dx—l—J e Z dx :2J e Z dx.

(1) [2 [ _« 22
=41/=| e Tdx=4/="—=1.
T Jo w2

Végiil a szérdsnégyzet:

Innen

ill. a szdrés:

Megjegyezzik, hogy az



integrdl meghatdrozdsdnak van egy elegdnsabb moddja is: mivel a
standard normadlis eloszlds varhaté értéke O, a szérdsa pedig 1, fel-
haszndlva, hogy

xe T

paros fliggvény, kapjuk, hogy

1 ro 5 _x*
2 —— x“e 2z dx,
V21 Jo

J"O , 2 V27 \/E
xe 2dx=——=4/%,
0 2 2

ahonnan a szérds értéke mar egyszeriien megkaphaté.

tehat

76. FELADAT: A 49. feladat utolsé részfeladatdandl tett megjegyzések alap-
jan tudjuk, hogy

X" e ™ dx =

Gr(n) = ,
A o AN

Jw (n—1)!

ahol definici6 szerint 0! = 1.

Most kiszdmitjuk a k-adik momentumot:
00 }\nxnfl 00 }\anJrkf]

M k — k . 7}\)( d — J
(&) J;X m—c T Tmen
A" JOO n+kf]ef7\xdxz A" (T'L—f—k*])' (T'L—f—k*])'

m-_N) M1 Ak ARm 1)

e ™dx =

A varhato érték az els6 momentum, tehat

_(n—|—1—1)!_2
M(&) = An—1)1 A7

A szérasnégyzetet a D?(&) = M(&?) — (M(&))? formuldval szamoljuk:

(m+1)! (n)zzn(n—i—ﬂnz n

Mn-—1! \A A2 A2’

D*(g) = x
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77. FELADAT: A kozismert formula alapjan
D?(&n) = M((&n)?) — (M(&n)?),
és & és 1) fiiggetlensége miatt M(&n) = M(E)M(n), tehat
D?(&n) = M(&?) — (M())*(M(n)).

Most kiszamitjuk a M(&™n?) varhaté értéket. Legyen f(x,y) a & és n va-
16szintiségi valtozdk egytittes slirliségfiiggvénye; a valdsziniliségi valtozdk
fliggetlensége miatt f(x,y) = f(x)f,(y), ahol f¢(x), ill. f,(y) rendre a & és
1 valésziniliségi valtozdk slirliségfiiggvénye.

M(£2n2) =J°° ro W2y (x,y) dx dy —

—00 J—00

[ ettt acay -

—00 J —00

(Jm 2. (x) dx) . (F yzfn(y)dy> — M(E)M(m?),

—00 —00

tehat

D?(&n) = M(E M) — (M(£))*(M())* =
[D?(&) + (M(£))A[D*() + (M) — (M(£)*(M(n))* =
D?(£)D*(n) + D*(£)(M(M))* + (M(£))*D*() + (M(&))*(M(n))*—
(M(E)2(MM))* =
D*(£)D?*(n) + D*(£)(M(n))* + (M(£))*D*(n).

78. FELADAT: A definicié szerint szdmolunk:

b
x"f(x) dx = J o

a

o n
X
dX:

M(E) ij

—00

1 [ X1 ]b ptl . gnt!
.

b—a|n+1| Mm+1(b—a)

5.3 A Csebisev-egyenlotlenség és kornyéke

A jelen szakaszban tobbszor fogjuk alkamazni a kovetkezd egyenlot-
lenségeket:
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1. Legyen & egy valdsziniiségi valtozd, amelynek |étezik mind var-
haté értéke, mind pedig szérdsa. Ekkor tetszdleges € > 0
esetén teljesul a Csebisev-egyenlétlenség:

PLE=M[E)] =€) < (10)

2. Jelolje k azt a valdszinliségi valtozét, amely megadja, hogy egy
p > 0 valdszinliségli esemény hdnyszor kovetkezik be, ha az

7 ” 77 ’ . k
eseményhez vezetd kisérletet n-szer végezzuk el. Ekkor a —
relativ gyakorisagra teljesul a Bernoulli-egyenlétlenség:

Kk pq
Pl|l=—p| >e) <+ 11

ahol g =1—rp.

79. FELADAT: Egyrészt:

6 5 6
1=M(&) ij xf(x) dx :J xf(x) dx—i—J xf(x) dx >
5
6

J6 xf(x) dx > J6 5f(x) dx = SJ f(x) dx.
5 5 5
Most mindkét oldalt osztva 5-tel kapjuk, hogy

¢ 1

L f(x) dx < 5

Maésrészt,

P(§<5) = JS f(x) dx rf(x) dx — rf(x) dx=1-— rf(x) dx >
0

80. FELADAT: Miutdn a 48 és 80 szimmetrikusan helyezkednek el a A = 64
varhatéérték korul, a Csebisev-egyenl6tlenséget fogjuk haszndlni az € =
80 — 64 = 64 — 48 = 16 specidlis esetben. Az alkalmazdshoz meg kell
hatdroznunk a szérdsnégyzetet. Bar a A paraméter(i Poisson eloszlds sz6-
rasnégyzete kozismert, a teljesség kedvéért levezetjuk. Mindenekeldtt a
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masodik momentumot hatdrozzuk meg:

k=1 k=1
= kAk (k 4 T)AkH
A Y _
€ Z (k—1)1 Z k! -
k=1 k=0
o0 k)\kJr] o0 }\k+] 0 )\kfl 0 )\k
A _ A2 _
(EE ) - (p L k) -
k=0 k=0 k=1 k=0
Ay A o A 2
e AZEJH\ZF = A2 A,
k=0 k=0
tehat a szérasnégyzet D?(E) = M(E2) — (M(&))> = A2 + A — A% = A. Tehat

a Csebisev-egyenldtlenség szerint

P(48 <& < 80)=P(|§—64] <16)=1—-P(|E —64] > 16) >

De) _,_é&4 _,_1_3
62 1e a4 &

1 —

81. FELADAT: Tudjuk, hogy M(&) = 50, tovdbba hogy D(&) = 20 és € =
60. A Csebisev-egyenl6tlenség szerint:

400 1

—— =—-~0,1111.

3600 9 0

Normdlis eloszlés esetében P (|£—50| > 60) jelentése az, hogy & vagy —10-nél
kisebb, vagy 110-nél nagyobb, azaz

{I& —50] > 60} ={& < 10} U{E > T10}.
Miutan {& < —10} és {& > 110} kizdrdak, kapjuk:

P(l€ =50/ > 60) <

P& 50| > 60) = P(E< 10) + P(£> 110) = F(-10) + 1 F(110) &

Legyen @ a standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvénye. Ekkor

F(x):cb("m),
(0}

tovabba (lasd 54. feladat) @ (x) + ®(—x) =1, azaz ®(—x) =1 — ®(x). gy
a tdbldzat alapjdn kapjuk, hogy
W (1050 110 -50) B
_CI)(T) +1 CD(T) =P (-3)+1-0(3) =
21— @ (3)] ~2-0,0014 = 0,0028.
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82. FELADAT: Mivel & pozitiv valésziniiségi valtozo,
P(& > 55) =P(|§— 10 > 45).
gy a Csebisev-egyenlétlenség® alapjan:

2
55) = P(e—10 > 45 < 2& _ 10 5 oo

P& 452 2025

v

Mivel a A paraméter(i exponencidlis eloszlds varhaté értéke (és szdrasa is)
A ', a felhasznélandd eloszlds paramétere A = 0.1. gy a valészintiség pontos
értéke:

P(£>55)=1-P(£<55)=1—F(55)=1—(1—e ") =™ =

1 B 1
e 10 35 =€ 3 == ﬁ ~ 0,004.
e y

83. FELADAT: A Csebisev-egyenl6tlenség szerint

0,3?

P(E—35/>1) < =3

=0,09.
84. FELADAT: A Csebisev-egyenl6tlenség alapjan a keresett becslés:

P(400 < & < 600) = P(|§ — 500 < 100) =

252 1 15
1= P(Je =500 > 100) > 1— 755 =1 - = .

85. FELADAT: Az alsé becslés értéke:

DY&) _ D) 1
P(l&—MI(E)| > 3D(8)) € 35755 = a3 1) = o-

A fels6 becslés eredménye:

PE=M(E)[ <3D(&)) =1-P(E-M(E)| = 3D(&)) >

, o biE) 18
B3D(E)2 9 9
5Hasonlé becslés kaphaté a Markov-egyenlStlenség alapjan is:
M(E)
P(§>55) < — ~ 0.18;
(&> 55) < o ,

az azonban lényegesen gyengébb eredményt ad.
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(a) Ha & normadlis eloszladsi, akkor az eloszlasfiiggvény

))

X—m

a keresett valdsziniiség pedig

Ple—=M(E)| > 3D(&)) =
P(E < M(E) —3D(&)) + P(E> M(E) +3D(E)) =
FM () 3D(&))+1-FM ()+3D( ) =

MiE] 3D ()Mo (6)+3D(E) - M(E)Y
(D< >+1 ( Do) >_
3D (8) D A
®<W>+1 ( ()> O(-3)+1-®(3) =20 (-3) =

2(1—®(3)) =2-0,0014 = 0,0028.

(b) Ha & exponencidlis eloszlasi, akkor az eloszlasfiiggvény
Fix)=1—-e™.

Figyelembe véve, hogy egy exponencidlis eloszlasli valészintiségi val-
tozd zérd valdszinliséggel vesz fel negativ értéket, kapjuk, hogy:

PE=M(E)]>3D(&)) =1-FM(E) +3D(&)) =

1 (1 e MMEDE)) — o AMEH3D(E) — o AM(&)AD(E)

—4=0,018315638.

1 1
e M A3%

(c) Ha & egyenletes eloszlasi a [—1, 1] intervallumon, akkor az elosz-
lasfiggvénye
0, ha x < —1,
Fix) =< ! ha—-1<x<T,
1, ha x > 1,

a varhaté érték M(§) = =Lt = 0, a szérdsnégyzet pedig D*(E) =

(1) _ 4 _ 1 ‘1.
T — 1— — g Teh.a.t.

Ple —=M(E)| > 3D(&)) =
FIM(E) —3D(&)) +1—F(M(E) +3D(&)) =
1 1

F(O—3ﬁ)+1 —F(O+3ﬁ) =F(—V3)+1—-F(V3)=0+1—-1=0.
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(d) Mivel a Poisson eloszlds varhaté értéke (és szérdsnégyzete is) a
paramétere, A = 0.9. Mivel

AR
és A — 3vVA =0.9 - 3v0.9 <0, kapjuk
}\*3\/X Ak A o0 Ak N
Pe~M(E)>3D(e) = Y me’+ ) ige’=
k=0 K=A+3VAA
S 0.9 o9 0.9 —0.9 = 0.9 —0.9
2 reElageEm) Age s
k=0.94+3v0.9 k= k=0
2 3
1 (ge‘l9 + %e‘” + %e“) =0.42,

ahol felhaszndltuk, hogy
— 0.9%
Z e %7 =1,
k!
k=0

86. FELADAT: A fej dobés valdsziniisége p = 3. A (11) Bernoulli-egyen-
16tlenségnél haszndlt jelolésrendszert haszndlva, azt a legkisebb n szdmot
keressiik, amelyre az

k
P ( ‘— —p‘ < O.1> > 0.9,
n
ill. a vele ekvivalens

(|5
n

—p‘ ZOJ) :1P<‘Ep‘ <O.1> <0.1.

egyenlotlenség teljestilése garantdlt.
A Bernoulli-egyenl6tlenség alapjédn:

k I 25
Pl|=—pl>01)< L=
(‘n p‘ - ) —0,’n n
igy aztdn elegendd olyan n-et taldlni, amelyre

2
> o,
n
Ez n > 250 esetén teljesil, tehdt az érmével legaldbb 250 dobdst kell

végeznunk.
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87. FELADAT: A feladat megolddsa hasonlé az el6z6éhez, a kiillonbség csak
az, hogy p = {, q = 2 és a kiiszobvaldsziniiség 0.8. Igy a
5
Pq 3% _ 900
= = <0.2
0.1’n  0.1’n 36n —
egyenl6tlenség alapjan a sziikséges dobdsok n szdmadra az

2500
> 20 L 69.4444
=735

egyenlGtlenséget kapjuk. Tehdt 70 vagy tobb dobdast kell végezniink a
kockaval.

88. FELADAT: Jelolje n a tételben a darabszdmot, k pedig a hibas gyart-
mdnyok szdmdt. Olyan darabszdmot keresunk, hogy a

P < ‘E — 0.1‘ < 0.0Z) > 0.95,
n
ill. a vele ekvivalens
k k
Pl|——=01 >002)=1—-P( |——=0.1] <0.02) <0.05
n n

egyenlStlenség teljesiiljon.
A Bernoulli-egyenl6tlenség kozvetlenil nem alkalmazhaté a

k
Pkn =P ( ‘— —0.1‘ > 0.0Z)
n
valdsziniiség meghbecslésére; helyette egy kezd6 becslés keresésére alkalmaz-
zuk: A (11) formula szerint

0.1:09 225
n-0.022 n’

quoqzom)g
n
igy

P(‘E —0.1‘ > 0.0Z) < 0.05

biztos, hogy teljesiil, ha
225
> —— =4500.
=005
Nyilvanvald, hogy n = 4500 megfelel a feladat céljainak. Kérdés, hogy

kisebb n elfogadhaté-e?

91



A kérdés megvdlaszoldsdhoz vegyik észre, hogy

pn_kEP<‘E—O.1‘ >0.0Z> :P<‘E—O.1‘ >0.02) —

p<‘E0_]‘ :o.oz> :P(‘EOJ‘ zo.oz)
n n

P (E —0.1= 0.0Z> —P (E +0.1= 0.0Z) =
n n

P(‘EOJ‘ zo.oz>P<5:o.1z)P<5:o.08) =
n n n

P(‘E—OJ‘ 20.02)—P(k:O.lz-n)—P(kZO-08'n)S

225

valamint, hogy — mivel a k valésziniiségi valtozé binomidlis eloszldsi —
érvényes, hogy

Plk=m)= (:1) 0™ 0.9m ™,

Ezek utdn a mellékelt tablazatbdl®, amelyben a, = 2—1215, b, =P(k=0.12-
n), ¢, =P(k=0.08-n) és

225
An="7 - P(k=0.12-n) — P(k=0.08-n),

6FEzek azok a pillanatok, amikor nem &rt, ha kéznél van egy szdmitégép. Egy mésik
lehet6ség, hogy a sziikséges faktoridlisok becsléséhez a Stirling formuldt alkalmazzuk,
bér ez esetben gondosan ellendrizniink kellene a becslések pontossagat is. Végil, az egész
bonyodalom elkeriilheté lenne, ha a feladatban a “ne térjen el 0.02-nél nagyobb mértékben”
kifejezés helyett a “0.02-nél kisebb mértékben térjen el” kifejezés szerepelne. ..
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[ n | an | bn Cn A

4500 1/20 0.1423923087 - 107> | 0.5137504584 - 10° || 0.04999806232
4499 || 225/4499 nem egész nem egész 0.05001111358
4498 || 225/4498 nem egész nem egész 0.0500222321

4497 || 75/1499 nem egész nem egész 0.05003335557
4496 || 225/4496 nem egész nem egész 0.05004448398
4495 || 45/899 nem egész nem egész 0.05005561735
4494 | 75/1498 nem egész nem egész 0.05006675567
4493 || 225/4493 nem egész nem egész 0.05007789895
4492 || 225/4492 nem egész nem egész 0.050089204719
4491 25/499 nem egész nem egész 0.0501002004

4490 || 45/898 nem egész nem egész 0.05011135857
4489 || 225/4489 nem egész nem egész 0.05012252172
4488 || 75/1496 nem egész nem egész 0.05013368984
4487 || 225/4487 nem egész nem egész 0.05014486293
4486 || 225/4486 nem egész nem egész 0.05015604101
4485 15/299 nem egész nem egész 0.05016722408
4484 || 225/4484 nem egész nem egész 0.05017841213
4483 || 225/4483 nem egész nem egész 0.05018960517
4482 || 25/498 nem egész nem egész 0.05020080321
4481 || 225/4481 nem egész nem egész 0.05021200624
4480 || 45/8%6 nem egész nem egész 0.05022321428
4479 || 75/1493 nem egész nem egész 0.05023442732
4478 || 225/4478 nem egész nem egész 0.05024564537
4477 || 225/4477 nem egész nem egész 0.05025686843
4476 || 75/1492 nem egész nem egész 0.05026809651
4475 9/179 | 0.1504953932 - 107> | 0.5466176865 - 10~° || 0.05027727803
4474 || 225/4474 nem egész nem egész 0.05029056772
4473 || 25/497 nem egész nem egész 0.05030181086
4472 || 225/4472 nem egész nem egész 0.05031305903
4471 || 225/4471 nem egész nem egész 0.05032431223
4470 15/298 nem egész nem egész 0.05033557047

ldthatjuk, hogy kisebb n értéket a Bernoulli-egyenlétlenség alkalmazdsdval
nem tudunk megadni.

89. FELADAT: Egyrészt, a (11) Bernoulli-egyenl6tlenség szerint

P(E—p‘ze)spz—q,
n €Emn
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masrészt, a szdmtani és mértani kozepek kozotti ismert egyenlStlenség’

miatt: 1
P+q
VPq < —— = =,

fgy

2
En pa _ () _ 1

—_— = > < < = .
n p‘ - e) ~en T en 4deln

"

90. FELADAT: Olyan n megfigyelésszamot keresiink, amelyre

P(‘E—p‘ go,o1> > 0.95
n

vagy a vele ekvivalens

k
P(‘—p‘ >o,o1) < 0.05
n

egyenl6tlenség teljestl, ahol p egy dltalunk ismeretlen valésziniiség. Fel-
haszndlva, hogy

k k
P(‘—p‘ >0,01>§P<‘—p‘ 20,01), (12)
n n

az elézd feladat egyenlétlenségét alkalmazzuk; ez olyan m keresésére re-
dukalja a problémat, amelyre

Tn-oom = 0%

Innen
1

> = .
"2 70050012 00

91. FELADAT: A feladatot altaldnosabban oldjuk meg: tegyiik fel, hogy n
egy kizdrélag nemnegativ értékeket felvevs valdsziniiségi valtozd, amelyre
M(g(n)) véges. Ekkor

o0

M(g(n)) = L o(x), (x) dx,

"Lésd a 45. feladat megolddsat, ill. a 4. 1abjegyzetet.
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és — akdrcsak a Markov-féle egyenl6tlenség bizonyitdsandl — kapjuk, hogy

o0

M(g(n)) = r g(x)f, (x) dx > J o(x)f, (x) dx >

0 €

tehat
és igy:

A feladat egyenlGtlensége az 1 = |&| specidlis esetnek felel meg.

5.4 Tobbdimenzids eloszlasok

92. FELADAT: Mivel & ésn fiiggetlenek, a (&, 1) kétdimenzids valdsziniiségi
valtozo eloszlasa:

aholi,j=1,...,6.

93. FELADAT: Az ismert formula szerint & peremeloszlasfiiggvénye:

i : Cx - _ 1—e™, hax>0,
F(X):llmF(X,y):11m]+exyiexiey:
e umee 0, ha x < 0.

Hasonldéan, n peremeloszlasfuggvénye:

T—eVv, hay>0,
Fly)=lmFlx,y)=limT+e*V—e*—e V= € yz
. o 0, hay < 0.

Tehat & és n mindegyike A = 1 paraméter(i exponencialis eloszlasi valdszi-
niiségi valtozd.

Végiil, a meghatdrozandd valdszintiség:

PE<In<1)=Fx,y)=F1,1)=14+e?—e ' —e ' ~0,39%.
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94. FELADAT: Az f(x,y) fliggvénynek a kovetkezd két kritériumot kell ki-
elégitenie:

1. Nemnegativitas: f(x,y) > 0.

2. Normdltsag:
J J f(x,y)dxdy = 1.

—00 v —00
Az els6 kritérium teljestlése nyilvanvalé. A mdésodik kritériumot integralas-
sal ellendrizzuk:

1 o xz —2xy+2y

oo o0 2
f(x,y)dxdy:J J —e 2 dxdy =
JooJoo R RZTC

2

lj J e G dy =
27 [ Jg v

LJ ef% (J Leiwizy)z dx) d —J Lef%d =]
V21t Jr R V2T Y R V27T Y ’

ahol kihaszndltuk, hogy mind

. 1 7(%79)2
g(x) = —=— /2_7te 2,
mind pedig
1 y2
h N
W=

normalis eloszlds siiriségfiiggvényei, tehdt az integraljuk a szdmegyenes
mentén 1.
Tehat f(x,y) slirtiségfiiggvény.

95. FELADAT: Ha ( = ¢g(&,n), akkor M(() varhato értéket — amennyiben
létezik — a
M@ = | [ oyt y) axey (13)
R JR

formulédval szamolhatjuk, ahol f(x,y) a & és n valészintiségi valtozdk egyiit-
tes siirtiségfuggvénye.

A fenti formuldt a feladatban megadott fliggvényekre alkalmazva kap-
juk, hogy:

M(£+n)=J

J (x +y)f(x,y) dx dy =
RJR

1l 1l
J J (x+y)(x+y)dxdy:J J X 4 2xy +y? dx dy =
0 Jo 0 Jo
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11 11 11
J J X dxdy+J J 2xy dx dy + J y?dxdy =
0Jo 0Jo

J]<J;x] ) dy—l—J]'(:J' nydxdy—l-J'(:(
[Efetie) (o) L8]
(as(]) (1) T3

S+233+6l=5+3+3-¢%

Hasonldan:

M=) = | | (e v)fix,y) dxdy =
R JR
1 ¢l 1 pl
J J (xy)(x—i—y)dxdy:J J x? —y?dxdy =
0J0 0JO
1 pl 1 pl
ijzdxdyjjyzdxdy:
0Jo 0JO
1 1 1 173 1 1 y3 1
szdx) dy—J (J yzdy) dx:J {—} dy—J [—] dx =
0 0 0 0 3 0 0 3 0
i " y1t orxl
_d — —d — — — | = :—*_:O.
L3 Y Ls * [3]0 [3]0 3 3

96. FELADAT: Néhdny &ltaldnos jellegli megjegyzéssel kezdink. Mivel

1 x—y)?
g(x) = e

V2m

egy (y, 1) paraméterti normalis eloszlasti (; valésziniiségi valtozo siirtiség-
fuggvénye,

[

1 (x—y)2
X——e 2 1) =
JR o M(G)
Hasonléan,
hy) = e %
= —e 2
Y V27

egy standard normalis eloszldsu (, valésziniiségi valtozo sliriiségfiiggvénye,
amelynek a masodik momentuma

T dy =M(3) =D*&) + (M(L)? =1
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igy, a (13) formula szerint szémolva:

] x2— xy+ yz
M(E -n) :J J xyf(x,y)dxdyzj J Xy=—e BpEIs dxdy =
RJR rRJr 2T

J' J ] 7rxfy)22+yz dx d
rIr 2m

1 yz 1 (x—y)? ] yz
——e X——e 2 dx| dy= 2 e Tdy=1.
JRy\/ZTt (JR V21 > Y J'Ry V21 Y

97. FELADAT: A varhatd érték linearitdsa miatt

M) =M1 = &) =M(1) - M(&) =1 M(&)
és
Mn2) =M1 — &) = M(1) — M(&) =1 - M(&).

Ekkor egyrészt

M((n1 —Mm1)) (2 —M(n2))) =
M(T—& — (1T -MENNDT - & — (1 -M(&)))) =
M((& — M(&1)) (& — M(&2))),

mésrészt pedig

D*(n;) =D*(1-§&) =
M(1—&)"— (M1 —&))> =M1 25 + &) — (1 —M(&))* =
(1—2M(&) + M(&)%) — (1 —2M(&) + (M(&))*) =
M(&)? — (M(&))* = D*(&),
ahol i =1,2. Igy aztan:

M1 — M(m)) - M(n2 — M(n2)) _

Rnnmn2) = D(m)D ()
M(& — M(&)) - M(& — M(&,)) 1
D(£,)D(&y) = RlEn &) =5
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98. FELADAT: A megoldést néhdny valdszinliség kiszdmitdsdval kezdjuk:

11 1
P(AB):P(B|A)-P(A):Z-ZZE,

_P(AB) 5 1

P(B) = P(AB) 1 &
— 3
P(A) :1_P(A):é_l’
— 7
P(B) =1—P(B) =3

Most kiszdmitjuk az (&,1) egyuttes eloszldsat:

H [n=0fn=1] |
ENEENE
E=1] % | % |

H [ £ 1 & [1]

22. dbra: (&,m) egyiittes eloszlasfiiggvénye és a peremeloszldsok

P(§,=0,1=0)=P(AB)=P(A+B) =
11

1-P(A+B)=1—(P(A)+P(B)—P(AB)) = 16

P(£=0,n=1)=P(AB)=P(B - AB) =P(B) - P(AB) =

|wa|_‘

P(£=1,n=0)=P(AB)=P(A - AB)=P(A) - P(AB) =
1
E)

1

(o)

P(E=1,n=1)=P(AB) =

valamint a & és 1 eloszldsait (amelyek pont (&,n) peremeloszldsai, 1lasd 22.
dbra):
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Ezek utédn a varhato értékek ill. szérdsok meghatarozdsa kovetkezik:

3 T 1 o 11
M(E)—O-Z+1-Z—4, M(&?) =0 4+1 1=
7 1 1 5 7 1 1
M(Tl)—o'g—F]'g—g, M(T])—O-§+1-§_§,

fgy

M((& —=M(E))(n—M(n)))
1 1 11 1 1 1
(0-3) (0g) e (5) (1-8) v

tehat

. —M(n))) 3 1
R(E,m) = D(E)D(n] ﬁ3-2§ mwo,zmz.

A & és n valdsziniiségi vdltozok nem fliggetlenek; ennek beldtdsdra az
aldbbi észrevételek barmelyike elegendd.

1. R(gm) #0.
2. P(A) # P(AIB).

3. & és 1 egyuttes eloszldsa nem egyezik meg a peremeloszldsok szorza-
taval (lasd 22. &bra).
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99. FELADAT: Elemi megfontoldsok alapjdn a & és n egyiittes eloszlasa:

3 2 1
Poo—P(a—O,n—O)—ﬁ'§—E»
3 3 1
P10—P(5—1,n—0)—ﬁ'§—ﬁ»
4 3 2
on—P(a—Z,n—O)—ﬁ'§—E»
3 3 1
—p(& = —1=.2_"1
3 4 2
= = :2 —_ — e - = —
3 2 1
pr— :1 :1 = - = —
4 3 2
fr :2 :1 = — = = —
3 4 2
pr— :1 :2 = - = —
4 3 2
= :2 :2 — T AT A= 3=
Innen a peremeloszlasok:
H [n=0fn=1]n=2] ]
1 1 2
Rl e
s I e e
E=21] 5 is s |5
| | & [ o [ 5 J1]

A fenti tdbldzat alapjan a feladat kérdései megvdlaszolhatdak:
(a) A valészintiségi valtozok nem fiiggetlenek, mert egyiittes eloszla-

suk nem egyenlé a peremeloszldsaik szorzatdval, pl.

1 3 3
P(EZO»T]ZUZE E‘T:P(EZO)'P(T]:”-

(b) Miutan

3 3 4 11
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és

tehat

igy D(&) = V0,69 ~ 0,8306.

100. FELADAT: Legyen p =P(& =1, =j), ahol i # 2, j # 2; ekkor a fela-
dat szerint P(§{ =2, =2) =4p. A & és n egyiittes- és peremeloszlasairdl
a kovetkezd tablazat készithetd:

| n=1[n=2]n=3] |

E=11 v P P 3p
E=2 7 4p P 6p
E=3] » P P 3p

H | 3p [ 6 [ 3p [12p=1]

Mivel 1 =P(£=1)+P(E=2)+P(E=3)=PNn=1)+Pn=2)+Pn=

3) = 12p, kapjuk, hogy p = ]]—2, és a fenti tablazat a kovetkezd alakot veszi

fel:

H In=1[n=2|n=3] |
E=1) % | | % |3
E=2) 5 | 3 | 35 |3
E=31 % | | v |1

H | « | 5 [ 3 [1]

Ezek utdn kiszdmitjuk a & és n valdsziniiségi valtozdk azon jellemzoit, ame-

102



lyek sziikségesek R(&,1) meghatarozdsdhoz:

1 1 1
prx_1 +2:5+3-7=2.

1 1
Zypy—1 +2- 543 =2

1 1 1
_ UpE=xin=u)=1-1-—+1-2-—41-3.—
;;xym(é Xi,N = V;) TR S+ S+
1 4 1
21 5542-2- 5 42:3- 5 +3-1- =+
1 1
3-2-5+3:3- 5 =4,

Nem szitkséges tovabb szdmolnunk, mert

M((E—M(&))(n—M(Mn))) _
(£)D(m)
M)&—

R(E,m) = D
M(&n —

M(E)n + M(EMM))
D(E)D(n
M(£n) — M(EM(n) — M(£
D(£)D(n
M(&n) -~ M(E)Mm) _ 422
D(Z)D(n) D(E)D(n)

Masrészrol, & és 1 nem fliggetlenek, mert egyuttes eloszlasuk nem egye-
zik meg a peremeloszlasok szorzataval.

)
)M(M) + M(E)M(n)
)

101. FELADAT: A feladat alapjan rekonstrudljuk & és n egyuttes és perem-
eloszlédsait:

H n=1]n=0[n=—1] |

£=1 0 i 0 I

£=0 1 0 1 1

— o [T | o |1

&E=—1 0 3 0 i
1 1 1 1
4 2 4

A tablazat alapjan vildgos, hogy & és n nem fiiggetlenek; példaul

Ple=Tn=0)=7 # ;-3 =PE=1)-Pln=0)
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Ezek utdn kiszdmitjuk azon jellemz6iket, amelyek R(£,n) meghataroza-
sdhoz szukségesek:

M(E) =1+ 5 +0- 5+ (=1 4) =0,
1 1 1
M(n) = 'Z—FO'E‘F(—]'Z):O-
M(En) = -1-0+1-o-%+1 (—1)- 0+
0-1 1+o-o-o+o-(—1)-%+(—1)-1-o+(—1)-o-;‘+

Nem szukséges tovdbb szdmolnunk, ugyanis

C M(En) - MEMM) 000
REen =""5@bm  ~b@om >

102. FELADAT: Meghatdrozzuk az f; és f, peremstiriségfiggvényeket:

6 6 23" 6 2
f (X)iJ f(x,y)dy=J =(x+y?)dy = [—Xy—l-—lf] =_x+ 2,
- R 05 59 T5Y ] T 75

s 3 6 LS 3
f = f = — 2 = [ Zx% 4+ 22 =y 4=
n(y) JR (x,y) dx L 5(x+y ) dx {5x +&Y XL AR

majd a varhaté értékeket:

M) ij

1 1

(e 2y L 2. 1, 3

xfe (x) dX_J0X<§X+§> dx = [SX +5X] =<
1

' /6, 3 3 3 3
M(n) iJ yf (y)dyzj Y (—y2+—) dy = {—y4—|——y2:| _——
R o \5° 5 107 710 5

masodik momentumokat:

! 6 2 3 2 LR K
2y - 2 2(© < 4 3|
M(&)—foa(x)dx—Jx <5x—|—5> dx—[mx +]5X] =30

R 0

0
' (6,.3 6 5 1.5 1
M(n?) iJ y’f (y)dyzj y’ (—y2+—> dy = —y5+—y3} =z
ws 57 5 257 5 25



és szdérasokat:

: 11
D(&) = VM(&?) ~ (M(&))2 =/ 3=,

: 2
D) = v/M®2) — (Mm))? =/ 5.

Szukséges még M (&n) meghatdrozdsa:

1 pl
M(&n) iJ J xyf(x,y) dx dy =J J xyS (x +y?) dx dy =
RJR 0 5

0
1l € /et 1l
J J —(x*y+xy?)dxdy = = (J J xzydxdy—l—J J xy3dxdy> =
0JO ) ) 0JO 0JO
6
5

1 1
JyJ xzdxdy+J y3J xdxdy):
o Jo o Jo
6 (" ] ! x27" 6
= = d & dy| =<2
S(Lo[5], e Lo 5], o) =5

igy tehat

~ M(&n)-MEMM)  5—3-3 0 V3
R(E,n) = D)D) _\E RN 0.13055.
150 25

103. FELADAT: A silirliségfuggvény alakja azt sugallja, hogy a megoldashoz
ismételt parcidlis integralasra lesz sziikség. Sajnos ez — kiillonosen a tobb-
dimenzids esetekben — meglehet6sen hosszadalmas (és iszonyatosan unal-

mas) szdmitdsokhoz vezet; igy inkdbb egy egyszeriibb, a valdsziniiségsza-
mitds sajatos eszkozeit jobban kihaszndlé moddszert valasztunk. A meg-

olddsunk alapotlete, hogy a normaélis eloszlds — kozismert — momentumai
tartalmazzdk azokat az informadacidkat, amelyek segitségével a szdmunkra

sziikséges integrdlok értékei kozvetlenul meghatdrozhatdak.
Egy 4ltaldnos észrevétellel kezdiink: Ha a,b € R, a > 0, akkor
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egy (b, ﬁ) paraméterii normalis eloszlasu ( valészinliségi valtozé siirii-
ségfuggvénye, tehdt

R “a Vil :

Ezek utdn a peremstiriiségfiiggvényeket hatdrozzuk meg:

1 2,2 2
f X i J 'f X, d e J' —eig(x 7Xy+y ) d e
£(x) : (x,y) dy Ry Y

1 ,;[(y,x)%r;,g] | Y
— | e’ 2t ldy = ——=e
JR Y 7(\/§

5
S
e
®
N‘XN
Il
-
A
m\
N‘XN

Az x és y valtozok kozotti szimmetria alapjdn

1 y?

faly) = \/T_TceiT'

Miutén mind f;, mind pedig f,, egy normadlis eloszlasii valésziniiségi valtozé
stiriiségfiggvénye,

tehat

és

_x* 2 1 —Z(x2—xy—+y?)

e zdx=1|vy ——e 3 Y dy dx =
R JR

—J J yle 30t gy dy, (16)
R JR

azaz



Hasonléan, mivel f(x,y) stiriségfiiggvény,

1 20,2 2
-5 (x"—xy+y~) —
——e 3 dxdy =1,
JRJ'R ™3

tehdat
J J e 30 gy dy = m1v/3. (17)
RJR

Most kiszdmitjuk az M(&n) varhaté értéket. Legyen F(x,y) a & és 1

egyiittes eloszlasfliggvénye; ekkor a (14-17) osszefiiggések felhaszndldsaval
kapjuk, hogy

o%f
0 = lim F(x,y) — lim F(x,y) :J' J dxdy =
g e rJr 0X0Y
1 02 22 2
—5 (x"—xy+y~) _
e 3 dxdy =
7T\/§J'RJR 0x0y Y
—= — X YT xy S ) e FTV ) dx dy =
mJRJR< oF oY T T3 Y
] |: SJ' J 27;( Ziy_'_yZ) SJ J' 27;( 2 2
— | = x“e 3X dxdy — = yle 30U gy dy+
m™/3 R JR ? JrJr
20

WIN

9
2
7[ J xye 30V gy qy + gj J e 30 utu?) gy dy] =
R JR RJR

8 8 20 2 2 2
LB s Sons 2 [ et acay + 2ns] -
9 9 9 Jule 3

12
9 9nV/3

J J xye 3 gy dy.
R JR

Tehat

] 2 2 2 o
M - —5(x*—xy—+y )d dy=-2 =—.
o= 5] ] e dy = %

Végiil tehat

L M(En) - MEMM) 300 1
REm = =S@pm  — 1.1 2

104. FELADAT: A peremsiiriiségfiggvények meghatdrozdsdhoz felhaszndl-
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juk a (14) Osszeftiggést:

fe(x) = JRf(x,y) dy =

1 x2
—J' (\/ze’T—e”&) e’yz—i— V2e T eV’ e”‘2 =
27 Jp
2>J e’yzdere x J V2e T eV dy}
R R

ket Lo
L alvae o) e () -

%T\/Zt\@exzz \/%_ne %
mivel pedig f(x,y) = f(y, x), kapjuk, hogy
1 y?
fhly) = \/T_TceiT-

Most belekezdiink a M (&n) varhatd érték kiszdmitasdba:

M(£n) = JR JR xyf(x,y) dxdy =
1

—J J {(\/Ze 7 e "2> eV + (\/Zeyz — eyz) e"z} dxdy =
27 Jr IR
1 x2 2 2
_ 5 _e ) eV
ZWJRJny (\/ze 7 —e )e dx dy+
1

2
[ofitoo)eon

kihaszndlva, hogy a Fubini-tétel szerint az integrdlok szepardlhatéak, vala-
mint, hogy

egy (0, %) paraméterii ¢ valdsziniiségi vdltozé siirliségfiiggvénye, azaz

J te ¥ dt = M(Q)V/T =0,
R
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kapjuk, hogy

L
A
N
—
=
x
VS
N
o
Nl%
|
W‘
S
N——"
o
X
N——
VR
—
7
<«
W‘
[(=d
N
o
<«
N——
_|_

Ezek alapjan

_ M(&n)-M(EMMN)  0-0-0
R(E,M) = D(ED(n) = =0.

Masrészrol f(x,y) # fe(x) - f1(y), tehdt & és n nem fliggetlenek.

105. FELADAT: A Poisson eloszlds alaptulajdonsdgai alapjdn tudjuk, hogy

A, A
M(n) =, D*(n) = .



Masrészt, szintén a fliggetlenség miatt,

M(Q) =M(E+n) =M(E) + M) =A+pn

és
D?(¢) = D*(&+1) =D?*(&) + D*(n) = A + 1,
igy
RE o) - MEO-MEM@ _ N4r+d-MA+w [ A
D(£)D(¢) VAWA TR A

106. FELADAT: Vegyik észre, hogy

1 x?  2xy 2
2(1—=p?) \o7 0107 05

tovabba, hogy mivel

(- 251y
1 202 10-E 2
f1(x) = e oitimer
27t(1 — p?)oy
1 _
91(9) = \/2—7_(0_ € 20%
2
(b-252)°
f2(y) = ! e e
21t(1— p?)o,
X2
1 s

xX) =
92(x) N
rendre (%, o1/ 1 — pz>, (0, 02), (ngz,ozxﬂ — pz> és (0, 01) paramétert
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normalis eloszlast valdsziniiségi valtozok siirtiségfliggvényei,

()’ a2
J e 2°10-00 dx = /27m(1 — p2) oy, J' e 1 dy = V2moy,
R R
ey R
J e 22070 dy = /2n(1 — p?) oy, J e 1 dx = V2moy,
R R
és
(220 :
J xe 2°10°0% dx = /2m(1 z)y(pyo]’ J ye *°2dy =0,
R 2 R
(v-2572)° :
J ye 205(1-p2) dy = 27.((1 2)Xz-0'2) J xeiﬁ dx =0,
R 1 R
valamint®

8,

J xZe 2°1 dx = V27
R

7

Els6 1épésként kiszdmitjuk a peremstirliségfiggvényeket:

(—252)" 2
felx) = | fxy)d | [’ } a
X = X’ = e =
- R v 21to1024/1 — p2 Jr Y
_x2 (yixpcrz)z 7274722

e 2°1 J oo 71 e
e 29207 dy = 024/27(1 — p?) =
R 21071024/ 1 — p?

V2o 1

Hasonldan szamolva® kapjuk, hogy

1 -
fh(y) = e °°2.
V2mo,
81tt felhasznaljuk, hogy ha ( egy (0,0) paraméterii normalis eloszlsti valésziniiségi

véltozé, akkor M((?) = D%(() + (M(())? = 0% + m? = 2.
9Vagy f(x,y) nyilvdnvalé szimmetridjéra hivatkozva.
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R(&,n) kiszdmitdsdhoz meghatdrozzuk M (&n)-t:

M(£n) = JR JR xyf(x,y) dxdy =

(b-222)’

o]

XZ
1 J J Xye{ Foaed +ﬁ] dx dy =
R JR

2101024/ 1 — p?
2

1 BN )
xe 29 J ye 22077 dydx =
27101024/ 1 — p? JR R

Xz XZ

1 -5 2 -2
J xe 271 - \/2m(1 — pz)_XF;Uz dx = P22 J x?e 1 dx =
R 1 R

_xpoy

2mo1024/1 — p? V2no3
pPO2 \/—
27{0‘? = pO7107.
V2not

I
> M(&n) —M(EM(n)  po1o2—0-0
DEDM) oo
A fentiek megvdlaszoljdk a feladat elsé kérdését.
Ami a masodik kérdést illeti, ha p = 0, akkor nem csak R(&,1) =0, de

R(EM) =

PN N (¢ o) B B SO M- SEPRR SR
W= 27-(0-10-2 B \/27TO'1 \/27T0'2 ot )

tehdt n és 1 is fuggetlenek.

6 Nevezetes eloszlasok

6.1 Binomialis eloszlas

A & valdszinliségi valtozét n-edrendii p paraméteri binomialis el-
oszlastinak nevezzik, ha lehetséges értékei 0, 1,...,n és a megfeleld
valdsziniiségek:

n

Ple=k) = ()1 -
Ekkor M(E) =np és D(&) = /np(1 —p).

Binomialis eloszlasi valdszinliségi valtozéra egy tipikus példa a ko-
vetkezd: legyen p egy kisérlet szdmunkra kedvezd kimenetelének
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a valdszinlisége. Jelolje & azt a valdszinliségi véltozét, amely azt
adja meg, hogy a kisérletet n-szer egymdstdl fuggetlenil elvégezve
hanyszor kovetkezik be a szamunkra kedvezé eredmény. Ekkor & egy
n-edrendll p paraméterd binomialis eloszlasu valdsziniiségi valtozo.

107. FELADAT: Jelentse ¢ a zavartalan nyersanyagelldtdsi napok szdmat.
Ekkor & egy hatodrendd p = 0.75 paraméterii valdsziniiségi valtozd, tehat:

(a)
P(£=3) = (g) -0.75%-0.25% ~ 0.13.

(b) A zavartalan elldtdsti napok szdménak vdrhaté értéke:

M(E) =6-0.75=405.

108. FELADAT: Annak a valésziniisége, hogy egy otelemii minta csupa jé
alkatrészt tartalmazzon:

_ 98 97 96 95 94
P=700 99 98 97 9

Legyen most & az a valésziniiségi valtozd, amely azt adja meg, hogy az ot
mintacsoport kozil hdny &ll csupa j6 alkatrészekbdl. Nyilvdnvalé médon &
egy otodrendil p paraméterii valészinfiségi valtozd!?, igy

P(£=5) = (g)psﬂ —p)° =p°~0.597.

109. FELADAT: Jelolje a selejtardnyt p és legyen & az a valdszintiségi val-
tozd, amely azt adja meg, hogy egy hat elemi{i mintdban hény selejt van.
Ekkor & egy hatodrenddi p paraméterdi valdsziniiségi valtozé; tudjuk még,

hogy

_ . 6 3 o 3 _ 3 o 3 _ 4
P(£—3)—<3)p (1—p)”=20p°(1 —p) =75
vagyis
1
3
[p(1—p) = 135"

Nem mintha ennek tuddsara — vagy &-re egyaltaldn — sziikség lenne a feladat meg-
oldasdhoz.
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Innen
1

J— 2:_
PP =gz,

és a megfelel6 masodfoku egyenletet megoldva:

REY N 54;0\/5%0.7236
’ 2 5*‘/5%0.2763.

10

Konnyen lathatd, hogy mindkét gyok teljesiti a feladat feltételeit.

110. FELADAT: Jelolje & az egy nap készult selejtes termékek szamdt, n
a napi termékszdmot, p pedig a selejtardnyt; ekkor & egy n-edrendil p
paraméterdi binomidlis eloszldsu valésziniiségi valtozd. A feladat szerint &
varhaté éréke 12, szordsa pedig 3.41; azaz:

np =12 (18)
np(1—p) =3.41%, (19)
Az els6 egyenletet a masodikba helyettesitve, majd rendezve kapjuk, hogy

3.412
—1- ~ 0.03099.
P 12 3

(a) A (18) egyenlet alapjin

_12_ 12 M a0

412 _ 2
p 1312341

n

tehat atlagosan 387.2 terméket készit a gép naponta.

(b) A fenti n értékre modelliink nem alkalmazhatd, tehat feltessziik,
hogy n = 387. Ekkor a kérdéses valdsziniiség:

9
4
P(E<10)=)_ < EO) 0.03% . 0.97400k

k=0

ami kozvetleniil kiszdmolval'l ~ 0.2388130572.

1Bhhez persze szamitégépre van sziikség.

114



Az eredményre viszonylag pontos kozelitést adhatunk a kovetkez6
médon: Mivel p elég kicsi, n pedig elég nagy, & kozelitéleg np para-
meéterii Poisson eloszlasl, azaz

P(&E=k) ~ (nlz)ke“p,
tehat
P(& < 10) ZP iﬁ 12~ 0.2423921616.
k=0 :

111. FELADAT: Legyen n a dobdsok szdma és & az a valdsziniiségi valtozo,
amely megadja a hatos dobdsok szdmédt; ekkor & egy m-edrendi p = %
paraméterii binomidlis eloszldst valdsziniiségi valtozd. Igy annak a valdszi-

niisége, hogy a hatos dobasok szdma legaldbb kettd legyen:

P(£=22)=1-P(£<2) =

RORCRGIORCRRES

Feltevés szerint

tehat

Ezt az egyenl6tlenséget legegyszeriibben a bal oldal értékeinek tédblazatba
foglaldsdval oldhatjuk meg:

@) -0+32) ]
0.9722222222
0.9259259259
0.8680555555
0.803755144
0.7367755487
0.6697959533
0.6046769023
0.5426587585
0.4845167486

||| K~lw| N3

—_—
o
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Lathaté, hogy legaldbb 10 dobésra van sziikség.

112. FeELADAT: Tegyuk fel, hogy a naponta feladott levelek szdma N és
annak a valdésziniisége, hogy egy levelet cimzés nélkil adtak fel, p. Le-
gyen tovdbba & az a valdsziniliségi valtozd, amely megadja, hogy naponta
hény levelet adnak fel cimzés nélkil, ekkor & egy N-edrenddi p paraméterii
binomidlis eloszldsu valdszintiségi valtozd; sajnos azonban sem N, sem pe-
dig p nem ismert. Ki tudjuk viszont szdmitani a szorzatukat; ugyanis a

cimzetlen levelek napi atlaga oY, és igy
1017
p=MI(E) = 5 ~ 278630137

Feltehet6leg N nagy és p kicsi, tehdt — jobb hijdn — felhaszndljuk, hogy
ekkor a binomidlis eloszlds kozelitheté egy Poisson eloszldssal, azaz

(Np)k —Np

PlE=k) = — e,

A keresett valdsziniiség tehdat
P(£>2)=1-P(£<2)=1-P(£=0)—P(E=1)—P(£=2) =
7

1017\ 0 1017\ 1 10172
. ((E) N (—5') L G&) ) e 5 ~ 0.527274527.

6.2 Poisson eloszlas

Egy & valdsziniiségi valtozét A > O paraméter(i Poisson eloszlast
valésziniiségi valtozénak neveziink, ha lehetséges értékei 0,1,2,...
és a megfelel6 valdszintiségek

)\k

P(§=k) = ﬁe*N

Ekkor M (&) = D2(&) = A.

Eltekintve a binomidlis eloszlds aszimptotikus kozelitésétdl, dltaldban
nincs a posteriori mdédszer annak eldontésére, hogy egy adott vald-
szinliségi valtozé Poisson eloszlasu-e; a kérdés megvélaszoldasa a ma-
tematikai statisztika targykorébe tartozik. A kovetkez6 feladatoknal
— a fejezet cime alapjan — feltessziik, hogy a relevans valdsziniiségi
valtozék Poisson eloszlasuiak.
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113. FELADAT: Jelolje & a csillaghulldsok szamdt egy adott 15 perces id6-
intervallumban; feltevés — és tapasztalat — szerint & Poisson eloszlast.

Ha 10 percenként atlagosan 1 csillaghullds van, akkor 15 percenként
varhatéan 1.5 van, azaz My = A = 1.5. gy annak valészintisége, hogy ez
alatt az id6 alatt 2 csillaghullast latunk:

1.5?
p= Te*“’ =1.125-¢ > x~ 0.2510.
114. FELADAT: Jelolje & az 1000 elemes tételben levs selejtes ivegek sza-
mdt. Mondanunk sem kell, & Poisson eloszldsi. Ha 200 uveg kozul atlago-
san 3 selejtes, akkor 1000-bdl varhatéan 5-3 = 15, tehdt A = M = 15; igy
annak a valészintisége, hogy pontosan 10 selejtes tiveget taldlunk:
1510

D15
P= T 0.0486.

115. FELADAT: Jelolje & a mazsoldk szamat az 5 dkg-os szeletben; ekkor
— kozismerten — & egy Poisson eloszldsu valdszintiségi valtozd. A feladat
adatai alapjan

tehat

P(£>2)=1-P(E<2)=1-P({=0)-P(E=1)-P(E=2) =
150 15" 152
1_< TR TR

) e '~ 0.1911531694.

116. FELADAT: Jelolje & a hibdk szdmét a 10 kivédlasztott oldalon. Ha 500
oldalon 200 hiba van, akkor 10 oldalon vérhatéan Mg = A = 22X = 4. Igy
annak valészintisége, hogy 10 oldalon O hiba van:

4° 4
P(£=0) = — =¢e "~ 0.018315.

or°
117. FELADAT: Jelolje & a hibdk szdmdt egy 3m-es darabban. Ha 100
méteren 5 hiba van, akkor egy 300 méteres szovetben varhatéan 3 -5 =
15 hiba fordul el6; ha ezt 3m-es darabokra vagjuk, akkor minden 3m-es

darabban varhatéan ]% = 0.15 hiba lesz. Igy annak valészintisége, hogy
egy 3m-es darabban nem lesz hiba:
0.15°
P(E=0) =~ e 1 =e %15 % 0.86.
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tehdt 100 darab 3m-es anyagban el6reldthatéan 86 hibédtlan darab lesz.

118. FELADAT: Jelolje n az druhdzban levd latogatdk szdmat és legyen & a
vasarlok szdma; keressiik a P(& = k) valdsziniiséget. A teljes valészintiség
tétele alapjan:

PlE=k)=) P(E=kh=n)P(n=n).

n=0
A feladat szovegébdl kovetkezik, hogy
P(n = Tl) = He )
ahol (n = 0,1,2,...). A feltételes valésziniiséget a binomidlis eloszlassal
fejezhetjik ki: annak valésziniisége, hogy n személy kozul éppen k szdmu
vasarol valamit, n — k pedig nem, a kovetkez6:

P(E—kin—=n) = (“)nkm ek,

k

igy tehat — figyelembe véve azt is, hogy P(§{, = kln =n) =0, han < k -
kapjuk, hogy

Ple=k1 =3 (})r0 pr e -

n=0

Tehdt az adott iddintervallumban vasarlé vevok szdma egy pA paraméteri
Poisson eloszlasu valésziniiségi valtozo.

119. FELADAT: Feltevés szerint

A —A
P(£:k):Ee s
k
_ [P
P(T]—k)—ﬁe W



1. Az n = 2 esetben a bizonyitds f6 eszkoze a binomidlis tétel:

M=

P(&+n=n)= P({,=késn=n—k) =
k=0
k=0 k=0
n )\ku —k) —(Ap) M n!
—(A+up) — Ak —
Z (n KK Z W (n— K)K!
k=0 k=0
e 7\+ll )\ _|_ H)ne,(}\Jru)
n! n! '
2. Beldtjuk az el6z6 4allitds kovetkezd dltaldnositasat:
Legyenek &;,...,&, rendre Aq,..., A, paraméterii teljesen

fiiggetlen valésziniiségi valtozodk; ekkor &; + --- + &, egy
A1+ -+ A, paraméterli valészinliségi valtozd.

Valéban,

P&+ o+ & =m) =

my,..., mnp€eN
My 4y =m
my
A] ei)\1 ..... )\‘n'—nef}\n —
Z my! !
mi,..., mn€EN ! Mn
M+ =m
m1 ----- m
o~ (A1) z A AR
mq!----- !
my,..., mn €N L Mn
mij+-+mp=m
és a polinomidlis tétel szerint
!
@) e7(7\1+---+7\n)l Z AL AT m: _
m! ! Tyl my!
miy,...,MnEN
Mg+ =m
e~ MFHAn) § ( m ))\;“1 ..... AMn —
m! m
my,..., mnp€eN b » M



(At }‘“)mef(xw---ﬂn)
m! '

120. FELADAT: A definicidk szerint a varhatd érték kozvetlen szamolédssal
kaphaté:

77\ e )\k—H

M<L>iexiL.7‘_k:exi 7‘ _ Z
1+& k:01+k Kl k:O( ! k=0
e N K e 00
ciialen)
k=1 k=0

6.3 Egyenletes eloszlas

Egy & valdsziniiségi véltozd az (a, b) intervallumon egyenletes elosz-
|asd, ha eloszlasfuggvénye

0, ha x < a,
Fa(X) = ﬁ» ha x € (a)b)»
1, hax > Db.

Ekkor a striiségfuggvény:

1
v haxé€(a,b),
0, kulonben,

: _a £ _ (b—a)?
valamint M(§) = %b és D?(&) = 5

121. FELADAT: A keresett valdszintiség:

P(IE =Ml >D(&)) =

2
>\/@ —P(lg) > 1) =1 P(fE <1)=

1+v3 1+\/§> 1

P ‘a 5

2\/§—2\/§ =1-—.

1(F5(1)F5(1)):1< 7
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122. FELADAT: Tegylk fel, hogy a valésziniiségi valtozd paraméterei a <
b. A feladat szerint

a+b
5 = M(&) =4,
(b— a)z 2
" _DE) =4
3 (&) =4,
adzaz
(a+1b) =38,
(b—a) = V48 =4V3.
Innen
a=4-2V3,
b =44 2V3.
Tehat & eloszlasfuggvénye
0, ha x < 4 —2+/3,
Fe(x) = { 4223 hax € (4 —2v3,4+2V3),
1, ha x > 4 + 2V/3.

123. FELADAT: A feladat szerint & eloszlasfliiggvénye

0, ha x < q,

valamint
a+5
M(§) = 7
és
20 (5—a)?
D4(&) = T
igy
M(E2 28 4+1) = M(E2) —2M(E) +1 =D?*(&) + (M(&))* —2M(&) +1 =
5-a? (a+5\° _a+5 . a’+2a+13
12 +< 2 ) BT R
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és

ME-T)=M(E) —1= 1=

A feladat szerint

2
P<£< a —|—23a+13) _

PIE<M(E —26+1) =1 P> ME ~26+T1)) = .

Rogton megjegyezzik, hogy

aZ+2a+13

3 € (a,5). (20)

A fentiek miatt

6 3 - -

§—F a+2a+13 %—a a?2—a+13
¢ 5-a  35-—a)’

amibél 2a?+3a+1=0 és

Mindkét esetet megvizsgdljuk:

1. Ha a = —1, akkor

2
ariat o +23a+13 — 4.0833 € (—%,5),

tehat — egy lehetséges paraméterérték; most

_1
P> M(E—1)) =1P(£<M(£1))=1Fa< 2;3) =

5 241 7 |15
1-F(S)=1-2"2=-1- L =| =,
a(4) 541 22 |22

2. Ha a = —1, akkor

a?+2a+13

4¢e (-1
3 E( )5))
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tehdt —1 szintén lehetséges paraméterérték; igy

P(E2M(E1)|=T PE<M(E 1) :1&(];3) _

141 1
1—F(1)=1——""—1__-=
e (1) 5+1 3

Wl N

6.4 Exponencialis eloszlas

Egy & valdsziniiségi valtozé A > 0 paraméter(i exponencialis elosz-

|asd, ha eloszlasfuggvénye

F(x) 0, ha x <0,
X)) =
y 1—e™, hax>0.

valamint M(&) = 1, D%(§) = 1.

>

124. FELADAT: Legyen az eloszlds paramétere A. A keresett valésziniiség:

- l — l S P S _1N
P(£<M(£))—P<a<)\)_&<}\>_1 e My =1 eNo.63z.

Vegyiik észre, hogy a feladat adatait nem kellett felhaszndlnunk a megol-
déshoz!

125. FELADAT: Tegytk fel, hogy & egy A > O paraméterii exponencidlis
eloszldsu valészintiségi valtozd! Most

P(£<x+t|azt):P(5<X+t,62t) _Ple<E<x+t)

P(&>t) P(&> 1)
Felx +t) —Fe(t)  (T—e M) — (T—e™) oMMt
1-PE<t) T—(1T—e) B e M B

1—e™=P(&<x).
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A madsodik allitds hasonléan bizonyithaté:

PE>x+t,E>1) PE>x+t
P(E>x+tE>t) = = _P)((£+> tt)i - (5(5;(:5 -
1-PE<xtt) 1= (1—e?)

T-PlE<t)  1—(1—eN)

:eka:]_ (1 _eka) —

1—P(E<x)=P(E=>x).

Megjegyzés: Az 56. feladatndl lattuk, hogy az “orokifjusdg” nem csak
szitkséges, de elégséges feltétel is arra, hogy egy folytonos eloszlasfuggvényii
valésziniiségi valtozé exponencidlis legyen.

126. FELADAT: Az &llitas egyszerli szdmoldssal igazolhaté:

P(min(ala-“)aﬂ.) <X) :1_P(min(£1»---»5m) ZX):
1-P&2>2%x...,602x)=1-P(& >x)----- P(&n > x) =

1- ﬁ (1—(1—e)) =1 (e TNy,

i=1

127. FELADAT: Jeloljuk az i-edik szal élettartamat &;-vel. Tudjuk, hogy &
véarhat6 értéke M = 1 = 150, ezért A = 1.

A szovdgép akkor 4ll le, ha van olyan szdl, ami 3 6rdn belil elszakad,
azaz ha a &;,..., &400 valészinliségi valtozok legkisebbike kisebb 3-ndl. Fel-
haszndlva az el6z6 feladat eredményét, a keresett valdszintiség:

P(min(&, ..., &400) <3)=1—e 40A3 =1 e 400753 — 1 e 8 x5 0.9996.

128. FELADAT: A feladat szerint
0.1=P(E>6)=1—PE<6)=1—F6)=1—(1—e%) =

fgy a keresett valészinfiség:

P(£<3)=F3)=1—e?=1—-Ve?=1-0.1~0.6837.

129. FELADAT: Jelolje & eloszlasfuggvényét Fg, slirliségfuggvényét pedig
fc. Altalanosabban, legyen h egy a pozitiv valés szamok halmazén értel-
mezett monoton névekvé (tehdt invertdlhatd) és differencidlhaté fliggvény,
amely a pozitiv valés szdmokat az (a, b) (ahol az a = —o00, b = oo eseteket
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sem zdrjuk ki) intervallumra képezi le, és legyen n = h(&), valamint F,,
ill. f,, rendre n eloszlasfuggvénye ill. siirliségfuggvénye. Vildgos, hogy ha
t < a, akkor F,(t) = 0, ha t > b, akkor F,(t) = 1, ha pedig t € (a,b),
akkor

Folt) =P <t)=P(h(E) <t) =P(E<h (1)) = Fe(h (1),

azaz
0, hat <a,
Fa(t) = Fe(h7'(t)), hate (a,b),
1, hat > b.

A fentiekbdl vildgos, hogy f,(t) =0, ha t € (a, b); egyébként pedig

Jdht(t)  Fe(h (1)

dt h(h1(1)
fe(h (1) _ Ae MY

h(h7'(t))  h(h'(t))

)

ahol F, ill. h rendre az F; és h fiiggvények derivaltjait jelolik, és fel-
haszndaltuk, hogy
dh='(t) 1

dt h(h~1(t))

A fentiek alapjan a feladat részfeladatai mar egyszeriien megoldhatdak:

(a) Ha h(t) = /t akkor (a,b) = (0,00), K '(t) = t, h(t) = i gy
t € (0,00) esetén:

tehat

£ 1) = 2tAe ™ hat € (0, 00),
i 0, egyébként.

(b) Ha h(t) = t2, akkor (a,b) = (0,00), h '(t) = V/, h(t) = 2t. Igy:

Ae—ME
, hate(0,00),
flt) =4 2V 10,00)
0, egyébként.
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(c) Ha h(t) = 1Int, akkor (a,b) = (—o0,00), h '(t) = e, h(t) = .

A At
Igy:
Ae e

fo(t) = —— — AZeMp At _ a2pA(teM)

AeMt

6.5 Normalis eloszlas

Egy & valdszinliségi véltozé (m, o) paraméterli normadlis eloszlasd,
ha eloszlasfuggvénye

1 X (t—m)2
F (x) = J e 202 dt. 21
(m,o) \/2_7'(0' . ( )
Ekkor & siirliségfuggvénye
1 (xfm,)z
fim,o)(X) = e 7,
T Ve
varhaté értéke és szérdsa pedig m, ill. 0. Hom =04és o0 =1,

akkor azt mondjuk, hogy & standard normalis eloszlasi valdsziniiségi
valtozd; ilyenkor F(g 1)(x) helyett a @(x) jelolést szokds haszndlni. A
fenti integralban egy egyszert helyettesitést végrehajtva kapjuk, hogy

F(m‘o-)(X) = F(O,]) (X _O‘m) =0 (X _ m> . (22)

o

A (21) jobb oldalan szerepld integral nem adhaté meg zart alakban;
meghatarozasa csak numerikusan lehetséges; erre nagyon gyakran
még napjainkban is tabldzatokat hasznadlnak. Miutdn az osszes lehet-
séges (m, o) parhoz nem lehet tabldzatot nyomtatni, a (22) formula
és a standard normadlis eloszlas tdbldzata segitségével szokdsos az
eloszlas numerikus értékeit meghatdrozni. A tablazatok altaldban
csak a pozitiv x-ekre tartalmazzdk az eloszldsfiggvény értékeit, u-
gyanis konnyen lathaté (ldsd az 54. feladatot), hogy

O(—x) =1— D(x). (23)

Bar az aldbbi feladatok szamitégép segitségével nagyon konnyen
megoldhatdak, szamoldsainkban foleg tablazat haszndlatara hagyat-
kozunk; igy munkdnk nem kis részben a fenti redukcés formuldk
alkalmazasabdl fog allni.
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130. FELADAT: Legyen F = F(3) a § valészintiségi valtozé eloszlasfuiggveé-
nye. Ekkor a feladat szerint

P(0<£<A):F(A)—F(O):CD<A—3 _<p<°_3) _

o(47)-o(4)-o(5)-(-+[2)-

tehdt a tdbldzat alapjdn
A—3 3 3 3
@ (T) Z 5= @ <2) ~ 5 —0.6915 ~ ©(0.87).

Innen A3
_— >
> 0.87,

és igy a keresett feltétel: A > 4.74.

131. FELADAT: Legyen & egy a feladat feltételeinek eleget tevd (m, o) pa-
raméterli valésziniiségi valtozo, és jelolje F az eloszldsfiggvényét. Ekkor

0.95=P(lE—m| <1)=P(-1 <£—m<1):
Pm—1<&<m+1)=Fm+1)—

o(251m) a(nm) a() o[ 2)-
o(z) - (ef5)-=(5)

@ (%) —0.975 ~ ®(1.96),

Innen:

tehat

1
~ —— ~ 0.5102.
o TS 0.510

A fentiekbél az is viladgos, hogy m = M (&) tetszbleges lehet.

132. FELADAT: Mindkét részfeladat elemi szdmolédsokkal és a standard nor-
maélis eloszlds tdbldzataval oldhaté meg:
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(a) A deszkdk hosszanak megfelel6 valdszintiségi valtozdt jeloljiik &-vel
és legyen F az eloszlasfiiggvénye. Ekkor annak valdsziniisége, hogy egy
deszka hossza 398cm és 401cm kozé esik:

(B () o) o3
o) (1o (3))=o() 1+0(2)

0.6296 — 1 + 0.7454 = 0.375.

(b) A fentiekhez hasonléan:

P([E£—400] <2.5)=P(397.5 < E<4025) =

F(402.5) - F(397.5) = @ (402 53 400) o (397.53— 400> _

() +(3) (%) (-+(3))-

@(2;5)—1%)(75) — (0.833)— 1+ ©(0.833) =

3
2(0.7967) — 1 ~ 0.5934.

133. FELADAT: Annak valdsziniisége, hogy egy lovés hatdstalan:

1—P(1150 < & < 1250) = 1 — (F(1250) — F(1150)) =
1250 —1200\ | o (1150~ 1200 _
40 40 -

o(2) o (2)1-20)- o)
2 (1 0 (%)) —2(1-0.8944) = 0.2112.

Tehat a lovéseknek koriilbeliil 21 szdzaléka lesz hatastalan.

1 F(1250) + F(1150) =1 — @ (

134. FELADAT: Legyen & az alkatrészek dtmér6jét jellemzd valdszintiségi
valtozo, F pedig az eloszldsfiiggvénye.
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Mivel a névleges érték 5 szdzaléka: 5-0.15 = 0.75, annak valésziniisé-
ge, hogy a gép a névleges értéknél 0.75mm-nél nagyobb eltérésii alkatrészt

gyart:

1-P(1425< &< 15.75) =1 (F(15.75) — F (14.25)) =

15.75—15 14. 25—15
(o (PR ) o (PR ) -
0.75 0.75
' (‘D (ﬁ) ¢ (ﬁ)) -
1—(D(15)—D(=15)=1—D(15)+(1—-D(1.5)) =
2—2-®(1.5)~2—-2-0.9332=0.1336.
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Segédtablazatok

1. Tablazat: A normalis eloszlasfuggvény

1 (x 2
D(x) = —J e I dt
—00

V2n
[ (x) ||
[x Jooo [oo1 [0.02 [0.03 [0.04 [0.05 [0.06 [0.07 [008 |0.09 |
0.00 [| 5000 | .5040 [ .5080 [ .5120 [ .5160 [ .5199 [ .5239 [ .5279 [ .5319 [ .5359
0.10 || 5398 | 5438 | .5478 | .5517 | .5557 | .5506 | .5636 | .5675 | .5714 | .5753
0.20 || 5793 | 5832 | .5871 | .5010 | .5048 | .5087 | .6026 | .6064 | .6103 | .6141
0.30 || .6179 | .6217 | .6255 | .6203 | .6331 | .6368 | .6406 | .6443 | .6480 | .6517
0.40 || .6554 | .6591 | .6628 | .6664 | .6700 | .6736 | .6772 | .6808 | .6844 | .6879
0.50 || .6915 | .6950 | .6985 | .7019 | .7054 | .7088 | .7123 | .7157 | .7100 | .7224
0.60 || 7257 | 7201 | .7324 | .7357 | .7380 | .7422 | .7454 | .7486 | .7517 | .7549
0.70 || 7580 | .7611 | .7642 | .7673 | .7704 | .7734 | .7764 | .7794 | .7823 | .7852
0.80 || .7881 | .7910 | .7939 | .7967 | .7995 | .8023 | .8051 | .8078 | .8106 | .8133
0.90 || .8159 | .8186 | .8212 | .8238 | .8264 | .8289 | .8315 | .8340 | .8365 | .8389
1.00 || .8413 | .8438 | .8461 | .8485 | .8508 | .8531 | .8554 | .8577 | .8599 | .8621
1.10 || .8643 | .8665 | .8686 | .8708 | .8720 | .8749 | .8770 | .8790 | .8810 | .8830
1.20 || .8840 | .8869 | .8888 | .8907 | .8925 | .8944 | .8962 | .8980 | .8997 | .9015
1.30 || .9032 | .9049 | .9066 | .9082 | .0099 | .9115 | .9131 | .9147 | .9162 | .9177
1.40 || .9192 | .9207 | .9222 | .0236 | .9251 | .9265 | .9279 | .9202 | .9306 | .9319
1.50 || .9332 | .9345 | .9357 | .9370 | .9382 | .9394 | .9406 | .9418 | .9420 | .0441
1.60 || .0452 | .0463 | .0474 | .9484 | .9405 | .0505 | .0515 | .9525 | .9535 | .9545
1.70 || .9554 | .9564 | .9573 | .9582 | .9591 | .9599 | .9608 | .9616 | .9625 | .9633
1.80 || .9641 | .9649 | .9656 | .9664 | .9671 | .9678 | .9686 | .9693 | .9699 | .9706
1.90 || .0713 | .9710 | .9726 | .9732 | .0738 | .9744 | .9750 | .9756 | .9761 | .9767
2.00 || .9772 | .9778 | .9783 | .9788 | .9793 | .9798 | .9803 | .9808 | .9812 | .9817
2.10 || .9821 | .9826 | .9830 | .9834 | .9838 | .9842 | .9846 | .9850 | .9854 | .9857
2.20 || 9861 | .0864 | .9868 | .9871 | .9875 | .9878 | .9881 | .0884 | .9887 | .9890
2.30 || .9893 | .9896 | .9898 | .9901 | .9904 | .9906 | .9909 | .9911 | .9913 | .9916
2.40 || .9918 | .9920 | .9922 | .9925 | .9927 | .9920 | .9931 | .9932 | .9934 | .0936
2.50 || 19938 | .9940 | .9941 | .9943 | .9945 | .9946 | .9948 | .9949 | .9951 | .9952
2.60 || .9953 | .9955 | .9956 | .9957 | .9950 | .9960 | .9961 | .9962 | .9963 | .9964
2.70 || .9965 | .9966 | .9967 | .9968 | .9969 | .9970 | .9971 | .0972 | .9973 | .9974
2.80 || .9974 | .9975 | .9976 | .9977 [ .9977 | .9978 | .9979 | .9979 | .9980 | .9981
2.90 || .9981 | .9982 | .0982 | .9983 | .9984 | .9984 | .9985 | .9985 | .9986 | .9986
3.00 || .9987 | .9987 | .9987 | .9988 | .9988 | .9989 | .9989 | .9989 | .9990 | .9990
3.10 || 19990 | .9991 | .9991 | .9991 | .9992 | .9992 | .9992 | .9992 | .9993 | .9993
3.20 || .9993 | .9993 | .0994 | .9994 | .9994 | .9994 | .9994 | .9995 | .9995 | .9995
3.30 || .9995 | .9995 | .9995 | .9996 | .9996 | .9996 | .9996 | .9996 | .9996 | .9997
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D(x)

[x Jooo Joo01 [0.02 [0.03 [0.04 [0.05 [0.06 [0.07 [0.08 [0.09 |
3.40 [[ 19997 [ .9997 [ .9997 [ .9997 [ .9997 [ .9997 [ .9997 [ .9997 [ .9997 | .9998
3.50 || 19998 | .9998 | .9998 | .9998 | .9998 | .9998 | .9998 | .9998 | .9998 | .9998
3.60 || .9998 | .9998 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999
3.70 || 19999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999
3.80 || 19999 | .9999 | .9999 | .9999 [ .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999 | .9999
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2. Téablazat: A normalis stiriségfliggvény

L
d(x) = Ee ?

[ d0) ||
[x Jooo [oo1 [0.02 [0.03 [0.04 [0.05 [0.06 [0.07 [008 |0.09 |
0.00 || .3989 | .3989 | .3989 | .3988 | .3986 | .3984 | .3982 | .3980 [ .3977 | .3973
0.10 || 3970 | .3965 | .3961 | .3956 | .3951 | .3945 | .3939 | .3932 | .3925 | .3918
0.20 || .3910 | .3902 | .3894 | .3885 | .3876 | .3867 | .3857 | .3847 | .3836 | .3825
0.30 || .3814 | .3802 | .3790 | .3778 | .3765 | .3752 | .3739 | .3725 | .3712 | .3697
0.40 || .3683 | .3668 | .3653 | .3637 | .3621 | .3605 | .3589 | .3572 | .3555 | .3538
0.50 || .3521 | .3503 | .3485 | .3467 | .3448 | .3429 | .3410 | .3391 | .3372 | .3352
0.60 || .3332 | .3312 | .3202 | .3271 | .3251 | .3230 | .3209 | .3187 | .3166 | .3144
0.70 || 3123 | .3101 | .3079 | .3056 | .3034 | .3011 | .2989 | .2966 | .2043 | .2920
0.80 || .2897 | .2874 | .2850 | .2827 | .2803 | .2780 | .2756 | .2732 | .2709 | .2685
0.90 || 2661 | .2637 | .2613 | .2589 | .2565 | .2541 | .2516 | .2402 | .2468 | .2444
1.00 || 2420 | .2396 | .2371 | .2347 | .2323 | .2209 | .2275 | .2251 | .2227 | .2203
1.10 || 2179 | .2155 | .2131 | .2107 | .2083 | .2059 | .2036 | .2012 | .1989 | .1965
1.20 || .1942 | .1010 | .1895 | .1872 | .1849 | .1826 | .1804 | .1781 | .1758 | .1736
1.30 || .1714 | .1691 | .1669 | .1647 | .1626 | .1604 | .1582 | .1561 | .1539 | .1518
1.40 || .1497 | .1476 | .1456 | .1435 | .1415 | .1304 | .1374 | .1354 | .1334 | .1315
1.50 || .1205 | .1276 | .1257 | .1238 | .1219 | .1200 | .1182 | .1163 | .1145 | .1127
1.60 || .1109 | .1092 | .1074 | .1057 | .1040 | .1023 | .1006 | .0989 | .0973 | .0957
1.70 || .0940 | .0925 | .0909 | .0893 | .0878 | .0863 | .0848 | .0833 | .0818 | .0804
1.80 || .0790 | .0775 | .0761 | .0748 | .0734 | .0721 | .0707 | .0694 | .0681 | .0669
1.90 || .0656 | .0644 | .0632 | .0620 | .0608 | .0596 | .0584 | .0573 | .0562 | .0551
2.00 || .0540 | .0529 | .0519 | .0508 | .0498 | .0488 | .0478 | .0468 | .0459 | .0449
2.10 || .0440 | .0431 | .0422 | .0413 | .0404 | .0396 | .0387 | .0379 | .0371 | .0363
2.20 || .0355 | .0347 | .0339 | .0332 | .0325 | .0317 | .0310 | .0303 | .0297 | .0290
2.30 || .0283 | .0277 | .0270 | .0264 | .0258 | .0252 | .0246 | .0241 | .0235 | .0229
2.40 | .0224 | .0219 | .0213 | .0208 | .0203 | .0198 | .0194 | .0189 | .0184 | .0180
2.50 || .0175 | .0171 | .0167 | .0163 | .0158 | .0154 | .0151 | .0147 | .0143 | .0130
2.60 || .0136 | .0132 | .0129 | .0126 | .0122 | .0119 | .0116 | .0113 | .0110 | .0107
2.70 | .0104 | .0101 | .0099 | .0096 | .0093 | .0091 | .0088 | .0086 | .0084 | .0081
2.80 || .0079 | .0077 [ .0075 | .0073 | .0071 | .0069 | .0067 | .0065 | .0063 | .0061
2.90 || .0060 | .0058 | .0056 | .0055 | .0053 | .0051 | .0050 | .0048 | .0047 | .0046
3.00 || .0044 | .0043 [ .0042 [ .0040 [ .0039 | .0038 | .0037 | .0036 | .0035 | .0034
3.10 || .0033 | .0032 | .0031 | .0030 | .0029 | .0028 | .0027 | .0026 | .0025 | .0025
3.20 || .0024 | .0023 | .0022 | .0022 | .0021 | .0020 | .0020 | .0019 | .0018 | .0018
3.30 || .0017 | .0017 [ .0016 | .0016 | .0015 | .0015 | .0014 | .0014 | .0013 | .0013
3.40 || .0012 | .0012 | .0012 | .0011 | .0011 | .0010 | .0010 | .0010 | .0009 | .0009
3.50 || .0009 | .0008 | .0008 | .0008 | .0008 | .0007 | .0007 | .0007 | .0007 | .0006
3.60 || .0006 | .0006 | .0006 | .0005 | .0005 | .0005 | .0005 | .0005 | .0005 | .0004
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$(x)

[x Jooo Joo01 [0.02 [0.03 [0.04 [0.05 [0.06 [0.07 [0.08 [0.09 |
3.70 ][ .0004 | .0004 | .0004 | .0004 [ .0004 [ .0004 [ .0003 [ .0003 [ .0003 | .0003
3.80 || .0003 | .0003 | .0003 | .0003 | .0003 | .0002 | .0002 | .0002 | .0002 | .0002
3.90 || .0002 | .0002 | .0002 | .0002 | .0002 | .0002 | .0002 | .0002 | .0001 | .0001
4.00 || .0001 | .0001 [ .0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0001
4.10 || .0001 | .0001 [ .0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0001
4.20 [[ 0001 | .0001 | .0001 | .0001 | .0000 | .0000 | .0000 | .0000 | .0000 | .0000
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