TELJES VALOSZINUSEG TETELE ES BAYES-TETEL

A TELJES VALOSZINUSEG TETELE

Egy kiraly ugy szeretné izgalmasabba tenni az elitéltjeinek kivégzését, hogy harom ladikaba
elhelyez 25 arany és 25 ezist érmét. Ha a kivégzésre szant célszemély aranyat hiz, akkor a
varakozassal ellentétben mégsem végzik ki, de ha ezistot, akkor igen. A kiraly a nagyobb izgalom
kedvéért mindig mashogy osztja szét az érméket a ladakban. Egyik alkalommal igy:

4 ezust 12 ezlst 9 ezust

A kérdés, hogy mekkora esélye van az elitéltnek a megmenekilésre.
Az egyes ladikakbdl aranyat huzni

16 8 1

20 20 10

valdészinliséggel lehet, de csak akkor, ha az orra elé rakjak az adott ladat. Ahhoz, ugyanis hogy
emberiink mondjuk az els6 1adabdl aranyat hizzon, két dolog kell. El6szor is kell 1/3 esély arra,
hogy egyaltalan az els6 ladat valassza és tovabbi 16/20, hogy abbdl aranyat hlizzon. Vagyis az
arany huzas valdszinlisége:
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Nos éppen ezt mondja a teljes valdszinliség tétele:

Legyen B; B, és B;teljes eseményrendszer, vagyis paronként kizaré események, melyek 6sszege a
biztos esemény. Esetlinkben B; B, és B;s azt jelenti, hogy 1-es 2-es és 3-as lada. Ekkor

P(A) = P(AB,)-P(B,) + P(AB,) - P(B,) + P(AB,) - P(B;)
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A BAYES TETEL

Egy zo6ldséges harom helyrol szerez be almakat. Az els6 helyrol a készlet 20%-at szerzi be, ezek
mind jok. A masodik helyrél a 30%-at és itt 5% romlott, de nem baj mert ezt is el tudja adni
néhany vak éregasszonynak. A harmadik helyrél a maradék 50%-ot szerzi be, és itt 15% romlott.

Kivalasztunk egy almat, amirdl kiderll, hogy romlott. Mekkora valdszinliséggel szarmazik a harmas
termel6to1?

ELS® TERMELO: B, 20% | 0% rossz

MASODIK TERMELO: B, 30% | 5% rossz

HARMADIK TERMEL®: B 509 | 13% rossz

A harmas termel6 a készlet 50%-at hozza, igy minden alma 0,5 valdszinliséggel van téle. Csakhogy
ha kideril az almardl, hogy rossz, ez a valdszinliség megvaltozik.

Az els6 termel6 példaul a készlet 20%-at hozza, tehat minden alma 0,2 valdszinlséggel téle van.
Ha viszont kideril az almardl, hogy rossz, ez a valdszinlség 0-ra csokken, semmiképp sem
hozhatta azt az els6 termeld, mert az csak jot hoz. Vagyis ez a plusz informacid, hogy az alma
rossz, a kezdeti 20%, 30%, 50% valdszinlségeket megvaltoztatja. Az els6 termel6 esélyét 0%-ra
valtoztatja, a harmadik termel6 esélyét pedig noveli, hiszen 6 az aki leginkabb gyanus.

A kezdeti valdszinliségeknek ezt a megvaltozasat irja le a Bayes tétel. Akkor hasznaljuk, ha egy
korabban bekodvetkezett (B,) esemény valoszinliségét akarjuk kiszamolni egy kés6bb bekovetkezett
(A) tikrében. Ha B; B, és B;teljes eseményrendszer, valamint A tetsz6leges esemény, akkor
barmely B, eseményre

P(AB,)-P(B,)
P(AB,)-P(B,)+P(AB,)-P(B,)+ P(AB,) - P(B,)

P(Bk|A) =

Most a harmas termeld esélyeit (Bs) szeretnénk tudni, feltéve, hogy az alma rossz. (A=rossz)

P(AB,) - P(B;) _ 015-0,5
P(AB,)-P(B,)+P(AB,)-P(B,)+ P(AB,)-P(B,) 0-0,2+0,05-03+0,5-05

P(Bs|A) =

Nos ez a valdszinliség

P(B,|A) =083

Vagyis a harmas termel6 kezdeti 50%-0s valdszinlisége 83%-ra n6tt amiatt, mert megtudtuk, hogy
az alma rossz. Korabban tisztaztuk, hogy

P(B,JA) =0

tehat az els6é termeld esélye nulla, ha az alma rossz.
Ha pedig az els6é termel6 0%, a harmadik pedig 83%, akkor a masodik termeld 17% eséllyel hozza
a rossz almat.
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TELJES VALOSZINUSEG TETELE

Ha B; B, és igy tovabb B, teljes eseményrendszer, valamint A tetszéleges esemény, akkor
P(A)=P(AB,)P(B,)+P(AB,)P(B,)+..+ P(AB )P(B,)

BAYES-TETEL

Akkor hasznaljuk, ha egy korabban bekdvetkezett (B,) esemény valdszinlségét akarjuk
kiszamolni egy kés6bb bekovetkezett (A) tikrében. Ha B; B, és igy tovabb B, teljes
eseményrendszer, valamint A tetsz6leges esemény, akkor barmely B, eseményre

P(AB,)P(B,)

P(Bk|A) - P(AIBl)P(Bl)+ P(AIBZ)P(Bz)+"'+ P(AIBn)P(Bn)

02. Egy biztosité kétféle autdbiztositast forgalmaz, normalt és sportautdra kdthetét.
Normal biztositast négyszer annyian kotnek, mint sportautéra kothet6t. A normal
biztositast koték 2%-a balesetezik egy éven beliil, mig a sportautésoknal 97% nem
balesetezik.

a) Egy biztositottat kivalasztva mekkora a valdszin(isége, hogy balesetezik?

b) Ha balesetezik, mekkora a valdszinlsége, hogy sportautdora kotott biztositasa volt?

03. Egy betegség kimutatasahoz sz(irbvizsgalatot végeznek. A vizsgélat a betegséget az
esetek 90%-aban képes kimutatni. Ugyanakkor megesik, hogy tévesen betegnek
diagnosztizal olyat is, aki egészséges. Ez az esetek 3%-ban fordul el6. A betegség a
lakossag 35%-at érinti. Egy lakosrél a teszt elvégzése soran kiderill, hogy egészséges. Mi
a valészinlisége, hogy valéban az?

04. Egy kereskedd 3 termel6tdl szerez be almékat. A vasarolt mennyiség 45%-a az
els6 termel6tdl szarmazik, ennek fele elsé osztalyu. A masodik termel6tdl az 6sszes
mennyiség 35%-at szerzi be, ennek 70%-a els6 osztalyld, mig a harmadik termeld csak
els6 osztalyu arut szallitott. Kivalasztunk egy almat és az nem elsd osztalyd. Mennyi a
valodszinlsége annak, hogy a masodik termel6tdl szarmazik?

05. Egy biztosité hdrom irodajaban autdbiztositassal rendelkezd tigyfelek szama 100,
150 és 250, kozllik rendre 70%, 60% és 55% a kovetkez6 évre megujitja biztositasat.
a) Egy lUgyfelet véletlenszer(ien kivalasztva mekkora valdszinlséggel Ujitja meg a
biztositast?

b) Ha egy ugyfél megujitja a biztositasat mekkora valdszinlséggel tartozik az elsé
irodahoz?

06. Egy uzletbe harom helyrdl széllitanak egy terméket, amelynek 2%-a selejtes. A
masodik helyrdl kétszer annyi terméket szallitanak, mint az els6étdl. A selejtarany az elsé
helyrél szarmazéknal 4% a masodikndl 2%, mig a harmadiknal minden szazadik termék
selejtes. Egy terméket véletlenszer(ien kivdlasztva mi a valdszinlisége, hogy azt a
harmadik helyrdl szallitottak?
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07. Egy tizemben hdrom miszakban &llitanak el egy terméket aminek a 2%-a selejtes.
Az els6 mliszak kétszer annyi terméket allit el6, mint a masodik. A selejtek aranya az
els6é miszakban 2% a masodiknal 4% mig a harmadiknal 1%.

Egy terméket kivalasztva mekkora valdszinlséggel készitette a harmadik miszak?

08. A kévetkezd tablazat az autdvezetdk életkor szerinti éves baleseti statisztikait
tartalmazza.

életkor baleset okozas %-0s megoszlas az
valodszinlsége Osszes autdvezetd kozil
-30 0.06 20%
31-50 0.02 45%
51- 0.04 35%

Ha egy adott évben az autdvezeté nem okozott balesetet mekkora a valdszinlisége, hogy
50 évnél idGsebb?

09. Egy tizemben harom miszakban folyik a termelés. A reggeli m{iszak 4.00-tél 12.00-
ig tart és itt 4% esély van a gépsor meghibasodasara. A délutani mliszakban, ami 12.00-
tol 18.00-ig tart 5% eséllyel torténik meghibasodas, mig az esti mliszakban, ami 18.00-
tél éjfélig tart a meghibasodas esélye 7%.

Mekkora a valdszinlisége, hogy ha egy nap pontosan egy meghibasodas torténik, akkor
az a délel6tti miszakban van?

10. Egy alkatrészt széz darabos tételekben szallitanak. Az egyes tételekben azonos
aranyban fordul el6 harom, kett6 és egy hibas alkatrészt tartalmazé. Mennyi a
valdszinlisége annak, hogy egy tételbdl 2 alkatrészt véletlenszer(ien kivalasztva
mindkettd hibatlan lesz?

11. Egy vizsgén a hallgaték 60%-a elsd éves, 30%-uk méasodéves, a tébbiek felsébb
évesek. Annak a valdszinlisége, hogy egy hallgatd vizsgan elért eredménye legalabb
kozepes, rendre 6/25, 9/20, és 3/5. Ha egy taldlomra kivalasztott hallgaté eredménye
kozepesnél gyengébb, akkor mennyi a valdszinlisége annak, hogy az illetd els6 éves?

12. Egy terméket 50 darabos csomagoldsban szallitanak. Ismert, hogy a csomagok
egynegyede egy hibasat, masik negyede két hibasat tartalmaz, mig a tébbiben nincs
hibas. Egy taldlomra kivalasztott csomagbdl kivesziink 2 terméket. Mennyi annak a
valdszinlisége, hogy mindkettd hibatlan?

13. Egy bizonyos késziiléket 10-10 darabos tételben szallitanak. A tételek fele csupa
hibatlan késziiléket tartalmaz, a tobbi kézott azonos eséllyel taladlhaté 1 vagy 2 hibast
tartalmazo tétel. Két késziléket kivalasztunk egy tételbdl és mindkettét hibatlannak
talaljuk. Mennyi a valodszinlisége annak, hogy olyan tételbdl valasztottunk, amelyben 2
hibas volt?
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14. Egy géphez sziikséges alkatrészt két helyrdl szerziink be, az egyik helyrdl
szallitottak hibatlan mikédésének valdszinlisége 0,9, a masik helyrél szarmazdknal
pedig 96%. Jelenleg az elsd tipusubdl 8, a masodik fajtabdl 12 darab van 6sszekeverve.
Taldlomra kiveszlink egy alkatrészt. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy az nem
hibatlan?

15. Egy kiarusitdson részben lejart tapétaragasztdkat arulnak. A készlet negyedében a

lejart ragasztdk ardnya 20%. A készlet 20%-ban illetve 30%-ban rendre 4/5 illetve 3/4 a
nem lejartak aranya. A fennmarado részben minden harmadik lejart. Mi a valodszin(isége,
hogy a teljes arukészletbdl kivalasztva egy ragasztot az lejart?

16. valamely izletbe hdrom termel6tdl széllitanak egy terméket, amelynek 2%-a
selejtes. A masodik termel6tdl kétszer annyi terméket szallitanak, mint az els6tél. A
selejtarany az els6 termelonél 4% a masodiknal 2%, mig a harmadiknal minden szazadik
termék selejtes. Egy terméket véletlenszerlien kivalasztva mi a valdszinlisége, hogy azt a
harmadik termel6tdl szallitottak?

17. valamely tzletbe harom termel6t8l széllitanak egy terméket, amelynek 40%-a elsd
osztalyu. Az els6 termelotdl kétszer annyi terméket szallitanak, mint a masodiktdl. Az
els6 osztalylak aranya az els6 termelénél 10% a masodiknal 60%, mig a harmadiknal
80%. Egy terméket véletlenszerlen kivalasztva mi a valdszinlisége, hogy azt a harmadik
termel6tol szallitottak?

18. Egy tizemben 3 gépen gyartanak azonos tipusti csavarokat. A termelés 25%-at az
els8, 30%-at a masodik, a tébbit a harmadik gép adja. Az els6 gép 2%, a masodik 4%, a
harmadik 6% selejttel dolgozik. A teljes termelésbdl kivalasztunk egy alkatrészt, ami
selejtes. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy nem az els6 gépen készilt?

19. Egy kereskedd 3 termel6tél szerez be gyimolcsoket. A vasarolt mennyiség 30%-a
az els6 termel6tél szarmazik, ennek fele elsé osztalyd. A masodik termel6tél az 6sszes
mennyiség 40%-at szerzi be, ennek 70%-a elsd osztalyd, mig a harmadik termel6 csak
els6 osztalyu arut szallitott. Kivalasztunk egy gylimolcsot és az elsd osztalyd. Mennyi a
valdszinlisége annak, hogy nem a masodik termel6t6l szarmazik?

20. Egy alkatrészt szaz darabos tételekben széllitanak. Az egyes tételekben azonos
aranyban fordul el6 harom, kett6 és egy hibas alkatrészt tartalmazdé. Mennyi a
valdszinlisége annak, hogy egy tételbdl 2 alkatrészt véletlenszer(ien kivalasztva
mindkettd hibatlan lesz?

21. Egy vizsgan a hallgaték 60%-a els6 éves, 30%-uk méasodéves, a tébbiek felsGbb
évesek. Annak a valdszinlisége, hogy egy hallgatd vizsgan elért eredménye legalabb
kézepes, rendre 6/25, 9/20, és 3/5. Ha egy talalomra kivalasztott hallgatdé eredménye
kozepesnél gyengébb, akkor mennyi a valdszinlisége annak, hogy az illet6 elsd éves?

22. Egy terméket 50 darabos csomagolasban széllitanak. Ismert, hogy a csomagok
egynegyede egy hibasat, masik negyede két hibasat tartalmaz, mig a tébbiben nincs
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hibas. Egy taldlomra kivalasztott csomagbdl kivesziink 2 terméket. Mennyi annak a
valdszinlsége, hogy mindkettd hibatlan?

2 3. Egy bizonyos késziiléket 10-10 darabos tételben széllitanak. A tételek fele csupa
hibatlan készlléket tartalmaz, a tobbi kéz6tt azonos eséllyel taldlhatd 1 vagy 2 hibast
tartalmazé tétel. Két készliléket kivalasztunk egy tételbdl és mindkett6t hibatlannak
taldljuk. Mennyi a valdszinlsége annak, hogy olyan tételbdl valasztottunk, amelyben 2
hibas volt?

24. Golydkat helyeziink el 3 dobozban: az elsében 4 fehér és 5 piros, a masodikban 5
fehér és 8 piros, a harmadikban 8 fehér és 2 piros golyd van. Az egyik dobozbdl
taldlomra kivesziink egyszerre 3 golydt. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy lesz koztiik
fehér, ha: a) a dobozokat egyenld6 valdszinliséggel valasztjuk; b) a masodik dobozbdl
valod valasztds haromszor valdszin(ibb, mint a masik kettébdl? c) Ha a masodik dobozbdl
valé valasztas haromszor valdszinlibb, mint a masik kettébdl, melyik dobozbdl huzunk
legnagyobb valdszinlséggel pirosat?

25. Egy 10 kérdésbdl all6 teszt kérdéseire a vizsgazdk 3/7 része helyes vélaszt ad, 2/7
része nem tudja a valaszt és tippel: 50%-o0s valdszinlséggel talalja el a helyes valaszt. A
tobbiek azt hiszik, hogy jé a valaszuk, pedig az hibas. Mennyi annak a valodszinlsége,
hogy egy véletlenszerilen kivalasztott vizsgazé legalabb nyolc kérdésre ad jo valaszt?

26. Egy gazdasag két almaskertje kozill az elsé negyedakkora, mint a masodik. Az
els6ben az almak 90%-a elsé osztalyld, a masodikban pedig 35% nem elsd osztalyd.
Taldlomra kivalasztunk egy almat, ami els6 osztalyd. Mennyi annak a valdszin(isége,
hogy az els6 kertben termett? Ha 10 almat valasztunk ki, akkor mennyi annak a
valodszinlsége, hogy kozuluk legfeljebb 2 nem els6 osztalyud?

27. Egy Gzemben harom gépen allitanak el§ alkatrészeket. Az els6 gép a teljes termelés
minden negyedik darabjat allitja el6 és itt a termékek 10%-a nem els6 osztalyd. A
masodik gép a termelés 30%-at adja és az elsé osztalyuak ardnya 70%, mig a harmadik
gép csak els6 osztalyut allit el6. Mi a valdszinlisége, hogy ha egy termék els6 osztalyu,
akkor az els6 gép gyartotta?

28. Egy iizemben harom gépen allitanak el§ csavarokat. Az elsd gép kétszer annyit allit
el, mint a masodik, ami harmad annyit, mint a harmadik. A selejtarany rendre 2%, 3%
és 5%. Mi a valdszinlsége, hogy ha egy csavar selejtes, akkor a masodik gép gyartotta?

29. Harom urnédba golydkat helyeziink el. Az elsébe 8 piros, 5 fehér, a masodikba 6
piros, 9 fehér és a harmadikba 10 piros, 7 fehér golyot teszlink. Taldlomra kivesziink
egyszerre két golyot valamelyik urnabdl. Mi a valodszinlisége, hogy mindkett6 fehér lesz?
Ha ezt egymas utan hatszor megismeételjik Ggy, hogy a hdzas utan mindkét golyot
visszarakjuk, mi a valdszinlisége, hogy legaldbb az esetek felében mindkettd fehér lesz?

30. Egy biztosité a biztositand6 festmény esetében vizsgalatot végeztet, mert 15%
esélyt lat arra, hogy a kép hamis. A szakértorol, akit bevonnak a vizsgalatba, korabbi
munkai alapjan megallapithatd, hogy az eddigi 1000 esetbdl 6tszor tévedett. Négy
esetben hamisnak allapitotta meg a festményt, amir6l késdbb kiderllt, hogy mégis
eredeti, mig egyszer eredetinek mindsitett egy hamisitvanyt. Munkaja soran a tévesekkel
egyltt szaz hamisitvanyt leplezett le. A biztositd megvizsgaltatja vele a képet, amirdl
megallapitja, hogy eredeti. A kovetkez6 kérdések merlilnek fol: Mi a valdszinlsége, hogy
egy eredeti festményrdl azt allapitjdk meg, hogy valéban az? Mi a valdszinlsége, hogy
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egy hamisrdl azt allapitjak meg, hogy hamis? Mi a valodszin(isége, hogy ha azt allapitottak
meg, hogy a kép eredeti, akkor valoban az?

31. Aleopard-vadészaton, a vadaszt 0,2 valészinliséggel tdmadja meg a leopard, és
ilyenkor az esetek 80%-ban a vadasz belehal a sériiléseibe. Vadaszat kézben egyéb
korilmények miatt a vadasz 0,1 valészin(iséggel hal meg. Egy alkalommal a vadasz a
vadaszat soran meghalt. Mi a valdszinlsége, hogy leopard 6lte meg?
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