ELOSZLAS, ELOSZLASFUGGVENY, SURUSEGFUGGVENY

AZ ELOSZLASFUGGVENY

Egy céltabla sugara 50 cm, a & valdszinliségi valtozé jelentse azt, hogy milyen tavol 16ttink a

céltabla kézéppontjatél. Tegylik fol, hogy a céltablat biztosan eltalaljuk. A feladatunk az, hogy
szamitsuk ki elészor mondjuk a P(& <10) valdszinliséget. Ez azt jelenti, hogy egy 10cm sugaru kor

belsejébe talalunk.

Ennek kiszamolasa igazan egyszerd, T=r’x
t 10°-7
P(£<10)=—= =0,04
G ) T 50°-x

Mekkora lehet ezek alapjan altaldnosan a P(& < X) valdszinliség, ahol x valamilyen tetsz6leges
szam. Az eddigiek alapjan ugy tilnik, hogy
t x>z X

PE<X)=o=—a =
(<=1 =502 2500

Csakhogy sajnos ezzel adédnak bizonyos problémak. Nézziik meg ugyanis példaul, mi torténik,

ha x=-10. Hat egyrészt ugye P(& <—10) azt jelenti, hogy I6ttlink egyet a céltablara, odamegyink
lemérni a tavolsagot, el6vessziilk a mérdszalagot és azt latjuk, hogy a I6vés tavolsaga kevesebb,
mint minusz 10 centi. Nos nem tudom kinek milyen mér6szalagja van otthon, de ez ugye
lehetetlen, tehat a valdszinliség nulla: P(£<-10)=0.

Ugyanakkor az el6z6 kis képletiink azt mondja, hogy

P <x)= % tehat P(e<-10)= 10 g4

2500 2500

Vagy itt van mondjuk egy masik tgy, legyen x=60cm. Ez a valdszinliség, hogy P(& < 60) egészen

biztosan 100%, mert ugye a céltablat biztosan eltalaljuk, marpedig a céltabla sugara 50 cm, és
nehéz lenne Ugy eltaldlni, ha téavolabb 16nénk, mint 50 centi, vagyis tuti, hogy & <50, ezért az

plane tuti, hogy & <60.

A mi kis képletlink szerint, viszont

P& <x)= % tehat P(E<60)= 2
2500 2500

=144
Ez egy picikét sok. A képlet tehat kisebb javitgatasra szorul.
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Arrél van sz6, hogy normadlis x-ekre jo eredményt ad képletiink, csak olyan idiota x-ekre nem,
amikor x negativ, vagy pedig tul sok. Ezért csinalunk egy kikotést az x-re, és igy kapjuk a jo
képletet:

0 ha Xx<0

X2

2500
1 ha 50 < X

P <x)= ha 0<x<50

Ez, amit igy kaptunk nem mas, mint egy fiiggvény. Az X +> P(£ < X) hozzérendeléssel megadott
figgvény. Ezt a fuggvényt a & valodszinliségi valtozé eloszlasfliggvényének nevezzik, és F(X)-el
jeloljuk. Tehat a & valdszin(iségi valtozd eloszlasfliggvénye F(X) = P(& < X)

A
AZ F(x) ELOSZLASFUGGVENY:
0 ha x<0
X2
F(x) = ha 0<x<50
2500
1 ha 50<x J
; >
0 50

Nézziink meg egy masik nagyon izgalmas céltablds esetet is. Ketten I16nek céltablara. Az A talalati
esélye 0,7 a B talalati esélye 0,8. Mindketten egy l6vést adnak le egymastdl fliggetlendil. Jelentse
¢ a talalatok szamat és adjuk meg az eloszlasfliggvényt!

Az el6z6 torténetben £ egy tavolsagot jelentett, ami Ocm és 50cm kodzott barmi lehetett, most

viszont a taldlatok szamat, ami vagy 0 vagy 1 vagy 2 és semmi mas nem lehet. Ezt a fajta
valoszinlségi valtozot diszkrétnek, mig az el6z6t folytonosnak nevezzik. Itt az eloszlasfliggvényt
ugy kapjuk meg, hogy készitlink egy eloszlastablazatot:

EGYIK SEM TALAL:
A nem talél: 1-0,7
8

talalatok szama vaIéSZI’nlﬁ'lSég/B nem taldl: 1-0,

CSAK AZ EGYIK TALAL:
0 el z=0ie A talal: 0,7

7/ B nem talal: 1-0,8=0,2
1 0, -O,2+0,3&V&?9y

0,3
0,2

A nem taldl: 1-0,7=0,3

2 0,7-08=056 B talal: 0,8
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Az eloszlastablazattal megvolnank:

talalatok szama Valdszinliség

0 0,06
1 0,38
2 0,56

Az eloszlasfliggvény itt egy lépcsézetesen emelkedod fliggvény lesz:

AZ F(x) ELOSZLASFUGGVENY: A ,
0 ha x<0 1 : o —
E(x) = 006 ha 0<x<1 P(& =2) =0,56
1044 ha 1<x<2 0.44 Qa o
1 ha 2<x :
P(£=1)=0,38
P(¢& =0)=0,06 !
1 1 )

0 1 2

Az eloszlasfliggvény tehat egy |épcsbzetes fliggvény lesz, ami minden szamnal pontosan akkorat
ugrik, mint az adott szadm valdszin(isége. Vagyis x=0 esetén az ugras P(£=0)=0,06.

Aztdn x=1 esetén megint ugrik, itt az ugrds P(¢ =1) =0,38, de ahogyan a rajzon is latszik ez
hozzdadodik az el6z6hoz.

Végll x=2 esetén az ugras P(&=2)=0,56 ami szintén hozzdadddik az el6z6hoz és igy a fuggvény
eléri az 1-et.

Folytonosnak nevezziik azokat a valdszinlségi valtozokat, amik folytonos mennyiségeket mérnek,
ilyen példaul az id6, a tavolsag. Ebben az esetben az eloszlasfliggvény mindig folytonos figgvény
lesz, ilyen volt az el6z6 torténet.

Diszkrétnek nevezziik azokat a valdszinlségi valtozokat, amik megszamlalhatéan sok értéket
vesznek fel. Ez azt jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de Ggy, hogy fel tudjuk sorolni az
értékeit. Az egész szamok példaul diszkrétnek szamitanak, mert végtelen sokan vannak ugyan, de
felsorolhatok: 1;2;3;4...

Ha a valdszinliségi valtozé diszkrét, akkor az eloszlasfliggvény mindig egy Iépcsbzetesen emelkedd
figgvény lesz, ami minden egyes x esetén éppen akkorat ugrik, mint amekkora az adott x
valdszinlisége.

Mindezt foglaljuk 6ssze.
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FOLYTONOS VALOSZINUSEGI VALTOZO ELOSZLASFUGGVENYE
A

X

A ¢ valdszinlségi valtozo folytonos, a < £ <b ahol a és b tetszéleges szamok. A céltablas esetben
példaul a=0 és b=50, ezek kozott vehet fel értékeket a &.

Ilyenkor az eloszlasfliggvény is folytonos fliggvény, ami a-ig nullat vesz fol, a és b kozt novekszik
és b utan végig egyet vesz fol. Vagyis ahol a & valdszinliségi valtozé mlkodik, ott a fliggvény

életre kel, el6tte és utana pedig hibernalt allapotban van.

DISZKRET VALOSZINUSEGI VALTOZO ELOSZLASFUGGVENYE

A
AZ UGRAS P(&=c)
Q »
AZ UGRAS P(4=b)
Q ) :
AZ UGRAS P(& = a) i i
S : ; >
a b C

A & valdszinliségi valtozo diszkrét és értékei: E=a; £=b; £=c; stb.
Ilyenkor az eloszlasfliggvény mindig egy Iépcs6zetes fliggvény, ami minden szamnal pontosan
akkorat ugrik, mint az adott szam valdszinlisége. Vagyis X = aesetén az ugras P(& =a), aztan

X =besetén az ugras P(& =b) és igy tovabb, és az ugrasok 6sszeadddnak.

Az eloszlasfliggvény tehat:
0 ha x<a

P& =a) ha a<x<b
F(xX)=4P(=a)+P(,=b) ha b<x<c
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3.1. Ketten I8nek céltablara. Az A talalati esélye 0,7 a B talalati esélye 0,8.
Mindketten egy I6vést adnak le egymastol figgetlendl. Jelentse & a talalatok szamat.
Adjuk meg az eloszlasfiiggvényt!

3.2. Egy sorsjegy ara 200 forint és minden 6tédik sorsjegy nyer. 800 forintunk van és
addig veszlink sorsjegyet, amig nem nyeriink — vagy amig el nem fogy a pénzlink.
Jelentse & a vasarolt sorsjegyek szamat. Adjuk meg az eloszlasfliggvényt!

3.3. Egy dobozban van 2 piros, 3 fehér és 1 kék labda. Kivesziink harom darabot
visszatevés nélkil. Jelentse & a hlzott piros labdak szdmat. Adjuk meg & eloszlasat és
eloszlasfiiggvényét.

3.4. Egy dobdkocka 2 oldala piros, 3 oldala fehér és 1 oldala kék. A kockaval
haromszor dobunk, jelentse & a piros dobdsok szamat. Adjuk meg & eloszlasat és
eloszlasfiggvényét.

3.5. Egy fogorvos a hét 6t munkanapjabdl harom nap rendel. Kivalasztunk az 6t nap
kozll két napot és itt jelentse & a rendeléses napok szamat. Adjuk meg &

eloszlasfliggvényét.

3.6. Egy dobozban cédulakat helyeziink el. Egy darab 1-es, két darab 2-es és harom
darab 3-as feliratut. A dobozbdl két cédulat hizunk és jelentse & a huzott cédulakon

szerepl6 szamok 6sszegét. Adjuk meg az eloszlast és az eloszlasfliggvényt!

3.7. Egy dobozban cédulakat helyeziink el. Egy darab 1-es, két darab 2-es és harom
darab 3-as feliratut. A dobozbdl két cédulat hizunk és jelentse & a hdzott cédulakon

szerepl6 szamok szorzatat. Adjuk meg az eloszlast és az eloszlasfliggvényt!

3.8. Egy dobozban van 5 piros és 15 fehér golyd. Kivesziink 6 darabot, mi a

valodszinlsége, hogy 4 piros lesz koztlk, ha
a) visszatevés nélkll hazunk?
b) visszatevéssel huzunk?
c) mi a helyzet, ha 1 piros és 3 fehér illetve, ha 100 piros és 300 fehér van?

3.9. Egy lzletben 100-an vasarolnak, kozilik 80-an rendelkeznek bankkartyaval. A
pénztarnal 10-en allnak sorba, mi a valdszinlsége, hogy 7-nek lesz bankkartyaja?

3.10. Egy Uzletben 100 vasarlobdl atlag 80-an rendelkeznek bankkartyaval. A
pénztarndl 10-en allnak sorba, mi a valdszinlisége, hogy 7-nek lesz bankkartyaja?

3.11. Egy nap 0,2 valodszin(iséggel esik es6. Mi a valdszinlisége, hogy egy héten harom
nap esik?

3.12. A kozuti ellenérzések soran 100 autébdl 12-nél taldlnak valamilyen
szabalytalansagot. Mi a valdszinlisége, hogy 20 megallitott autdbdl éppen 4-nél talalnak?
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3.13. Egy butoraruhazban 100 vasarlébdl 8-an reklamalnak. Mi a valdszinlisége, hogy

10 vevébdl
a) ketten reklamalnak?
b) legalabb ketten reklamalnak?
c) legalabb 6ten reklamalnak?
d) az els6 két vevd reklamal?
e) Csak az els6 két vevo reklamal?
f) Az els6 és a harmadik vevé reklamal?

3.14. Egy vizsgan a hallgatéknak altaldban 60%-a megbukik. Egy nap 10-en vizsgaznak,
mi a valdszinlisége, hogy éppen a 20%-uk megy at?

a) Mi a valodszinlsége, hogy legfeljebb 2-en mennek at?
b) Mi a valészinlisége, hogy legalabb 2-en mennek at?
c) Mi a valdszinlsége, hogy legaldabb 4-en mennek at?

3.15. Egy Uzlet a kdvetkez6 20 napbdl 3 nap zarva tart. Kivalasztunk 5 napot, mi a
valoszinlsége, hogy 3 nap lesz nyitva?

3.16. Egy dobozban van 60 golyd, amibdl 4 piros. Kivesziink belGle visszatevéssel négy
darabot. Mi a valdszinlsége, hogy 1 piros?

3.17. Egy dobozban van 60 golyd, amibdl 4 piros. Kiveszlink visszatevés nélklil négy
darabot, majd visszatessziik, és a huzast megismételjik. Mi a valdszinlsége, hogy
legfeljebb az egyik hldzasban lesz legfeljebb két piros?

3.18. Egy étteremben dolgozo6 20 pincér kozil 7 tud németil. Egyik este éppen 8 pincér
dolgozik és kozillik 5-en a teraszon. Mi a valoszinisége, hogy a teraszon dolgozdk kozil
2-en beszélnek németl?

3.19. Egy kockaval haromszor dobunk. Jelentse £annak a dobdsnak a sorszamat, amikor
el6szoér dobunk hatost, és legyen nulla, ha egyaltaldan nem dobunk hatost. Adjuk meg &
eloszlasat és eloszlasfiiggvényét.

3.20. A & valoszinlségi valtozo eloszlasfiiggvénye
0 ha x<-1

0,3 ha -1<x<2

F(x)=<0,4 ha 2<x<5

08 ha 5<x<6

1 ha 6<X
Adjuk meg az eloszlast, a varhatd értéket és a szorast!
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A SURUSEGFUGGVENY A

a b

A slirGségfiiggvény jele f(x) és ugy mlikédik, hogy a valdszinlségek a gorbe alatti terliletek
lesznek.
Vagyis

b
P(a<§<b)=jf(x)dx

Az eloszlasfiiggvény és a slrliségfliggvény kapcsolata egészen izgalmas.
Eloszlasfliggvénybdl slrliségfliggvényt gy kapunk, hogy az eloszlasfliggvényt derivaljuk:
f(x)=F'(x)

Sirliségfiggvénybdl pedig Ugy lesz eloszlasfliggvény, ha integraljuk, de meglehetdsen triikkos

modon:
X

F(x) = [ f(t)dt

—00

AZ ELOSZLASFUGGVENY ES SURUSEGFUGGVENY TULAJDONSAGAI:

F(X) eloszlasfiiggvény Adott F(x) eloszlasfliggvény, kell
tulajdonsagai: f(x) slirliségfliggvény:

. limF(x)=0

. limF(x) =1 Fx)=F'(x)

III. Monoton nd

IV. Balrdl folytonos

f(x) shriiségfiiggvény Adott f(X) slrliségfliggvény, kell
tulajdonsagai: F(x) eloszlasfliggvény:

I. Nem negativ

IL [ f(qdx=1 F(x) = [ f(t)dt
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SURUSEGFUGGVENYBOL ELOSZLASFUGGVENY

Adott a & valdszinliségi valtozo slirliségfliggvénye, allitsuk el6 az eloszlasfliggvényt!

>

e” ha x<0
f(x)=<1-x ha 0<x<l1
0 ha 1<x
A képlet alapjan:
F(x) = ff(t)dt et 1-t 0
B 1.ESET x=0 2.ESET x=1 3.ESET
1.ESET x<0
FO = [ Ft)dt= fe”olt{e2t -l}x el g4 Lo
i i 2], 2 2
x=0

2.ESET O<x<1

—A—
t

F() = ff(t)dt: Tf(t)dnf(l—t)dt:%eo {t_f
—® —o0 0

3.ESET x<0
I—H

==+ X——

0

X 1 X
F() = [ fydt= jf(t)dt+j0dt:%+1—%+oz
—9 —» 1

Az eloszlasfliggvény:

1e2X ha x<0
2 2
F(x)= 1+x—X— ha 0<x<1
2 2
1 ha 1<x

Az eloszlasfiiggvénybdl a s(irliségfliggvényt Ugy kapjuk vissza, ha a F(x) eloszlasfliggvényt

derivaljuk. Ez a mlivelet mar meglehetésen artalmatlan, igy mindenki prébalja ki otthon.
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SURUSEGFUGGVENY TULAJDONSAGAINAK TESZTELESE

Ellendrizzlk, hogy lehet-e a & valdszinliségi valtozo slirliségfiiggvénye az alabbi fliggvény!

e¥® ha x<0

f(x)=4Ax ha 0<x<1
ia ha 1<x
X

f(x) akkor slirségfliggvény, ha
° 1
j f(x)dx =1 e AX =
e X
1.ESET x=0 2.ESET x=1 3.ESET

>

© 0 1 00 0 2 1 _2 7*
If(X)dX: Ie3xdx+IAx dx+.[i3dx:{e3x-l} +{AX—} +[X—} :%+A%+%=
—o0 o0 0 1 —0 i

Ekkor A=1/3

ELOSZLASFUGGVENY TULAJDONSAGAINAK TESZTELESE

Ellen6rizziik, hogy lehet-e a & valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvénye az alabbi fliggvény!
21 ha x<0
X+1
F(x)= 5 ha 0<x<1
1 ha 1<x

Lassuk az eloszlasfliggvény négy tulajdonsagat!

I. limF(x)=0 most lim2** =0 ez teljesl A
II. limF(x)=1 most liml=1 ez is teljesdl

III. Monoton no

, Készitlink egy rajzot:
IV. Balrol folytonos } 9y rel _—

-

Nos ugy tlinik ezek is rendben vannak, tehat F(x) eloszlasfliggvény.
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3.21. Lehet-e valamely & valoészinliségi valtozo slrlségfiiggvénye az aladbbi figgvény?
e® ha x<0

f(x)=¢x> ha 0<x<l1
0 ha 1<x

3.21. Lehet-e valamely & valoszinlségi valtozo slrlségfiiggvénye az alabbi fliggvény?
e” ha x<0

f(x)=<x* ha 0<x<1
0 ha 1<x

3.22. Lehet-e valamely & valoészinliségi valtozo slrlségfiggvénye az aladbbi fliggvény?
e ha x<0

f(x)=<2x* ha 0<x<l1
0 ha 1<x

3.23. A & valoszinlségi valtozo slriségfiiggvénye
e” ha x<0

f(x)=41-x ha 0<x<1
0 bha 1<x

F(x)=? p(&+6<4)=?

3.24. A ¢ valdszinliségi valtozo sirlségfliggvénye

1

— ha x<-1
X

f(x)=9x+1 ha -1<x<0
e®™ ha 0<x

F(x)=? p(&<4)=? p(|¢—5<3)=?

3.25. A & valoszinlségi valtozo slriségfiggvénye
—3x?

f(x):{Axe ha 0<x

0 kilonben
A=? F(x)=? p(&<4)=?
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3.26. A & valoszinlségi valtozo slriségfiggvénye
Aln x

FO)=1 ¥ ha 1l<x<e
0 kilénben
A=? F(x)=>?

3.27. A & valoszinlségi valtozo slriségfiiggvénye
AX

———— ha 0<x<3
f(X)=1Jx2+16
0 kilénben
A=? F(x)=?

3.28. A £ valoszinlségi valtozo silriségfliiggvénye

A
F(x) = F ha x<-1
0 kilonben

A=? F(x)=? E(£)=? D(&)=?

3.29*. A £ valodszinlségi valtozo slrlségfliggvénye
e ha x<O0

f(xX)=<Ax* ha 0<x<1
0 ha 1<x

A=? E(£)=? E(9¢+4)=? D(&)=? D(9E+4)=?

3.30. A £ valdszinliségi valtozoé slrlségfliggvénye

A

— ha 1l<x<4
f(X)=1.x

0 kildnben

A=? E(&)=? E(4-3E)=? D(&)=? D(4-3&)=?

3.31. A £ valoszinlségi valtozo siriségfliiggvénye
Ax-e* ha x>
F(x)= e a 0
0 ha x<0
A=? F(x)="?
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3.32. Lehet-e valamely & valoszinlségi valtozo eloszlasfliggvénye az alabbi figgvény?
0 ha x<0
F(x)=4 x* ha
2x+1
ha 1<x
X+2

0<x<1

3.33. Lehet-e valamely & valoszinlségi valtozo eloszlasfliggvénye az alabbi figgvény?
e* ha x<0

F(x)=4 x> ha 0<x<1
x+1 ha 1<x
X+2

3.34. Lehet-e valamely & valoszinlségi valtozo eloszlasfliggvénye az alabbi figgvény?

21 ha x<0
F(x)= X+l ha 0<x<l
X+ 2
l—JL ha 1<x
4x

3.35. A £ valoszinlségi valtozo eloszlasfiiggvénye
A ! ha x>1
F(x)= X

0 ha x<1
A=? f(x)=? p(&<4)=? E(&)=?

3.36. Lehet-e valamely & valoészinlségi valtozo eloszlasfliggvénye az alabbi figgvény?
1

— ha x<-1
2X
F(x)= x+2 ha -1<x<l1
X+3
1——5- ha 1<x
4x

3.37. A & valészinlségi valtozo slriliségfiggvénye
Ax-e™ ha x>0
f(x)=
ha x<0
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3.38. A & valoszinlségi valtozo slriségfiggvénye
Ax-Inx ha 1<x<e
f(x) ={

0 kiildnben
A=?

3.39. A £ valoszinlségi valtozo eloszlasfiiggvénye

F(x) = A-e ha x>0
0 ha x<0

A=? ()= p(£>1)=? E(&)=? D(£)=?

3.40. A ¢ valoszin(iségi valtozd eloszlasfliggvénye

2**  ha x<0
F(x)= x+1 ha 0<x<l
X+2
A—i ha 1<xX
3X

A=? f(x)=? p(& <4)=?

3.41. A & valoszinlségi valtozo slrlségfuggvénye
AX
F(0=1x+1
0 klonben
A=? F(x)=? p( & <4)=?

ha 0O<x<l
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