VARHATO ERTEK, SZORAS,
MARKOV ES CSEBISEV EGYENLOTLENSEGEK

A VARHATO ERTEK

Egy magasugro versenyen a versenyzok 0,8 valdszinlséggel ugorjak at a lécet. Minden versenyz6
haromszor probalkozhat. Mivel konnyen megeshet, hogy nem rajongunk a magasugré versenyekért,
igy nem teljesen alaptalan az a kérdés, hogy 12 versenyz0 esetén varhatéan hany ugrast kell
megtekintenlink a kovetkezé mlisorszamig. Nos errdl fog szdlni a varhatd érték. A varhato érték
jele régebben M (&), az utdbbi idében azonban E(&) az angol expected value alapjan.

Diszkrét esetben Ugy kell kiszamolni, hogy E(&) = in P& =)

Visszatérve magasugroinkhoz, készitstik el egy ugré eloszlastablazatat.

ugrasok szama valoszinliség NEM UGORJA AT
ATUGORJA
1 0,8
2 0,2-0,8=016
3 0,2-0,2-0,8+0,2-0,2-0,2 = 0,04

\ NEM UGORJA AT

NEM UGORJA AT
NEM UGORJA AT

ATUGORIA
NEM UGORJA AT
NEM UGORJA AT

A varhatoé értéket ugy kapjuk, hogy a & értékeit
megszorozzuk a hozza tartozo6 valdszinliségekkel és
ezeket 6sszeadjuk:

E(€) =D x P(E=%)=1-08+2-016+3-0,04=124

Ezek szerint varhatdéan egy ugré 1,24-szer ugrik. Ha 0sszesen 12 versenyz0 van, akkor az ugrasok
szama tehat 12-1,24 =14,88 vagyis olyan durvan 15 ugrasra kell szamitanunk.

A varhato érték mellett azonban van egy masik fontos jellemz0, a széras. Ha ugyanis a szoras
nagy, akkor a varhaté érték jelentésége csokken. A lotton példaul a varhaté nyeremény 6sszege
jatékonként 100 forint korlil mozog, de mégsem erre a pénzre szamitunk, amikor lottézunk.

A legtobben ugyanis nem nyernek semmit, néhanyan pedig joval tobbet nyernek, mint 100 forint.
A szobras jele D(&).

Lassuk, hogyan kell kiszamolni.
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A SZORAS

A szbras a varhatd értéktdl valo eltérést méri, jele D(&) kiszamolni pedig Ugy lehet, hogy:

D(£) = VE(£2) —EX(&)

A magasugroés példankhoz visszakanyarodva:
varhato érték:

ugrasok szama valdszinliség E($)=1-08+2-016+3-0,04=124
: 2 masodik momentum:
1 0,8 E(£?)=1?-08+2%-016+3%-0,04=18
2 0,16 széras:

D(&) = VE(£?) - E2(£) = 18-1,24> =0512
3 0,04

VARHATO ERTEK ES SZORAS KISZAMOLASA FOLYTONOS ESETBEN

Folytonos valdszinliségi valtozok esetén a varhatd érték

E(&) = Tx~ f (x)dx

Nézziink meg egy ilyet:
e ha x<0
f(x)=41-x*> ha 0<x<1
0 ha 0<x e™ 1-x° 0

>

1. ESET x=0 2.ESET x=1 3. ESET

E(&) = Tx. f (x)dx = Ix-e”d +jx-(1—x2)dx +Tx-0d) = j‘x-e3xdx+'l[x—x3dx+0:
—0 0 1

—o0 0
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A szérés itt is gy lesz, hogy D(&) =/E(£%)—E*(&)
Szikség van tehat a masodik momentumra:

E(£?) = _]ixz - f(x)dx = _j;xz -eg’xdx+ix2 -(1— xz)dx+o_fx2 -0dx = jDXZ -e3‘xdx+j:x2 —x*dx+0= %

A sz6rés pedig D(&) = E(£%)—E?(&) = %—(%) = 0,434

A MARKOV-EGYENLOTLENSEG

A Markov-egyenl6tlenség arrdl szél, hogy minél nagyobb a & a varhatd értékhez képest, annal

kisebb a valdszinlisége. Ha példaul egy Ujsagarus oranként 64 darab Ujsagot szokott eladni, akkor
nem tul valészin(i, hogy egyik éraban 250 darabot ad el, mert az a varhato eladasi szam
négyszerese. A Markov-egyenl6tlenség alapjan ennek esélye 1/4-nél kisebb:

MARKOV-EGYENLOTLENSEG:
Pe>tE@)<
E(S) t-E()

Ha a varhaté eladas oranként 64 darab, akkor

P(& > 250) = P(§2t~64)s:t—L

l

250=t-64 — t=20
64
igy
1 64
P(£>250)< == — =0,256
(¢ ) t 250

Annak valoszinlisége tehat, hogy 250-nél tobb Ujsagot ad el egy ora alatt, legfeljebb 0,256.
Még a Markov-egyenl6tlenségnél is érdekesebb a Csebisev-egyenldtlenség, nézzilk meg ezt is.
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A CSEBISEV-EGYENLOTLENSEG

A Csebisev egyenlétlenség arrol szdl, hogy a varhaté értéktdl vald eltérés nem lehet tul nagy.
Ha példaul egy Ujsagarus éranként 64 darab Ujsagot szokott eladni, akkor nem tul valdszin(i, hogy
egyik éraban 200 darabot ad el, mint ahogyan az sem, hogy mondjuk csak harmat.

A varhato érték jele E(&), a varhatd értéktdl valo eltérés a |§— E(§)|.

1 1
P(Jé—E(é)IZt-D(é))St—z PQ&—E(§)|<t-D(§))>1—t—2
H_J H_}
valdszinliség kicsi valdészinliség nagy

- -

E(S) E(S)

Adjunk becslést annak valdszinliségére, hogy az Ujsagos altal eladott lapok szama 50 darab és 78
darab kozé esik, ha éranként 64 darab Ujsagot szokott eladni 8 darab szorassal.

Rajzoljuk fol, hogy mit is szeretnénk pontosan:

14 ‘ 14
50 E(©)Lles 78

A jelek szerint a masodik tipusu Csebisev egyenl6tlenségre lesz sziikség. Az eltérés a varhaté
értéktél mindkét iranyban maximum 14, tehat:

P(¢-E@)]<t-DE)>1-
14 7
14=t:D()=t8 = 1U=t-8 = t=""="
A becslés:
P(£-E()|<t-D(&))>1- 1 1 1.3 467

g
4

Vagyis legalabb 0,67 annak a valdészinlisége, hogy 50 és 78 koz6tt lesz az eladott lapok szama.
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A VARHATO ERTEK ES A SZORAS TULAJDONSAGAI

VARHATO ERTEK SZORAS
E(c)=c D(c)=0
E(c-&) =c-E(&) D(c- &) =|c|- D()

E(S+n)=E()+E®)
E(@a-&£+b)=a-E(&)+b D(a-&+b) =|a- D(&)

Ha & és u flggetlen, akkor E(&-n) = E(E)-E(n) és D*(£+7n)=D*(&)+D*(n)
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