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1. Feladat

Adott egy G = (V, E) iranyitott gréf, az élein egy ¢ : E — R{ kapacitdsfiiggvény, valamint egy
s € V termeld és egy t € V fogyaszto csucs (s # t).

Definico. Egy f : E — Ry fliggvényre vezessiik be az alabbi jeloléseket, amelyek egy adott csicsbdl
kifolyo és a csucsba befolyo folyam mennyiségét adjak meg.
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Definicé. Hasonl6an definidljuk egy f : £ — R fiiggvény eseténegy W C V,s € W, t ¢ W
halmazbdl kifolyé és a halmazba befolyé folyam mennyiségét az alabbi mddon.
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Definico. Egy f : £ — R{ fiiggvényt folyamnak (vagy s—t folyamnak) neveziink, ha teljesiil az
alabbi két feltétel :

(1) kapacitdsfeltétel: ¥(u,v) € E: 0 < f(u,v) < c(u,v);

(2) folyammegmaradds:¥v € V \ {s,t} : fri(v) = foe(v).

Definicé. Egy [ folyam nagysdga az || f|| := fri(s) — fre(s) mennyiség.

Feladat. A maximadlis folyam feladat az, hogy a G grafban adott ¢ kapacitasfiiggvény mellett keres-
siink egy f folyamot, amelyre || f|| maximalis.

2. Algoritmus

A feladat megoldasédra szamos algoritmus létezik. A legalapvet6bb az aldbbiakban bemutatott Ford—
Fulkerson-algoritmus, valamint annak egy véltozata, az Edmonds—Karp-algoritmus [4].



INPUT: G = (V, E) irdnyitott graf; ¢ : E — R{ kapacitdsfiiggvény; s,t € V, s # t

procedure FORD—FULKERSON-ALGORITMUS
G’ := (V, E U E*) irdnyitott graf épitése, ahol E* a megforditott élek halmaza,
ahol e = (u,v) € F megforditottja e* = (v,u) € E* és (e*)* =e

foralle € F do > rezidudlis kapacitdsok inicializdldsa
r(e) = c(e)
r(e*):=0

end for

while G’-ben létezik P iranyitott dt s-bél t-be, amelyre Ve € P : r(e) > 0 do
P irdnyitott javité it keresése G'-ben s-bdl t-be (Ve € P : r(e) > 0)

0 := min{r(e) : e € P} > 0 a min. rezidudlis kapacitds a P iiton
foralle € P do > 0 egységnyi folyam kiildése a P iiton
r(e):=r(e)—9
r(e*) =r(e*)+ 46
end for
end while

end procedure

OUTPUT: Ve € E : f(e) := r(e*) médon definidlt f : E — R fiiggvény egy maximdlis s—t folyam

Az Edmonds—Karp-algoritmus csak annyiban kiilonbozik Ford és Fulkerson dltaldnos mddszertdl,
hogy megszoritast tesz a javito utak valasztdsara: minden iterdcidban valasszuk az egyik legrévidebb
(legkevesebb éIbdl 4ll6) javito utat.

Megjegyezziik, hogy a Ford-Fulkerson-algoritmus legtermészetesebb megvaldsitasa, amelyben szé-
lességi kereséssel keresiink javito utakat, éppen az Edmonds—Karp-algoritmust adja, igy az semmi
tovabbi nehézséget nem jelent, ugyanakkor jobb futasid6t garantal.

2.1. Helyesség

Definicié. Egy W C V halmazt vdgdsnak neveziink, ha s € W ést ¢ W. Egy W vdgds nagysdga,
illetve kapacitdsa pedig a vagasbol kilépd élek kapacitasanak Osszege:

(W) = Z c(u,v).
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Lemma (folyammegmaradas vagasokra). Minden f folyam és W C V' vagés esetén
feiW) = foe(W) = [ ]I
Bizonyitas (vazlat). Egyszerti meggondolassal adédik, hogy

FiiW) = foo(W) = >~ (frs() = foe(2)),

zeW

amibdl pedig a (2) folyammegmaradasi feltételt alkalmazva megkapjuk a lemma allitdsat. e

A maximadlis folyam és minimdlis vdagas feladatok primdl-dudl kapcsolatét, valamint a Ford—Fulkerson-
algoritmus helyességét az alabbi tétel fogalmazza meg.



Maximalis folyam — minimalis vagas tétel. G = (V, E) irdnyitott grdf. c: E — R}, s,t € V, s # t
esetén a maximdlis s—t folyam nagysdga megegyezik a minimdlis s—t vdgds méretével. A bevezetett
jeloléseinkkel :

puac 71 = min cui(W).

Ha a c kapacitdsfiiggvény egészértékii, akkor a maximadlis folyam is vdlaszthato egészértékiinek.

Bizonyitas (vazlat). Egyrészt tetszOleges f folyam és W védgas esetén ||f|| < cx(W), hiszen a
folyammegmaraddsi lemma miatt || f|| = fi;(W) — foe (W), tovdbba az (1) kapacitésfeltétel miatt
fri(W) < ei(W) és fre(W) > 0. Mésrészt belathatd, hogy a Ford-Fulkerson-algoritmus megad egy
f folyamot és egy W végdst, amelyekre || f|| = cx;(W). Ekkor az el6z6 megfigyelés miatt f sziikség-
szerlien maximalis folyam, W pedig minimalis vdgas, ezzel pedig a tétel helyességét is igazoltuk.

Tekintsiik a Ford—Fulkerson-algoritmus végsé allapotat, vagyis amikor mar nem taldltunk javité utat.
Jelole W a G’ grafban s pontbdl r» > 0 éleken elérhet6 pontok halmazat :

W = {v € V : 3P irényitott Gt G'-ben s-bSl v-be, amelyre Ve € P : r(e) > 0}.
Mivel az algoritmus ledllt, ¢t ¢ W, tehat W egy vdgés. Az f folyamot pedig tigy adja meg az algorit-
mus, hogy minden e € E élre: r(e) = c(e) — f(e) ésr(e*) = f(e).
W-bol definicié szerint nem vezet ki » > 0 él G’-ben, tehdt minden (u,v) € FE eredeti (G-beli)
kimend élére f(u,v) = c(u,v), tovabba minden (u,v) € E eredeti (G-beli) bejovd élére f(u,v) =0
(r(e*) = 0 miatt). Tehét fi; (W) — foe(W) = c1i(W), és a lemma miatt || f|| = fi;(W) — fre(W),
tehét || f|| = cxi(W). o

Megjegyzés. A maximdlis folyam — minimdlis vigds tétel a linedris programozdsban ismert erds
dualitds tétel specidlis esete, a tétel egyszeriibben belathaté része (|| f|| < cx;(W) minden f folyamra
és W vagasra) pedig a gyenge dualitds tételnek felel meg.

2.2. Miiveletigény

Az éltalanos Ford-Fulkerson-algoritmus futdsi idejére nem lehet er6sen polinomiélis korlatot adni,
vagyis olyan polinomidlis korldtot, amely csak a graf méretétdl fiigg, a kapacitasfiiggvénytdl nem.
Beldthat6 azonban, hogy az Edmonds—Karp-algoritmus futési ideje O(ne(n + ¢)), ezért ezt a vilto-
zatot érdemes alkalmazni.
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