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1. Feladat

Adott egy G = (A U B, E) iranyitatlan pdros graf. Keressiink benne egy maximalis méretli /' C F
parositast, vagyis egy maximdlis méret /' élhalmazt ugy, hogy minden cstcsra legfeljebb egy F'-beli
él illeszkedjen.

2. Algoritmus

A feladatot az un. alterndlo utas algoritmussal oldhatjuk meg. A G graf egy irdnyitott G’ véltozataval
dolgozunk oly mddon, hogy az aktudlis F' pérositas €leit B-bdl A-ba (,.felfelé””), mig a tobbi €lt
A-bdl B-be (,lefelé”) iranyitjuk. Egy javitdut (alternald tt) egy irdnyitott Gt G’-ben egy, az aktudlis
F parositas altal fedetlen s € A pontbdl egy fedetlen ¢ € B pontba. Konnyen lathatd, hogy ha egy
ilyen P 1t F-beli éleit elhagyjuk F-bél, (E \ F')-beli éleit pedig hozzédvessziik F'-hez, akkor az igy
kapott F” élhalmaz is pdrosités lesz, és |F'| = |F| + 1.

INPUT: G = (A U B, E) irdnyitatlan péros graf.

procedure ALTERNALO UTAS ALGORITMUS
G’ := (AU B, E’) iranyitott graf, ahol
E":={(a,b):a € A,be B,{a,b} € E} > kezdetben minden él ,,lefelé” irdnyitva (F = ()
A :=A;B =B > A’ a ,fels6”, B’ az ,,alsé” fedetlen pontok halmaza
while G’-ben 1étezik irdnyitott it A’-beli pontbdl B’-beli pontba do
P irdnyitott Gt (Gn. alterndlé iit) keresése G’-ben s € A’ pontbdl t € B’ pontba
P minden élének megforditdsa
A=A\ {s}; B :== B\ {t} >s € Aést € B fedett pontok lettek
end while
end procedure

OUTPUT: A G’-ben a B-b3l A-ba mutat6 (,.felfelé” irdnyitott) élek irdnyitatlan megfeleldi G egy maximalis péaro-
sitasat adjak.

3. Helyesség

A maximdlis pdrositds és minimdlis lefogds feladatok primdl-dudl kapcsolatat, valamint az algorit-
mus helyességét a Kénig-tétel fogalmazza meg. Egy X C A U B halmazt lefogdsnak neveziink, ha
minden élnek legalabb az egyik végpontjat tartalmazza.



Kénig-tétel. Egy G pdros grdfban a maximdlis pdrositds v(G) elemszdma megegyezik az éleket lefogo
pontok minimdlis T7(G) elemszdmdval.

Bizonyitas (vazlat). Egyrészt nyilvanvalé, hogy barmely F' parositas és barmely X lefogds esetén
| X| > | F, ui. minden F-beli élhez kell egy-egy cstcs egy lefogdsba. Vagyis v(G) < 7(G). Mésrészt
belathato, hogy a fenti algoritmus megad egy F' C E péarositast és egy X C AUB lefog6 ponthalmazt,
amelyekre |F'| = | X|. Ekkor az el6z8 megfigyelés miatt F' sziikségszerfien maximadlis parositds, X
pedig sziikségszerien minimdlis lefogéas, és egyuttal a K&nig-tétel helyességét is igazoltuk.

Tekintsiik az algoritmus végs6 allapotat, vagyis amikor mar nem taldltunk javité utat. Jelolje W a
fedetlen A-beli pontokbdl (vagyis A’-bdl) irdnyitott tton elérhets (A U B)-beli pontok halmazat. 1V
definici6jabol konnyd meggondolassal adédik, hogy A N W és B \ W kozott nem vezet él. (G'-ben
Hfelfelé” és . lefelé” vezetd él sem lehet.) Kovetkezésképpen X := (A \ W) U (B N W) halmaz egy
lefogas, és igy | X| > |F|. Azt kell még beldtnunk, hogy | X| nem lehet nagyobb, mint |F'|. Indirekt
tegyiik fel, hogy {a, b} € F élnek mindkét végpontjat tartalmazza X . Ekkor a € A\ W, vagyis nem
elérhetd, de b € B N W, vagyis elérhetd pont. G'-ben viszont a parositas élek B-bdl A-ba vannak
irdnyitva, tehat ha b elérhets, akkor a-nak is elérhetdnek kellene lennie. Vagyis |F| = |X]|, ezzel a
K&nig-tételt és az algoritmus helyességét belattuk. e

Az alterndl6 utas algoritmus tehdt egyszerre szolgaltat egy pdrositdst (primél megoldas) és egy lefo-
gdst (dudl megoldds), amelyek mérete megegyezik, igy mindkettd sziikségszerlien optimalis.

Megjegyzés. A Kbnig-tétel a linedris programozasban ismert erds dualitds tétel specidlis esete, a tétel
egyszertibben beldthaté része (v(G) < 7((G)) pedig a gyenge dualitds tételnek felel meg.

4. Miveletigény

Egy alternal6 utat kereshetiink egy szélességi kereséssel, amelyben minden A’-beli pontot kezdG-
csucsnak tekintiink. Minden alterndlé it mentén torténd javitds eggyel noveli a parositds méretét
(amely kezdetben 0). Tehdt legfeljebb min{|A|, |B|} < n/2 javitds lehet, és egy javitds megvaldsit-
haté O(n + €) id6ben. Igy az algoritmus teljes miiveletigénye O(n(n + e)).
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