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Az entrópia tulajdonságai

1. Az n elemű halmazon egyenletes eloszlás 
entrópiája, A(n)=H( 1/n, 1/n, … 1/n )=log2 n

2. A két elemű eloszlások (p, 1-p) jellemzése
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Az entrópia tulajdonságai

Egyenlőség csak pi=1/n, i=1,…,n teljesül.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy  pn-1pn.

Az elágazási szabály

    nlognA
n

,...,
n

Hp,...,pH. n 21

11
3 










 ), ) H( p (p)  p, p, , pH( p

 )
 pp

p
, 

 pp

p
) H( p (p)  p, p, , p H( p

)  , p,p p, H(p

nn-nn-

nn-

n

nn-

n-
nn-nn-

nn-n-

2

1

2

1
 

 

1121

11

1
1121

121








Az eloszlás kiegyenlítése felé történő változás, (elmozdulás az 
egyenletes eloszlás felé),  növeli az entrópiát
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Az entrópia tulajdonságai

4. Valószínűségi 
változók entrópiája:
Definíció: 
valószínűség-
eloszlások 
entrópiája
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Az entrópia tulajdonságai

Az előbbiek szerint az egyes eloszlások entrópiáját 
véve
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Az entrópia tulajdonságai

1. Tétel: A független valószínűségi változók együttes entrópiája az egyes 
változók entrópiájának összege:

Bizonyítás: Ha η, ξ val. változók. Függetlenek, akkor
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Az entrópia tulajdonságai
2.Tétel: 

2.Tétel: Az egyenlőség a függetlenség szükséges és elégséges 
feltétele :

      HH,H 

Az egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha ξ, η függetlenek.
(Az entrópia additivitása a függetlenség karakterisztikus 

tulajdonsága)
Bizonyítás: a feltételes entrópia egy általánosabb 

tulajdonságából következik.  H(ξ|η).

Kérdés: Mennyi bizonytalanság marad átlagosan ξ-re 
nézve, ha  lehetőségünk lesz η előzetes 
megfigyelésére. A teljes bizonytalanságból H(ξ,η), 
H(η) ismert, tisztázott; ξ , megfigyelése előtt, tehát 
marad H(ξ,η) - H(η) 
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Az entrópia tulajdonságai
2.Tétel: 

Másként megfogalmazva,
Ha az elágazási szabály alapján – η megfigyeléséig visszük az elágazást – az elágazás 

utáni részt tekintjük ξ-nek, az η megfigyelése után megmaradó átlagos 
bizonytalanságának.

Az elágazási szabály szerint 
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Az entrópia tulajdonságai
2.Tétel: 

A H(ξ| η =yj) kifejtve
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A 2. tétel átírása a feltételes entrópiára nézve, az egyenlőtlenség mindkét oldalából 
H(η) levonásával
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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel

A 2’tételnél általánosabb egyenlőtlenséget bizonyítunk

3. Tétel
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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel

Bizonyítás: szükségünk van f(η), (ξ, f(η)) 
eloszlására.
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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel

Írjuk fel H(ξ|f( η) ) feltételes entrópiát (6) szerint
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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel
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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel
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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel

Hasonlóan H(ξ|η ) felírását végezzük x,z, f(y)=z, bontásban
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

 2

Elegendő az x,z összegzésen belüli tagokat összehasonlítani. Az 
összehasonlítandó formulák alakja?

a1,a2,…, an>0, b1, b2, …, bn>0 , a=Σi=1
nai, b=Σi=1

nbi

   

 
 

 
 












zyfzyf

ii

i

i
n

i

i

yPb,y,xPa

yPb,y,xPa

,
a

b
loga

a

b
loga



 

22

1

 és
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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel - Lemma

Lemma:





n

i

i

n

i

i

i

i
n

i

i bb,aa,
a

b
loga

a

b
loga

11

22

1

Egyenlőség csak bi/ai=b/a esetén, áll fenn

Bizonyítás: a log2 x függvény konvexitása miatt
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Közelítés

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x

C(y-x)

y



Molnár Bálint, Benczúr András 20

Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel - Lemma

 

  a

b
loga

a

b
abC

a

b
loga

a

b

a

b
aC

a

b
loga

a

b
loga

vela

,
a

b

a

b
,

a

b

a

b
C

a

b
log

a

b

yxxyCxlogylog

a

n

i
i

b

n

i
i

a

b

i

i
n

i
i

a

b

n

i
i

i

i
n

i
i

i

i

i

i

i

a

b

i

i

x

2
11

2

1
2

1
2

1

2

22















































































összegezve szorozva

 csak egyenlő éslog

 csak egyenlő és

2


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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel

Lemma miatt

     fHH 

És egyenlőség csak akkor.  ha  z-re teljesül a 
lemma azaz f(y)=z-n

 
 

 
 

 
 

















zyf

zyf

y,xP

yP

y,xP

yP








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Az entrópia tulajdonságai
3. Tétel-2. Tétel

3. Tétel következménye a 2. tétel az f(y)  c függvényre

          

 
 

 

 

 xP

cfP

cfxP

yP

yxP

HcfHcfPfHH

eseménybiztos

eseménybiztos

eseménybiztoseseménybiztos

























































































,

,

És egyenlőség csak akkor.  ha  z-re teljesül a lemma azaz f(y)=z-n

Tehát függetlenek (az egyenlőség szükséges és elégséges feltétele).
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Az entrópia tulajdonságai
2’. Tétel

2’. Tétel :
   

    3212233221133

23213

x,x,xxxPx,xxPha

H,H









Bizonyítás : 
 




    

    
 2233

22133221133

23213213

221

H

alválasztáss

xxP

x,fxPx,xxP

ha

H,fH,

xx,xf

múlt

jelen

jövő






























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Az entrópia tulajdonságai
2’. Tétel Általánosan megfogalmazva

Markov lánc tulajdonság

   
   

tt

tttttttt

tttttttt

xxx

xxPxxxPha

xxHxxxH

,,,

,,

,,

11

111111

111111






















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Az entrópia tulajdonságai
2’. Tétel

2’. Tétel :

„ a legnagyobb a bizonytalanság a jövőre, akkor 
van ha csak a jelent ismerem és a múltat 
nem”

Markov lánc tulajdonság:  „a jelen ismeretében a 
múlt és a jövő független”

„A jövő a múlttól csak a jelenen keresztül függ”
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Matematikai kitérő –

A valószínűségszámítás alapfogalmairól

Konkáv és konvex függvények
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Matematikai kitérő –

A valószínűségszámítás alapfogalmairól

Konvex függvények

Konvexitás

definiciója
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Matematikai illusztráció
A lemma következményei 

 

 

 

nlog
n

logplogp

nb,b,pa

qlogpp,...,pH

qlogpplogp

log
q

p
logp

q,p,reiq,p

a

b
loga

a

b
loga

i

n

i

i

iii

i

n

i

in

i

n

i

ii

n

i

i

i

i
n

i

i
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n

i

i

n

i

i

i

i
n

i

i
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2

1

2

1
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1
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1
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1
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1

1
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0

0
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1
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011

1
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
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

















































Az egyenletes eloszlás entrópiája maximális



Molnár Bálint, Benczúr András 29

Matematikai kitérő –
A valószínűségszámítás alapfogalmairól

Elméleti összefoglaló
A B 1 , B 2 , ...,  B n események teljes eseményrendszert alkotnak, ha B 1 + B 2 +...+ B n=Ω

és B i · B j = , ha i≠j ( i=1, 2, ... ,n; j=1, 2, ..., n ) .

[Másképpen P( B 1 )+...+P( B n )=1  és P( B i · B j )=0 ]
A teljes valószínűség tétele
Ha a B 1 , B 2 , ...,  B n események teljes eseményrendszert alkotnak, és P( B i )≠0   
(i=1, 2, ... ,n ) , akkor tetszőleges A esemény valószínűségére érvényes a következő: 
P( A )=P( A| B1 )·P( B 1 )+P( A| B 2 )·P( B 2 )+...+P( A| B n )·P( B n )= ∑ i=1..n P( A| B i )·P( B i ).

A Bayes-tétel
Ha a B 1 , B 2 , ...,  B n események teljes eseményrendszert alkotnak, és P( B i )≠0   
(i=1, 2, ... ,n ) , továbbá A tetszőleges olyan esemény, amelyre P( A )≠0 , akkor
P( B i |A )= P( A| B i)·P( B i ) / ∑ j=1… n P( A| B j )·P( B j ) .


