Informacios rendszerek elméleti
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Az entropia tulajdonsagai (<D
N

A

1. Az n elemd halmazon egyenletes eloszlas
entropiaja, A(n)=H(1/n, 1/n, ... 1/n)=log, n

2. A két elemd eloszlasok (p, 1-p) jellemzése

H(pl-p)=—p log,—(1-p)log,(1-p)

H(Pl—p)SH(%%jﬂ, egyenlo  csak p:%

H(p;L— p) szigortlan monoton ni)'vekvé[O, ﬂ

szigortlan monoton csbkkené[%,l}.
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1.2 Entropy: an irfroduction 19
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Figure 1.5

The graph of 7 p) is plotted in Figure 1.4, Observe that the graph is concave as
1

d )
Qﬂ[ﬁ’}= —(loge) /[p(1 = p)] < 0. See Figum 1.4,
The graph of the entropy of a three-point distribution

N3ip.a) = —plogp—glogg— (1 - p—q)log(l—p—gq)
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3. H(p,,...p,)< H(% %) = A(n)=1log, n

Egyenl6ség csak p=1/n, i=1,...,n teljesil.
Bizonyitas: Tegyuk fel, hogy 3 p, ,#p,.

Az elagazasi szabaly
H(p1' pn-2’pn-1’ pn) =

H(p, Py -os Pog + By) + (Pog+ P,) H( Pog P )
pn-l + pn pn-l + pn

1 1
SH(p11 p21 R pn-1+ pn) + (pn-1+ pn) H(E’ E )

Az eloszlas kiegyenlitése felé torténd valtozas, (elmozdulas az
egyenletes eloszlas felé), noveli az entropiat
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Az entropia tulajdonsagai

W
valtozok entropidja: P(E=x), i=1..n, Eeloszldsa > P(£=x)=1
Definicio: i=1
valdszinlség- _ , n
eloszlasok P(;y =Y, ) j=1...m,neloszlasa )’ P(n=y,)=1
entropiaja i=1

(¢,n) egyittes eloszlasa, p, = P(E=x,7=,)
A teljes valoszin Giség tétele alapjan :

Ple=xm=y,)=Plr=y, Ple=xln=y,)
A Sfelteteles eloszlasa, 7=y, feltétel szerint,
(é::Xi’n:yj) P(/f:xiﬂ?:yj)

P(n:yj) :ip(ézxi’n:yj)

v AT 7 7 i=1
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Az entropia tulajdonsagai Ve

Az el6bbiek szerint az egyes eloszlasok entropiajat
Veve
H(&)=-> P(&=x)log, P(E=x )i=1,...,n
1=1
H (5’77): _ZZ P(f = X\l = yj)logz P(f = X\l = yj)1
i=1 j=1

n

H(§’77: yj'):_zp(fzxi‘nz yj)logz P(ff:xi‘??: yj)
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Az entropia tulajdonsagai

T, etel A ?Ugget|en va|oszmuseg| Valtozok egyuttes entropiaja az egyes

valtozdék entropiajanak osszege:
Bizonyitas: Ha n, € val. valtozdk. Fuggetlenek, akkor

Ple=x.1=y,)=P(E=xPlr=y,)

P(Cf = Xi)P(77 =Y )[Iogz P(f = Xi)+ log, P(77 =Y )]:

>
3

i=1 j=1
_ZP§ X.) P(17 =y,)log, P(n=y;) ZPU yi)zp(gzxi)IOQZ P(&=x)=
-1 i1
I ) I Hz)
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Az entropia tulajdonsagai Fad

2. Tétel: Q-2 4
J.1etel: AZ egyeniOseg a Tuggetienseg SZUKSeges es elegseges

feltétele :

H(E 7)< H(@m)+H(E)

Az egyenl8ség akkor és csak akkor teljesil, ha &, n flggetlenek.

(Az entropia additivitasa a fuggetlenség karakterisztikus
tulajdonsaga)

Bizonyitas: a feltételes entropia egy altalanosabb
tulajdonsagabdl kovetkezik. H(é[n).

Kérdés: Mennyi bizonytalansag marad atlagosan é-re
nézve, ha lehetbséglink lesz n elGzetes
megfigyelésére. A teljes bizonytalansagbol H(¢n),
H(n) ismert, tisztazott; ¢, megfigyelése elbtt, tehat
marad H(¢n) - H(n)

Molnar Balint, Bencziur Andras 9
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Az entropia tulajdonsagai ﬁ

NTaSKENt Meg 0ga Mmazva,

Ha az elagazasi szabaly alapjan — n megfigyeléséig visszik az elagazast — az elagazas
utani részt tekintjuk é-nek, az n megfigyelése utan megmarado atlagos

bizonytalansaganak.
Az elagazasi szabaly szerint

H(&m)= H(ﬂ)+Zm1:P(f7= v, Hn=y,)

Tehat mindkét uton ugyanazt kapjuk.
Definicid: A & valdszinlségi valtozd n szerinti feltételes entropidja,

LIRLEET

==
L
»

o

£5

m

H(eln)=H(En)-H@m)=D Plr=y,H(En=y;)

]=1

Molnar Balint, Bencziur Andras 10



Az entropia tulajdonsagai
2. Tétel:

A H(¢[ n =y kifejtve
(6) H(eln)= ZP(n Y )Z P(¢ (X n=y, ),092 Ple=xm=y,)_

=Y ) Pl7 = yj)
P@=y)
H = PiE=x,7=Y.)lo ’
() +JZ;Z; & =x%.1=y;)log, = Ep—
<A fenti formulat hasznaljuk alemma bizonyitas éra>

P(e=x[n=y,)= P(SZP:(?;(i:,nyj:)yj)

A 2. tétel atirasa a feltételes entrépiara nézve, az egyenl6tlenség mindkét oldalabdl

H(n) levonasaval

H(£m)<H(m)+H(E) e H(En)<H(E)
2. tétel - H(&n)<H(£)egyenls < ha & és 7 fiiggetlene k

A 2’. Altaldanosabb egyenl6tlenséget bizonyitunk
3. Tétel

Molnar Balint, Benczur Andras 11



Az entropia tulajdonsagai FaD

A 2’tételnél altalanosabb egyenl6tlenséget bizonyitunk
3. Tétel

H (£l )< H(E £ (n)), és az egyenls
akkor es csak akkor teljesul,
ha Vv x,y,z-re,ha f(y)=z-re fennall

P(e=Xn=y)=P(E=Xf(n)=2)

Molnar Balint, Bencziur Andras 12



Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel

Bizonyitas: szukségunk van f(n), (&, f(n))
eloszlasara.
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Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel

Irjuk fel H(E[f( n) ) feltételes entrdpiat (6) szerint

H(E]F (7)) = 22 P(E = x. £ )= 2)log (;Efx(,nf)(;)zlz):
/ ZP(U y) )

P(& =x lo fly)-z
ZX:ZZ: f%::z (6& 1] = Y) op ;P E—X,n = y)j
\ fly)=z

Molnar Balint, Benczur Andras 14



Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel




Az entropia tulajdonsagai

3. Téte
[f(y,z-ﬁ(‘fzx'”:y )] e r=y;)




Az entropia tulajdonsagai /E\
3. Tétel o
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Hasonldéan H(é[n ) felirasat végezziik x,z, f(y)=z, bontasban

> P(r=y)
H(¢\n)=?? > P(E=xn=Y)

fy)=2

log
f(y)=z i ZP@:XJ?: y)

fy)=2

Elegendd az x,z 6sszegzésen bellli tagokat 6sszehasonlitani. Az
0sszehasonlitand6 formulak alakja?

—_ n — n
a,a,..., a,>0, by, b,, ..., b,>0,04=2;_;"q, b= i=1 b,-

n b. , b
z a. log, es alog, —,
i—1 aQ; a

ai---P(fzx 17 = Y),bi"'P(U: y)

a= > P(E=x7=y)b= D> Prm=y)

f(y)=z f(y)=z

Molnar Balint, Bencziur Andras 17



e,

Az entroépia tulajdonsagai e E XN
3. Tétel - Lemma \Qw

Lemma

Za log, b'<a|og2 , a= Za b= Zb

Egyenl6ség csak b/a,:b/a esetén, all fenn
Bizonyitas: a log, x fuggveny konvexitasa miatt

Molnar Balint, Bencziur Andras 18
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Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel - Lemma

log, y <log, x+C,(y — x)---ésegyenlécsakx = y
%

Iog2 <log29+C (E—QJ esegyenlocsakgzg,
a, a a i a i a

szorozva a,—vel Osszegezve

$al0g, % < 2 /ogz&cb[ia,(ﬂ-éj]

i =1 a\ =l / a
( )
b n n b b
alog,—+C,| >.b.—> a — |=alog,—
a gKizl i=1 a d
b a Y,

Molnar Balint, Benczur Andras 20



Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel

Lemma miatt

H (&)< Higl ()

Es egyenl8@ség csak akkor. ha V z-re teljesiil a
lemma azaz f(y)=z-n

> P(r=y)

Plr=y) %

PE=xn=y) D PE=xn=Y)

f(y)=2




Az entrdpia tulajdonsagai
3. Tétel-2. Tétel

3. Tétel kovetkezménye a 2. tétel az f(y) = c fliggvényre

Es egyenldség csak akkor. ha V z-re teljesiil a lemma azaz f(y)=z-n

H(gn)<HET@m)=P| fln)=c H|& fr)=c |=H()

biztos esemény biztos esemény
= <=
biztos esemény
———
Pl&=x, fln)=c
P(e=xn=Yy)
= =P(& =X
0=y) €=
Pl fly=c)
%f_/

biztos esemény

Tehat fliggetlenek (az egyenl&ség sziikséges és elégséges feltétele).




Az entropia tulajdonsagai
2", Tétel

2'. Tétel :
H(&)& &)< HEE,)
= < ha P(§3 = X3‘§1 =X,6, = Xz): P(ﬁs = X3‘§2 = Xz) Vo XXy, X

Bizonyitas :

f{X X, )= X, Vvalasztassal

H[ 1 g ] < H(§3‘ f (51’52)): H(§3‘§2)

¢,
< ha
P(§3 = X3‘§1 = X116, = Xz): P(§3 = X3‘ f (51152): X2)=

mult




Az entropia tulajdonsagai
2’. Tétel Altaldnosan megfogalmazva

Markov lanc tulajdonsag

H (gt = Xt‘§1 = X1'°'°!§t—1 = Xt—l)S H (gt = Xt‘gt—l = Xt—l)

= < ha P(é:t = Xt‘fl = X1’---’§t—1 = Xt_l): P(gt = Xt‘ét—l = Xt—l)
Vo Xy X X
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2. Tétel :
, a legnagyobb a bizonytalansag a jovGre, akkor
van ha csak a jelent ismerem és a multat

7

nem
Markov lanc tulajdonsag: ,a jelen ismeretében a
mult és a jovo fuggetlen”

»A Jovo a multtol csak a jelenen keresztul fugg”

Molnar Balint, Bencziur Andras 25



Matematikai kitéré —
A valdszintiségszamitas alapfogalmairal
Konkav és konvex fuggvenyek

) Sx)
A N /
v _/‘
- 3
X X
= xz -
7 @ foy = e
S fix)
A A

_\\
=Y
E

Six) = log x S =Vx,xz0
(&)




Matematikai kitérd —
A valdszinliségszamitas alapfogalmairdl
Konvex fuggvények

Konvexitas
definicioja

Centre of gravity

r* = ..:!’l.'].'| +{l - A}Iz




Matematikai illusztracio
A lemma kovetkezményei

n b. b
1 . — < al -
@ izﬂ:a, og. a alog, =
En p, =1, En q, =1Vvi—re,p,,q,=0

Z p; log, —- p' <1I092}—0

— Zp.logz p.) [ Zlipilogzqijso

(Z)al_pi’blz b:n
Zn: p; log, p, " <1log, % —=log, n
=1

Az egyenletes eloszlas entropiaja maximalis




Matematikai kitéro —
A valoszinlUségszamitas alapfogalmairol

Elméleti 6sszefoglalo

AB,,B,, .., B, események teljes eseményrendszert alkotnak, haB ; + B, +...+ B =0
és B, - Bj=@ ,haizj (i=1,2,...,n;j=1,2,...,n).

[Masképpen P(B ; )+...+P(B ,)=1 ésP(B;-B;)=0]

A teljes valdszinlség tétele

HaaB,,B,,.. B, eseményekteljes eseményrendszert alkotnak, és P( B, )0

(i=1, 2, ... ,n ), akkor tetsz6leges A esemény valdszinliségére érvényes a kovetkezd:
P(A)=P(A[ B;)-P(B,)+P(A| B,)P(B,)+.+P(A[B,)-P(B )= .1 ,P(A] B;)P(B;)

i=1..n

A Bayes-tétel

HaaB,, B,, .. B, események teljes eseményrendszert alkotnak, és P( B ; )20
(i=1, 2, ...,n ), tovabba A tetsz6leges olyan esemény, amelyre P( A )20, akkor
P(Bi/A)zP(A/ Bi)'P(Bi)/ijl...nP(A/ Bj)'P(Bj)-

Molnar Balint, Benczur Andras 29



