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Az entrodpia tulajdonsagai

1. Az n elemu halmazon egyenletes eloszlas
entropiaja, A(n)=H( 1/n, 1/n, ... 1/n)=log, n

2. Akét elemu eloszlasok (p, 1-p) jellemzése

H(pl-p)=—p log,—(1-p)log,(1-p)

H(p,l—p)SH(%,%j:L egyenlo csak p:%

. 1
H(pl-p) szigorGan monoton névekvé [0, 5}

., . |1
szigoruan monoton csokkeno [5 : 1}.
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1.2 Emfropy: an imfroduction 19

Entwopy b g b 1]

Figure 1.4

Entropy for g g g+ in 1]

Fignre 1.5

The graph of 3){p) is plotted in Figure |4, Observe that the graph is concave as
2

d )
3721(P) = —(loge) /[p(1 - p)] < 0. See Figure 1.4.
The graph of the entropy of a three-point distribution

Nsip.g) = —plogp—gqlogg—(1—p—q)log(l—p—q)




Az entrodpia tulajdonsagai

3. H(pl,...,pn)ﬁ H(llj = A(n)z log, n
n n

Egyenl8ség csak p=1/n, i=1,...,n teljesil.
Bizonyitas: Tegyuk fel, hogy 3 p, ,#p,.

Az elagazasi szabaly
Hpy, ... pyaPur P) =

pn-l pn
pn—1+pn pn—l+pn

H(p,p, ....p.,+tp,) + .+ p,) H

1 1
<H(p,py - Pyt P,) + 0t P,) H(E; 5)

Az eloszlas kiegyenlitése felé torténd valtozas, (elmozdulas az
egyenletes eloszlas felé), noveli az entrépiat
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Az entropia tulajdonsagai

. Valoszinusegi
valtozok entrdpidja:
Definicid:
valészin(iség-
eloszlasok
entropidja

P( =xl.), i=1,...,n, §eloszlésaZP(§=xl.)=l

i=1
P(?] = yj), j=1,...,m,n eloszlasa iP(n = yi):l
i=1

(€,n) egylittes eloszlasa, p, = Ple=x.n=y j)
A teljes valdszinliség tétele alapjan :

m

P(éf:xl.)=ZP(§:xi,77:yj),i=1 ..... n
P(n:yj):ip(ézxi’n:yj):j: """ m

P(é::xlﬂ?=J’j)=P<77:yj)P<‘§=xi‘77:yj),
A ¢ felteteleseloszlasa, 7 =y, feltétel szerint,
P(é::xi’ﬂzyj) P(fzxi:77=yj)

Ply=y,) iP(§=xi,n=yj)

P(é::xi‘77=yj)=




Az entrodpia tulajdonsagai

Az el6bbiek szerint az egyes eloszlasok entropiajat
veve

H(£)=-Y, P(&=x)log, P(E =x )i=1,...n

H(g’n):_ii P(fzxi’ﬂzyj)Zng P(ff:xi’ﬂzyj),

i=1 j=1
n

H(@’?:yj):—ZP(fzxi U:yj)

n:yj)Ingp(fzxi
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Az entropia tulajdonsagai

1. Tete|: A ?Ugget|en va|oszmu”segi va|tozoE egyuttes entropiaja az egyes

valtozék entropiajanak osszege:
Bizonyitas: Ha n, € val. valtozdk. Fuggetlenek, akkor

P(é::xi’n:yj)ZP(é::xi)P(nzyi)

H(E7)==3"3 P(e =x)P(n = y, Jlog, P(& = x,)+log, P( = y,)]=

i=1 j=1

_Zp(i =xi)2p(f7 =y, )log, P(n =y,-)—Zm:P(77 = 3)Y P& = log, P(¢ =x,)=

j=l1 \i=1

() ’ H(g)

H(n)+H(¢)

Mol




Az entrodpia tulajdonsagai

2. Tétel:
D.1ctel: AZ egyenioseg a tuggetienseg SZUKSEges es elegseges

feltétele :

H(&,n)< Hn)+ H(E)

Az egyenlBség akkor és csak akkor teljesiil, ha &, n fluggetlenek.

(Az entropia additivitasa a fliggetlenség karakterisztikus
tulajdonsaga)

Bizonyitas: a feltételes entropia egy altalanosabb
tulajdonsagabdl kovetkezik. H(é[n).

Kérdés: Mennyi bizonytalansag marad atlagosan é-re
nézve, ha lehetbségiink lesz n el6zetes
megfigyelésére. A teljes bizonytalansagbodl H(&n),

H(n) ismert, tisztazott; £, megfigyelése elbtt, tehat
marad H(&n) - H(n)

Molnar Balint, Benczur Andras 9



Az entrodpia tulajdonsagai

2.Tetel:

Ha az elagazasi szabaly alapjan — n megfigyeléséig visszik az elagazast — az elagazas
utani részt tekintjuk é-nek, az n megfigyelése utan megmaradé atlagos
bizonytalansaganak.

Az elagazasi szabaly szerint

H(f,n)=H(77)+Zm;P(77 =y H(En=y))

Tehat mindkét Uton ugyanazt kapjuk.
Definicid: A & valdszinliségi valtozd n szerinti feltételes entrépiaja,

H(&n)= H(En)-H(n)= ZmlP(n =y, H(En=y,)

Jj=1

Molnar Balint, Benczur Andras 10



Az entrodpia tulajdonsagai
2. Tétel:

A H(¢[ n =y) kifejtve
6 (95‘77) ZP(U J/J)Z (GEP(;:U);)J/ )10g2 P(fle.,n:yj):

Plr=y,)

Pln=v.
UEORE 3 R L LT

(A fenti formulat hasznaljuk alemma bizonyitasara)

Ple=x.n=y
P(§=xi‘77=yj-): (§P(7;C,:7;)y,)

A 2. tétel atirdsa a feltételes entropiara nézve, az egyenl6tlenség mindkét oldalabdl

H(n) levonasaval

H(&n)< H(n)+ H(E) = H(Ey)< H(E)
2'.tétel:H(§|77)£ H(f)egyenlo”@ ha ¢ ¢s n fluggetlenek

A 2’. Altaldnosabb egyenl6tlenséget bizonyitunk
3. Tétel
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Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel

A 2’tételnél altalanosabb egyenl6tlenséget bizonyitunk
3. Tétel

H(&n)< H(E|f (1)) és az egyenls
akkor es csak akkor teljesul,
haV x,y,z-re,ha f(y)=z-re fennall

PlE=xn=y)=P(E=xf(n)=2)
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Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel

Bizonyitas: szikséglink van f(n), (€, f(n))
eloszlasara.




Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel

Irjuk fel H(E[f( n) ) feltételes entrdpiat (6) szerint

()= XX P =)= g o VIS

P = X, — l , f(y)=z
2.2 2 PlE=xn=ylog, <o
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Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel

(5. =)

{f(y%)fz(&x,nw)J
H(En)= Ple=x.n=y.) /
(5‘77) +JZ=;ZZ=1: (5 X1 yj)ong,(‘f:xi’ﬂ:yj)

) P(§V=x,-,77=y,-)
f(yj z

Z):ZP(QZ N yj)Zng P( P(77 = yj) ]

fy é::xi’n:yj)

L




Az entropia tulajdonsagai

3. Tetel
P(é=x,n=y) f(y/Z.PZP n=y;
("(yjz')tz . yJ w

H _ m n ;D “x = AY )
(n) +;; (€= y/)og {D(éf:X/ﬂ?:J//)
f(y/;)zzP(§=X,-,f7=y/)
n_m Pn=y,




Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel

Hasonldan H(é[n ) felirasat végezzik x,z, f(y)=z, bontasban

ZP(n »)

. _ P log, [(y)=z
(=23 3 Ple=xn=y)iog S PE=xn=)

f(y)=z

Elegend0 az x,z 0sszegzésen bellli tagokat 6sszehasonlitani. Az
dsszehasonlitando formulak alakja?

- . . b
Zailogz—’ es a log , —,
i=1 Cll- a
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Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel - Lemma

Lemma

Za log221<azlog2 , a= Za b= Zb

EgyenlOség csak b,/a.=b/a esetén, all fenn
Bizonyitas: a log, x fuggvény konvexitasa miatt
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Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel - Lemma

log,y <log, x+C, (y —x)---és egyenl6 csak x =y
9

a a a a

b, b b b, ,, b b
Iog2 Iogz—+C — ,€s egyenlo csak — = —,

SZ0rozva a —vel OSSZGQGZVG

Za |092 ia Iog2E+Cb(ia{H_Ej] _
=1 a S\ i=l a

a, 4

( )
alogngrCb ibi —iai b :aI092E
i i=1 A a




Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel

Lemma miatt

H(eln)< (gl /()

Es egyenlGség csak akkor. ha V z-re teljesiil a
lemma azaz f(y)=z-n

Pln=y) f@zj(ﬂ =)

P(¢=xn=y) Y. P(=xn=y)

f(y)=z




Az entrdpia tulajdonsagai
3. Tetel-2. Tétel

3. Tétel kovetkezménye a 2. tétel az f(y) = c fliggvényre

Es egyenlGség csak akkor. ha V z-re teljesiil a
lemma azaz f(y)=z-n

H(Eln)< H(E f(n))=P(f ()= c)H(E f(n)=c)= H(Z)

= &

Pé=xn=y) PE=xfln)=c) . _
P(77=77y)y ) P(f(77=776)) - Plg=c)

Tehat fliggetlenek (az egyenlOség sziikséges és
elégseges feltétele.
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Az entropia tulajdonsagai
2’. Tetel

2. Tétel :
H(g 5. &)< H(g)e)
= & ha P(§3 :x3|§1 =X,,6, :xz):P(§3 :x3|§2 :xz) VX, Xy, X,

Bizonyitas :

X, X, J=x, valasztassal
1 2 2

H/_J

mult

H{i s ,g}H(éf(é,é))—H(éfz)

jovo
= < ha

P(§3 :x3|§1 =X, 5, :xz):P(é :x3|f(§1’§2):x2):

— A . —



Az entropia tulajdonsagai
2’. Tétel Altaldnosan megfogalmazva

Markov lanc tulajdonsag

HIE =x|& =%, & =3, )< HE = x[é, =x,)
= & ha P(ft :xr‘é =Xp,e 06 :xt—l):P(é :x3‘§t—1 :xt—l)

V' XX, X,




Az entrdpia tulajdonsagai
2’. Tetel

2’. Tetel :

, a legnagyobb a bizonytalansag a jovore, akkor
van ha csak a jelent ismerem és a multat

’)

nem

Markov lanc tulajdonsag: ,a jelen ismeretében a
mult és a jovo fuggetlen”

»A jovo a multtdl csak a jelenen keresztil fligg”
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Matematikai kitérd —
A valészinlségszamitas alapfogalmairol
Konkav és konvex flggvények

Sx) Jx)
A A /
v ___/
- —
X X
Six) = x2 @ Six) = e*
fx) Ax)
A A

\
=Y
Y

Ax) = log x ) =Vx,xz0
(&)




Matematikai kitérd —
A valészinlségszamitas alapfogalmairol
Konvex fuggvenyek

Konvexitas
definicidja

Af(z1) + (1 — A) f(z2)

Centre of gravity

G|

I 1, IE
I = ..:!’L."L'| +{l - .-:\}Iz




Matematikai illusztracio
A lemma kovetkezmeényei

1) Zn a; log zb—is a log 2b—
=1 a

a .

1

Zn pizl:zn q, =1Vi—-—vre,p,,q,2 0
i=1

i=1
Z p . log zﬁﬁllog 21—= 0
i=1

i

_(Z p, log 2pij_(_z p, log QQi)SO
i=1 i=1

g, pP,)<S =Y p,log ,q,
i=1

(z)ai:pi’bizl’ b = n

> p,log , p;' <llg ,—=1log ,n
i=1

Az egyenletes eloszlas entropiaja maximalis




Matematikai kitéro —
A valoszinluségszamitas alapfogalmairol

Elméleti 6sszefoglalo
AB,,B,,.., B, esemenyek teljes esemeényrendszert alkotnak, haB ;+B , +...+ B =Q

és B, Bj=® ,haizj (i=1,2,..,n;j=1,2,...,n).

[Masképpen P(B , )+...+P(B  )=1 ésP(B .- Bj)=0]

A teljes valdszinlség tétele

HaaB,, B,, .., B, események teljes eseményrendszert alkotnak, és P( B, )20

(i=1, 2, ...,n ), akkor tetsz6leges A esemény valdszinlségére érvényes a kdvetkez6:
P(A)=P(A] B, )-P(Bl)+P(A/ BZ)-P(BZ)+...+P(A/ B, )P(B,)=2 P(A| B )-P(B ).

i=1..n

A Bayes-tétel

HaaB,, B,, .. B,k események teljes eseményrendszert alkotnak, és P( B ; )20
(i=1, 2, ...,n), tovabb3d A tetsz6leges olyan esemény, amelyre P( A )20, akkor
P(B,/A):P(A/ B,’)'P(B,')/ijlmnp(A/ BJ)P(BJ) .
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