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1.3. tétel. Létezik olyanf . X — Y* prefix kéd, amelyre

E[f(X)]| < %;(S)‘f—l.

1.BI1ZONYIiTAS: (Shannon—Fano-kod Feltehetjuk, hogy(x1) > p(x2) > --- >
pP(Xn—1) > p(Xn) > 0, mert kulénben a& elemeinek atindexelésével elérhetjik
ezt. A bizonyitas technikaja miatt ismét felhaszndljukiazr i — 1, i =1,...,s
megfeleltetést. Legyenekva szamok a kdvetkeik:

i—1
W]_:O, W = p(x|)7 i:27"'7n'
2

Kezdjuk aw; szamokat felirns-alapi szamrendszerbeli tort alakban.wfthez
tartozé tortet olyan pontossagig irjuk le, ahol aészbr kilonbézik az 6sszes
tobbiw;, i # ] szadm hasonl6 alakbeli felirdsatol. Miutan ily médodarab véges
hosszu tortet kapunk, aizx;) legyen aw;j-hez tartozo tort az egészeket repre-
zentald nulla nélkil. Kénnyedén belathatd, hogy az igy Kakad prefix. A
konstrukcio miattx;-hez létezik olyan, hogyw; éswy végtelen tort alakjaban
az el |f(x;)| — 1 szamjegy azonos. Nyilvanvalo, hogy vagy.1 vagyw;_1 tort
alakja ilyen lesz, mivel ezekw;-hez legkdzelebbi szamok. Az élssetben
px}) =Wjs1 —wj <s 0D (1.9)

a masodik esetben

P(xj—1) = wj —wj_g < s T+,
de ekkorp(xj) < p(xj—1) miatt (1.9) megint kovetkezik. Tehat mindkét esetben

—logp(xj) > (f(xj)| —1)logs,

amibol mindket oldaltp(x;)-vel szorozva és mindejire 6sszegezve

—ip(x;)logp(xn > (ip(xmf(xm—l) logs
i= =

kovetkezik, igy a tételt bebizonyitottuk. |
2.BIZONYITAS: Legyenek az; pozitiv egész szamok olyanok, hogy

—logs p(xi) <li < —loggp(xi) + 1, i=1,...,n (1.10)
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ahol log, azs-alapu logaritmust jeldli. A% szamokat nyilvan egyértelmiien meg
lehet igy valasztani. A bal oldali egyénlenségbl kovetkezik, hogy

tehat ad; szamok kielégitik az 1.2. lemma feltételét, és igy létdzjrefix kodl;
hosszu kddszavakkélf (x)| = I;). Ha a jobb oldali egyeitlenséget (1.10)-ben
p(x )-vel megszorozzuk és mindéme 6sszegezzuk, akkor azt kapjuk, hogy

i=ilo( i< — le %) logs p(X; +Zip Iogs 1, .

Az 1.1. definicié utani megjegyzés b) pontjaban emlitettidgy a betlinkénti
kodolasnak van egy természetes altalanositaskki-kddolas. Ezt formalisan
egy f : XM — Y* leképezéssel definialhatjuk, ahol tehat a forrasabécedietl-
kotott rendezetin-eseket tekintjik forrasszimbolumoknak és ezeknek itk
meg kddszavakat. A helyzet tulajdonképpen nem valtoziktarix@nti kodolas
esetéhez képest, hiszen eg)%dprrasabecet definialhatunk &z= M jeléléssel,
és az eddig elmondottak mind érvényben maradnak. Az ediyértdekodolha-
tésag definicidja ugyanaz marad, mint a betlinkénti kodedagiben, az @bbie-
ket szem ditt tartva. LegyerK = (Xy,...,Xm) egy valészinliségi vektorvaltozo,
melynek koordinatai aX-bél veszik értékeiket. Az entrépia 1.3. definicidjabdl j6l
latszik, hogy az csakis az eloszlastdl fligg. MiXels csak véges sok kiilonbdz
értéket vehet fel, az 1.3. definiciét kozvetlendl alkalnaptk. Az X entrépigja
tehat a

P(X) = P(X1,...,.Xm) =P{X1=X1,..., Xm=Xm},  X1,....Xm€ X,

jelolést bevezetve a kbvetkiz

H(X) = — 5 p(x)logp(x) =

Xexm
_ Z p(X1, ..., Xm)logp(Xi,. . ., Xm)-
X1€ Xm€X

Ve

Az X = (Xg,...,Xm) entropigjara & (X) jelolés mellett, ahol ez a célszerlibb,
gyakran aH (Xi,...,Xm) jelolést fogjuk hasznélni. Ha a¥%;, X,..., Xy valo-
szinUségi valtozok flggetlenek, akka(X) a koordinata valészinliségi valtozok
entrépiainak 6sszege:

HX) = — 3 p(x)logp(x) =

xexm
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= =5 > pu(Xa)- - Pm(Xm)logp1(Xa) -+ Pm(Xm) =

X1€ Xm€eX
= - ( > p(xa)logpi(xa) +---+ pm(Xm)I()gpm(Xm)> =
X1€X Xm€X
aholpi(x) =P{X=x}, i=1,...,m

Ha azXy, ..., Xm valoszinliségi valtozok nemcsak figgetlenek, hanem azono
eloszlasuak is, akkor (1.11%6b

H (X, ..., Xm) = MH(Xy) (1.12)

kovetkezik.

A betlinkénti atlagos kddszéhossz definicidja értelenisremodosul a blokk-
kodolas esetében: a koddszohossz varhato értékét el kedinosz egy blokkot
alkotd forrasbetiik szamaval, vagyis a betlinkénti addgalszéhosszon a kovet-
kezb mennyiséget értjik:

1
~E[f(X)] =

Ertelemszeriien az 1.2. tétel allitasa blokk-kddolasesstigaz:

H(X)
EJF(X)] = oo

hiszen a tétel bizonyitdsa kdzvetlendil itt is alkalmazhat6
Az 1.3. tétel kdvetkezményeként megmutatjuk, hogy blolikiélas segitsé-
gével a betlinkénti atlagos kddszohossz also korlatjatetpesen kdzelithét

1.3. kdvetkezmény.Ha Xy, ..., Xm fliggetlen X-szel azonos eloszlasu valészind-
Ségi valtozok, akkor létezik olyah: X™ — Y* prefix kéd, hogy

1 H(X 1

—E|f(X)| < L"f‘ —,

m logs m
tehat a betiinkénti atlagos kédszéhossan#itokkhossz névelésével tetdegesen

kozeliti a 'TO(S(S) also korlatot.
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BizoNYiTAs: Az 1.3. tételt felhasznalva létezik olydn X™ — Y* prefix kod,
hogy
H(X
% p(x)|f(x)| < %-ﬁ-l.
xexm g9
Ebbdl (1.12) miatt kdvetkezik

> R0l < T 1

ahol mindkét oldaltln-mel osztva megkapjuk az allitast. |

1.3. Optimalis kodok, binaris Huffman-kod

Az 1.2. tétel alsé korlatot ad az egyeértelmiien dekodolkatiok atlagos koéd-
szOhosszara, az 1.3. tétel pedig mutat egy olyan kédkdwasbiy ahol ezt a kor-
latot jol megkozelithetjuk. A jo kod konstrukciojanak préimajat persze ennél
altalanosabban is felvethetjik: konstrualjuk meg az offlisnazaz legkisebb at-
lagos kédszohaosszl kddot, ha adotXazaloszinliségi valtozé eloszlasadbExror
is gondoljuk at, hogy optimalis kod valéban létezik. Ugyages kodabéceé ese-
tén is az egyértelm(ien dekédolhaté vagy prefix kédok hadmesgtelen, de a
bizonyos atlagos kédsz6hossznal (%%(—S) + 1) jobb kédok halmaza véges. Méa-
sodszor, vegylk észre, hogy az optimalis k6d nem feltétlemiértelmi; egyeidl
valdszinliségekhez tartoz6 kddszavakat felcserélhetgakugy, mint az egyehl
hosszl kddszavakat, anélkil, hogy az atlagos koédszéhaesszd megvaltoztat-
nank.

Egy optimalis kod konstrudlaséat az 1.1. kbvetkezmény rédben egy opti-
malis prefix kod konstrualasara lehet visszavezetni. Ezddvetkebkben ki-
mondjuk az optimdlis prefix kdbdok néhany tulajdonsagat. ¥ahbiakban az
egyszerliség kedvéeért a binasdss 2 esettel foglalkozunk; feltesszik, hogy=
{0,1}. Az &ltalanoss > 2 eset bonyolultabb, és a dolog Iényege igy is jol lathato.

1.4. tétel. Ha azf : X — {0,1}* prefix kod optimalis, é5C elemei ugy vannak
indexelve, hogyp(x1) > p(x2) > -+ > p(%n—1) > P(Xn) > 0, akkorfeltehet$ hogy
f-re a kovetkeég harom tulajdonsag teljestil:

a) |[f(x)] <|f(x)| <--- < [f(Xn—1)| < |f(Xn)|, vagyis nagyobb valészin(isé-
gekhez kisebb kédszohosszak tartoznak.

b) |f(xn—1)| =|f(xn)|, vagyis a két legkisebb valészinliségl forrasbetiihéz ta
toz6 kédszo egyedlhosszu.
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c) Az f(xn_1) és azf (x,) kédszavak csak az utolso bitben kilénbdznek.

B1ZzONYITAS:

a) Tegyik fel, hogyp(x) > p(x;j) €s|f(x)| > | f(xj)|. EKkorx; €sxy kodjat
felcserélve egy Uf * kddot vezethetiink be, amelyre

_immﬁmnaimmuwmz

D! (6] + POXy) £ (x5) | — PO F(0)] — POxy) £ (%) | =
D06 F (%) — £ x5) 1) — PO (| (x| — | F0))]) =
(p(x) — POxy)) (1 F (%) — (1)) > O,

tehatf nem lehet optimalis.

b) Az éllitas egyszerlien belathato, ha arra gondolunky hidgn—1)| < | (X)|
esetén azf(x,)| utolso bitjét levagva az optimalisnal kisebb atlagos kdd-
sz6hosszl kédot kapnank, ami még mindig prefix tulajdons&gioban,
mivel az eredeti kddszd minden mas kddszénal legalabb ébggszabb
volt, a csonkitassal kapott Uj kbdsz6 az eredeti kod prefixdansaga miatt
nem azonos semelyik mésikkal, és ugyanezen okok miatt néstytatdsa
semmilyen mas kbédszoénak.

c) Az elb6zd gondolatmenefti vilagos, hogy ha létezik olyar(x) kddszo,
hogy f(x) és f(x,) csak az utolsé bitben kilonbbéznek, akkor az a) és b)
miatt|f(x)| = |f(Xn_1)| = | f (%n)|- Igy hai # n— 1, akkorx; ésx, 1 kodjat
felcserélve c) teljesiil, és a kéd optimalis marad. |

1.5. tétel. Tegylik most fel, hogy az 1.4. tétel feltételei teljesiilnék, hogy a
{p(X1), P(%2),---, P(Xn—1) + P(Xn) } valészinliségeloszlashoz ismeriink egyp-
timalis binaris prefix kédot. (Ax, 1 €sx, forrasbetiiket 6sszevonjuk egy 1
szimbolumbap(xn—1) = p(Xn—1) + P(Xn) ). Ekkor az eredet{p(x1), p(x2),. ..,
p(Xn-1), P(Xn)} eloszlas egy optimali§ prefix kodjat kapjuk, ha 8(xn-1) kod-
szot egy nullaval, illetve egy egyessel kiegészitjiik (bidddszot pedig valto-
zatlanul hagyjuk).

BIZONYITAS: A g és azf atlagos kddszéhosszhg-vel ésL¢-fel jelolve azt
kapjuk, hogy
Lt = Lg+ P(Xn-1) + P(Xn)-
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Ha f nem lenne optimalis, akkor a nala kisdbb atlagos kédsz6hossZt kédrol
az 1.4. tétel c) pontja szerint feltehetnénk, hddyx,_1) és f*(x,) nem révideb-
bek semelyik mas kédszdnal, és csak az utolsé bitben kikhaoegymastol.
Ezt az utolso bitet elhagyva{g(x1), p(X2), ..., P(Xn—1) + p(Xn)} eloszlasra egy
g* kodot kapnank, amire

Ly =Lt — p(*n-1) = P(%n) <Lt — P(Xn-1) — P(Xn) = Lg
teljestiine, tehat az optimalgsnél jobb kddot kapnank, ami lehetetlen. |

Az el6z6 tétel alapjan méar megadhatjuk az optimalis prefix kod Hafirféle
konstrukciojat: A két legkisebb valdszinliség 6sszevaveisaddig redukaljuk a
problémét, amig az trividlis nem lesz, vagyis amig 6sszkéewmaldszinliséglink
marad. Eznh— 2 [épésben érhetjik el. Ezutan az 6sszevonasok megfdrdilas
mindig a megfeld kodszé kétféle kiegészitésével Gjabb 2 Iépésben felépitjik
az optimalis kodot, a Huffman-kédot. A kdvetkiegélddban nyomon kévethetjuk
az algoritmus egyes |épéseit.

1.4. példa. Legyenn =5 és p(x1) = 0.4, p(x2) = 0.3, p(x3g) = 0.15, p(xa) =
0.1, p(xs) = 0.05, és keressiik meg az ehhez tartozé Huffman-kodot:

Az egyes lépéseket az oszlopok szdmozéasa jelzi balrotgohla 6sszevona-
sokat a nyilak mentén lehet nyomon kovetni.

1 2. 3. 4.
0.4 0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 03 — 06
0.15 015 —» 03
01 — 015 ~
0.05

A 0.4 és 06 valdszinlségek optimalis prefix kddja nyilvan a 0 és azahyv
forditva). Az 6sszevonasok megforditasaval elvégezkatjduffman-kod felépi-
tését. A valdszinliségek mellett szogletes zaréjelbemypesdépésekben kapott
kodszavak allnak.

4, 3. 2 1.
04 [0] 04 [0] 04 [0] 04 [0]
06 [1] — 03 [10] 03 [10 03 [10
N 03 [11 — 015 [110 0.15 [110

N 045 [117] — 01 [1110

N 0.05 [111]

Tehatf(x;) =0, f(x2) =10, f(x3s) =110 f(x4) =1110Q f(xs5) = 1111.
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Az elbzbekben feltételeztiik, hogy ismerjik a bemenet eloszl&zddzonban
nincs mindig igy, ekkor az eloszlast a relativ gyakoris&abkell becsulntink.
A gyakorlati problémak soran altalaban adoza...,Zy bemeneti sorozat

N
(szdveg, fajl), amelyet szeretnénk optimalisan kodolrelaBatunk ay |f(Z)]

i=1
minimalizalasa, vagyis az optimalfskddoléfliiggvény megvéalasztdsa. Ez egyen-

N
értékl a kodszohosszak étlagénﬁkz |f(Z)|-nek a minimalizalasaval.

Belatjuk, hogyN z |f(Z)| = En|f(Z)|, ha a varhat6 értéket az empirikus el-
oszlas szerint vesszuk tehat a forrasbetlik valosziéfisérelativ gyakorisaguk-

kal definialjuk: pn(Xj) = N z l(z=x;}, aholl{y az indikator fuggveny. Nyilvan
i=1

=}

Enlf(2)] = le(Xj)|f(Xj)|:

>
=z

{Z.—x,}|f(xl)|

1]
Zle=

{z. i} F ()| =

HM:: T

> If(2)

Zl=m Zlk

Mz u\/]z

(A gyakorlatban magat a kodol6 fuggvényt is le kell irni, étlkinni a de-
kddoléhoz, és ez a ,fejléc” igy a fentinél nagyobb atlagoddabhosszat ered-
meényez. Az aszimptotikus vizsgalat soran azonbafil attkkonstans koltségt
eltekinthetlink.)

A Huffman-kddolas fenti algoritmusat csak két [épésberukigégrehajtani.
El6sz6r meghatarozzuk a forrasbetlik relativ gyakorisagat,az ebzbek értel-
mében megegyezik a valdszinliségekkel, majd ennek felksAval elvégezzik
a tényleges kddolast. Nem mindig engedheteg azonban olyan nagy mértéki
késleltetés, hogy csak az 6sszes bemeneti adat megérkeagdezdiink hozza
a kimenet dhallitasahoz, masrészt a kétmenetes beolvaséas akkosigda al-
goritmust (bar kétségkivil optimalis kddot eredményea)atbhemenet mar ren-
delkezésre all. A gyakorlatban ezért sokszor érdemes ,eggtes” algoritmust
hasznalni. igy az optimalitas rovasardidakarithatunk meg. Egy forrasbetit
az ebz6 forrasbetiik éfordulasai alapjan kédolunk, s ezzel egyiitt Iépésenként
valtozik maga a kod is. Tehat az aktualis forrasbetli késflagy, az élzbleg
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feldolgozott forrasbetiikre optimalis kdddal hajtjuk vegEzt az eljarasadaptiv
Huffman-kodolasnak nevezzik.

A Huffman-kodot binéris faként is 4brazolhatjuk. A levedel forrdsszimbo-
lumokkal cimkézziik, az éleken pedig a kodabg@1}) elemei szerepelnek. A
csucsokban a relativ gyakorisagok allnak. Egy forrassaiotbhoz tartoz6 kéd-
sz6t ugy kapunk meg, hogy a fa gyokénéa megfeled levélig hizédo Gt élein
szerepb kddbetiiket sorban 6sszeolvassuk (konkatenaljuk). Arrari-kédolas
szemléletesen ugy torténik, hogy kiindulasként felvelsszforrasszimbdélumok-
hoz tartoz6 leveleket, a cslicsokba a forrasszimbélumaitivediyakorisagait ir-
juk, majd Iépésenként mindig a két legkisebb értéket tawdab csucs folé tesziink
egy Uj csucsot (szit), s ebbe a két régi érték dsszegét irjuk. Az eljaras végén k
alakul az 6sszeflggfa, melynek a legutols6 Iépésben megkapott csucsa lesz a
gyoker.

A binaris Huffman-faban a relativ gyakorisdgok szeregelmedaptiv Huff-
man-kddolas esetén ezek helyett a gyakorisagokat hastpitthiszen utobbi-
akat a bemenet hosszaval elosztva megkapjuk a relativ ggaggokat, és sza-
munkra csak az értékek egymashoz valé ardnya érdekes). skéevint betl
szibjének sulyat a szokasos madon, a két gyakorisag 6sszedel@ok.

Amennyiben a fa testvér (vagyis k6zos <midl rendelkeé) pontparjait a gyo-
kértdl a levelek felé haladva fel tudjuk sorolni sulyuk szerielhmoévekd sor-
rendben, a fa rendelkezik a testvérpar tulajdonsaggdingipair property). Be-
bizonyithat6, hogy egy Huffman-fa akkor és csak akkor oglisnha rendelkezik
a testvérpar tulajdonsaggal.

1.5. példa. Az 1.3. abran lathato fara teljestil a testvérpar tulajdgnégparok a
kovetkedk:

(28,18); (15,13); (11,7); (7,6); (6,5); (4,3); (3,2); (2,2); (2,1)
Ezek nemnovekdy rendezése:
28>18>15>13>11>7>7>6>6>

>5>4>3>3>2>2>2>2>1
Az 1.4. dbra kodfajanak parjai:
(3,1); (2,1); (1,1)

Ezeket nem tudjuk megfekn sorba rendezni, igy nem teljesiil a fara a testvérpar
tulajdonsag.
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1.3. dbra. Kdadfa, amelyre teljesil a testvérpar tulajdgnsa

1.4. abra. Kodfa, amelyre nem teljestl a testvérpar tutedg.

Az adaptiv algoritmus Iépései a kdvetkéz

Ismerjuk a forrasszimbélumoka¥ = {a,a,...,ak}. Kiindulasként felépitink
egy olyan Huffman-fat, amelyben — ha nincs informacionk ibelbfordulasa-
nak valészinliségér— minden forradsszimbdlum azonos, 1 gyakorisaggal szere-
pel. igy egy kiegyensulyozott binaris fat kapunk. (Ha isjillen kezdeti eloszlast,
megtehetjik, hogy erre épitjik fel az adaptiv algoritmirsckilasi fajat.) Elkuld-

juk a dekddolénak sorrendben (pl. a gyokéd levelek felé, szintenként, balrol
jobbra) a lehetséges forrasszimbélumokat, anti#lgla szintén felépiti a kiindu-
lasi Huffman-fat. (Ugyelni kell arra, hogy a kddol6 és a deid azonos algorit-
must hasznaljon.) A kodolas soran beolvassukaaik forrasszimbolumot. Ezt a
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korabban beolvasokt— 1 betl feldolgozasaval kialakult, lokalisan optimalisikd
faval kddoljuk, majd eggyel noveljuk a forrasszimbolum kgyasagszamlalojat.
Aktualizaljuk a fat, vagyis megvizsgaljuk, hogy fennalireg a testvérpar tulaj-
donsag. Amennyiben nem, helyredllitjuk, igy biztositvaptimalitast. Ezeket a
Iépéseket a dekdder is elvégzi, tehat a kdvdikambetli dekddolasakor ugyan-
azt a fat fogja hasznalni, mint amelyet a k6dol6 hasznalakmiballitasakor. A
(k+1)-edik betl beolvasasa utan abziekhez hasonldan folytatjuk.

A kovetked két szabaly hasznalhat6 a fa aktualizalasa soran a teatuér
lajdonsag helyredllitasara:

1. Két, azonos sulyu cslcs a hozza tartozo részfakkal egyagtserélhét
Ez természetesen nem befolyasolja a sulyokat.

2. Két levél a sulyukkal egyiitt megcserélbet

A szabélyok kombinalasaval atalakithaté egy nem megfddétifa egy olyanna,
amely teljesiti a testvérpar tulajdonsagot.

Ugyelni kell arra, hogy hossz( bemenet esetéfioetiulhat a szimbolumok
gyakorisagszamlaléjanak tulcsordulasa. Ezt medigtthnikaval orvosolni kell.

(4) (5) (6)

1.5. abra. Az 1.6. példa kodfajanak alakulasa.



