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Gilbert-Moore

Szemléltetése hasonldé a Shannon kédhoz
A felez6pontokra a felez0s kddolas |
A felezépont értéke 1 bittel hosszabbilgfejtést igényel
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p,,..., P, Nhincsenek rendezve
Q,....,Q, azintervallumok felezbpontja
A kédjat (mint Shannon - Fano kodnal)
felezésekkel épitjuk fel.

Zn: pl. <H+2
i=1




Gilbert-Moore

A forras kimeneti jelei tetszdleges sorrendbe rendezhetdk
pl. alfabetikus, nem a val.szg.- ek szerint

u; kédszé, length(u, ) =1.

Legyen2'" < p(ui ) < 2%

1
a, = 5 p(ul)’

@ = P+ (U 4.+ plu, )+ P

o, <a,<...<1

Az U, lizenetre vonatkoz6 kod az ¢; bindris kifejtése |, hosszban




Példa Gilbert-Moore kodra

Example 2.15
Take the first three letters of the alphabet a, b and ¢. With the given

probabilities of occurring for the English language (see Figure 2.2) we find:

_symbol __probability i o code (r=2)

et

u) 0.064 5 0032 00001
uz 0.013 8 0.071 00010010
u3 0.022 7 0.088 00010111 A




Huffman kod

Optimalis kod:
Rekurziv feleépités az eloszlas elemszama szerint

(q1 ooy Ug )— ismerjiik az eloszlast
(p,..., P, Py, )—re, legyen p,, p,., a két legkisebb

P, P..; kodja legyen azonos hossz1, . o 1
P, : w0, p,,, : wl,alaki. / \
A(p,,...p, + P, =0q)eloszlasra  készitjiik el Po P,
a Huffman kodot,

legyen g kodja @




Huffman kod

Example 2.13
symbol probability code (r=2)

uy 0.4 0.4 0.4 0.4 6 (0) 1
s 0.3 0.3 0.3 0.3 (0)ﬁ.4 (1) 00
uy 0.1 0.1 2(0)7 0.3 (1) 011
s 0.1 0.1 (O)Jg.l (1) 0100
us 0.06 (0), | 0.1(1) 01010
ug 0.04 (1)} 01011

A két legkisebb val.szg-li forraskod szimbolumot 6sszevonjuk, ezzel az lizenet abc- ¢
t egy szimbolummal csokkentettiik. Ujra rendezziik, majd megint a két legkisebb
val.szg-1i forraskod szimbolumot 6sszevonjuk. Ezt ismételjiik rekurziv modon,

addig, amig az iizenet abc két szimbolumra redukalodik, ezeket a szimbdlumokat a
binaris kod 0 illetve 1 szimbolumaval jeldljiik meg. Ezek utan a rekurziv eljarast
megforditjuk, visszafelé menve 0 illetve 1 szimbolumokat konkatenalunk a
kodszavakhoz, azokon a pontokon, ahol eldbb két kodszot 6sszevontunk.




Huffman kod

Allitas: A prefix kodok kozott a Huffman kod optimalis

Bizonyitas: indukcidval
Z::I(a)i,)pi ZiZ::I(a)i)pi

VT A VT
Barmely mas prefix kod Huffman—kod

Z:I(a)i)pi <H+1

Vegyiink tetszéleges

@, ,...,o,,prefix - mentes kodot

( (SN I o )— hez p, ,,P,,legyena két legkisebb értek

Ha nem a leghosszab kodok tartoznak hozzajuk,

akkor cseréljiik fel. Ezzel a kodhossz varhat6 értéke nem nd
Atrendezhetjiik a leghosszabb kédokat(parban vannak), hogy

Po» P, kodja @0, wl legyen.

Osszevonva p, + p,.,, = q-t, a feladatot eggyel révidebb eloszlasra

vezettik vissza.




Huffman kod

Egy szimbodlumra jut6 kddhossz varhato értéke
1. re kozelitia H -t.
N

Ha gyakorisdgok vannak : X, —n, —szer fordul eld

=)

n =N

i
i=1

min Zn:nil(a)i)@ min Zn: LNTY
- - el(?sN;és
A, ,..., &, egyiittes eloszlasahoz a Huffman koddal,
vagy a Shannon - Fano koddal elérhetd
H(&,,...,& )+1vérhat6 értékii kodhossz.
Mivel H(&,,...,& )= N(H +6),
az egy szimbodlumra jut6 kédhossz,
1

(H(é:l"'-!é:n )+1)S(H +5)+ﬁ~ H+—

i
N N




Nevezetes kodok

Tetszoleges kozel tudunk menni a C /H
sebesseggel, ha nagyon sok hosszu
kodsorozatot kodolok egyben.

Nagyon nagy kodok, valamilyen tipikus
halmazon valo viselkedéshez hasonloan
mukodnek.

Molndr Balint, Benczur Andras



Univerzalis forraskodolas

Adaptiv kod:

Nincs eldre adott kodszo rendszer, amit konstans
kezdeti koltségli kodként at kell kiildeni. (mint
pl. Shannon-Fano. Huffman kod)




Univerzalis forraskodolas

(Gyorfi,L.: Informacio és kodelmélet)

*Az eddig vizsgalt kodok alkalmazasakor az ado
¢s a vevo kozott atvitelre keriild bitek két
csoportot alkotnak.

*El0szor atvisszuk a blokk-kodot leird
informaciot.
*Ez egy allando koltséget

*jelent, fliggetlen az lizenet tényleges hosszatol.
Majd kovetkeznek az tizenet kddszavai.

Molndr Balint, Benczur Andras



Univerzalis forraskodolas

Elmelet1 vizsgalataink soran azzal a
feltételezessel ¢€ltlink, hogy a tovabbitando
lizenetunk vegtelen hosszu.

Ily mdodon, a kodok aszimptotikus viselkedését
tekintve, az allando koltség fajlagosan nullahoz
tart, tehat elhanyagolhato.

A gyakorlatban azonban veges forrasokkal van
dolgunk.

Molndr Balint, Benczur Andras



Univerzalis forraskodolas

*Ebben az esetben az allandd koltseég akar nagyobb 1s
lehet, mint az lizenet kodszavainak 0sszhosszusaga.

*Ezt elkeriilendd , jO lenne, ha rendelkezésiinkre allna
egy olyan technika, amelynek nincs allando koltsége, de
aszimptotikusan ugyanolyan j6 tomoritési aranyt €r el,
mint a blokk-kodok.

*Az allando6 koltség abbol adodik, hogy a kodot a
forrason eldzetesen elvegzett statisztikai vizsgalatok (a
forrasszimbolumok gyakorisaga) alapjan hozzuk Iétre,
tehat ezek az adatok sziikségesek a kod leirasahoz.

Molndr Balint, Benczur Andras



Univerzalis forraskodolas

*Ehelyett jarjunk el ugy, hogy menet kozben gytjtiink
informaciot a forrasszimbolumokrodl, vagyis az aktualis
szimbolumot az ezt megeldz6 szimbolumok alapjan

kédoljuk.

*Az ilyen kodokat adaptiv kodoknak nevezziik,
alkalmazasuk soran nincs allandé koltseég. (Létezik pl.
adaptiv Huffman-kdd). A most targyalasra kertild
Lempel-Zi1v-kodok 1s ebbe a csaladba tartoznak.

Molndr Balint, Benczur Andras



Univerzalis forraskodolas

Az elsd LZ-algoritmus az 1977-ben publikalt
LZ77.




L7777 —algoritmus
Csuszoablakban nézi a forrasszimbolumokat
h,=h,+ h,

<
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Az LZ77 algoritmus (Id. Gyorfi) /4%
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A kbdol6 a forrasszimbolumok sorozatat egy h, hosszi
csuszo ablakon keresztiil vizsgalja.

Az ablak két részbdl all:

* egy kereso pufferbdl, amely a legutobb kodolt h,
darab forrasszimbolumot tartalmazza,

* ¢s egy eloretekinto pufferbdl, amely a kovetkezo h,
darab kodoland6 szimbdlumot tartalmazza (h, =h,

+h,).

A kodold a keresd pufferben megkeresi az eldre tekintd
puffer elsd szimbolumaval megegyezd szimbolumokat.
Ehhez egy hatrafel¢ haladé mutatot hasznal.

[log h ]+ [log h,]+|loglX|] (*)
Molndr Balint, Benczur Andras



Megnézi, hogy a megtalalt pozicidkkal kezdddden, a kereso pufferben 1€vo
szimbolumok milyen hosszan egyeznek meg az elSretekintd puffer
szimbolumaival, €s a talalatok koziil azt valasztja ki, amelytdl kezdve a
leghosszabb az egyezés.

A kodol6 ezutan elkiild egy <t h ¢ > harmast, ahol t a keres6 pufferben
megtalalt szimbolum tavolsaga az eldretekintd puffertol (offset), h a kereso- és
az elBre- tekintd puffer egyezd szimbolumainak legnagyobb hosszusaga, ¢
pedig az els0, az elOretekintd pufferben 1€év0 nem egyez06 karakter kodszava.

Azért kiildjik el az elsd nem egyez0 karakter kodjat is, hogy kezeljiik azt az
esetet, amikor az elore tekintd puffer szimbolumait nem talaljuk meg a kereso
pufferben. Ilyenkor t és h értéke 0. Egy harmas kddoldsahoz allando
hosszusagu kod hasznalataval (*)bit sziikséges, ahol |X| a forrasabécé meérete.

Az egyezd szimbolumok hosszusdganak atviteléhez nem log h,, hanem log h,
bit sziikséges.

Ennek oka, hogy az egyezés hossza meghaladhatja a kereso puffer
hosszat,vagyis az egyezdresz atloghat az eldretekintd pufferbe.

[log h, 1+ [log h,]+|log|X|| (*)
Molndr Balint, Benczur Andras



LZ77 E

A LZ77 egy rendkiviil egyszert adaptiv algoritmus, amely
nem 1gényel eldzetes ismeretet vagy feltevest a forrasrol.

Megmutathato, hogy az eljaras hatékonysaga aszimptotikusan
(hy,, hg —o0) megkozeliti az optimalis algoritmusét, amely
elézetesen ismeri a forras eloszlast, azaz stacionarius és
ergodikus forras esetén az atlagos kéd szohossz konvergal H-
hoz (binéaris abc), ha (h,, h, —).

Bar ez aszimptotikusan 1gaz, a gyakorlatban az LZ77 szamos
tovabbiejlesztése 1smeretes, amelyek celja a hatékonysag
novelese.

A népszertu PKZIP ¢s ARJ tomoritOkben a harmasokat nem
fix, hanem valtozo hosszusagu koddal kodoljak.

Egy masik variacio valtoztathato mereti kereso €s
elOretekintd ablakot hasznal.

2016.04.18. Molndr Balint, Benczur Andras 20



LZ77

« Az LZ77 legegyszeriibb modositasa annak kikiiszobolese, amikor egyetlen
karaktert kodolunk egy harmassal. Ez egy jelz0 bittel oldhaté meg. Ezzel jelezziik,
hogy nem egy harmast, hanem csak egy kodszot kiildiink at.

« Az LZ77 alkalmazasa soran a forrasszimbolumok legutobb kodolt sorozatat
hasznaljuk, igy azzal a feltételezessel €liink, hogy a mintdk egymashoz kozeli
intervallumokban visszatérnek (a mozgo ablakon beliil). SzélsOseges esetben, ha
az 1smetlédes hossza éppen eggyel hosszabb a keresd puffer méreténel, nem
tudunk tt')mé')riteni

crecr

masfajta adaptiv szotar alapu rendszerrel oldjak fel.

http://cs.stanford.edu/people/eroberts/co
urses/soco/projects/data-
compression/lossless/1z77/example.htm

* http://www.stringology.org/DataCompre
ssion/1z77/index en.html

2016.04.18.




LZ77

1.10. példa. Legyen a bementink a kévetlezd:
. cabracadabrarrarrad

fg e 13, g e 7R, e 60 Tegyik fel hogy az elsd nehany karaldert mar ko-
doltulz. Eldoor:

e a b r oacoald a b oroa rlr oar oroa o

Lathatd, hogy az eloretelomtd putfer elso karaktere, o, nem talalhatd meg a kere-
sopufferben. Atkuldiik a {0,0, f{d)} harmast, ahol f{d) a d karakter kodjat jeloli.
A7 ablakot eggyel jobbra mozgatuk, igy:

——— o] ——

cla b r o c adla b r ar rla r r ad

-,

o




LZ7T7

A mutatdt a keresoputferben hatrafele mozgatva, az eloretelinta putfer elsod szmm-
bélumaval (a) egyezd karalttert £ = 2 tAvolsagra talaljuk meg Eldror az egyerés
hossmisaga iz =+ 1. Tovabb haladva a mutatdval ¢ = 4-nel szintén egy 1 hossm
egyerés adodilke Végnl £ == 7-nél talaljuk meg a legjobb valasztast # =+ 4 hosz-
szal Tehat az abrar karalttereleet a {7, 4, fir) hirmassal kddoljulz, &5 az ablakot
5 pozicidval jobbra toljule, igy:

£ 3

o

e a b or oacla d a boroa rlroar or oad
e

A7 elsd egyerzest f o 1-nel &=+ 1 hosszan talaljule A méasodilk egyeres £ =+ 3-nal
van, hossza elso rinezesre /7= 3 Azonban az egyezés az eloretelunto pufferbe 1=
atnyulde, ezért jz =+ 5 Az atkildendd harmas: (3,5, fid)Y A dekddolas soran ez
az ,atlogas” nemn ooz gondot, mert az elsd harom karaldert kénnyen meglapjuk
a mar elozoleg deleddolt karaktereltbdl, a maradel kettot pedig az elobbi lepés
soran meglapott 3 karaltder segitségevel nyerjil

2016.04.18. Molnar Balint, Benczidr Andras 23



The fat cat sat on the mat.

(0,0,t) (0,0,h) (0,0,e) (0, 0, ) (0, 0,£) (0, 0, a) (O,
0,1) (0,0, ) (0,0, c);

(4, 3,s) (4, 3, 0);
(0, 0,n) (0,0, );
(19,4, m) (11,2,.)




the_
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LZ78

Az LZ78 algoritmus

A kodolo ¢€s a dekddolo 1s szotart €pit az eldzoleg eld fordult
sorozatokbol. A kodold megkeresi a forrasszimbolumok
aktualis pozici0jatol kezdodo leghosszabb egyezest a
szotarban. Atkiild egy <i, ¢> part, ahol i az egyezd
karaktersorozat szétarbeli indexét jeloli, ¢ pedig az elsO nem
egyezo karakter kodja, majd felveszi a szotarba az I indexii
egyezo0 karaktersorozat €s a € karakter konkatenaciojaként
kapott stringet (,,karakter fiizért”) (a kovetkezo szabad
indexet adja neki). Ha nem talal egyezo6 karaktersorozatot a
szotarban, akkor a <0, ¢> parost kiildi1 at, ¢ itt 1s az elso
nem egyez0 karakter kodja, amely ebben az esetben
terméeszetesen az elso feldolgozando szimbolum.

2016.04.18. Molndr Balint, Benczur Andras 26



LZ78

a kadold szotar a leadald szotar
kimenete index bejegyzes kimenete  mdex beegyzes
0.4 1 Z e 10 bac
(0, flal 2 a (9, b 11 dabb
o 3 b B 12 acd
B flal 4 ba (0. flely 13 €
0, fleg 5 c £13, ficir 14 er
1, flagh & da 11, fie)t 15 de
3, b 7 bb (14, fidiy 16 ecd
12, o 8 2 113, feir 17 ae
(6, fib 3 dab

1,10 abra. A7 1.11. példa LZ78 kddolisanak menete




1.11. peélda. Eodoljulk akdvetlkerd sorozatot az LET3 algontmussal:
dabbacdabbacdabbacdabbacdeecdeecdee

Eezdetben a szdtar Gres, ezért az elso 3 szimbolurmot egyenkent felvesszilk a szo-
tarba, es a 0 indexszel atloaldyole {0, f&hy {0, fAa)t {0, f15) A negyedik szim-
bélum a &, amely szerepel a szdtarban, a kévetlezdvel epyitt (ba) viszont mar
nem, ezért atlknldjik a {3, f{a)} parost, amelybol a 3 jelali a b mdexét, fia) pedig
a ledwetlzezd karalder, vagyis az o kddjat. A ba sorozatot felvesszilk a szdtarba,
ndexe 4 lesz. Igy folytatjulk az eljarast, az eredményt az 1.10. dbrén lathatd tabla-
ratban foglaltul dssze. Lathatd, hogy a szdtarbeli bejegyzesek egyre hosszabbalr,
&z ha a bemenett sorozat 1smétladids, aldor eldbb-utdbb az egész srtring szerepeln:
fog a szctarban.

2016.04.18. Molnar Balint, Benczur Andras
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LZ78

* Megmutathato, hogy az LZ78 egy betlire jutod atlagos
kodszo hossza konvergal H(X)/log s -hez minden
stacionarius ¢s ergodikus forrasra.

¢ X=X, X, ,..., X, ergodikus, stacionarius
* S akodabécé elemszama

Az LZ78 algoritmus egyik hibaja, hogy a szotar
folyamatosan, korlat nelkiil novekszik.

* A gyakorlatban egy bizonyos hataron tul gatat
szabunk a novekedésnek: vagy rendszeresen
eltavolitjuk a felesleges vagy ritkan hasznalt
bejegyzeseket, vagy egy 1d0 utan fix szotarasként
miikodik tovabb az eljaras.

2016.04.18. Molndr Balint, Benczur Andras 29



Az LZW algoritmus

* Terry Welch az LZ78 médositasaval egy olyan technikat
dolgozott ki, amellyel megtakarithat6 az <| c> parbdlac
karakterkod atkiildése. Ez az un. LZW algoritmus.

* A kodolo tehat csak szotarbeli indexeket kiild at. Ehhez
sziikseges, hogy a szotarban mar a kiindulo allapotban 1s
szerepeljen az 0sszes egybetus szimbolum a
forrasabécebdl. A kodolas soran az aktualis pozici0tol
kezdve addig olvassuk be a forrasszzimbolumokat a p
pufferbe, amig a sorozat szerepel a szotarban.

* Ha az a karakter az elso olyan, amelyre pa nincs benne a
szoOtarban (az egymas utan irassal a konkatenaciot jeloltiik),
akkor atkiildjiik a p sorozat index¢t, a pa sorozatot
felvessziik a szotarba ¢€s az a karaktertol kezdve folytatjuk
az eljarast.

2016.04.18. Molndr Balint, Benczur Andras 30



1.12.pelda. Kodoljuk &z LZW algoritmussal &z eltzd sorozatunkat:
dabbacdabbacdabbacdabbacdescdeecdee

A forrasabéce 3w {a.b.c.d.e], kezdethen ez az 5 bejegyzésszerepel a szdtarban.
A kodold eldszdr veszi ad karaktert. Ez berme van a szotdtban, igyhozzalleszh
a kdvetkezd, az a karaktert. A da sorczat mar nem szerepel a szotartban, ezért
atkillch a d index ét, vagyis a 4-et, felveszi a szotdrba a da sorozatot a 6. helyre, és
megy tovdbb az a-val kezdve, Az a szerepel a szotarban, {gy hozzdveszi a b-t. &b
nincs bent, tehat dtkialdi @ index ét, a 2-t, felvesn ab-t, és folytat)a az eljarast b-tdl,
sth. Az 1.11. dbrdn lathatd tablazat tartalmazza a kodol 4s wégeztéwvel a szotarhan
taldlhatd indexeket és karaktersorozatokat. A kddold kimenete a kivetkezo:




index  bejegyzes index bejegyzes

1 a 14 acd
2 b 15 dabb
3 c 16 bac
4 d 17 cda
5 e 18 abb
4] da 19 bacd
7 ab 20 de
3 bb 21 ee
9 ba 22 ec
10 ac 23 cde
11 cd 24 eec
12 dab 25 cdee
13 bba

1.11. dbea. Az 1.12. példa szotara.




* A Unix COMPRESS parancsaésa GIF
(Graphics Interchange Format) képtomoritod
eljaras 1s az LZW algoritmust hasznalja,




Matematikai Kitéro —

1.4. tétel. Ha az f:X — {0,1}" prefix kid optimilis, és X elemei tigy vannak
indexelve, hogy p(x1) = plxz) = -+ = plxa—1) = plxn) = 0, akkor feltehetd, hogy
f-re a kivetkezd harom tulajdonsdg teljesiil:

a) |f(01)] < [f(32)] < -+ < [f0n-1)| < |f(x)], vagyis nagyobb valGsziniisé-
gekhez kisebb kodszdhosszak tartoznak.

b) | floe—1 )| = | flag)|, vagyis a két legkisebb valdsziniiségil forrdsbetithiz tar-
tozad kidszo egyenlo hossz.

c) Az fluy_1) s az flx,) kodszavak csak az utolsd bithen killonboznek.




Matematikai Kitéro —

BizonyiTAs:

a) Tegyiik fel, hogy p(xi) = plx;) €s | fxi)| > | fx;)|. Ekkor x; és x kidjat
felcserélve egy uj f kodot vezethetiink be, amelyre

£ sl - £ sl o =

= pla)| fl)| + plai)| Flx)| = pla) ()] = plai)| fla)| =
= plox)(|Flxe)| = | A — pla) (LF ()| — | Flxp)]) =
= (plx) — plx) ) f(xe)| — | flx5)]) > 0,

tehit f nem lehet optimalis.

b) Az allitis egyszeriien belithato, ha arra gondolunk, hogy | fx,_1)| < | fxa)|
esetén az | f(x,)| utolsé bitjét levigva az optimilisndl kisebb dtlagos kad-
szohosszu kodot kapniank, ami még mindig prefix tulajdonsagu. Valéban,
mivel az eredeti kddszé minden mas kodszonal legalibb eggyel hosszabb
volt, a csonkitissal kapott uj kodszo az eredeti kod prefix tulajdonsidga miatt
nem azonos semelyik masikkal, és ugyanezen okok miatt nem is folytatisa
semmilyen més kodszonak.

¢) Az eltzd gondolatmenetbdl viligos, hogy ha létezik olyan flx;) kddszo,
hogy f(xi) €s f(xn) csak az utolso bitben kiilonbiznek, akkor az a) és b)
miatt | f(x;)] = | Flag_1)| = | flx,)|- 1gy ha i # n— 1, akkor x; és x, | kodjat
felcserélve c) teljesiil, és a kod optimalis marad. |




Hivatkozas

http.//www.tankonyvtar.hu/en/tartalom/tamop42
5/0046 1nformacio es kodelmelet/ch04s07.ht
ml




Stacionarius ¢s ergodikus fogalom
matematikalr meghatarozasa

Az imformacio forrast % betiivel jeldljuk, és az 0 5. .. . valdszinbségl valtozok
végtelen sorozatdval modellezzik, azaz a forrds az i-edik 1dopllanatban az % je-
let bocsdatja ki, Az & valoszinségl valtozdk mindegynke ugyanabbdl a wéges
A v 4X]..... X halmazbol afotrasiabécébdl veszi az értékét. Az 7 forrast sta-
tisztikai tulajdonsdgaival jellemezzik, vagyis adottnak vesszik, ha minden véges
dimenzios eloszldsédt ismerjik. E gy 7% forrdst eml ékezetnélkilinek vagymeméﬁa-
mentesnek mondunk, ha & X 5. ... valosziniség valtozdk figgetlenek. Az 75
forrds stacionanus, ha 0.5 stam onarius sztochasztikus folyamat, vagyis ha
A7 X1 .0 .. ... Ay 58T Tg..1. Xk.,.g ..... Ak.n valoszinsé g valtozdk egyittes elosz-
lasa megegyezik minden pozitiv »ere s k-ra, tehdt a véges dimerzids eloszlasok
az pdoeltoldsra” ivariansak. Az 7 stacionarius forrds ergodikus, ha tetszoleges

fixy.....x) faggvémre & lzftz G s e e ikl ) 1-vald sziniisé ggel kotover-
galaz EfeA). ... . %) varhato ertékhez am entryiben az véges,
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