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Kolmogorov-Chaitin-Solomonoff alaptétele,
iInvariancia tetel (ujabban)

Tétel: Letezik f,: N—N optimalis parcialis rekurziv
fuggveny, amelyhez barmely 1. N—N parcialis
rekurziv fuggveny esetében létezik k; konstans,

hogy

Cr(X)< CAx)+ ki, V Xx-re

Kovetkezmeny: (invariancia) f,, g,optimalis
fuggvenyek,

| Cro(X)-Cgo(X) |< Krg g0, V X-rE

Tehat CfO(x) konstans erejéig egyertelmu

P Molnar Balint, Benczur Andras



Relativ bonyolultsag

Rogzitsuk mostantol az f, optimalis
figgvényt (Altalaban j6 az univerzalis
Turing-gep megfeleld valtozata)

Definicio: Az xe N, Q Kolmogorv
bonyolultsagan C(x)= C;(x) fuggvényt
ertjuk

Intuitiv hattér

2017. 04. 11.
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Invariancia tétel /E\
'.Q ?:_ J:P;/I |
Bizonyitasa :
TetszOleges f, x. Ha C;(x) = k, akkor legyen
f(p)=x, és (p)=k. Cpix=min{lpif(p=x;

Vegyuk az U(g,n) univerzalis parcialis rekurziv
fuggvenyt.

Legyen f, sorszama n , azaz

U(p,n)=f(y), A z=n’p kodbol

f) (2)=U(my5(2), 111(2))= U(p,n)= f(p)= x

Ezert Cyy (x) < I(z)=I(n'p)= I(p)+2[(I(n))+I(n)+1= C;
(X) +K;

Tehat 7, optimalis. QED.
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Invariancia tétel /E\
Tulajdonsagok Q- )

Keét konkrét tulajdonsaggal lehet bizonyitast
vegezni:

a) Az Invariancia tétel alapjan felulrol becsulhet6
C(x) konkret C;(x) —bal.

b) C(x) =k, jelentese: letezik egy konkret k hosszu
p Sz0, amelyre I(p)=k.
1. Tulajdonsag: C (x) < I(x)+ k,
Bizonyitas: f (p)=p-vel , az a) tulajdonsagbal.
2. lim C (x) =oc, X— o.
Bizonyitas: ha o sokszor N korlat alatt
maradna, az a b) tulajdonsag miatt csak 2N, kéd
hasznalatat jelentené, ami lehetetlen
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Invariancia tétel
Tulajdonsagok

3. C(x) totalis (teljes) fuggveny, de nem kiszamithato.
Bizonyitas: Indirekten: ha az volna, akkor legyen
x,: ahol C (x) el6szor nagyobb 2-nél,
X, : ahol C (x) el6észor nagyobb 22-nél,

Xi: X,> X1 és C(x) el6szor nagyobb 24-nal,
Clx,)> 2k

Legyen f(p)=x, .

C:(x,)<log, k< log, (log, C(x,)) azért, mert

C:(x,)=min {l(p): f(p)=x,}=min {I(k): f(k)=x,}, és I(k)= log, k, log, C(x,)> k
Nyilvan:

C(x)< Cr (X, )+ks < log, (log, C(x\))+ k;

Csak véges sok x,-ra teljesulhet, ellentmondas. QED.
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Invariancia tétel /E\
Tulajdonsagok \wf

Az a) es b) tulajdonsagok alapjana C(x) -
el meégis lehet valamit kezdeni.

Tulajdonsag:
{x:/(x)=n, C(x) < n-6}|< 2"°
a Iehetseges kddok szama b) szerint :
14244+, + 2" 0-1= 2n-0_1
Jelentés: a szavak tobb mint a fele nem
tomoritheto!
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Invariancia tétel
Tulajdonsagok

Tulajdonsag:
i lim C (x) =oc, x— oc.; vagyis nem korlatos fv. (a b) miatt)

. Legyen m (x) = min C (y), ahol y>x , az alsé burkol6. m a legnagyobb monoton
novo also korlatja C-nek. m (x) nem korlatos

il Barmely olyan vegtelenbe tartd, monoton, parcialis rekurziv ¢(x) fv.-re , amelyre
valamilyen™ x,-tol (#(x) — o), m(x) < #x) veges sok x kivetelével. Mas szavakkal,
noha m(x) a végtelenbe tart, sokkal lassabban teszi azt, mint barmelyik nem
korlatos parcialis fuggveny.

Bizonyitas:

(ii.) indirekt modon:

m (x) novekedési helyen levé x-nek legyen m (x) a kodja. A legrovidebb program
kod, amely x —et el6allitja. m (x) =i,

X; <X<x;,4., ilyen iindexek, x; kddok/ programok talalhatok

f(p) =x, I(p)=i, ha x> x;

(a) miatt ez ellentmondasra vezet, ha m(x) korlatos volna, akkor C(x)<CAx)+c;és lim C
(X) =oc miatt)

(iii.) Lassabb kiszamithato fv. Iétezése, ugyan ehhez az ellentmondashoz vezet. QED.

2017. 04. 11.
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Invariancia tétel /ﬁ\
Tulajdonsagok \wf

. Barmely olyan végtelenbe tartd, monoton, parcialis rekurziv ¢(x)
fv.-re , amelyre valamilyen Xx,-tol (¢(x) —> o), m(x) < #x) véges
sok x kivételével. Mas szavakkal, noha m(x) a végtelenbe tart,
sokkal lassabban teszi azt, mint barmelyik nem korlatos parcialis
fuggveény.
Bizonyitas:
(ii.) indirekt modon:
m (x) novekedési helyen levo x-nek legyen m (x) a kddja. A
legrovidebb program kod, amely x —et elGallitja. m (x) = |,
X; <X<X.,., ilyen iindexek, x; kodok/ programok talalhatok
f(p) =x, I(p)=i, ha x> X;

(a) miatt ez ellentmondasra vezet, ha m(x) korlatos volna, akkor
C(x)<Cqx)+c;eés lim C (x) =oc miatt)

(iii.) Lassabb kiszamithato fv. létezése, ugyan ehhez az
ellentmondashoz vezet. QED.

2017. 04. 11. Molnar Balint, Bencziur Andras



C(x) grafikonja mint fv. az egész
szamokon




Invariancia tetel /E\
Tulajdonsagok \ )
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6. Tulajdonsag: o ,
Kis valtozasra mennyit valtozik? (Folytonossag)
C§x+h) < C(x)* I(h) + 2log I(h) +c,

f ﬁ)=x,"l(p)= C (x) valasztassal

L E o2 Ton(2)= Fo(p)yth= X +h
Z)= To\Ttyo(Z)) T T 4(Z)= +N= X +
El M ( Co(tB) e, GED.

A g{zg,h);xirh helyett tetszoleges kétvaltozos

iIszamithato fuggvenyt vehetunk.

Adatbazisokra ertelmezve, _nacT:;e/ adatbazis kis
modositasa, nem noveli a Kolmogorov
bonyolultsagot.

Megjegyzés: (a kétvaltozos fliggvény kiszdmitdsi
idejet itt nem veszi figyelembel)
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Felteteles Kolmogorov /E
N

bonyolultsag

N
A;f

=

Kérdés: Mennyit segit y ismerete x kiszamitasaban?
Mekkora a legrovidebb program kodjanak a hossza,
ami y-bol x-et kiszamitja”? p kod, f,: N—N parcialis
fuggvenyek £ (y)=x.

A programok kodjai p,, p,, ..., P,

Legaltalanosabban rekurzivan felsorolhaté halmaz, egy
h(/)=p; a felsorolas, akkor

h(i): D;
fy) = r@)y)=p(v)= 7, (v)=x

f, (), ha valamilyen i-re p=h(i)= p,
fpy)= {nincs értelmezve ,ha nincs i, amire i(i)= p.

2017. 04. 11. 12
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Felteteles Kolmogorov
bonyolultsag

2017. 04. 11.

Definicio: £ N?— N szerinti feltételes

bonyolultsaga x-nek az y feltétel ismereteben:
T At
0, ha nem létezik ilyen p
Tétel : Létezik optimalis £® - N> > N
parcialisa n rekurziv faggveny,

amire barmely f : N> > N
parcialisa nrekurziv figgvényhe z létezik
k, konstans, hogy :

Cfo(x|y)£ C, (x|y)+kf ,Vx,ye N —re

Molnar Balint, Benczur Andras
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Felteteles Kolmogorov
bonyolultsag

optimalis parcialisa n rekurziv fuggvenyek |,
feltételes bonyolults aga csak
egy konstansba n tér el egymastal

2 g2 N2 s N optimalis

‘Cfo(z) (x‘y)—C (2) (x\yw SKfo(z)’

o ()

g0
rogzitjiik az 7 optimalis fliggvényt

x € N, feltételes Kolmogorov bonyolults aga
C (dy)=C,e (xy)

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczur Andras
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Felteteles Kolmogorov /E

bonyolultsag &

Bizonyitas:

— Ugyanugy mint az egyszert (nem felteteles
bonyolultsag) esetében

— U((n,p), y) ketvaltozos univerzalis parcialis
fuggvenyek segitségevel

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 15



Felteteles Kolmogorov AR
bonyolultsag )

Tulajdonsaqai:

1) Alaptéetel: C(x|y) konkret C(x|y)
ismereteben csak felulrdl becsulheto.

2) C(x|ly)=K jelentese: 3 p:f,(p,y)=x, €s
I(p)=K

3) C(x)< C(x|y)+C(y)+2log,C(y)+K

2017.04. 11. Molnar Balint, Bencziur Andras 16



Programok es C(x) My

LISP (Erlang)-funkcionalis, lista kezel6
Fortran

A, Ap,..., = LISp programok

Tgs Moy «enns , Fortran programok

Felsorolas — minden program tekintheto parcialis
rekurziv fuggveny

C Lisp (X) €s C rran(X), KijelOlve egy referencia
gepet. Ezek egy additiv konstans erejeig
kulonboznek.

Mindegyik felsorolas tartalmaz egy U univerzalis
gepet (interpretert)

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczur Andras
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Programok és C(x) ()

LISP programok felsorolasa tartalmaz egy
LISP interpretert, amelyik minden LISP
programot vegre tud hajtani.

De nyilvan letezik 4, LISP program, amelyik
Fortran mterpreter amelyik minden Fortran
programot vegre tud hajtani.

C Lisp (X) <C porran(X)*+21(4, ), hasonloan

C Fortran(X) < C LISP (X)+2l(7TL )
| C Lisp (X)- C kortran(X) | £ 20(4, )+ 27, )

2017.04. 11. Molnar Balint, Bencziur Andras 18



Felteteles Kolmogorov ¢ E\
bonyolultsag \w

4) Halmaz szerinti feltételes bonyolultsag
(veges halmaz elemeinek a halmaz szerinti

felteteles bonyolultsaga)

A={a,, ...,a,}
C(x] 2)=?, xe A4,

<A>=a, ..,a,=> C(x| 1)=C(x| < 1>)
14 kédoldsa 6nkorldtozé kéddall
altalanos eset:

adott 4, | 4 |=N, kodja p

[Mennyire témoren dbrazolhatd?]

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 19
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Felteteles Kolmogorov /E
bonyolultsag R
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4) | {x| x € Aes C(x|_2)<log,N-5}| ?,
keressuk : p kodot: fy(p, < 4>)=x € 4
0, 1, 2, log,N-8-1 <-[kodhossZ]
1+2+22+_ 492 IOQZN-S-'I: 2 IOQZN-S_']

‘ {x| X eﬂ/\C(x‘}l)<log2 N—é}( - Dlom i -
‘{x| X eﬂl}{ - QlmN T

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 20



Felteteles Kolmogorov ¢ E\
bonyolultsag \w

A elemeinek tobbségére az 4 szerinti feltételes
bonyolultsag nem lehet erdemben kisebb mint /og,

N
log, N-nél 6-val rovidebb kodok szama, amit f,

hasznalhat <N 2-¢
egyenletes kddhossz valasztasa indokolt
Szukseges a megfeleld6 halmaz megtalalasa

A halmaz ismeretében sem lehet tomorebben
abrazolni a legtobb elemet az egyenletes
kodolasnal.

Keresem a lehet6 a legkisebb halmazt, ami lefedi a
jelenséget és egyenletesen kddolom

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 21
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Szemelyek adataira relacios Adatbazis
R(CSNev, unév)

csnév: 20 byte = 160 bit

unév: 20 byte = 160 bit

A . az 0sszes lehetséges relacio el6fordulas

— Lsezrgetséges kllonb6z6 sorok szama: 2160x 2160=
2

— Lehetseges elofordulasok szama, az 0sszes
lehetseéges reszhalmaz, a hatvanyhalmaz, aminek
a szamossaga:

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 22



Sorok szamara van egy korlat a valo életben
< 10 milliard (10°)




L, '.'I
Y 4 4 .-.:_'H. §1E ":_ h
I = '_ i
4= o |2
L= =
. ol
;
-.H'x_ .r.

cshev: els6 256 leggyakoribb (80 %)
unév: elsé 256 leggyakoribb (80 %)

4 szegmens keszitese:

1. Mindkét név gyakori: 64% - 2 byte
2. Csaladneéev gyakori : 16% - 22 byte
3. Utonév gyakori : 16% - 22 byte

4. Egyik név sem gyakori : 4% - 4 byte
( JOI kell reszhalmazokra szetszedni).

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 24



Parameteres halmazsereg w

(pl. adatbazis (relacio) semanak rogzitek
egy parameteret es az elofordulas a
halmazsereg).

- a parameter kod,
a->B._, veges halmaz

h(a)= B, — h egy totalis rekurziv fv. (meg
tudom mondani, hogy mi van a
halmazban és mi nincs benne).

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 25



Parameteres halmazsereg

Legyen Ac NxN, rekurzivan felsorolhato
reszhalmaz,

B,=1x| (x,a) € A}

2017. 04. 11.
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Parameteres halmazsereg (8,

Y
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Megszoritas: minden a-ra | 8, |=m_ véges
a alapjan 3, elemei felsorolhatok
algoritmikusan

m_-t nem tudom megmondani(kiszamitani)

(mert 4 rekurzivan felsorolhatd, de a komplementer
halmazardl nem tudunk semmit, ezért nem

eldonthets)

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 27



Parameteres halmazsereg

Tetel: letezik

3k, ,hogy

C(x‘@a)z C(x‘a)ﬁ log,m, +k,
Vxe®B —ra,esVA-ra

A halmaz elemeinek a tomorithetdsége mindig eléri a log, (elemszam) —ot,
alulrdl feliilrdl 1s becsiilni tudjuk

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 28



Parameteres halmazsereg [ (8,
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Bizonyitas:

B, elemei : j4-hoz 3 felsorolo fuggveny
f(t,a) konstrualasa

- Futtatjuk 4 felsorolasat,

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 29



Paraméteres halmazsereg (B,

.
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—EIs6 x € 8,= f(0,a) =x,
— Megyunk tovabb
= f(1,a) =x,,..., (n,a)= x,

— B, V eleme felsorolasra kerult = f(t,a)
ezutan nincs ertelmezve

—

2017.04. 11. Molnar Balint, Benczir Andras 30



Parameteres halmazsereg

Az f fuggveny, f Zt,a;az a -ban

értelmezve van t=01,...,m, —1helyeken

és masutt sehol.
Legyen x € B, ,akkor nyilvan letezik ¢, hogy
f(t,a):x, ést<m,
Ebbél
C(x‘a)ﬁ Cf(x‘a)+ k, < 1)+ k,< 1)+ k, < log,m, +k, QED.
Vagyis :
C(x @a): C(x‘a)é log,m,+k,
Jelentés: (adatbazis) séma+paraméter j0 megvalasztasa,

Ezen belul mar nem érdemes mas kdédolast hasznalni,

csak a homogen hosszusagut, azaz log, m_, hosszut.
2017.04. 11. Molnar Balint, Benczur Andras 31




Erdekes halmazsereg

D, = 2x‘C(x)£ kEk paraméterb en ez egy halmazsereg

Meg tudjuk - e konstrualn i a felsorol6 fv. -1?
f, optimalis fv. hely és |lépésszam bejarasa
/0
/o1

hely

Iépés
1
1
2
3

ha x e D, : valamelyik %

W N =
W DN N
Wl W

W N = = O

hosszu értékre kapunk

fi(p)=x eredményt
2017. 04. 11. M



Erdekes halmazsereg

" = {4/ C(x)= k{nem kiszamitha t6 halmaz

v ui. akkor a C(x)is kiszamitha té volna ; )
altalaban nem lehet bebizonyit ani, hogy
@ Kolmogorov  bonyolults aga valaminek £ )

= {x\C(x)< k}ez sem kiszamitha t6 halmaz

Nem tudom megmondani , hogy
nincs - e jobb kod nala

2017. 04. 11. 33
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Osszehasonlitds a Shannon /E\
entropiaval \wf

o

Minél ,nagyobb/jelentésebb” az adott, vizsgalt

jelenseg, annal szorosabb a kapcsolat a két entropia
fogalom kozott.

Hosszu sorozat , N hosszu uzenetek :

H entrépia (Shannon) [staciondris, ergodikus
forras]

Két halmazba sorolhato:

Lényeges, tipikus halmaz: ebbe 1-¢ val.szeg.-gel.
esik a valasztas

ON(H-O<M(N)< 2NH+3),
M(N)- tipikus halmaz elemszama.

2017. 04. 11.
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Osszehasonlitds a Shannon /E\
entropiaval \wf

Mi jellemzi a tipikus halmazt?

Kolmogorov: x (izenet tipikus = statisztika
jellemzi , 4, halmazba esik, (ez lesz a

parameteres halmaz sereq).
Ay={tipikus N hosszu sorozatok}

Xe Ay . ()—(I /ZlN) )—(l N )</ og ZM (N) +kforras

2017. 04. 11. 35
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Osszehasonlitas a Shannon /E\
entropiaval 7
0,ha x e TIP

PTIP()?):<

Kiszamitha to predikatum

1, hanem x ¢ TIP

A parameéter halmaz :

A = {N’ {ﬂl(f): N}/\PTIP(E): O}

A, = {tipikus N hosszU sorozatok |}
log, M(N)= log,| A, ]

C()?‘/flw)ﬁ log,| A, |+ k, =log, M(N)+ k,

2017. 04. 11. 36
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Osszehasonlitas a Shannon /E
entropiaval R
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Behelyette sitve tetszé leges

6 -raaz A, (-o)tipikuselemére

az also becslés, a teljesre a felsé teljesul:

log,| A, |—€ = N(H -8)-¢e< C(x‘}lw)é N(H +8)+k

Egy szimbdolumra

forrds

Kolmogorov
N

r N P
H ~ (H-5)-<< C(x‘ﬂW)s (H+8)+2=~ H
Shannon N N N Sha:;mon

N hosszu lizenetek kodjat osztjuk N-nel, Shannon entropia H

2017. 04. 11. 37
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Osszehasonlitas a Shannon 50
entropiaval )

Egy szimbolumra jutd (Shannon) entropia a
tipikus halmaz elemein a felteteles
Kolmogorov entropia egy szimbolumra juto
reszevel

Ha nagyon nagy jelensegeket veszunk,
akkor a tipikus halmaz Kolmogorov
bonyolultsaga visszaadja a Shannon
entropiat.

2017. 04. 11. 38
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Osszehasonlitas a Shannon R
entropiaval N

Mogotte meghuzodo jelenseg: a tipikus
halmazbeli uzenetek egyenletes
eloszlassal jellemezhetoOk.

Osszes kozll melyek a tipikus halmazbel
uzenetek és melyek nem

0 — 1 sorozatok veletlenszerlseget
vizsgaljuk. Lehet-e pénzfeldobas
eredmenye”?

2017. 04. 11. 39
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Osszehasonlitas a Shannon /E\
entropiaval Rt

oo11o01o0oo0o...1. ..

00010100 .... . 1000penzfeldobas

000000100 . 101 — véletlenszeru

Egyeseket (1)
egyesevel O-ra
cserélem:

0000....0....0000 nem
véletlen

Van-e hatarvonal a
véletlen és a nem
véletlen kozott?

40
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Osszehasonlitas a Shannon /E\
entropiaval N

Szabalyszerlseg

Ami igazan véletlen az nem tomoritheto
(KezdOszelet bonyolultsaga a hosszal no)
Mennyire tipikus

Véletlenseg defektusa jellemezhetd: 6

x| x € Aes C(x] A)<log,| A|-5}

A véletlen defektusa legalabb 6

2017. 04. 11. 41
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Fekete — fehér szinezesek

Sakktabla

lomogen illetve makos suruseg

Fele fekete- fele feheér

Egymasra helyezve a foliat erdekes jelenseg

Sajat gorbere illeszkedo transzformacio
felerosodik...
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A jellemz0 szabalyossagok irjak le a tipikus halmazt, elemein a legbizonytalanabb,
egyenletes eloszlast vessziik. Ha megtalaltuk a jo6 homogén halmazt, lehet, hogy a
felhasznalas, lizenet szempontjabol a konkret elem mar €rdektelen.

Pé¢lda: sziirke szineze€s. Az 1/2 sziirkeség - Fuzzy halmaz - barmelyik tipikus
szinezéssel szemléltetheto.

Két szineze€s €s sajatossagaik: a szorasnégyzet masodik tagja

A veéges vilagban - tehat a digitalizalt vilagban - a matematika végtelen 1dedlis
konstrukcioi - a folytonossag, veégtelen, univerzalis algoritmusok - csak segitenek,
végtelennel kozelitik a véges modellt, amit utana vissza kell véges kozeliteésbe hozni.

np(2- p)1-p)* +2(n-k)p(1- p)’
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Matematikai kitéro —

Ce(x)=mini/(p)f(p)= x|

oo ha nincs p, amire f(p) = x

Megjegyzés : C,(x)nem mindig kiszamithato
A kibertérben mivel azonosithatok

p -7
f-7?

CAx)
u(., )
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Intuitiv kitéro —

— Egy bizonyos objektumot egy veges binaris
stringgel kivanunk leirni

— Tobb leiras is letezhet, de egy leiras egy
objektumot ir le

— ,Eqgyszerld” objektum rovid leiras
— ,Bonyolult” objektum hosszu leiras

— Richard-Berry paradoxon:

— Definialjunk egy természetes szamot: ,a
egkisebb olyan természetes szam, amelyet nem
ehet leirni husznal kevesebb szoval’.
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Intuitiv kitéré — iz )

— Hailyen szam letezik, akkor ezt a szamot tizenket
szoval leirtuk, ellentmondva a definiciojanak.

— Hailyen szam nem letezik, akkor az 0sszes
természetes szamot le lehetne irni husznal kevesebb
szoval.

— A ,leiras” fogalmat pontositani kell !

D: Y—-X, D(y)=x, Y leirasok, X az objektumok,

x legyen veges mint leiras, = | X |5| Y |0,
N o(megszamlalhato).

- ye{0,1}, Uzenet tovabbitas koltsége tavkozlésben az
uzenet hossz I(y).

- Legkisebb koltseg — legkisebb hossz
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Intuitiv kitéro —

— Algoritmikus informacio elmélet vivmanyai (innovacioi)
1. Formalis értelemben effektiv leiras definicidjara szoritkozva, ez

a definicié lefedi mind az intuitiv mind a matematika és Ioglkal
szempontjabdl elfogadhaté nézdpontokat.

2. Erre az effektiv definiciora szoritkozas maga utan vonja, hogy
létezik egy olyan univerzalis leir6 modszer, amely minoralja az
osszes egyeb leird modszerbdl szarmaztathaté leiras hosszat
vagy komplexitasat.

3. Egy objektum leirasanak hossza az objektum elvalaszthatatlan
tulajdonsaga, amely fuggetlen a partikularis leiré vagy
formalizalé modszertdl.

4. A zavaro Richard—-Berry paradoxon nem fog eltinni, hanem
Godel nem-teljességi tetelével kapcsolatban el6 fog kerulni,
vagyis nem minden igaz matematikai allitas bizonyithato
matematikaban.
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