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1. fejezet - Bevezetes

A statisztikai hirkozléselméletet harom {0 teriiletre szokds osztani: informacidelmélet, jeldetektalas és
sztochasztikus szlirés.

Jeldetektalas: Legyen {&.t€ T} a megfigyelt sztochasztikus jel. A Ho hipotézis esetén {&. €T} egy
mintafiiggvény az N: sztochasztikus zajbol, mig a Hi esetén az Si + Ni jel +zaj folyamatbol. A megfigyeld
dont valamelyik hipotézis javara felhasznalva egy megfeleld optimalitasi kritériumot, pl. egy teszt statisztikat.

Sztochasztikus filtracio: ez nem mas, mint a jelek, adatok sziirése, azaz a megfigyelt jel, adatsor transzformalasa
valamilyen szempontok szerint.

Az informacio fogalma kozponti szerepet jatszik az egyes ember és a tarsadalom életében, €s a tudomanyos
kutatasban. Mindennapi életiink minden pillanatdban az informacid6 megszerzés, tovabbadas, tarolas
problémajaval vagyunk elfoglalva. Természetesen mas és mas a jelentése ugyanannak az informacionak a
kiilonboz6 felhasznaldk szamara. Hasonlokat mondhatunk az észlelés, tarolas, érték stb. esetében is. Az adott
helyzettdl fiiggden szubjektiven dontiink, hasznaljuk fel stb. Ezért nem foglalkozunk az informacié fogalmaval.

Az informacidelmélet szempontjabol csak az informacié mennyisége az érdekes, mint ahogy adattarolaskor is
mellékes, hogy honnan jottek és mit jelentenek az adatok. Csak a célszerii elhelyezésiikrél kell gondoskodni.

Napjainkban mar eléggé vilagos, hogy konkrét tartalmatol, megjelenési formajatol és felhasznalasatol
elvonatkoztatva beszélhetiink az informacié szamszeri mennyiségérdl, ami éppen olyan pontosan definialhatd
és mérhetd, mint barmely mas fizikai mennyiség. Hosszll volt azonban az ut, amely ehhez a felismeréshez
vezetett. Mindenekeldtt azt kell tisztdzni, hogy mikor van egyaltalan a kérdésnek értelme. Persze mindenkinek
van valamilyen — tobbé-kevésbé szubjektiv — elképzelése az informacié mennyiség fogalmardl, de a kdznapi
szbhasznalatban ez altalaban az informacid konkrét megjelenési formajanak terjedelmességéhez, masrészt a
hasznossagahoz és egyéb tulajdonsagaihoz kapcsolddik. Ahhoz, hogy jol hasznalhaté mérészamot kapjunk,
minden esetleges vagy szubjektiv tényezotdl el kell vonatkoztatni. Ezek kdzé soroljuk az informacié konkrét
tartalmat, formajat és mindent, ami a kdznyelvben az informacio fogalmahoz kotédik. Ezt a konyortelen
absztrakciét az indokolja, hogy az informacid6 megszerzésével, feldolgozasaval, felhasznalasaval (tarolas,
atalakitas, tovabbitas) kapcsolatos gyakorlati problémak kozott nagyon sok olyan is akad, melynek
megoldasahoz (pl. a kivant berendezés vagy eljaras megtervezéséhez) az informacié szdmos jellemzdje koziil
kizarélag csak a mennyiséget kell figyelembe venni.

Az informacidé fogalma olyan univerzalis, annyira athatja a mindennapi életiinket és a tudomany minden agat,
hogy e tekintetben csak az energiafogalommal hasonlithatd Gssze. A két fogalom kozott tobb szempontbodl is
érdekes parhuzamot vonhatunk. Ha végigtekintiink a kultira, a tudomany nagy eredményein, a legnagyobb
felfedezéseken, azoknak jelent6s részét két vilagosan elkiilonithet6 osztalyba sorolhatjuk.

Az egyik csoportba az energia atalakitasaval, tarolasaval, tovabbitasaval kapcsolatos felfedezések tartoznak. PI.
a tiz felfedezése, a viz- és szélenergia felhasznaldsa, egyszeri gépek kostrualasa, az elektromos energia
hasznositasa stb.

A masik csoportba az informacid atalakitasaval, tarolasaval, tovabbitasaval kapcsolatos felfedezések tartoznak.
Pl. az iras, a konyvnyomtatas, a taviro, a fényképezés, a telefon, a radio, a televizid és a szamitogép stb.

Szamos, az elsé csoportba tartozo felfedezésnek megvan a parja a masodik csoportban.

Meég egy szempontbdl tanulsagos parhuzamot vonni az energia- és az informaciofogalom kozott. Hosszl idébe
telt, amig kialakult az energiamennyiség elvont fogalma, amelynek alapjan a kiilonb6z6 megjelenési formait,
mint pl. a mechanikai energiat, a hdenergiat, a kémiai energidt, az elektromos energiat stb. Ossze lehetett
hasonlitani, kozos egységgel lehetett mérni. Erre a felismerésre és egyben az energia-megmaradas elvének a
meghatarozasara a XIX. szdzad kozepén jutott el a tudomany. Az informacié fogalmaval kapcsolatban a
megfeleld 1épés csak a XX. szazad kdzepén tortént meg.

Miel6tt ratérnénk az informacidomennyiség mértékének kialakulasara, torténetére meghatarozzuk, hogy mit is
jelent az informacid absztrakt formaban.

Informacion dltalaban valamely véges szamu és eldre ismert lehetoség valamelyikének a megnevezését értjiik.




Bevezetés

Nagyon fontos, hogy informaciomennyiségrdl csak akkor beszélhetiink, ha a lehetséges alternativak halmaza
adott. De ebben az esetben is csak akkor beszélhetink az informaciomennyiség definialasarol, ha
tomegjelenségrdl van szd, vagyis ha nagyon sok esetben kapunk vagy szerziink informacioét arrél, hogy az adott
lehetdségek koziil melyik kdvetkezett be. Mindig ez a helyzet a hiradastechnikaban és az adatfeldolgozasban, de
szamos mas teriileten is.

Az informacidomennyiség kialakulasdhoz a kezdeteket a statisztikus fizika kutatoi adtdk meg. Ebb6l adodik a
fizikaban hasznalatos elnevezés (pl. entropia): L. Boltzmann (1896), Szilard L. (1929), Neumann J. (1932).
Tovabb4a, a kommunikacidelmélettel foglalkozok: H. Nyquist (1924), R.V.L. Hartley (1928).

A hirkdzlés matematikai elméletét C.E. Shannon (1948) foglalta 6ssze oly médon, hogy hamarosan tovabbi,
ugrasszeri fejlédés alakuljon ki ezen a teriileten. Mar nemcsak az elmélet alapproblémait fejti ki, hanem

ugyszolvan valamennyi alapvetd modszerét és eredményét megadja.

Parhuzamosan fejlesztette ki elméletét N. Wiener (1948), amely erdsen tamaszkodott a matematikai statisztikara
és elvezetett a kibernetikai tudomanyok kifejlddéséhez.

Shannon a kovetkez6képpen adta meg a zajmentes (egyiranyu) hirkozlési rendszer altalanos modelljét:

1.1. abra - Az egyiranyi hirkozlési rendszer altalanos modellje (zajmentes)

| Forras I—'—f Kadolo |—'—|Csa‘corna HDekédoléH Felhasznalo |

Lathato, hogy meg kell oldanunk a kovetkezd problémakat: Az iizenet leforditasa tovabbithatd formara. Az
érkez6 jel alapjan az ilizenet biztonsagos visszaallitdsa. A forditas (kodolés) legyen gazdasagos (a dekddolas is) a
biztonsag megtartasa mellett. Haszndljuk ki a csatorna lehetdségeit (sebesség, kapacitas).

1.2. abra - Az egyiranyu hirkozlési rendszer altalanos modellje (zajos)

| Forrés |+ Kédolo [+ Csatorna [+ Dekédolof+— Felhasznals |

Zaj

Természetesen ezek a problémak mar a tervezési szakaszban felmeriilnek. Viszont gyakran keriiliink szembe
azzal, hogy a mar meglévé rendszer jellegzetességeit, kapacitasait kell optimalisan kihasznalni. Szédmos
szamitastechnikai példa van arra, hogy a biztonsagos atvitel mennyire lelassitja az adataramlast. Tovabba egy
[1j6” kédolas hogyan valtoztatja az lizenet terjedelmét, a felhasznalas gyorsasagat.

Az informacidelméletet két nagy teriiletre bonthatjuk: az algebrai kodolaselmélet és a Shannon-féle,
valosziniiség-szamitason alapulo, elmélet.

Az informacioelmélettel foglalkozok a kovetkez6 harom kérdés [Imennyiségi” vizsgalataval foglalkoznak: Mi
az informacié? Melyek az informacidatvitel pontossaganak a korlatai? Melyek azok a moddszertani és
kiszamitasi algoritmusok, amelyek a gyakorlati rendszerek esetén a hirkozlés és az informacidtarolas a
megvalositas soran megkozeliti az elobb emlitet pontossagi, hatékonysagi korlatokat?

Az eddigiek alapjan a jegyzet anyagat a kdvetkezé témakorokben foglalhatjuk 6ssze: Az informacidomennyiség

mérése és ennek kapcsolata mas matematikai teriiletekkel. A hirk6zlési rendszerek matematikai modellje (zajos,
zajmentes vagy diszkrét, folytonos). Kddolaselmélet (zajos, zajmentes; forras, csatorna).

1.1.1. A feldogozott teruletek cimszavakban

Az egyiranyu hirkozlési rendszer altalanos modellje. Az informaciomennyiség Hartley-féle értelmezése,
szemléletes jelentése, kapcsolata a blokkonkénti kddoléassal.
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Bevezetés

Az A esemény Shannon-féle informiciomennyisége, axiomatikus bevezetés (elvart tulajdonsdga In(x)
valosziniségi valtozo értéke altal tartalmazott egyedi informaciomennyiség, Shannon-féle entropia, az
fiiggvény tulajdonséagai, Jensen-egyenl6tlenség, az entropia tulajdonsagai.

Informéacionyereség és varhatd értéke, Kullback-Leibler eltérés vagy I-divergencia, az entrdpia axiomatikus
szarmaztatasa, a sztochasztikus fliggdség mérése, teljes eseményrendszerek sztochasztikus fiiggése, kolcsonds
informaciomennyiség, az [-divergencia tulajdonsagai.

Aszimptotikus ~ Stirling-formula, az I-divergencia ¢és a valdsziniiség kapcsolata, a kolcsonds
informaciomennyiség és az entropia kapcsolata, McMillan-felbontési (particionalasi) tétel, a feltételes entropia
és tulajdonsagai, Fano egyenldtlenség.

Kodolaselméleti  fogalmak: stacionaritas, Dbetlinkénti és  blokkonkénti  kodolas, zajmentesség,
emlékezetnélkiiliség, egyértelmli dekddolhatosag. Keresési stratégiak és prefix kodok, kodfa, atlagos kodhossz.
Kraft-Fano egyenldtlenség, prefix kodok atlagos kodhoszszara vonatkozo allitasok. Hatasfok, maximalis
hatasfoku kod 1étezése, McMillan-dekodolasi tétel (Karush-féle bizonyitas). Shannon-Fano-, Gilbert-Moore-,
Huffman-féle kod. Az optimalis kod tulajdonsagai, a kodfahoz kapcsolodd tulajdonsagok, az optimalis kodolas
elso Iépése.

Csatornakapacitas: emlékezetnélkiili eset, zajmentes eset, bindris szimmetrikus csatorna. Nem azonos atviteli
id6 esete: informacio atviteli sebesség, csatornakapacitas, optimalis eloszlas. A kapacitds numerikus
meghatarozasa, a modszer konvergencija. Az atlagos id6hossz, Kraft-Fano egyenlétlenség.

Blokkonkénti kddolas, atlagos kodhossz és korlatai, stacionér forrds entropiaja, a zajmentes hirkdzlés alaptétele,
McMuillan-felbontasi tétel és a zajos kodolas kapcsolata.

Zajos csatorna kodolasa: binaris szimmetrikus csatorna, (k.n) kod, algebrai strukturak, vektortér, a kizaré vagy
mivelete, norma, Hamming-tavolsag és tulajdonsagai, maximum likelihood kddolas, a hibajavithatosag és a
kodtavolsag kapcsolata, csoportkod, hibajelezhetdség, hibaateresztés, linearis kod, szisztematikus kod,
paritasellendrzé matrix, szindroma, részcsoport, mellékosztaly és tulajdonsagai, mellékosztalyok és szindromak
kapcsolata, mellékosztalyok tablazata, dekodolasi tablazat, osztalyelsok, a dekodolédsi tablazat tdvolsag
tulajdonsaga.

Entropia és I-divergencia folytonos esetben, tulajdonsagok. Specialis eloszlasok entropiaja. Entropia
maximalizalas, véges szorasu eset.

2.1.2. JAVA appletek a jegyzethez

A kovetkez6 problémakhoz késziilt applet

1. Shannon-Fano kodolas

2. Snanon-Fano kodolés (additiv koltség esetén)

3. Gilbert-Moore kddolas

4. Gilbert-Moore kodolas (additiv koltség esetén)

5. Huffman kodolas

6. Csatornakapacitas szamitasa (additiv koltség esetén)

Appletek
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2. fejezet - Az informaciomennyiség

1. 2.1. Egyedi informaciémennyiség, entropia

A bevezetés alapjan informacion valamely véges szamu ¢és elére ismert lehetdség valamelyikének a
megnevezeését értjiik.

Kérdeés: Mennyi informacidra van sziikség egy adott
X = {;r.'1 I P ;r.'”}
véges halmaz valamely tetszdleges elemének azonositasdhoz vagy kivalasztasahoz?

Tekintsiik példaul a jolismert hamis pénz problémat. Itt kétserpenyds mérleg segitségével kell kivalasztani a
kiilsOre teljesen egyforma pénzdarabok koziil a kdnnyebb hamisat. Ez ugy torténhet, hogy azonos darabszamu
csoportokat téve a mérlegre, megallapitjuk, hogy a keletkezett harom csoportbdl melyikben van a hamis. Ha
ugyanis a mérleg egyenstlyban van, akkor a maradékban van, ha nem, akkor a kdnnyebb csoportban. Ez az
eljaras addig folytatodik, amig megtalaljuk a hamis pénzdarabot.

Ha n = 3F alaka a pénzdarabok szdma, akkor atlagosan k mérlegelésre van sziikség, de atlagosan ennél
kevesebb mar nem vezethet mindig eredményre.

2.1. Megjegyzés. Altalaban legalibb
logym
merlegelésre van sziikség, ami osszefiigg azzal, hogy egy mérlegelésnek 3 kimenetele van.

A probléma tovabbi vizsgalatara még visszatériink, viszont elétte tekintsiik a kovetkezd egyszerli problémat:
Hany binaris szamjegy sziikséges egy n elemii halmaz elemeinek azonositasahoz?

2.1. Példa. Az amerikai hadseregnél allitolag tigy végzik a vérbajosok felkutatasat, hogy az egész tarsasagtol
vért vesznek, és a paciensek felének vérébdl egy részt 0sszedntve elvégzik a Wassermann-probat. Amelyik
félnél ez pozitiv, ott a felezgetést tovabb folytatjak egész addig, amig a betegeket ki nem sziirték. Ez a modszer
nagyon gazdasidgos, mert ha 1000 paciens kozott pontosan egy vérbajos van, akkor az 10 vizsgalattal
lokalizalhatd, mig az egyenkénti vizsgalatnal — ami adminisztracidés szempontbol persze sokkal egyszeriibb —
atlagosan 500 probara van sziikség.

A

Hartley(1928) szerint az n elemit X halmaz elemeinek azonositasahoz
I =logyn

mennyiségll informaciora van sziikség.

Ennek az a szemléletes tartalma, hogy ha n = 2* alaku, akkor & = 1022 1 hossziisagii binaris sorozat sziikséges.
Han # 2" alaku, akkor [logyn] +1 ([] az egészrészt jeloli) a sziikséges binaris jegyek szama. Tovabba, ha azt
tekintjiik, hogy az altalunk vizsgalt esetek valamely tomegjelenséghez tartoznak, akkor az a kérdés, hogy az X
elemeibdl allo tetszélegesen hosszll sorozatok hogyan irhatok le binaris sorozatokkal.

. k-1 - 9k
Tekintsiik az m hosszasagl X elemeibdl allo sorozatokat, akkor ezek szama n™. Ha 2"~ < n"™ = 2%, akkor az
'!|.

X halmaz egy elemére esé binaris jegyek szama m ~ Ekkor

’!‘.
— < loggn+ —,

log, n <
B T T

—

azaz m ndvelésével 1022 1 tetsz6legesen megkozelithetd.




Az informaciémennyiség

Ezek szerint, Hartley formulaja az informacio mennyiségét a megadashoz sziikséges allando hosszlisagu binaris
sorozatok als6 hataraként definialja.

Ennek megfeleléen, az informaciomennyiség egységét bitnek nevezziik, ami valdszintileg a [Ibinary digit”
angol nyelvil kifejezés roviditése. Hartley szerint a két elemil halmaz elemeinek azonositasdhoz van sziikség
egységnyi (1bit) mennyiségli informacidra. Néhany szerzé az e alapti természetes logaritmust preferalja, ekkor
az egység a nat. A logaritmusok kozotti atvaltas alapjan 1bit = In 2nat.

Hartley egyszerti formuldja szdmos esetben jol hasznalhatd, de van egy komoly hibéja: nem veszi figyelembe,
hogy — tomegjelenségrdl 1évén szd — az egyes alternativak nem feltétleniil egyenértékiek.

Példaul, nem sok informacioét nyeriink azzal, hogy ezen a héten sem nyertiink a lotton, mert ezt elére is
sejthettiik volna, hiszen rendszerint ez torténik. Ezzel szemben az 6t0s taldlat hire rendkiviil meglepd, mert
igazan nem szamithatunk ra, ezért az sokkal tobb informaciot szolgaltat.

Ezt a nehézséget Shannon(1948) a valoszinliség és az informaci6é fogalmanak 6sszekapcsolasaval oldotta meg.
Shannon szerint egy () valoszinliségli A esemény bekovetkezése

mennyiségli informaciot szolgaltat. Ez a mérdszam a Hartley-félénél sokkal arnyaltabb megkiilonboztetést tesz

lehet6vé, és ha az n lehetdség mindegyike egyforman n valdszintiségli, akkor a Hartley-féle formulara
redukalodik.

A tovabbiakban el6szor megvizsgaljuk, hogy mennyire természetes a Shannon altal bevezetett mérészam. Az
eddigiek alapjan a kovetkez6 tulajdonsagokat varjuk el az informacidmennyiség mérészamatol:

1. Additivitas: Legyen n = N M alaku, azaz felirhato két természetes szam szorzataként. Ekkor X felbonthatd
N

x=JE.
N darab diszjunkt A elemii halmaz unidjara, azaz i=1 Ez azt jelenti, hogy az azonositasa az
elemeknek gy is torténhet, hogy el8szor az £i halmazok egyikét azonositjuk, s utdna az Ei halmazon beliil
torténik az azonositds. Emlékezziink vissza a hamis pénz problémara. Ekkor elvarhatd, hogy a két szamitasi
mod alapjan az informaciomennyiségek megegyezzenek, azaz

I(NM)=I(N)+1(M).

2.2. Megjegyzés. Ez a tulajdonsag fiiggetlenségként is felirhato, mert két egymastol fiiggetleniil elvégzett
azonositas osszekapcsolasanak felel meg.

2. Monotonitds: A lottoés példa alapjan elvarhato, hogy kisebb valdsziniiségii esemény bekdvetkezése nagyobb
informaciomennyiségii legyen. EbboOl viszont rogton kovetkezik, hogy az informaciomennyiség csak a
valoszintiségtdl fiigg. Létezik [ fiiggvény, hogy az A esemény valészintiségéhez rendelt 1(A) = f(P(A)).
Hiszen P(A) = P(B) esetén 1(A) =1(B). mert ha P(4) = P(B). akkor (A} =1(B). mig ha
P(A) = P(B). akkor I(A) < I(B).

1
Pla) = <.
3. Normalds: Legyen ! (4) =1.na (4) 2 Ez 6sszhagban van azzal, hogy egy kételemii halmaz elemeinek

az azonositasahoz pontosan 1bit informaciora van sziikség.

B
2.3.Tétel. Ha f : (0.1] = R g5 1) f(p) = fla) hap < q. 2) flpa) = flp) + fla). 3) H3) =1 skor

s = lr_mggl

I . —r - . . .
Bizonyitas. Az P jeldléssel az allitasunk alakja: f(277) = = ha = = 0. Ezt fogjuk bizonyitani.

5
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Az informaciémennyiség

2.1. abra - A 2~ fiiggvény
A 27(-x) fiiggvény

] 1000
800 -
600
400
200
L L I !
-10 -5 0 5 10

— Z'X

A (2) feltétel alapjan flp") =nflp)(n € N). ami teljes indukcidval egyszerlien belathato. Ezt alkalmazva a
1

P=73 esetre kapjuk, hogy /(27" ) = n. Tovabba,

T

mn n
27" = (?_;) cazaz f(27") =mf (2_;) .

Tehat barmely (0 < x raciondlis szamra f27%) = . Ha = = 0. akkor

) + ,f(?[]:' =14 f[l) azaz f“:' =0.

o] =

1= 7(32) = I

Ha x = 0 irracionalis, akkor minden m € N esetén létezik 7 € N. hogy

n n+1
— = =

m m
Ekkor

n n+1 )
n_ f (Q_m.) < If‘[?‘-") < f (2_ T ) _ = + .
m m

amelybdl m — oo esetén kovetkezik, hogy f(277) = = hax = 0. azaz

6
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Az informaciémennyiség

2.2. abra - A reciprok logaritmusa

A log(1/x) figgvény
8 —_

— )

In(2)

2.4. Megjegyzés. Néhdany alapvetd irodalom, amelyben az alapfogalmak és tulajdonsdgaik megtaldlhatoak: [3],
[12], [7]. [8]

1
e =x) =logy ———
2.5. Definicié. Az P = z) mennyiséget a & valosziniiségi valtozo x értéke altal tartalmazott
egyedi informdciomennyiségnek nevezziik.

2.6. Definicio. A

P={p1.p2.....pn}

crer

113
HI:"-.) == ZPI 10?;2 o
i=1
mennyiséget.

2.3. abra - Az entrépia fiiggvény binaris esetben

7
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1,0

0,94

0,8

0,77

0,6

0,5

0,4

(0,3

0,2

0,17

T T T I T I T T T 1
0 0.2 0,4 0,6 0,8 1
P

2.7. Megjegyzés. A valosziniiségek kozott a 0 is elSfordulhat, igy problémat okozhat, hiszen a logaritmus
fliggvény csak pozitiv szamokra értelmezett. Ezt azonban megoldja az, hogy az logy x fiiggvény folytonosan
kiterjesztheté a nulldara, mert

1
lim xlog,x =0, azaz 0Olog,0=—-0log,—=10
r—+0+0 = = =0

lehet definicio szerint.

2.4. abra - Az «ln(z] fiiggvény

8
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Az informaciémennyiség

Az x*In(x) fiigevény

20

xlnix)

Vegyiik észre, hogy a H (€) mennyiség nem mas, mint az egyedi informacidémennyiség varhato értéke.
Ha nem okoz zavart, akkor az entrdpia jelolésére még a kdvetkezdket is fogjuk hasznalni:
H({)=H(P) = Hulp1.p2..... po) = Hlpi.po.....pn ).

2. 2.2. Az entrépia tulajdonsagai

1. Hulpi.pz...opn) 2 0.

Bizonyitas. Az 6sszeg minden tagja nemnegativ.

|

2.5. abra - Az entropia fiiggvény harom elemii eloszlasra




Az informaciémennyiség

0,25
0,0 q

2. Hape =léspi = 0(1 < i< n.i#k) akkor Hulp1.p2..... pn) = 0.

3. Huvtlpr.pa.. ... pn-0) = Hpulpr.po.. ... P ).

11 1
A H.(pi.p2..... p,t:l < H,t(—, —es —) = log, n.

nn n
Bizonyitas. A — logy = konvex fiiggvényre alkalmazzuk a Jensen-egyenldtlenséget.
|

5. H(£) folytonos fiiggvény.

6. Hulpi.p2..... Pr) szimmetrikus a valoszintiségekben.

7.Hadn = p1 +p2 + -+ -+ pm. akkor

H:t+m—1[f11-f12 ----- frn1:-M-P2..... pm) ==

P1 P2 p
= H,lq1.q0..... q,t:l ‘g Hpl—. —=.. ... =,
fn n Gn
Bizonyitas.
10
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Az informaciémennyiség

P1 D2 Pm
Hn(ff] SR -Q’Jr:l +fanm(_- R
fn fn Gn
n m p; P;
- - Z A ]-Ugj 0 — i Z = ]-Ugj —= =
i1 i—1 fn Gn

™ m

= Z o 10{.’,'2 g — ZIHUUE—’;: P 10{.’,'2 fi’n) =
i=1 i=1

n—1 m m

= - Z i ngE i — Gn ngE n — Zp.f ngE pit ngE tn ZIJJ =

i=1 i=1 i=1

n—1 m

= - Z i ngE i — ZIJJ ngE P =

i=1 i=1

=H.lr—.li'l—] I:ffl 0T PRI fn—1-M-P2.... 'pm:l'

Tehat finomitas hatasara az entropia értéke nem csdkkenhet.

2.8. Megjegyzés. Az entropia axiomatikus szdrmaztatasa [1], [12]: Ha a fenti tulajdonsagok koziil
megkéveteljiik, hogy

1 H (P) folytonos a P eloszlasban,
1

@A Pe= 0 (1 <4 < n) esethez tartozé H monoton névekvé az n fiiggvényében;
(3) Ha 0 < A < 1. akkor

Hyi(propoe o Apn (1= A)pn) = Hyulpr.pa. ... .pn) + oo Ha(A 1 — A).

3. 2.3. Feltételes entrépia

X = {:r.'].....:::”}.}' = {yl.....ym}.

Legyen
(L) 1= X xY

véletlen vektor, melynek egyiittes eloszlasa
PI:"-. = ;;_-’-,yj-:l = Pij-

Mivel az entropiat csak az eloszlas hatarozza meg, ezért rogtén adodik, hogy

T m

H(P)=H{n) =— Z Zp,-.j- log, p;;.

i=1 7=1

2.9. Definicio. A

m

H(gln) =" Ply = y; ) H{g|n = y;)
=1
ahol

1
E=mln=y;)

H(|n=y;) = Z P(¢ = wiln = y;) log, Pl

i=1

11
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2.10. Tétel.

H(¢ n) = Hin) + H(En).
2.11. Tétel.

H(¢) = H(¢|n)

egyenloség teljesiil fiiggetlenség esetén.

4. 2.4. Feladatok

1. n pénzdarab koziil az egyik hamis, kdnnyebb, mint a tobbi. A tobbi mind egyenlé sulyt. Legalabb hany
mérésre van sziikség ahhoz, hogy kétserpenyds mérleggel, sulyok nélkiil minden esetben meg tudjuk hatarozni,
melyik a hamis.

2. 12 pénzdarab koziil az egyik hamis, de nem tudjuk konnyebb-e néluk vagy nehezebb. A tébbi mind egyenld
silyn. Igazoljuk, hogy 3 mérés elég ahhoz, hogy ketserpenyds mérleggel, sulyok nélkiil minden esetben meg
tudjuk hatarozni, melyik a hamis! Altalanositsuk a feladatot n darabra!

3. Igazolja, hogy H(¢.&) = H(E)!

4. Igazolja, hogy H{&.n) = H(n) + H([n)!

5. Igazolja, hogy H (&) = HI¢|n)!

6. Igazolja, hogy H{&.m) < H(n) + H(&)! Mikor van egyenl8ség?

7. Hatarozza meg az entropiat a kdvetkezo eloszlashoz:

P = {0.5,0.25,0.125, 0.075, 0.05}!

5. 2.5. Onellendrz6 kérdések

1. Ismertesse az egyiranyu hirkozlés altalanos modelljét!

2. Definialja az egyedi informaciomennyiséget!

3. Definidlja az entropiat!

4. Ismertesse az entropia tulajdonsagait!

5. Definialja a feltételes entropiat, ha adott az egyiittes eloszlas!

6. Adja meg az entropiat meghatarozoé axidmakat!

7. Lehet-e az entropia negativ?

8. Definidlja a feltételes entropiat!

9. Ismertesse, hogy mely tulajdonsagokbol adodik a Shannon-féle informaciomennyiség!

10. Ismertesse a Jensen-egyenl6tlenséget!

12
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3. fejezet - Az I-divergencia

1. 3.1. Informacid és bizonytalansag

Egy wvéletlent6l fiiggd kimenetelii kisérlet eredménye tobb-kevesebb mértékben bizonytalan. A kisérlet
elvégzésével ez a bizonytalansdg megsziinik. A kisérlet eredményére vonatkozo, erdetileg fennalld
bizonytalansdgot mérhetjiik azzal az informacidmennyiséggel, amit a kisérlet elvégzésével (atlagban) nyeriink.
A bizonytalansagot tehat felfoghatjuk, mint informacio hianyt, vagy megforditva: az informaciot ugy, mint a
bizonytalansag megsziintetését. Az informacid betdltése ekvivalens a bizonytalansag megsziintetésével, azaz

informaci
0
betéltées=
a-priori
bizonytal
ansag —
a_
posteriori
bizonytal
ansdag.

A két fogalom viszonyat jol vilagitja meg a kdvetkez6 példa:

Ha egy A esemény valoszinlisége eredetileg P- de a B esemény megfigyelése utan ¢ -ra valtozott (azaz
P(A) =p ¢s PA|B) = 4), akkor

1 1

log, — — log, — = log, ki

p ] o p

loe 4
informaciot nyertiink (vagy vesztettiink). Tehat ™ p informéciot szereztiink A-ra nézve. Vegyiik észre, hogy
P{A|B PANEB P(B|A

log, 1_ log, 7( 15) = log, 7( ) = log, 7( 14)

2y = B TRy R PAPE) 2 P(B)

Tovabba, hogy az informacionyereség 0, ha A és B fiiggetlenek.

Egy K kisérlet lehetséges kimeneteleinek egy teljes eseményrendszere legyen az 1.4z, ... 4Ax. amelyek (a-
priori) valosziniisége Pi = F (Ai) szamok (i =1.2.....n). Megfigyeltik egy B esemény bekovetkezését,
amely kapcsolatban all a K kisérlettel. Ugy azon feltétel mellett, hogy B bekovetkezett, az A: események
feltételes (a-posteriori) valoszinliségei eltérnek ezek eredeti (a-priori) valoszinliségeitdl, mégpedig

P(A;|B) = g.
Kérdés: mennyi informaciot nyertiink a /3 esemény megfigyelése altal a K. kisérlet varhatd kimenetelére nézve?

Tudjuk, hogy F = {pi}¢s @ = {ai} eloszlasok. Ha nem azonosak, akkor létezik olyan Ar esemény, amelyre
Pe = 4k ( a bizonytalansag csokkent) és olyan is, amelyre Pr < 4t (a bizonytalansag nétt). Az
informécionyereség varhato értéke:

el
. i
D(Q||P) = i logs —.
(QIP) =3 s logs 7
Ezt a mennyiséget a B esemény megfigyelése altal kapott, a K kisérletre vonatkozo, Shannon-féle
informaciémennyiségnek vagy a P eloszlasnak a @ eloszlassal valé helyettesitésénel  fellépd

informacionyereségnek nevezziik.

3.1. Példa. Egy valasztason n part indit jeldltet. Eldzetes elképzelésiink az, hogy az egyes partok jeldltjeire a
leadott szavazatokbdl P1. pz..... Pn rész esik. A valasztds utan megismerjik a tényleges 1. 42..... n
szavazati aranyokat. Az a hir, amely ezt az informaciot széllitotta informacidémennyiséget juttatta birtokunkba,
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Az I-divergencia

amely mennyiség jellemzi azt, hogy az eredeti elképzelésiinkt6l milyen messze all a valosag. Tehat felfoghat6 a
két eloszlas kozotti eltérés mérdszamaként is.

A

3.1. Megjegyzés. Az eloszlasok kozotti eltérések mérdszamara sokféle probalkozas tortent (Hellinger(1926),
Kolmogorov(1931), Mises(1931), Pearson(1905) stb.) Az informdciomennyiséghez kotédot a

D(Q[|P)

diszkriminalo informaciot Kullback és Leibler(1951) vezette be hipotézisvizsgalat felhasznalasaval. Szokdsos
elnevezés még az informdcioé divergencia vagy I-divergencia.

2. 3.2. Az I-divergencia tulajdonsagai

1. D(Q[|P) = 0. egyenléség akkor és csak akkor, ha pi = @i (1 < i < n).

Bizonyitas.

. n e 0. 1 ” . @\ n . n o
DIQIIP) = D aiters &> iy Y o (1-2)- -3 p=0
|

D(Q|[P) = log, =
2.Haae = l¢sq =001 <i<ni#k)akkor o

3. D(Q[IP) nem szimmetrikus.

Bizonyitas. Tekintsiik pédaul azt az esetet, amikor

=1 & p=0 (1<i<ni#k).

|

4, D(Q|P) folytonos fiiggvény.

5. D(Q|[P) konvex fliggvénye a P eloszldsnak a & rogzitése esetén.
6. D(2[[P) konvex fiiggvénye a Q eloszldsnak a P rdgzitése esetén.
7. Legyenek &1 és Qz illetve P1 és Pz fiiggetlenek, ekkor

D(Q1 x Qa||Py x Pa) = D(Q1]|P1) + D(Qz]||Pa).

L L
G=3 i D= D Pk
8. Ha i=1  és =1 (k=1.....n). akkor
T My f; Bl f;
ki o Gk
Z Z . log, ;—j = Z 102, —
[ Pe; Pr

azaz a felosztas (particionalas) finomitasa nem csokkenti a diszkriminal6 informaciot. Egyenldség akkor és csak
akkor, ha barmely & és 7 esetén

ki _ Pri
Gk Pk
Bizonyitas. Az un. log-szumma egyenlétlenség alapjan bizonyitunk. Legyen @i, ... @y és Bi. .... by,

mindegyike nemnegativ, tovabba
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g by

Egyenl3ség akkor és csak akkor, ha barmely 1 < < mesetén a B
Ha @ = 0. akkor az 4llitas nyilvanval6. Ha @ # U. akkor legyen

i b; ; - g i )
G=—pi=7, & > ailog, — —alog, > =aD(Q[[P) 2 0.

b i] h
i=1 *

L(Q[IP) = gilog, pi.
3.2. Megjegyzés. Legyen i=1 Ekkor
D(Q[|P) =—-H(Q) — L(Q||P).
Ha @ rogzitett, akkor D (Q||P ) minimalis, ha L[Q”P :' maximalis, ezert ezt maximum likelihood feladatnak
nevezziik. Szokésos elnevezés LIQ[|P) kifejezésre a likelihood illetve a T(Q[|P) = —L(Q||P) kifejezésre az
inakkurancia.

Ha P rogzitett, akkor 1 (QIP) minimalizaldsa a minimum diszkrimindlé informdcio feladat.

3. 3.3. A sztochasztikus fuggéség mérése

A sztochasztikus fiiggetlenség ellentéte a sztochasztikus fliggéség, ami azonban nem irhaté le olyan
egyértelmiien, mint az el6bbi, hiszen nem csak egy eset lehetséges, ezért a fliggdség erdsségének jellemzésére
megprobalunk bevezetni egy mérészamot.

Legyen A és B két esemény, amelyre F(A4) = a ¢ P(B) = b. Tovabba
C1=ANB,Ca=ANB,C3y=ANB,Cy=ANB.

A{Ci} teljes eseményrendszerhez kétféleképpen kapcsolunk valosziniségeket: a-priori feltételezziik, hogy
figgetlenek (P(C5) = pi) gs a-posteriori meghatarozzuk (megfigyelés, becslés) a I’ (Ci) = ai valdsziniiségeket.
Ekkor meg tudjuk hatarozni a két eloszlas eltérését.

3.3. Definicio. Az A és B esemény fiiggoségi meéroszamanak nevezziik a

D(Q|P)

diszkriminalo informaciot.

Jele: 1A A B).

Ha A és B fuggetlenek, akkor

m=abpp=all —bl.ps = (1 —a)b,ps = (1 —a)(l —b).

Ha P(A N B) = . akkor

gl =a.qr=a—aT.qg3=b—mr.qu=1—a— b+
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Tehat
HAAB) = logy = +(a - ) logy \2 =% 4
) =0 ab @) 108 a(l —b)
(b—x) (1—a—b+x)
b—z)log, —<+(l—a—b+z)log, —-orr—".
+ (6 =) log, bl —a) +{l—a=b+a)log, (1—a)(l —n)

Vizsgaljuk meg {4 A B) viselkedését!

1, D(Q||P) = 0.4gy I(AA B) > 0,

2. 1{ANB) = I(B N A). azaz szimmetrikus.
3. Ha a és b rogzitett, akkor

max{0.a +b— 1} < = < min{a. b}.

Legyen u = max{0.a +b— 1} ¢g v = min{a. b}. azaz u < v < v. £z az intervallum sohasem iires, hiszen
ab € [1.v]. Innen az is kovetkezik, hogy x mindig megvélaszthato ugy, hogy ! (A A B) minimuma elérhetd

legyen.
4. Legyen flx) = I{A A B)In2. ekkor

filz) =In (a—x)(b—x) "

1 1 1 1
f”[:rr) = +

T r l—a—b+zx a—x b—u=x

Ebbé] adédik, hogy f konvex, f* monoton novekvs. Konnyen belathatd, hogy

..-_1;1.1.11[1 flz) = _x'_.-g}.ll[] filz) =400 & flab) = 0.
3.4. Definicié. Legyenek A1.Az..... Ay ¢s B1.Ba..... B teljes eseményrendszerek, amelyekre P(Ai) = di
(1<i<mn) P(Bj)=r; (1< j<m)¢ P(Ai N Bj) =pij. Ekkor a {4i} ¢s {B;} teljes eseményrendszerek
sztochasztikus dsszefiiggésének mérdszama

T m

FALABY) =33 pislog, 222

qiTy

i=1 j=1
Ezt a mérdszamot kélcsonds informaciomennyiségnek nevezziik.

3.5. Megjegyzés. A teljes eseményrendszerek alapjan dtirhaté valésziniiségi valtozékra. Jele: I (&.7).

4. 3.4. Urnamodellek

Egy urnaban n kiilonb6z6 fajtaju golyd van. Legyenek ezek a tipusok @1. @2..... an. Az a; tipus kihizasa
jelentse az Ai eseményt és tudjuk, hogy ¥ (4:) = pi (1 =i = n). Hizzunk az urnabél visszatevéssel i -szor.
Ekkor

0 = {w|w = (a,... .. ai, )} azaz |0 =nf.

P ki

N = — - , .. ;oo .
3.6. Definicié. Legyen PE= R (1 <4< n). ahol ki az As esemény bekovetkezéseinek a szama egy adott w € 1
elemi esemény(minta) esetén. Az w € £ minta (K.=) tipikus ([1j6 ), ha |Pi — Pil < = minden1 = i < n esetén.

3.7. Megjegyzés. A jo mintdk valosziniisége kozel azonosnak tekintheto:

k kq Cn
Plw) =pi'ps* - 'Pi ‘
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log, Plw) = Z k;log, p; =

i=1
T

. k; 1

2
i=1 B

el
. . 1
=—K E pi log, o

i=1

T 1 T 1
>l - 3o 1 -

i=1 i i=1

ahol

™
1
> log, -
Pi

i=1

egy korlatos mennyiség, igy
Plw) = 2780,
Felmeriil a kérdés, hogy a tipikus mintik mennyire téltik meg az elemi események teret.

Tekintsiik rogzitett 1. 1. = esetén az dsszes tipikus mintat. Jeldljiik ezt C'-vel és jeldlje B azt amikor az i-edik
tipusu golyd becslése (a relativ gyakorisag) =-nal kdzelebb van a valdsziniiséghez. Ekkor

C=BiNByN---NBy,=B{UBaU---U B,

igy
P(C)=1-P(BiUB:U---UB,) 21— P(B;).

i=1

de P(Bi) = 14 nagy szamok torvénye értelmében. Tehat a [1j6” mintak Osszességének valdsziniisége tart
egyhez.

Az el6zéek alapjan heurisztikusan az varhato, hogy (! két részre bonthatod, amelybdl az egyik valoszinlisége
kicsi, a masik pedig kozel azonos valosziniiségili elemekbol all.

3.8. Tétel. (McMillan felbontasi tétel) Legyen adott az eldzbek szerint egy urnamodell. Rogzitett & = () esetén
létezik Ku. ha K = Ko, akkor

O=FUF,

ahol

1. P(F)<a.

2 Ha weF akkm‘iloﬂ'L—H <4
- e K 7 Plw) o

3. (1 — §)2KH=0) < |p| < gK(H+S)
Bizonyitas. Legyen

F ={w]|log, — KH| < Ké},

1
Plw)
azaz teljesitse a 2. feltételt. Tehat ha w € F. akkor

9K H+8) £ p() < 2-K(H=3)
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F)= - K > Ké) < = —— < i
P(F) = P(|{ = KH| > K0) < 155 = 22=5 <8

ha Ko elég nagy.

A 3. rész bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy
1 > ZP(H}) > Z 2—!\’{”—1‘1—) — |.F|2_K{H_n-).
we R we R

-

amelyb6l adodik az allitas egyik fele. Masrészt I (F)=1-a. igy rogton kovetkezik a masik egyenl6tlenség is.

3.9. Megjegyzés. Ha az urnamodelliink esetén nem a mintak valosziniiséget vizsgaljuk, hanem a gyakorisagok
valosziniiséget, akkor a kdvetkezd érdekes eredményre jutunk.

Ha az i-edik tipus gyakorisiga Fi. azaz a relativ gyakorisig

ki

K’

akkor a relativ gyakorisag kozelitése (maximum likelihood becslése) az a-priori Pi valoszintiségnek. Mivel a

gyakorisagokat késébb ismerjiik meg, igy tekintheté a-pOsteriori valoszintiségnek (eloszlasnak). Legyen az A
esemeény az, hogy a gyakorisdagok pontosan

k 1 '!"2 ----- '{‘n
Tehat

_!r\_! ‘['.l Lo I
P[."i:l = m}‘}] Py™ Py -

Ekkor felhasznalva az aszimptotikus Stirling-formulat (1. Fiiggelék)

InPA) =lnk!-— Z Ink;! + Z kilnp; =
i=1 i=1

T

=RKInK — K — Z[L-,- Ink; — k;) + Z kilnp; =
i=1 i=1
=KInK - K — Z k:nk; + ZL‘; + Z.‘.',- Inp; =
i=1 i=1 i=1
n K
= Z (h In —\M) =
; k;
i=1
T ;‘ ki
=K —In& .
3 (K x )

i=1

T . '['—, R
log, P(A) = —K > (—f_logg ;,_) = —KD(P||P).

18
XMLmind XSL-FO Converter



Az I-divergencia

Rogzitett K esetén, ha nagy az eltérés valosziniiségben, akkor nagy az I-divergencia. Ekkor viszont kicsi az ilyen
minta valosziniisége. Ezt fejezi ki lényegében a nagy szamok térvénye.

5. 3.5. Fano-egyenlétienség

3.10. Lemma. Ha n = ¥ esetén a & valoszintiségi valtozo 1Y) szamui értéket vehet fel pozitiv valosziniiséggel,
akkor

H(g|n) <> P(Y =y)logym(y).

wEY

Bizonyitas. Az entropia maximumara vonatkozo egyenldtlenség alapjan
H(¢|n=y) < logym(y).
amelynek varhato értékét képezve kapjuk az allitast.

3.11. Tétel. (Fano-egyenlétlenség) Tegyiik fel, hogy a & és az T valosziniiségi valtozok ugyanazt az m értéket
vehetik fel pozitiv valosziniiséggel, és legyen

P.=) PlE=un=y)

Ty
ekkor

H(¢|n) = Pology(m— 1)+ H(P.,1— P.).

Bizonyitas.
Pln=y)

H(tn) = Pt =x.np =y)log, +

S

P(n=y)
+ 5% PlL=y.n=y)log :
? (£ =wu.m J:' Bz PlE =y.n = U:'
Mivel
Z Plp=vy)= Z[l —Plt=x))=m—1,
ey x
a P definicioja alapjan adodik, hogy
Pl =y .

Pl{ =x.n =vy)log. <

; 3 [ J:' h_?P[LZ;’ T}=U)_
-1 1
< P.log, mpr = P.logy(m — 1)+ P.log, o
Masrészt a feltételes entropia masodik tagjanal
Y Ple=yn=y)=1-F.
u
ezért
Pln=y) _ 1

Pl = y.n= logy ————— =< (1 — P.) log. .
JZ (!-. y.n U:l 0Zs P['L =y.n = U:' = ( ) 0Zs 1— -’Dr
ol
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A két fels6 becslés egyiittesen kiadja az allitast.

3.12. Megjegyzés. Ha tehat a & valosziniiségi valtozot az 1 valosziniiségi valtozoval akarjuk helyettesiteni,
akkor az itt elkovetett hibara also becslés adhaté a feltételes entropia fiiggvényeként. A Fano-egyenldtlenség

értéke éppen az, hogy a I (€ # n) hibavalosziniiséget egy informdcioelméleti mérdszammal becsiili meg.

6. 3.6. A kolcsonos informaciomennyiség
tulajdonsagai

3.13. Tétel. (A kolecsonds informaciomennyiség és az entropia kapcsolata)

I(&n) = H(C )+ H(n) — H(L 7).

Bizonyitas. A definici6 alapjan a logaritmus felbontasaval rogton adodik:

T m

Hen) =33 piylog, 22

T '_ 7

i=1 7=1

™ m

H({ ) =— Z Z pi; 108y pij.

i=1 3=1

T m

(O == 33 s lozaa

i=1 3=1

Hin) == pijlog,r;.
i=1j=1
|
3.14. Tétel. (A kolecsonos informaciémennyiség és a feltételes entropia kapcsolata)
I(§.n) = H(¢) — H(¢|n) = H(n) — H(n|¢).
Bizonyitas. A feltételes entropiardl tudjuk, hogy

H(¢.m) = H(n) + H(|n) = H(E) + H(nle).

s igy az el6z6 tétel felhasznalasaval adodik allitasunk.
|

7. 3.7. Feladatok

1. Hatarozza meg a
P — {r)—] ) 2_2. 2—25l 2—1 ) r}—:“;l r}—h}

eloszlas és a

Q={31313"2%3"%237%2.37%

eloszlas Kullback-Leibler eltérését!

2. lgazolja a Bernoulli-féle nagy szamok torvényét az I-divergencia felhasznalasaval!

3. lgazolja, hogy
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™ ™

| I;r.',-’“ < E TiPi.

i=1 i=1

ahol {P1.P2. ... .Pn} eloszlds és 1. 22, ... .y pozitiv valos szamok! Mikor van egyenldség?

8. 3.8. Onellendrzd kérdések

1. Definidlja a Kullback-Leibler eltérést!

2. Ismertesse az |-divergencia tulajdonsagait!

3. Bizonyitsa, hogy az [-divergencia nemnegativ!

4. Definialja a kolcsonds informaciomennyiséget!

5. Definiélja teljes eseményrendszerek sztochasztikus fliggésének a merészamat!
6. Ismertesse az aszimptotikus Stirling-formulat!

7. Ismertesse a Markov-egyenlétlenséget!

8. Ismertesse a Csebisev-egyenlotlenséget!

9. Bizonyitsa a McMillan-felbontasi tételt!

10. Ismertesse a polinimialis eloszlast és tulajdonsagait!

11. Ismertesse a Fano-egyenldtlenséget!
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4. fejezet - Forraskodolas
1. 4.1. Alapfogalmak

A Shannon-féle egyiranyt hirk6z1&si modell altalanos alakja [16], [3]:

4.1. abra - Az egyiranyu hirkozlési rendszer altalanos modellje (zajos)

| Forrés |+ Kédolo [+ Csatorna [+ Dekédolof+— Felhasznals |

Zaj

A hirkozlés feladata eljuttatni az informaciot a felhasznaldhoz. A tavolsagok miatt az informacid tovabbitasara
valamilyen eszkozoket (csatornakat) hasznalunk, amelyek néhany jol meghatarozott tipusti jelet tudnak
tovabbitani. Tehat a tovabbitashoz az informaciot a csatorna tipusanak megfelelden kell atalakitani. Ez a
kodolas, mig a tovabbitas utan vett jelekbdl az informacionak a visszaalakitasat dekodolasnak nevezziik.

Tovabbi probléma forrasa, hogy az atvitel soran a tovabbitott jelek megvaltozhatnak, azaz Un. zajos csatornaval
dolgozunk. Tehat olyan modszerekre is sziikség van, melyekkel az ilyen zajos csatornakon is elég megbizhatéan
vihet6 at az informacio, és amellett az atvitel koltségei, sebessége sem gatolja a hasznalhatdsagot.

Az informéacid ezer alakban jelenhet meg, &m minden csatorna csak jol meghatarozott tipusu, a csatornara nézve
specifikus informaciokat tud tovabbitani. Az {izenetet ezért mindig olyan jelekké kell atalakitanunk, amelyek a
rendelkezésiinkre 4ll6 csatornan atvihetok. A jelek atalakitasat kodolasnak nevezziik. Ha egészen pontosak
akarunk lenni, azt kell mondanunk, hogy a kommunikaciéban mindig atkodolast végziink, sot legtobbszor az
iizenetet két-haromszor is at és visszaalakitjuk (transzformaljuk). Ha példaul az informacié forrasa az ember, az
els6 atkodolas akkor zajlik le, amikor a gondolatainkat, amelyek az agynak nevezett informaciofeldolgozo és
tarold berendezésben valamilyen formaban el vannak raktarozva, szabalyos nyelvi formaba ontjiik. A masodik
akkor, amikor beszédhangga alakitjuk. Adott kommunikacids szituacidban legtobbszor a kommunikacios
lancnak csak egy szakaszat vizsgaljuk, s igy teljes joggal beszélhetiink az illeté szakaszra vonatkozo kddolasrol.

4.1. Definici6. A kddolds az az eljards, amely egy nyelv véges dbécéjébdl képzett szavakat kolcsonosen
egyeértelmii modon hozzarendeli egy masik nyelv meghatarozott szavaihoz. A kodolassal ellentétes eljards a
dekodolas.

A csatornakapacitas egyik meghatarozasa: az az informaciomennyiség, amelyet egy adott csatornan optimalis
kodolas mellett az idéegység alatt at lehet vinni. Shannon azt is megallapitotta, hogy alkalmas kodolasi
eljarassal zaj jelenlétében is megvalosithato tetszélegesen kis hibavaldsziniiségli informaciodatvitel, ha az atvitel
sebessége kisebb a csatorna kapacitasanal.

A koédolasnak az informacioatvitelben kettds célja van. Egyrészt az iizenetet a csatornan atvihetd alakra kell
hozni, masrészt ezt gy kell végrehajtani, hogy az lizenet minél gazdasdgosabban, minél révidebb id6 alatt és
minél kevesebb veszteséggel jusson el a csatorna masik végébe. (Az adatfeldolgozasban a kddolasnak mas céljai
is vannak: az adatok tomoritése, titkositasa stb.).

4.2. Megjegyzés. A kédolasnal elsérendii kovetelmény a dekodolhatosdag. Ha a vevé nem tudja az iizenetet, nem
lehet szo kommunikaciorol. A megfejtés akkor lehetséges, ha az iizenet egyértelmiien dekodolhato. Ennek
sziikséges, de nem elegséges feltétele, hogy a kiilonbozé kozleményekhez rendelt kodkozlemeények kiilonbozoek

legyenek.

A legegyszeriibb kodolasi eljaras a betlinkénti kodolas: a forraskdzlemény minden betiijéhez hozzarendeljiik az
illetd betli kodjat. Hidba kiillonboznek azonban az egyes betlik kodjai egymastol, az iizenet attdl még nem lesz
egyértelmiien dekodolhatdo. Ha ugyanis a jeleket egymas utan irjuk, a jelsorozatot tobbféleképpen is
felbonthatjuk. Ezen a bajon Morse ugy segitett, hogy a betiik k6z¢ sziinetet iktatott be. Az egyértelmiiséget azzal
fizette meg, hogy hosszabba tette az lizenetet. Baudot mas megoldast valasztott: minden betiinek azonos
hosszlisagu kodjelet feleltetett meg. gy az iizenetet egyértelmiien tagolni lehet, viszont ezzel a modszerrel is
hosszabba valik.

22



Forraskodolas

A valtoz6 kodhossz sokkal gazdasagosabb, mivel lehetdség van arra, hogy figyelembe vegyiik a forrasabécé
jeleinek gyakorisagat, s a gyakrabban el6forduld jeleket rovidebb, a ritkdbban el6forduldkat hosszabb
kodjelekkel koédoljuk. Ezt tette Morse is: az angol nyelv betligyakorisdga alapjan allitotta Ossze abécéjét. A
gazdasagossagnak van még egy feltétele: az, hogy a betik minden elvalasztas nélkiill egyértelmiien
dekodolhatok legyenek. Ez a feltétel csak akkor teljesiil, ha Ggynevezett prefix tulajdonsagt kodot alkalmazunk.

A hirkdzlés matematikai modelljében szerepld résztvevok tulajdonsagainak a leirasara és a feladat megoldasara
hasznaljuk a kovetkez6 fogalmakat.

4.3. Definicié. Legyen X = {1, ..o k. amely veges halmaz tartalmazza a forrasabécé elemeit. Jelolje az X -
bél készitett véges sorozatok halmazat X . Ennek elemeit nevezziik forrdsiizeneteknek.

4.4. Megjegyzés. Tehat
X=X~

Természetesen minden a forrds altal kibocsatott minden elem tekintheté valosziniiségi valtozonak, azaz a
forrdsiizenet az egy valdszintiségi valtozo sorozat. Sztochasztikus tulajdonsdgainak leirasahoz meg kell adni a
sorozat egyiittes eloszlasat. Mint latni fogjuk, sokszor egyszerisitjiik ezt az dltalanos esetet, hogy a véletlen
leirdsa egyszertibb legyen. A kordabbi urnamodelliink is egy ilyen esetet ir le.

4.5. Definicio. 4 forrast emlékezetnélkiilinek nevezziik, ha a valoszintiségi valtozo sorozat teljesen fiiggetlen.

4.6. Definicié. A forrast stacionariusnak (stacionérnek) nevezziik, ha a valosziniiségi valtozo sorozatban az

eltolédassal kapott véges dimenzids eloszldsok megegyeznek, azaz (§1.82. - &m) s (Ehs1:8rs2 oo Ehotom )
véletlen vektorok egyiittes eloszldsa minden M.k € N esetén megegyezik.

4.7. Definicié. Legyen ¥ = {1, ..yt (s 2 2), amely halmaz tartalmazza a kodabécé vagy csatornaabéce
elemeit. Jelélje az Y-bdl készitett véges sorozatok halmazat . Ennek elemeit nevezziik kédiizeneteknek.

4.8. Megjegyzés. Tehat
==
y=| v+
k=1
A forrasiizenetet dat kell alakitanunk olyan formara, hogy tovabbithato legyen az un. csatorndan. Zajmentesnek
nevezziik a csatornat, ha az iizenet tovabbitdas kézben nem torténik valtozas (hiba), ekkor altaldban nem

sziikséges tovabbi atalakitas. Viszont, ha a csatorna megvaltoztathatja az iizenetet, akkor még torténik egy
adtalakitas, hogy ez a valtozas jelezhetd illetve javithato legyen. Ezt fogjuk csatornakodolasnak nevezni.

4.9. Definicio. A kodolas az az eljaras, amely sordan a forrasiizenetekhez kodiizenetet rendeliink hozzd, azaz
megadunk egy

g: X =Y

fliggveényt.

4.10. Definicio. Betiinkénti kodolasnak nevezziik, ha

g: X —= ).

azaz a hozzarendelés a forrasiizenethez elemenként torténik. A
gl ). gl ). .. .glen)

a forrasabecé elemeihez rendelt kodszavak.

4.11. Definicio. Blokkonkénti kédoldsnak nevezziik, ha

g: XF—= ).
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ahol k € N rogzitett, azaz a hozzdarendelés a forrasiizenethez blokkonként torténik.

4.12. Megjegyzés. Az X" halmaz tekinthetd forrdasabécének, s igy tekinthetd betiinkénti kédoldsnak is. Tovabbd,
ha

g XF— v

ahol I € N szintén rogzitett, akkor blokkhoz blokkot rendeliink, ekkor a blokkokhoz rendelt kddszavak hossza
megegyezik, azaz allando hosszusagu kodrol beszéliink. Specidlis eset a betiinkénti eset (k= 1).

4.13. Megjegyzés. A kodok készitésénél természetesen sok szempontot szokas figyelembe venni, amelyek koziil a
legfontosabb a dekddolhatosag. Mi itt csak az egyértelmiien dekédolhaté esetekkel foglalkozunk. Ha a 9
fliggveény kolcsonosen egyértelmii, akkor a kod egyértelmiien dekodolhato. Eloszor a zajmentes csatorna esettel
foglalkozunk, feltételezve, hogy a csatornan a betiik (jelek) azonos kéltséggel mennek at. Nem azonos kéltsegii
esetnek tekintheté példaul a Morse-kod, merta jelek nem azonos idejiiek, azaz ha ésszeadjuk az idoket, akkor
azonos darabszam esetén is lehet az iizenet hossza kiilonbézo (additiv kéltségii eset).

Tehat a kovetkezd esetekben az un. zajmentes csatorna + betlinkénti kodolas + azonos koltségii esetekkel
foglalkozunk, azaz

g: X —= ).

4.14. Megjegyzés. 9\x:) = Ki az x; betiihiz rendelt kédszé. Jelélje K a kédszavak halmazat.

2.4.2. Sardinas-Patterson modszer

El6szor egy olyan moddszerrel foglalkozunk, amely segitségével egy kodrdl eldonthetd, hogy egyértelmiien
dekodolhato.

Legyen K tetszéleges kod, amelyben a kodszavak kiilonbozdek ¢és nem tresek. A K" sz6 a K' sz0 utan
kovetkezik, ha K # 0 g5 1étezik i € K. hogy K'K" = K; vagy K' = K; K".

A K kodhoz rekurzive megkonstrualjuk az Sm.m = 0.1, 2, ... halmazokat. Legyen So = K. Az Sm+1 halmazt
az Sin halmaz szavai utan kovetkez6 szavak halmazaként definialjuk.

4.15. Tétel. A X kéd akkor és csak akkor egyértelmiien dekédolhatd, ha az Si. (i 2 1) halmazok nem
tartalmaznak kédszot, azaz So valamelyik elemét.

4.16. Megjegyzés. A tétel bizonyitasival nem foglalkozunk, mert absztrakt algebra nélkiil a bizonyitas
hosszadalmas. Egy ilyen megtaldlhato a [3] kényvben. Az absztrakt algebrai bizonyitas pedig a [4] konyvben.

4.1. Példa.
Sp 51 S 53 5

0 1 0 01 0
101 01
001

Tehat egyértelmiien dekodolhato.

A

4.2. Példa.
Sp 51 S 53 5

0 10 1 01 1
010 0
101

Tehat nem egyértelmiien dekddolhato hiszen a 0 € S1 kodszo.

A
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4.3. Példa.
Sp S S 8y 8y 8
i1 d eb de b ad
o bbh  cde bede
ad
abb
bad
deb
bbede

Tehat nem egyértelmiien dekddolhato hiszen az ad £ S5 kodszo.

A

4.4. Példa.

S S S e C T PR GO
T 010 1 100 11 00 o1 0
xy 0001 1110 110 011 10
xq 0110 01011 110 001
xy 1100 0 110
xrs 00011 0011
rg 00110 0110
r+ 11110
rg 101011

Tehat nem egyértelmiien dekodolhatod hiszen az 3 = 0110 € Si kodszo.
A 000110101111000110 kodiizenet példaul kétféleképpen is dekodolhato:
T3 TRIES

és

T5T1 T TG

A

3. 4.3. Keresési stratégiak és prefix kédok

Elképzelhetd olyan keresési feladat, ahol egyszerre legfeljebb s = 2 csoportrol tudjuk egyetlen kisérletre
eldonteni, hogy a keresett elem melyikben van.

Absztrakt megfogalmazas: Legyen a keresett & dolog az X = {r1..an} véges halmaz valamelyik eleme. A
-t valoszinliségi valtozénak tekintjiik: Pi = £ (& = i) al eloszlasa. A kesesési stratégiak definialasahoz és
attekintéséhez felhasznaljuk a grafos leirasukat.

Féanak nevezziikk az olyan iranyitott grafokat, melyek egy kitiintetett szogpontjabol, a kezdépontbol, agak
(iranyitott utak) indulnak ki, melyek a késébbi szogpontokban ismét elagaznak, de ujra biztosan nem
talalkozhatnak. Azokat a szogpontokat, melyekbdl tovabbi élek mar nem indulnak ki, végpontoknak nevezziik.
Mivel az agak 0jra nem talalkozhatnak, a kezddpontot mindegyik végponttal pontosan egy ag koti 0ssze. Az
agat alkoto élek szamat az ag hosszanak nevezziik.

Tekintsiink egy n végpontt fat és rendeljiik hozza kdlcsdondsen egyértelmii modon a fa végpontjaihoz (dgaihoz)
az n elemll X halmaz elemeit. Az ilyen mddon cimkézett végpontl fat az X halmaz kédfajanak nevezziik. Ha a
kodfa minden szogpontjahoz az X halmaznak azt az A részhalmazat rendeljik hozza, amely a szogponton
athalad6 agak végpontjaihoz tartozd elemekbdl all, akkor olyan megfeleltetést kapunk a szogpontok és az X
bizonyos részhalmazai kozott, hogy barmelyik szogponthoz rendelt halmaz a szdgpontbol kiinduld élek
végpontjaihoz tartozo, paronként diszjunkt halmazok egyesitése. Lathato, hogy az X halmaz olyan kodfaja, ahol
minden szogpontbol legfeljebb s él indul ki egy s alternativas keresési stratégidt definidl. Ez a megfeleltetés
kolcsondsen egyértelmii.

25
XMLmind XSL-FO Converter



Forraskodolas

Ha & = . akkor a megtalalashoz sziikséges 1épések szdma az = végpontba vezetd ag L(x) hossza. A feladat az
L= ZL[;L‘;)P({, =)
i=1

vérhat6 1épésszam minimalizalasa. Mivel egy lépéssel legfeljebb 1022 $ mennyiségfi informéciot nyerhetiink és a
hidnyzé informacié H (£ ). ezért varhatéan L nagyobb lesz, mint

H¢)

logy s’

4.17. Tétel. Az s alternativas keresési stratégiara

L= ZL[;L‘;)P({, =) = H{g) .
i=1

10{_’,‘2 5

%

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetsz6leges kodfat, és legyen A a kodfa olyan szégpontja, amely nem végpont.
Jelolje B1. Ba..... B; (7 = s) az A-bol kiindulé élek végpontjait. A megfeleld halmazokat is jeloljiik ugyanigy.
Legyen

PA) =Y P(¢ = ).

TeA

ekkor a pi = Pl§ = i) valésziniiséget az Ti végponthoz vezetd ag minden, a végponttol kiilonbozo
szogpontjahoz odairva, és dganként 6sszegezve kozvetleniil kapjuk, hogy

L=Y P(a)
ahol az 6sszegzést a végpontoktol kiilonbozo szogpontokra kell elvégezni.

Mivel P(4) éppen annak a valdsziniisége, hogy a keresés soran eljutunk az A szégpontba, az A szogpontban
végzendé kisérlet B1. Bz. .. .. Bj kimeneteinek valosziniisége rendre (B1|A). P(Bz|A).....P(B;|A). ahol

P(B,‘lﬂ) =

Ennek a kisérletnek az entropidja tehat

" P(B;),  P(B)
Hi=— ; P(_-‘—l) log, P(_f—l) =

Szamoljuk ki a
> P(A)HA

mennyiséget, ahol az 9sszegzést a kodfa végponttol kiilonbozoé szogpontjaira kell elvégezni. A felbontas azt
mutatja, hogy ebben az 6szzegben, a kezddpont és a végpont kivételével minden szégponthoz a

P(C)1og, P(C)
kifejezés egyszer pozitiv, egyszer negativ eldjelii, mert C' egyszer A tipusu egyszer pedig B tipusi.

Tehat az 6sszegzés

> P(A)Ha =—Y_ pilogspi + P(X)log, P(X) = H(g).

i=1
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Viszont az entropia tulajdonsagai alapjan

Ha < log, s.

Tehat

H(¢) =Y P(A)H4 < logys > P(A) = Llog, s.
amelybdl adodik az allitas.

4.18. Megjegyzés. Jol lathato, hogy az also korlatot akkor kozelitjiik meg, ha minden lépésben az egyenletes
elszldshoz kizel esé s alternativas lépést alkalmazunk.

Jeldlés: A g kédolds esetén |[9(x:)|| = Li a g(i) kodsz6 hossza.
4.19. Definicio. A K kod prefix, ha a kodszavak mind kiilonbozéek és egyik kodszo sem folytatasa a masiknak.

4.20. Megjegyzés. Az dallando kédhosszu kod mindig prefix, ha a kodszavai kiilonbozdek. A prefix kédhoz kddfa
rendelhetd, s igy kozvetlen kapcsolatban van a keresési strategiakkal.

4.21. Tétel. Minden prefix kod egyértelmiien dekodolhato.

Bizonyitas. A K kod prefix, azaz a kodszavak mind kiilonbozdek és egyik kodszo sem folytatasa a masiknak.
Tételezziik fel, hogy létezik egy ilizenet, amely kétféleképpen dekodolhatd. Az ilyen iizenetek kozott van
legrovidebb, s ekkor feltételezve, hogy 1étezik két kiilonboz6 kodszavakra bontas, az els6é kodszavaknak rogton
kiilonbozoknek kell lenniiik. Viszont ekkor az egyik folytatdsa a masiknak (egyforma hosszuak nem lehetnek).
Ez ellentmond annak, hogy a kdd prefix.

|
4.22. Megjegyzés. A Sardinas-Patterson modszer alkalmazdsa esetén prefix kédra S1 = 1.
4.23. Lemma. A4 kodfak és a prefix kodok kézott kolcsonés egy-egyértelmii megfeleltetés van.

4.24. Megjegyzés. A prefix kod atlagos kodhossza nem lehet kisebb, mint

H({)
log, s
4.25. Tétel. (Kraft-Fano egyenlétlenség) Ha X = {K1.. ... K} s szamii kédjelbdl készitett prefix kod, akkor

T

Z s L <1,

i=1
ahol L; a K kédszé hossza.

Bizonyitas. Legyen 7 = MaxXi<;i<. Li. Minden kodszot egészitsiink ki m hosszava. Li kiegészitése s™Fi-
féleképpen lehetséges. Tehat

T

§ .“_J?I—L: < s™

i=1

amelybdl adodik az allitas.

4.26. Tétel. (Kraft-Fano egyenlétlenség megforditasa) Ha az

L]-----Ln
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termeészetes szamok eleget tesznek a

T

Z s L <1

i=1

egyenlStlenségnek, ahol s = 2 természetes szam, akkor létezik s kédjelbdl alkotott © = {K1.. ... Ky} prefix
kéd, melynél a Ki kddszd hossza éppen Li.

Bizonyitas. Legyen 1t = maxi<i=n Li. ekkor

T

§ H.li‘l—!.; < &M

i=1

Legyen a K* teljes kodfa, amelyben minden 4g m hosszli. Valasszunk ki egy agat, amelybdl m — Ly élet
elhagyunk stb. Teljes indukcioval adodik az allitas.

4. 4.4. Shannon-Fano kod

Bar Shannon nevét altaldban az informacidmennyiség meghatarozasaval kapcsolatban szoktak legtobbszor
emlegetni, informacidelméleti munkaiban a kodolas elvi kérdéseit is tisztdzta, sot eljarast is kidolgozott az
optimalis kodolasra. A shannoni tétel kimondja, hogy valamely meghatarozott kodabécé esetén egy és csakis
egy olyan abrazolasi mod van, amely adott mennyiségli informacidt a lehetd legkevesebb jellel fejez ki. Ez az
optimalis kod. Ha az iizenetet tobb jellel fejezziik ki, redundansséa valik. Ez torténik példaul, amikor egy olyan
abécet kell binaris kodra atirnunk, amelyben a betliik szama nem kettdnek egész szdmu hatvanya. Egy 26 betiis
abécét csak D binaris szamjeggyel irhatunk at. A latszolagos informaciomennyiség tehat 5 bit, holott egy
betlih6z csak 4.65 bit tényleges informaciomennyiség tartozik. A parazita informaciok aranyat csokkenthetjiik,
ha a betiiket nem egyenként, hanem blokkonként, kettesével, harmasaval stb. kodoljuk. Ekkor azonban a kod
egyre bonyolultabba valik és nd a kodolas kdltsége.

4.27. Tétel. Létezik prefix kod, hogy

H(P)

10{_’,‘2 kS

+ 1.

Bizonyitas. A bizonyitas konstruktiv és az elkészitett kodot Shannon-Fano kédnak nevezziik.
Most pedig nézziik, hogy az algoritmus milyen 1épésekbdl all.

Legyen

P ={p1.p2..... b= 0i=1...., n), Zp; =1

1=1
tetsz6leges forraseloszlas.
Ekkor a lépések a kovetkezok:

1. Rendezziik a valdsziniiségeket csokkend sorrendbe:

b #
[

—

= ph o=

[
b

P =

a. Képezziik az =7 (i =1.....n) ¢rtckeket a kovetkezOképpen:
2

¥y =0y =pi.os =p] +p5.....00 =p) + - +p_4.

b. Abrazoljuk ezen értékeket a [0.1) intervallumon és osszuk fel a (- 1 intervallumot s egyenld részre (s a
kodabécé elemeinek szama).
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c. Azokat az ixfervallumokat, melyek egynél tobb i értéket tartalmaznak osszuk fel Gjra egészen addig mig

mindegyik  mas intervallumba nem kertil.

d. Aglel)kodszo az s s s h hosszusagu intervallumok megfelelé sorszamabol all, amelyekben

7 benne van, ahol k a kodsz6 hossza, illetve az osztaslépések szama.
A konstrukciobdl latszik, hogy prefix kodot kapunk.
Megmutatjuk, hogy
—Li+1

po<s

ahol Li = ||g(=7)]|.

Az ] értéket tartalmazo utolsé eldtti, s~ +! hosszasagh intervallumban legaldbb még egy pont van, azaz az

;1 és az Ti+1 koziil legalébb az egyik. Mivel a Pi—1 = P} - igy mindenképpen igaz, hogy
p:: < |‘>'_Lj+1.

Képezziik mindkét oldal logaritmusat, majd negativjat és 6sszegezziik minden i-re, akkor kapjuk, hogy
H(P)=— Zp,- log, pi = log, .s-Zp,-(L,- —1) = (L — 1) log, s.

i=1 i—=1
Ezzel az allitast bizonyitottuk.

4.2. abra - Példa a Shannon-Fano kodolasra (intervallumfelosztas)

Shannon-Fano kid

Msgielang Erevalumek v | | kb

== Infonnieidelmdlei appleick

4.3. abra - Példa a Shannon-Fano kédolasra (kodfa)
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Shannon-Fano kod
a2 Folan1m 118 12 1o 0%
Ea L
o Lol - L L4
L E- 2} o £
Mogiclonies: laljs boeta | v | kediable
“= Iaforndeiodmélet appletel

4.4. abra - Példa a Shannon-Fano kodolasra (kod)

Shannon-Fano kéd
e L R AL R RGFRT) O

x* -0 L = 1625000
2 » L0
= > 11

B o o
- > 20

13 5 >

2
6 > 22

13 s 3 "
ar E- ) " E )
Megislenia: lela hosta ¥ | ) kiciabin
=< Inforsbeiddemé et leteh

4.5. abra - Példa a Shannon-Fano kodolasra (intervallumfelosztas)
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Shannon-Fano kod
=t F =017 0090 26007 0.03 002 0 030.06 0 04 004 0.00 O
l\\' - » ol x5+ (ﬁ'lllbl,!{\'
° G
o 0 = w* » x "
-+ + { } + + + 4
3 3 1
4 4
114 "
i t §
15 i5 2
s 5
Magielnings: intorvalhunsk v Meduabla
== [aformieidchmélet l[gldd‘
, 7 , , ,
4.6. abra - Példa a Shannon-Fano kodolasra (kod)
Shannon-Fano kod
a4 F= 017000032007 0000200 (6004004000 731
1 >0 ar L = 1.580000
2 i
x3* —-> 20
4 1
5 2
3 o o 1
*6 10
n
8 320
9* —> 322
18 e - - xr . r
1 > 332
- » 0 e
Magisienbes: telesbosts | v | 7 kedtibn

5. 4.5. Gilbert-Moore kéd

Nagymeéretli forrasabécé esetén a sorbarendezés koltsége magas lehet. Erre ad megoldast a kovetkezd kod,
amelynél nincs sziikség sorbarendezésre.

4.28. Tétel. Létezik prefix kod, hogy

_ H(P)+1

+ 1L
log, s

Bizonyitas. A bizonyitas konstruktiv és az elkészitett kodot Gilbert-Moore kodnak nevezziik.
Most pedig nézziik, hogy az algoritmus milyen 1épésekbdl all.

Legyen
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P={p.pa..... mbp=0(i=1,..., n), Zp; =1

tetszleges forraseloszlas.
Ekkor a 1épések a kovetkezok:

1. Képezziik az =7 (1 = ... .. n) értékeket a kdvetkez8képpen:

)
:I.IT = LA

s

B
?.

[35]

b #

P3 P
=p + B=p+p+ 7-----:!-']*; =p +-+pa1+ %

h;|

a. Abrazoljuk ezen értékeket a [0.1) intervallumon és osszuk fel a [0 1) intervallumot s egyenld részre (sa
koédabécé elemeinek szama).

b. Azokat az intervallumokat, melyek egynél tobb i értéket tartalmaznak osszuk fel Gjra egészen addig mig
mindegyik 7 mas intervallumba nem keriil.

c. Aglz!)kédsz6 az s 1.5 s=F hosszusagu intervallumok megfeleld sorszamabol all, amelyekben
i benne van, ahol & a kodsz6 hossza, illetve az osztaslépések szama.

A konstrukciobdl latszik, hogy prefix koddot kapunk.
Megmutatjuk, hogy

bi ~Li+1
— < s T
2

ahol Li = [|gl=} ).

Az T} értéket tartalmazé utolsé elétti, s—% +1 hosszlisagh intervallumban legalabb még egy pont van, azaz az
;1 és az Ti+1kozil legalabb az egyik. Tehat mindenképpen igaz, hogy

0 L
I—’ < gk ].

2

Képezziik mindkét oldal logaritmusat, majd negativjat és 6sszegezziik minden i-re, akkor kapjuk, hogy
H(P)=- Zp,- log, pi = log, .‘-Zpg((f_,- —1)—-1)=(L—1)log,s— 1.
i=1 i=1

Ezzel az allitast bizonyitottuk.

4.7. abra - Példa a Gilbert-Moore kodolasra (intervallumfelosztas)
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Gilbert-Moore kod
= G F= 38181616 11218
1 2 x3 e 5 6
I t {
o 1
2 »a* S
: i |
2 2
3 3

S| O =

=< Informndeisdamé et applesel

4.8. abra - Példa a Gilbert-Moore kodolasra (kodfa)

Gilbert-Moore kod
= F= 38181618 11218
e
n* foa s - -
@ @ e 5 -

Magielenitn: taljeabostn v | kidtsbn

2« Informudbeibcmé et appletel

4.9. abra - Példa a Gilbert-Moore kodolasra (kéd)
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Gilbert-Moore kod

Fr B 181618111218

O

L= 1825000

Waginienpas: s domma v | 7] ket

-
27* -3 0
¥2* ~> 10
x3* 12
e > 20
x5* —> 2
»6* 22

e
== Informasiodmélst appletel

4.10. abra - Példa a Gilbert-Moore kddolasra (intervallumfelosztas)

Gilbert-Moore kod

(L) F= 017003029047 000 0.020.030.00 0 40,04 040 o
2 L34 -‘\wtﬂﬁ@!lﬁ\ﬂ.'
I + e el
; |
[ 1
a2* 4 3°  ast 7 -
4 ' y
{ t i
1 i a a
s ] 1 0
L e
| } +
{ }
2 i 4
4 4 Y
Magislenibe: tavallumsk ¥ | | kédtabi

4.11. abra - Példa a Gilbert-Moore kédolasra (kodfa)
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Gilbert-Moore kod
= ¢ F='0170090 35007 0,08 002 0.030.06 0 040 04 006 o
o

1 P '

e 0 ot 5 0 1
i - o »

Megistenbes. iels bocta - hediabia
=< laformbeidclmé et appleteh

4.12. abra - Példa a Gilbert-Moore kodolasra (kod)

Gilbert-Moore kod

(LR F= 1017003028007 0000020 0X.00 0.040.04 058 o5
1* > 01 " AL L = 1780000
o
3* -1
o 2
1 5 m
a ¢ 1
6% ~> 232
7 300
L) > 303
9° —> 31
10° ~> 32 po . y
11 33
o - -7‘ -
Megieinngs: leins botla ¥ medube

< laformbeidchmilet appletel

6. 4.6. Hatasfok

4.29. Definicid. Az egyértelmiien dekodolhato kod hatasfoka:

_ H(P)
- Llog, s

-
|

4.344 kodot optimalisnak nevezziik, ha egyértelmiien dekodolhato és maximalis hatasfoku.

4.30. Tétel. Adott P eloszldsii forrasabécé s szamii kédjelbdl alkotott egyértelmiien dekddolhaté kédjai kozott
mindig van optimalis.

7.4.7. Huffman-kéd

Huffman-kéd — maximalis hatasfoka prefix kod.
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Tulajdonsagok:

1. Monotonitas. Ha P1 = p2 = -+ =2 pn.akkor L1 = L2 < -+ - < Ly,.

2. A kédfa teljessége. Legyen 7t = Ly. ekkor minden m — 1 hosszlisaghi kodjelsorozat ki van haszndlva a
kodolasnal, azaz maga is kodsz6 vagy egy rovidebb kodszo kiegészitésébdl adodik, vagy pedig az egyik kodjel
hozzéirasaval valamelyik m hossziisagu kodszot kapjuk beldle. Ha volna kihasznalatlan 4g, akkor azt valasztva
ismét prefix kodot kapnank, melynek viszont kisebb az atlagos kodhossza.

4.31. Megjegyzés. Optimalis, binaris kodfa teljes.

3. Ly = L1 és az utolso kodjeliiktd] eltekintve azonosak.

4.32. Megjegyzés. Osszevondsi algoritmus. Az optimalis kédfa minden végponttol kiilonbozé szégpontjabol s él
indul ki, kivéve esetleg egy végpont elétti szégpontot, amelybdl v él megy tovabb, ahol 2 = v = s. Ekkor

n==ks—1)+r

A teljes kodfanal v = s. Tehat az elsé oOsszevonasi lépésben az r legkevésbé valoszinii elemet kell 6sszevonni,
mig az dsszes tébbiben az s legkevésbé valosziniit.

4.13. abra - Példa Huffman-féle kddolasra 1. valtozat

0.1 ———

()]0.2—
0= @]o4

0.2

0.2

(3)|0.6 ——

0.4

4.14. abra - Példa Huffman-féle kodolasra 2. valtozat
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0.1———

(1)]0.2 ————

01—

0.2

0.2

0.4

4.15. abra - Példa Huffman-féle kodolasra 3. valtozat

Huffman kod

4.16. abra - Példa a Huffman kodolasra
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Huffman kod
$= 3 F= 38181618 11218 o
L = 1625000
0 a
8.~ ¢
i
10 L
G -0 //
B S0 g /
a /
I ] /
1 1 /' 7
a y /
/ /
.I ‘/
A
2 1 / !
8 U0 $
7~ s
/‘ 4
P4
12 L
3 /
74
n i
12
=< Infomeiodmnél el appletch

4.17. abra - Példa a Huffman kodolasnal az eloszlas ellenorzésére

Huffman kad

wm Fm (017 C. 0.3 0 007 000 0 03 4030 08.0.04 084 || ow

A vaitazinindgek SesTR)ENSE Doniean ek kelliemie | Gz = 061

== Infommdeitelmel e appleiek

4.18. abra - Példa a Huffman kodolasra 1. rész
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Huffman kod
= 2 F= 017C0903% 00700 D&0 05 0 04 O 0e D05 o
> ]
s / i ':’ L = 1520000
ouz / |
‘/ )
;/ |
2 “_‘ ,"
S0 /
30

/
/
m 003 -9 L'
e 2
m A W
50
=< Imformmbeiodend et appletek
4.19. abra - Példa a Huffman kodolasra 2. rész
Huffman kod
L L] F® 01700026007 0030026030 05004 004006 Ok
o s
25 ~ L = 1520000
~i
0: Caml 2 ///; i
7- ‘j 0.1 ,'
a0 /:/
//,,/
7/ /
.07 /’ /
('/v |
a2 /
S0
© X /
B~ ¢ /
<= laformbeiochndlet appletek

8. 4.8. McMillan-dekodolasi tétel

4.33. Tétel. (McMillan-dekodolasi tétel) Ha g : X — ¥ egyértelmiien dekodolhato, akkor

Z"’._ gir;) < 1.

i=1

Bizonyitas. Jelolje W(N.L) azon N hosszisagu kozleményeknek a szamat, melyek kodkozleményének a

hossza éppen 1.

m = max L;.
1<i<in

A bizonyitas lépései (vazlat):
1. A kod egyértelmiien dekodolhato.

39
XMLmind XSL-FO Converter




Forraskodolas

W(N.L) < s" azazW(N.L)s™ " < 1.

Tehat

mN

Z II.—U\.‘I L:]H—L ‘i TFi‘._'i\".

L=1

2. Teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy

mN n N

S WIN. L)s™F = (Z S_;,;) :

L=1 i=1

3. Ha ¢ és m adott pozitiv szamok, akkor az
1+ r::lN <mN

egyenl6tlenség nem teljesiilhet minden N természetes szamra, igy

T

—_

0gy s
Bizonyitas. Legyen

P

i =

i=1

Ekkor
0=—-D(Q||P).

4.35. Tétel. Barmely egyértelmiien dekodolhato kod helyettesitheté egy masik ugyanolyan kodhosszusagu
kéddal, amely viszont mar prefix kod.

Bizonyitas. A McMillan dekodolési tétel szerint egyértelmiien dekodolhaté kodra teljesiil a Kraft-Fano

egyenl6tlenség. A Kraft-Fano megforditasa szerint viszont 1étezik olyan prefix kod amelyiknek pontosan ezek a
kodhosszai.

4.36. Megjegyzés. Az elozo tétel szerint az optimdlis egyértelmiien dekodolhato kodhoz létezik ugyanilyen
prefix, igy az optimalis prefix optimalis az egyértelmiien dekodolhato kodok kozott is.

9. 4.9. Blokkos kodolas, tomorités, stacionér forras
entropiaja
Blokkos kodolas, azaz

g: XF = Y.
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esetén jeldlje P¥) az egyiittes eloszlast és L'*) az atlagos kodhosszot.
Az egy betlire jutd atlagos kodhossz pedig legyen

Lk
L == T .
Az optimalis kodra:
H(PW)

10{3,‘2 kS

H(PW))

105_’_;2 5

< LM<

+ 1L

Emlékezetnélkiili, stacionarius forras esetén a fliggetlenségbol

H(P™) = kH(P).

s igy
HP) _, _HP) 1
10{3,‘2 s 10{_’,‘2 s k'

crer

korlatokat altalanos esetben.
4.37. Tétel. H(&|n) < HIL[ ).
Bizonyitas. - jeldlje /(17 egy lehetséges értékét, és legyen

P =r.n=y) oo Plp=y)
PE=xfl) =2 " PUm=2

Py =

EKKor Pu és 9 is egy eloszlast ad, ha ¥ felveszi azokat az értékeket, amelyre f(v) = = azaz v € ' (=) Az I-
divergencia tulajdonsagai alapjan:

3.
3 pylog, 2L >0,
Flu)—z Ty

azaz

Pll=mn=y) | Pl=zn=yP(fln)==z)
.ir'%z PE= ) =) 2Pl =, () = )Pl =0) =

Szorozzuk be a P& = =. f(1n) = =) kézs nevezdvel és bontsuk fel a logaritmust a kdvetkez8képpen:

Fly)=z
P(f(n) ==
+ Y Ple=an=y)logy s———t— >0
o P({ == fln)==z)
Y Plc = a0 =)log; 3
. P =x|fln)=2) T
f.llu)=z
1
= Z P({ =x.,n=y)logy 5———.
Pt P =xn=y)
P fln) ==)1 1 =
=, fln) = z]log. - >
S 2Pl =4lfln) =)
1
= Y PlE=wn=1y)log Pl=aln=y)
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Ez minden & = = ¢és f(¥) = = esetén teljesiil. Végezziil el a = - Osszegzést ezekre az egyenl6tlenségekre.
Mivel

1
H(¢|n) = JZP[H =y)Y_ P(¢ =zl =y)log, PE—aln=g)
I

igy igazoltuk az allitast.

4.38. Tétel. Stacionér forras esetén a

H(P®
lim g
k—oc

hatarérték létezik.

Jele: g+

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a forras stacionér és
H(¢.m) = H(n) + H(¢n).

ezért

H(P®) = H(¢. ... &) = HG. .. &) + HG €. .. &) =
H(k )+ H&pa|8k) + -+ + H(G1 Lo . k) =
H(& )+ HlG[&2) +- - + HG &2, &) =

‘['.

= H(¢) + Y HlG].....4).

i=2

Al&2. ... &) véletlen vektor fiiggvénye a (€2.....&i+1) véletlen vektornak, ezért

H(&) = H(G &) =2 - = HG &2 &)
‘['.
H(P™) = H(¢) + ZH(LJ |Co. ... &) = RH(E |2, 0o Eksn )

i=2

Tehat

H(PEH) = H(P®) + H(G |6, .., Grrt) <

Ekkor

o ik+1 ik
H(P™D) _HP®W)
E+1 k

Tehat a sorozat monoton csdkkend és alulrdl korlatos, s igy l1étezik a hatarérték.

crer

4.40. Megjegyzés. Emlékezemélkiili esetben H* = H(P). egyébkeént H* = H(P).

Tekintsiink egy csatornat, amelybe bemennek a kodjeleink (jeldlje altalanosan &) és kijonnek a jelek (jeldlje
altalanosan 17). Kérdés mennyi informacidémennyiség érkezett meg az elkiild6ttb6l, azaz az 1 mennyit mond el a
£-r6l. Ez nyilvan a kolesonds informacidomennyiség. Ezutan a csatornakapacitas (emlékezetnélkiili eset):
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C = Inax I(¢.n).

4.41. Megjegyzés. Mivel az eloszldasok korlatos, zart halmazt alkotnak, igy a maximum létezik. Legyen C' a
kapacitds, L az dtlagos kédhossz. Ha H (P) = LC. akkor tovabbithatiuk a forras dltal szolgaltatott
kozleményeket.

4.42. Megjegyzés. Zajmentes és emlékezetnélkiili csatorna esetén & = 1. ezért
C = log, s.

4.43. Megjegyzés. Binaris szimmetrikus csatorna:

C=1-Hp.q)

Milyenek a bemeneti illetve kimeneti eloszlasok?

4.20. abra - Binaris szimmetrikus csatorna

A B

4.21. abra - Binaris szimmetrikus csatorna kapacitasa a valdésziniiség fiiggvényében
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0,9

0,8+

0,7

(0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,14

0 T I ' T ' T T I T 1
0 0.2 0,4 0.6 0.8 1

P

e e

kapacitasu zajmentes csatornan tovabbitjuk, akkor nincsen olyan egyértelmiien dekodolhato blokkonkénti
kodolasi eljaras, melynél

¥

L <

'
ha viszont £ = H". akkor létezik olyan blokkhossz, hogy

R
L<—.

C_1
4.45. Megjegyzés. A McMillan-particiondldsi tétel szerepe: 1. Felhaszndlhaté dllando kédhosszii kod
tervezeéséhez. 2. Gyakorlati szempont: megfelelé az olyan kodolas is, amelynél annak valosziniisége, hogy egy
kodszo dekodolasanal hibat kovetiink el kisebb, mint egy elére megadott & = 0 szam. Az ilyen kodolasi eljarast
1 — & megbizhatdsaggal dekddolhaténak nevezziik.

4.46. Megjegyzés. A jegyzetnek nem feladata kompresszioval, témdritéssel foglalkozni, de kozvetleniil

kapcsolodik a blokkos kodolashoz. Kompressziorol beszéliink, ha a forrasiizenetet ugy kodoljuk, hogy a
kodiizenet rovidebb, mint az eredeti. Erre biztositék ha pl.

X =Y.

mert ekkor az entropia tulajdonsdagai alapjan

—

0y 5 '
A kévetkezo példak mutatjak, hogy milyen lehetéségeink vannak fiiggetlen (emlékezetnélkiili) és fiiggd esetben.

4.22. abra - Példa blokkos kddolashoz 1.
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Huffman kod
a7 F= 000301 o
L = 1.4C0000
o oL 0
5 ————
1
p
10 0 /
03 -8,
. S
i
~
u 01

4.23. abra - Példa blokkos kddolashoz 2.
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Huffman kod
s= 2 %
w A K
25 _~_‘-—\_U
s o L = 2670000
e ee—gE
10 s 0 e AR
0 TT—— % | — /‘
< /
-
1 2
g
‘,I
!
0100 49 S /w
e )
B =
e % —‘L 3 ’-_f_-—-’/
= /
1 11"
011t 3 .}
(7] ‘/
/
01010 g3 . 0 /
— o1
=< Infonbciocnéet appletek
4.24. abra - Példa blokkos kédolashoz 3.
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Huffman kod

L = 2500000

01 -0 "‘

0.1

01

10. 4.10. Feladatok

1. Egyértelmiien dekddolhatd-e az alabbi kod:

K = {cde, ceed, edde, ddee, ecedd, cedde, dddde, dededd },

ahol K a kodszavak halmaza? Ha nem, akkor adjon meg két forrasiizenetet, amelynek megegyezik a kodja!
2. Egyértelmtien dekodolhatd-e az alabbi kod:

K = {abe, abed, e, dba, bace. ceac, ceab, eabd },

ahol K a kodszavak halmaza?

3. Az n ¢és s milyen pozitiv egész értékeire teljesiilhet az i=1 egyenléség, ahol az Li értékek
alkalmasan valasztott természetes szamok?

4. A Kraft-Fano egyenlétlenség alapjan bizonyitsa be, hogy 1étezik prefix kod, amelyre az L atlagos kodhossz
olyan, hogy

H
L< ﬂ%—l.
10{_’,’2.‘.-

ahol H1¢) a forrasabécé eloszlasanak az entropiaja és s a kodabécé elemeinek a szama!

5. Bizonyitsa be, hogy a @ eloszlasti Z forrasabécé d szami kodjelbél alkotott egyértelmiien dekddolhato
kodolasai k6zo6tt mindig van optimalis kodolas!

6. Egyértelmtien dekodolhato-e az alabbi kod:
K = {123,321, 32,011, 02, 023, 33, 3323, 22},
ahol K a kodszavak halmaza?

7. A Kraft-Fano egyenl6tlenség alapjan bizonyitsa be, hogy minden prefix kodra
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ahol L az atlagos kodhossz, (P) a forrasabécé eloszlasanak az entropiaja és = a kodabécé elemeinek a szama!
8. Egyértelmtien dekodolhatd-e az alabbi kod:

K =1{0,11, 21, 20, 220, 2220, 12200, 12210, 121, 10},

ahol K a kodszavak halmaza?

9. AP =1{0.51.0.18.0.12.0.09. 0.05. 0.04. 0.01} ¢loszlashoz hatérozza meg a Shannon-Fano binaris kodot!
Hatarozza meg az atlagos kodhosszot és hasonlitsa 6ssze az entropidbol adodoé also korlattal!

10. A P ={0.31,0.15,0.18.0.07, 0.08, [_)-[}9- 0.12} eloszlashoz hatarozza meg a Huffman-féle kédot és az
optimalis kod hatasfokat, ha a kodabécé ¥ = {1.2.3}h

3111 11
p_3 L1111
11. A 35 5% 5 eloszlishoz hatarozza meg a Gilbert-Moore kédot, ha a kodabécé 0. 1.2}

Hatarozza meg a kod hatasfokat!

12. AP ={0.51.0.18,0.12. 0.09, 0.05. 0.04, 0.01} eloszléshoz hatérozza meg a Gilbert-Moore kodot és az
atlagos kodhosszot, ha a csatornadbécé {0.1h

13. A

P =4{0.20180.1,0.1,0.1,0.061, 0.059, 0.04, 0.08, 0.04, 0.03, 0.01}
eloszlashoz hatérozza meg a Gilbert-Moore kéd hatasfokat, ha a kodabécé ¥ = {1.2.3}

14. A

P =4{0.2,0180.1,0.1,0.1,0.061, 0.059, 0.04, 0.04, 0.04, 0.04,0.03, 0.01}
eloszlashoz hatdrozza meg az optimalis kod hatasfokat, ha a kodabécé ¥ = {1.2.3h

15. A P ={0.51.0.18,0.12,0.09,0.05. 0.04, 0.01} ¢loszlashoz hatérozza meg az optimalis kodot, ha a
csatornadbécé 10: 1. 2}1 Hatarozza meg az atlagos kddhosszot és hasonlitsa 0ssze az entrdpiabol adodo also
korlattal!

16. A P ={0.51.0.12.0.04. 0.09, 0.05. [_).Ul. 0.18} eloszlashoz hatérozza meg a Huffman-féle kodot és az
optimalis kod hatasfokat, ha a kodabéce ¥ = {1.2. 31

17. Bizonyitsa be, hogy a
P _ {3—] . 3—1 . 3_2. 3_2.3_3. 3—3' 3-:5}.

eloszlasu forrasabécének a 10. 1.2} kodjelekbol alkotott minden optimalis prefix kodjara igaz az, hogy a
csatorna kimenetelénél a kodjelek mind 3~ valosziniiséggel fordulnak eld!

18. Mutassa meg, hogy az X = {r1. 2. .. 78} forrasabécének egyetlen olyan egyértelmtien dekoddolhatod
binaris kodja van, ahol a maximalis kddhossz harom ¢és hatarozza ezt meg!

19. Legyen az X forrasabécé eloszlasa
P={27122 2% 271 27° 275},
a kodolasa pedig

K = {1,01,001, 0001, 00001, 00000} .

Igazolja, hogy egy véletlenszerlien vélasztott kozlemény kodolaséhoz felhasznalt -k és 1-esek szdmanak
varhato értéke megegyezik!
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20. Sorolja fel az Osszes olyan prefix és az Osszes olyan egyértelmiien dekodolhatd binaris kodot, melyek
kodhosszai 1, 2, 3, 3!

P

21. Adott egy informaciéforras, amely az X = {0.1} jeleket allitja el 4747 valoészintiségekkel. Mennyi
lesz az egy betlire jutd atlagos kddhossz 3 hosszusagu blokkok alkalmazésa esetén? Milyen blokkhossz esetén
lehetséges kompresszid?

111
- IP = — . . =
22. Adott egy informacioforras, amely az X = {a.b.c} jeleket allitja el6 {4 1 ?} valoszintiségekkel.
Mennyi lesz az egy betiire juto atlagos kodhossz 2 hossziisagu blokkok alkalmazasa esetén? Milyen blokkhossz
esetén lehetséges kompresszio?

111

. . - . . P={s.-.5
23. Adott egy informacioforras, amely az X = {a.b.c} jeleket allitja el {3 ] ?} valoszintiségekkel.
Mennyi lesz az egy betiire juto atlagos kodhossz 2 hosszusagh blokkok alkalmazasa esetén? Milyen blokkhossz

esetén lehetséges kompresszio?

24. Legalabb hany kédjelre van sziikség az X = {z1.w2.. ... w8} forrasabécének olyan prefix kodjanak az
elkészitéséhez, melynek a kddhosszai rendre 2, 2, 2, 4, 4, 4, 4, 4.

25. A P =1{0.2.0.15.0.15.0.1.0.1. 0.1, 0.1.0.1} ¢Joszlasa nyolcelemii X forrasabécének készitse el a 0, 1
kodjelekbol két olyan egyértelmiien dekodolhato optimalis kodjat, melyek kodhosszai kiilonbozéek!

26. Sorolja fel az Gsszes olyan prefix és az Osszes olyan egyértelmiien dekddolhatd binaris kodot, melyek
kodhosszai 1, 2, 3, 3!

, 12
27. Adott egy informaciéforras, amely az X = {0.1} jeleket allitja eld P= {5 5} valoszintiségekkel. Mennyi

lesz az egy betlire jutd atlagos kddhossz 3 hosszusagu blokkok alkalmazasa esetén? Milyen blokkhossz esetén
lehetséges kompresszio?

28. AP =1{0.47.0.13.0.12,0.09. 0.09, 0.05. 0.04. 0.01} ¢]oszlashoz hatarozza meg az optimalis kodot, ha a
csatornaabécé {0 1. 2} Hatarozza meg az atlagos kodhosszot €s a hatasfokot!

29. AP ={0.47.0.13.0.12.0.09. 0.09. 0.05. 0.04, 0.01} ¢loszlashoz hatérozza meg a Shannon-Fano kédot, ha
a csatornaabécé 10- 1. 2} Hatarozza meg az atlagos kodhosszot €s a hatasfokot!

30. A P ={0.31.0.15,0.18.0.07. 0.08, [_)-[}9- 0.12} eloszlashoz hatdrozza meg a Huffman-féle kodot és az
optimalis kod hatasfokat, ha a kodabéce ¥ = {1.2. 31

11. 4.11. Onellenérzé kérdések

1. Ismertesse a McMillan-dekodolasi tételt!
2. Ismertesse a McMillan-felbontési tételt!

3. Mutassa meg, hogy az X = {r1.e0.. ... 78} forrasabécének egyetlen olyan egyértelmilen dekddolhatod
binaris kddja van, ahol a maximalis kédhossz harom!

4. Bizonyitsa, hogy létezik maximalis hatasfok prefix kod!
5. Ismertesse a Kraft-Fano egyenl6tlenséget!

6. Definiélja a prefix kodot!

7. Ismertesse az optimalis kod tulajdonsagait!

8. Ismertesse a zajmentes kddolas alaptételét!

cres
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10. Definialja egy kod hatasfokat!
11. Bizonyitsa a maximalis hatasfokt kod létezését!

12. Bizonyitsa a stacionarius forras entropiajanak a létezését!
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5. fejezet - Csatornakapacitas

A csatorna tulajdonsagai szempontjabol az egyik legfontosabb tulajdonsdg a csatornakapacitds. A
csatornakapacitds az elemenként ([Ibetiinként”) atviheté informacid mennyiségével egyenlé (s igy a
csatornakapacitas 1ényegében sebesség jellegli mennyiség, ahol azonban a sebesség vonatkoztatasi alapja nem
az id6, hanem a [Jbetli”, noha a ketté ebbdl a szempontbdl 6sszefiigg). A csatornakapacitds fogalmaval fligg
Ossze a redundancia, amely a betlinként tovabbitott atlagos informacié mennyiségét és a csatornakapacitést
hasonlitja 6ssze mennyiségileg, vagyis azt mondja meg, hogy mennyivel terjengdsebb egy kdzlemény az elvben
lehetséges legrovidebb formanal. Maguk a kodok (szokés dket - mesterséges - nyelveknek is nevezni, igy pl.
idetartoznak a szamitégépek programnyelvei), amelyekkel az informacidelmélet csdkkenteni igyekszik a
redundanciat, illetéleg ndvelni a kodlcsonds informaciot, tobb tipusba sorolhatok aszerint, hogy hany elemet
(Obetlit”) hasznalnak fel a kozlemények Osszeallitasanal. Az un. binaris kodokban, amelyeket elterjedten
hasznalnak a digitalis szamitégépekben, két [Ibetli” van csak: a 0 és az 1. Az Gn. kodolaselmélet az
informacioelméleten beliil a kiilonbozd feltételeket teljesité kodok konstrudlasaval foglalkozik. Ezekre
igyekszik altalanos modszereket kidolgozni. Shannon, az informacidelmélet egyik uttérdje altalanossagban
bebizonyitotta, hogy alkalmas kodolasi eljarassal zaj jelenlétében is megvalosithatd a hibatlan (pontosabban
eléirhatoéan kis hibavalészinliségili) informaciotovabbitas, ha sebessége kisebb a csatornakapacitasnal. Ez a tétel
az informacidelmélet egyik alaptétele, maga a tétel azonban semmit sem tartalmaz a implementaciora
vonatkozoan. Az informacioelmélet gyakorlati feladata tehat az optimalizalasban ragadhaté meg. Ez egyrészt a
koltségek csokkentését, masrészt pedig a hibamentesség ndvelését jelenti.

Fizikai valojukban a csatornak nagyon sokfé¢lék lehetnek: a levegd, a telefonvezeték, az optikai iivegszal, az
¢élolények idegszalai, a konyv, a CD stb. Osztalyozni is tobb szempontbol lehet Gket. A térbeli csatornak a tér
valamelyik pontjabdl egy vagy tobb masik pontjaba, az idébeli csatorndk a 1" idéponttol a (T +1t) idépontba
szallitjdk az informaciokat. Elébbiekre példa a telefonvezeték, utobbiakra a CD. Természetesen ez a
megkiilonboztetés csak a 1ényegi jegyekre vonatkozik, mivel az informacidnak a térbeli csatornaban is idére van
sziiksége, hogy célba jusson, a szobeli csatornakon is lehet térben szallitani az informaciot.

Az volna az eszményi, ha a csatorna kimeneteli oldalan mindig azt az informaciot kapnank meg, amely a masik
oldalan belépett, azaz a belépd x; jelnek a kimenetelnél mindig ¥ jel felelne meg. Az ilyen - csak elméletben
létez6- idedlis csatorna neve zajmentes csatorna. Sajnos a realis csatornak mindig zajosak, zaj minden olyan
jelenség, amely a hirk6zl6 csatornaban [Imegtaimadja” a hasznos informacidt, megcsonkitja, elnyomja,
eltorzitja, legrosszabb esetben meg is semmisiti. Masképpen fogalmazva: zajos csatornanal a kilépd jel nem
felel meg mindig a belépd jelnek, hamis jelek keverednek az igaziak kozé. Zaj példaul az az elektromagneses
rezgés, amely zavarja a radiovételt, az utca zaja, amely elnyomja a beszélgetétarsunk hangjat, a sajtohiba. A
zajokat két csoportra oszthatjuk. A rendszertorzitds azonos jel esetén mindig azonos, és elvileg teljesen
kikiiszobolhetd. A csatorna- vagy csdzaj fiiggetlen a jeltdl, rendszertelen, statisztikus jellege van, és teljesen
sohasem sziintethetd meg. (Tulajdonképpen a zaj is informacid, csak éppen nem az, amire sziikségiink van, s
nagyon sokszor a kodjat sem ismerjiik. Az is el6fordulhat, hogy valamely jelenség zaj egy szempontbdl, s
értékes informacio egy masikbol. Példaul a 1égkori elektromos jelenségek a radidhallgatd és a légkdr fizikajat
kutatd tudoés szempontjabol.)

5.1. Definicio. Az informdciotovabbitis eszkozeként definidljuk a diszkrét emlékezetnélkiili csatorndt (angol
roviditéssel DMC) a kévetkezéképpen:

- a csatorna bemeneten iitemenként egy szimbolumot fogad, és iitemenként egy szimbolum jelenik meg a
kimenetén (szinkron miikodés),

- a bemeneti és a kimeneti szimbolumkészlet nem feltétleniil azonos, de mindkettd rogzitett és véges szami
elemet tartalmaz (diszkrét),

- ha a bemeneti szimbolumok egymastol fiiggetlenek, akkor a kimeneti szimbolumok is fiiggetlenek lesznek
(emlékezet nélkiili).

Az eddigiek alapjan tudjuk, hogy zajmentes csatorna esetén az egy csatornajelre (kodabécébeli elemre) jutd
atlagos informacio atvitel megegyezik a kodabécé eloszlasahoz kapcsolodo entropaval, azaz H (Q). amely akkor
maximalis, ha a jelek eloszlasa egyenletes. A forras optimalis kodolasa ezt a maximalis esetet probalja
kozeliteni. A kovetkezd szakaszban arra probalunk valaszt adni, mi torténik akkor, ha a csatornajelek atviteli
ideje nem azonos.

50



Csatornakapacitas

1. 5.1. Zajmentes csatorna kapacitasa nem azonos
atviteli id6 esetén

Adott ¥ = {y1.....¥s } csatornadbécé esetén feltételezziik, hogy a jelek atviteli ideje ismert illetve kisérleti
Giton megfeleld pontossdggal meghatdrozhaté. Jelolie az iddket T = {t1...-.t:}. Feltételezziik, hogy ti > 0
[i=1.....s).

Ha egy informacioforras jeleket bocsat ki, akkor azt kodolva keletkezik egy kodiizenet (csatornaiizenet). Ekkor
felmeriilnek a kovetkezd kérdések: Egy adott kodolds esetén milyen gyorsan, milyen atlagos sebességgel
tovabbitja a csatorna az iizenetet? Van-e az informacidtovabbitasnak felsd hatara és ha van, mennyi az?

Nyilvan a sebesség fiigg a kddolastol (a kodiizenet elemeinek az eloszlasatol), ezért az a célunk, hogy a kodot
ugy valasszuk meg, hogy az informaciotovabbitas sebessége maximalis legyen.

Legyen a csatornaabécé betiiinek eloszlasa € = {a1.. .. gs}- Ha a csatornaiizenet hossza V. akkor egy
kivélasztott jel, pl. ¥i varhatoan Ngi-szer fordul elé és varhatoan —N@i 1022 @i mennyiségii informaciot tovabbit.
Ugyanez a teljes lizenetre

k]
1
> Ngilogy, — = NH(Q).
— G
1=
Hasonlo6an a varhat6 atviteli id6:
5 5
Y Nati= NS gt
1=1 i=1
ebbdl az egy betlire jutd varhato atviteli id6 (jelolje )
&
T = Z qit;.
i=1

5.2. Definicio. Az informaciotovabbitds sebességének nevezziik a

H(Q

f'[g:l = [ :l
-
mennyiséget.

5.3. Megjegyzés. Az el6z6 definicioban szereplé mennyiség atlagsebesség.

5.4. Definicio. Az informacioatviteli sebesség maximumat csatornakapacitasnak nevezziik (jele: C), azaz
C = max v(Q).

ahol @ a csatornadabécé lehetséges eloszldsa.

5.5. Megjegyzés. Az eloszlasok Osszessége az elozé definicioban kompakt halmazt alkot és v(Q) folytonosan
fiigg a Q eloszlastol, ezért létezik a szupremuma és azt fel is veszi.

5.6. Tétel. Zajmentes, emlékezetnélkiili (véges, diszkrét) csatorna esetén a csatornakapacitas a

iz-"’i =1

i=1

egyenlet egyetlen v = C' = 0 megoldisa. Ezt a
G=2C%  (i=1...s)

eloszlas realizdlja.
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Bizonyitas. Ha ' megoldasa az egyenletnek, akkor a tétel szerint megadott eloszlas és az atlagsebességre

teljesiil a kovetkezo:

- 1
Zf;ﬁ' log, —
_H(Q) o a i

o(Q)

=l

Z';ﬁ' log, 2_% Zf;ﬁ'cﬁ

=C,

T

Z{L‘t

i=1

- <
Zq.'t,-

i=1

i Zq.'t,-

i=1

ahol az egyenl8ség csak a tételben megadott eloszlas esetén teljesiil.

Tehat csak azt kell belatnunk, hogy ' egyértelmtien 1étezik. Az

flo)=) 27"

1i=1

fiiggvény szigoruan monoton csdékkend. Tovabba,

fl0)=s>1 &s ET-‘HE}ZD'

A folytonossag miatt 1étezik v = C'. ahol [ (C)=1¢sez egyértelmil a szigori monotonitas miatt.

5.1. abra - Példa csatornakapcitas numerikus meghatarozasara additiv koltség esetén

Csatornakapacitis kiszamitisa
Aditiv kifliségek:
[RETITET] =]
Samitis Newion modszerrel
k Uy B Ingy il Au
0| 4 1 3BEI94361 1196805 a8 1 4583572212314
1 |1459257223230464 | 1 A93315555327574 | (n80£352192736031% DEES4IRIZSTR00T | DLEERTI TAHITINE
T |2 MINTH6SESEI0T] |1 OTSIAMTSTINNIG | (OTIH-HHGRZA015T D32953I025437HIT | 013635501 I991916
3 |2.57953303069004 | 1 OFARDHODSSHIG | NOHEIIGE2I4TIEIS | DITRESTIIETIZNTE [ 0,0125441 295 1002
4 | 2S00TT16E3T0R | 1 COOOORIZINFOR06E | (NODDOCEIZAI 09091 65534 | 2TH2T0M03FTAHET | 1.00003729801 70339545 ]
5 | 29710063931 137 | 1 0000000000SIRE3S | § BRSIFR0ATARRIER-11 | D2TH26HINI465655 | 2130687051 1T4337e-10
6 | 2 920100666051537 | 1 0000000000002 | 3 220HEI25031 86-16 | IITH2644301 6G43TST4 | B 037T303H TR 1-16
T | 2STI0HEEE0G1F | 0S999999RSRIIINNR | 2 IMAGIATII0N M- 15 | DITA2GHANIGATTES | B 0TI 25248 He- 16
B | 2592105466606 1532 | 1 0000000000000002 | 2. 2204460492503 1 18e-16 | D.ZTA2644301 6437874 | 803735351 23248 e 16
2 | 2WTI0HER6051F4 | 0S999009RSRIIIN0R | 2 2MAGITII0Re-15 | DITE2RHA0IGATTES | -RO3TIN 25248 He- 16
10| 2597100466606 1831 | 1 0000000000000002 | 2. 2204604925031 I00-16 | 02762644301 643TETY | BOGT730301I5T481e- 16
11| 2971066606154 | 09099999999990908 | -2 2MAGIITI0R 3e-15 | DITH26HA01643TRS | -B 03739391 25248 He- 16
17| 2,597 00666061837 | | O0000000000MNNIZ | 2 2206092503 1 TRe-16 | D2TA2644300 6437874 | R OR7303H1 TS 148 e- 16
13| 2 97100G6606154 | 09099999999SI090R | 2 2MAGISII0R M- 15 | DITE2RHA0IGAITES | -RITINN 25248 He- 16
4| 2971 004666051537 | 1 0000000000000002 | 7 220HEMI25031 84-16 | IITH2644301 6G43TST4 | B 03730391 I3 AR 1i-16
13| 2 9710066606154 | 09099999999990908 | -2 2MAGI4III0R - 15 | DITE2GHA0IGTTES | -RO3TINN 25248 He- 16
16| 2 S7100666061537 | 1 0000000000000002 | 7 220HEI25031 86-16 | IITH2644301 6G43TST4 | B 037303915 TARi-16
17| 2 9210066606154 | 09099999999990908 | -2 2MAGIITI0R - 15 | D2TH26HA01G43TRS | -8 03739301 25248 He- 16
15| 2. 97100666051531 | 1 0000000000000002 | 1 20HEMI25031 84-16 | IITH2644301 643TST4 | & 037303915 IAR - 16
19| 2 ST10GEE0G1F4 | 0 90990990SRSIR0R | 2 MAGIAITI0 M- 15 | DITE2GHA0IG43TES | B 037301 25248 He- 16
Adlagos dtvidell iz
T 27A2644 0| 63TRS
A kil ge ks Lartogd aptbmalis bemeneli slosslin:
il i
1|1 |0.7716602267256775
2| 08 012572131 928341276
3| 00 0097014141 7424861
4] 200 |0.0056045 1 2248405964

5.2. abra - Példa csatornakapcitias numrikus meghatirozasara additiv koltség esetén
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Csatornakapaciths Kiseamithsa

Adiditiv kiMsdgek:
11z Ok

Seinutis Newten mddsaerrel

k i % Ing, £ Au

o 3 109861 DRRGRINT |4 ORIH50216501 0813
1 | 0E130502 16010513 | | D6RE3ITA503153T | 00675013 1RNSTIRAT

1] [ 24733 | 0.000235AB5ER2T

3 A03 | 29451 90A095) 5135489 |1,

4 1] 1TLSTIRTSTS3R0 1]

Adlnges itviteli idi:

1= LITISTIRTS25381

A Rl ek s varvoed sprimdiils bensenen closekis

iy %

1|1 ] naraasszaranasn
2[1 0
1|2 0171575258090

IFEIITINI

dmdlet apolatek

2. 5.2. Shannon-Fano algoritmus, tetszéleges eloszlas
esetén

Most nézziik, hogy mit kell tenniink, ha az intervallumok egyenletes felosztasa helyett a felosztast tetszéleges
modon végezziik el.

Legyen

P ={p1.p2..... b= 0i=1...., n), Zp; =1

Q=(q.q..... )

az optimalis bemeneti eloszlas. Ekkor a 1épések a kdvetkezok:

1.

2.

Rendezziik a P eloszlas valoszinliségeit csokkend sorrendbe;
Képezziik az i (i =1.....n) ¢rtékeket a kovetkezoképpen:
=020 =pr.oys=p1 +p3..... 5, =1+ +p_1:

(p1 Z=p2 = =p.=>0)

. Abrazoljuk ezen értékeket a [0- 1) intervallumon. Majd osszuk fel az [0 1) intervallumot a @i valészintiségek

aranyaban (7 = L. .. .. 5) (s a kodabécé elemeinek szdma);

. Azokat az intervallumokat, melyek egynél tobb i értéket tartalmaznak osszuk fel Gjra egészen addig mig

mindegyik i mas intervallumba nem keriil;

A glwi) kédszo az st s s=F hosszusagu intervallumok megfelelé sorszamabol all, amelyekben i

benne van.

Mint észrevehetjitk ez a megoldas csak az intervallumok felosztasanak modjaban tér el a korabban ismertetett
eljarastol. Ezzel a modszerrel a kddolas additiv kdltség esetén is elvégezhetd.

Nézziink egy példat az egyenletes esetre:
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5.1. Példa. Ledy ={A, B ﬁ}36- 0.10,0.20, 0.08,0.08. 0.04. ;Q,—-U"L 0.02) bemeneti eloszlas, valamint a
kodabéce legyen . A rendezés utan képezzik az  értékeket, amire kapjuk:

(0.0, 0.36,0.56, 0.66, 0.74, 0.82, 0.90, 0.94, 0.98).

Ekkor az i értékekhez a generalt kodszavak a kovetkezok:

[ 0.0: A
036: B
0.56: A
0.66: CC
K=|074: D
0.82: BD
0.90: DC
0.94: DDA
0.98: DDC
A

3. 5.3. Zajos csatorna kapacitasa
Bemeneti abécé: ¥ = {w1. ... us t-
Kimeneti dbécé: £ = 121. ... Zm}.

g =PlE=y;). j=12.....

2 5.
ri=Plnp=12z), i=12 ... m,

ti; = Plzily;).
Pij = tij;.
&
ri = Za‘.,-.,-f;.,-. i=1.2,....m,
=1
R=TQ

AT = (ti;) matrixot adokarakterisztika vagy csatornamatrixnak nevezziik. Mig az egylittes eloszlas P =(pi;)
matrixa az un. atviteli matrix.

Csatornakapacitas:

O = max I&.m).

5.7. Megjegyzés. 1(&.n) = H(R) — H(R|Q) = H(Q) — H(Q[R).
A zajos csatornak osztalyozésa a csatornamatrix alapjan:

1. HQIR)=0_ veszteségmentes. A kimenet egyértelmiien meghatarozza a bemenetet. Minden : esetén 1étezik
J-hogy Pij =i

2. H (R |Q) =0 _ determinisztikus. A bemenet egyértelmiien meghatarozza a kimenetet. Minden J esetén
létezik - hogy Pij = ;-

3.H(RIQ)=H(QIR)=0_ zajmentes. A bemenet és a kimenet egyértelmiien meghatarozzak egymast. Ekkor
li; = dij.

4. C =0.azaz H(R[Q) = H(R) - hasznalhatatlan. Pl. az oszlopok megegyeznek.

5. Szimmetrikus csatorna — a sorok és az oszlopok is ugyanazokbol a vektorokbol épiilnek fel.
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~

Il
| | | |
T | =T | 0| =] =

Szimmetrikus csatorna estén

H(n|¢ = y;)

minden J esetén ugyanaz, igy

H(n|¢) = H(nl¢ = y;).
Tehat

O = max I¢n) = max H(R)— H(R|Q) =log,m — H(R|Q).
Q Q ‘

5.8. Megjegyzés. Ha a kimeneti eloszlas egyenletes, akkor a bemeneti is az.

Legyen s = 112. azaz a bemeneti és kimeneti abécé betliinek szama megegyezik. Jelolje Hr a csatornamatrix k-
adik oszlopanak entropiajat, azaz Hr = H (n1¢ = wr)- Ekkor a

C = Inax I(¢.m)

szélséérték feladatot kell megoldanunk a

5

Zt}j = 1

=1
feltétel mellett, igy a Lagrange-féle multiplikatoros médszert alkalmazhatjuk. A Lagrange-fiiggvény

& &

LiQ.X\)= Z r;logs }i + i ip,-_j- logs t;; + A Z q;— 1

i=1 i=1 j=1 =1

Hatarozzuk meg a derivaltakat:

&
i =Y atis,
: =1

1 igy

aH (n) . i OH (n) dr; .

A, dri g o

i=1

- 1
= — ; (IU?,E i + m) EL-,'.['- =

1 5
= — m — Z EL-,',L- 10{3,'2 .
= i=1

5

H(nl$) = ¢ H;.
2. i=1 igy

OHml) _
e, b

Tehat a Lagrange-fiiggvény derivaltjaibol ad6do egyenletrendszer
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Ebbdl
€= H) -~ Hl) = o
= H(n é) = 15
1y
2. Meghatérozzuk =~ In2 értékeét.

A Lagrange-fiiggvény parcialis derivaltjaibol adodo egyenleteket alakitsuk at a kovetkezdképpen.

. 1

1=

Ez egy linearis egyenletrendszernek tekinthetd, amelynek az ismeretlenjei

1 .
rrg:m—).-l-loggr';. i=1....5

A megoldas felirhatd

‘ =

u; =

—Ad+logyr = — ZH;..T;”'. i=1.....s.
k=1

S

In

alakban, ahol a (7ki ) matrix a T matrix inverze. Ekkor

_ZH'[;TI"". L—A

2 k=1 =}"'21112 . f‘:l,,,,,.‘i,
Osszeadva az egyenleteket és alkalmazva a log, fiiggvényt azt kapjuk, hogy

5
5 - E HI; Thi

o,y 2 k=1 - _
log,_,z_ my ™
1=

A lineéris egyenletrendszerbdl

ZH'["TI"';

279 .2 k=1 =r, i=1L1...s.

2 =Ti.
=t A
ahol ~ ~ In2 " Ezzel meghataroztuk az R kimeneti eloszlast. Az
R=TQ

line4ris egyenletrendszer megoldasaval pedig meghatarozhat6 a @ bemeneti eloszlas.

5.9. Megjegyzés. Ha létezik @ = U. akkor problémds a megoldds elsé része.
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5.10. Megjegyzés. | (&.1) maximalis (és ezért egyenld a csatornakapacitassal) akkor és csak akkor, ha a @
bemeneti eloszlas olyan, hogy

ar

a) Jay. " minden k esetén, amikor ax # 0.
ar
e .

b) dax. minden k esetén, amikor @ = 0.

5.11. Tétel. A [étezé megoldas egyértelmii és maximalizalja a kélcsénds informaciomennyiséget.
Bizonyitas. A csatornamatrix rogzitett, ezért 1 (£.7) csak a bemeneti Q eloszlastol fiigg. Jelolje: 1 (Q).
1(Q) konkav fiiggvénye a @ eloszlasnak.

Legyen €1 ={a11.qi2.. ... 1.} Q2 = {1 2. .. g2} 65

Q=vQ; +(1-9)Qs. ahol 0<v <L

L L

HRIQ) =Y qiH; = (War; + (1= d)ay;)H; =

3=1 i=1

&

=9y qH;+(1-9) qH;=

F=1 7=1

=17H(R, Q1) + (1 — 9)H(R,|Q2).
Ebbdl adododan
Q)= H(Q) - vH(R1|Q1) — (1 —9)H(R2|Qa).
Viszont az entrépia konkav, igy 7(2Q) is konkav.

|
5.12. Lemma. Tegyiik fel, hogy 9 : B"™ — R konkdv az

™

S={lpt..... pallpi =0, i=1.2 ... nés Zp; =1}

i=1
halmazon. Ha @ folytonosan differencialhaté S belsejében és létezik

pr=0 (i=12.....n)

ugy, hogy

dg : o

ah,:p-:[). i=1.2.....nés p* £

ahol » = (p1.. ... Pn). 0 = (p]..... Pr, )- akkor a g fiiggvény abszolut maximuma az S halmazon g (p*).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 9(7) > g(p" ). Legyen 0 < ¥ < 1. akkor

gl(1 = 2)p* +9p) —glp*) _ (1= 10)g(p*)+ vglp) — glp*)

-~ =

it i
=glp) —glp*) = 0.

A feltételek alapjan viszont

g

— =0 i=12.....n
p;

|,u=_u"
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q[p) < q(p*')‘énymenti derivéltnak 0 -hoz kellene tartani, ami ellentmondéas. Tehdt minden P € S esetén

5.2. Példa. Legyen a csatornamatrix
0.9 02

r= (0.1 [].8) '

Ekkor

g1+ g2 = 1.

ry = 0.9q + 0.2¢,,
ro = 0.1gy + 0.8gs.
Hy == 0.4689956,
Hy = 0.7219281.

A parcialis derivaltakbol ad6do egyenletrendszer:

1
———= —0.91ogsr —0.11oggm — H1 + A =0,

In2
1
o 0.2logsm —0.8loggre — Ho + A =0,
Atalakitva:

1 1
—Hy = (m —)x+log2r1) 0.9+ (m— A+ log, 1"2) 0.1,

= (i ~ A +log, :-1) 0.2+ (% ~ A+ log, rg) 0.8.
11

In2
Legyen
o =i — A+ logy .
In2
i =ﬁ — A+ logg ra.
Ekkor

oy = —0.7941945,
wy == —0.4328624,
O = log, (2" +2"7) = 0.397754.

Tovabba
9—Ctur _ = D,gql -+ D,?rjg.
2_C'+uz =713 = 0. 1g + (.8gs.

ry 2= 0.4377112,
ri == (.D622888,
qi == 0.517555,
gs = 0.48445,

A
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4.5.4. Arimoto-Blahut algoritmus

Zajos csatorna kapacitasanak kiszamitasara altalanos moddszert Arimoto [2] és Blahut [6] adtak eldszor
egymastol fliggetleniil 1972-ben. A modszer ismertetése eldtt nézziik milyen kifejezésekre lesz sziikségiink.

Legyen P = {P1.....Pn} a csatorna egy lehetséges bemeneti eloszldsa, valamint Q={aq..... am } eloszlas a
csatorna kimenetén. Ha 7" az adokarakterisztika matrix, akkor a P bemeneti eloszlasbol a kimeneti eloszlast a
TP matrix- Vektor szorzat adja. Bontsuk fel az adokarakterisztika matrixot oszlopvektoraira és a 7" matrix J-edik
oszlopat jeldlje 7. Tovabba legyen

m

D;(Q) = D(T;||Q) = ) _tijlog

i=1 1i

Legyen P Op; > 0.(i =1.....n) tetszOleges eloszlas. Képezziik az aldbbi iterdciés formula alapjan
eloszlasoknak egy sorozatat, valamint konstansok egy sorozatat:

(N+1) _ 1 (N Dy (TP

B; St m)f’ € i=1....m.

m

SIN) — Z p-;:v) DHTPN))
F=1

N=012 ...

Ekkor a

plly  pll)  pl2)

eloszlasok sorozata konvergal valamely optimalis csatornabemeneti eloszlashoz és a
log s, log s, log 8.

konstansok sorozata alulrdl konvergal a csatorna (' kapacitasahoz.

Bizonyitas. Legyen P* egy tetszéleges bemeneti eloszlas és

m

Ro(P*) =Y " piD(Q,]|PQ) = C(Q).

i=1
Arimoto eredeti bizonyitasa alapjan kapjuk a kdvetkezot:

m J"_])
D(P*IIP) = D(PPE) = 303 10‘%’

m m

=>_#D(Q;|IPVQ) - log, (anon @170
=1

m

= D(P*QI[P™MQ) + Ro(P") — log, (3 pf 27 @7 @)

7=1

m

— log, (Z;J”?” Q; ':*':'-'J))

Q) — EQ(P'L ')
(0 E=01.2

| \,-’

W

Ebbdl kovetkezik, hogy
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i[(‘[(:}) — Ro(P®)] < D(P*||PY) < 400,

k=1

mert C(Q) = Ro(P™) barmely k > O-ra, és 1li—oc [C1Q) — Ro(P™))] = 0, ygyanis
Jim Ro(P™) = C(Q).

Ezenfeliil az is latszik, hogy

D(P|P*) = p(P*|[P* 1) =0  k=0.1.2....

Ennek kovetkeztében fennall a kdvetkezd hatarérték

lim D(P*||[P*)) =a* € Ry, WP e P.

Legyen PV iy = k egy részsorozata a P(*) sorozatnak & = 0, melyre igaz a kévetkezé:
lim POV =P,

Az Rolp) fiiggvény folytonossagabol kovetkezik, hogy

Ro(P) = lim Ro(P'™) = C(Q).

A korabbi egyenléségekbdl belathatjuk, hogy

Jlim D(P||P*)) =& € R+.

Az el6z6 egyenldségek alapjan

& = lim D(P||P"™) = D(P||P) = 0.

Ennélfogva azt kapjuk, hogy 2(P |[P®) — 0. tovabbs P — P.ha k — nc.

Nézziink par egyszer(i példat a csatornakapacitas meghatarozasara diszkrét, emlékezetnélkiili csatorna esetén. A
kovetkez6 példak megtalalhatoak a [3], illetve a [18] irodalomban.

5.3. Példa. Legyen a csatorna adokarakterisztika matrixa a kovetkezo:

I
r:%é%n1n
119909

Ekkor €'(Q) = log, 3 = 1.5849625 ¢ a7 optimalis bemeneti eloszlas pedig

I

| =
| =
| =

p = {0.0.0.

Az algoritmus pedig a kovetkez6 eredményeket szolgaltatja 1011 pontossaggal:

).0000000161
).0000000143
).0000000064
).3333333247
).3333333219
).3333333166

C(Q) = 15849624079,  p=

P s B e B s T s
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Az eredmények elballitdsahoz 17 iteraciora volt sziikség.

A
5.4. Példa. Legyen a csatorna adokarakterisztika matrixa

0.1 03 04 02
0.3 04 02 01
0.4 02 01 03
0.2 01 03 04

T =

Ez egy gyengén szimmetrikus, diszkrét, emlékezetnélkiili csatorna. A csatorna kapacitasa
3

Q) =log, 4 — H(0.1,0.2.0.3.04) = 2 + 10 logs 3 — logs 5 == 0.15356065.

Az optimalis bemeneti eloszlasra pedig igaz a kdvetkezo:

P ={P = (p1.p2.p3.pa)lp1 + p2 = 0.5.p3 = p1. p2 = pa}.
Az Arimoto-Blahut algoritmussal kapott eredmények:

(.3101020755
(.1899090077
(.3101020269
(. 1898368898

C(Q) = 0.1535606553.  p" =

Az eredmények elballitdsdhoz 116 iteracidra volt sziikség.

ry
5.5. Példa. Legyen a csatorna adokarakterisztika matrixa

0.04 011 005 005 023 007 003 002 005 016
0.06 0.21 013 019 004 018 023 024 014 033
r=| 02 004 020 022 017 039 017 015 037 0.03
0.40 040 036 042 003 007 050 033 032 017
0.24 024 026 012 043 029 0.07 026 012 031

A csatorna kapacitasa

C(Q) = 0.36217799,

az optimalis bemeneti eloszlas

p={0,0,0,0,0.4954, 0,0.5045, 0, 0, 0}.

Az Arimoto-Blahut algoritmussal kapott eredmények pedig a kovetkezéek:
(@) = 0.3621779913.

p" = {0,0,0,0, 0.4954129680, 0.0000025254, 0.5045845066, 0,0, 0}.

Az eredmények eldallitasahoz 3739 iteraciora volt sziikség.

A

5.6. Példa. Legyen a csatorna adokarakterisztika matrixa
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A csatorna kapacitasa
[(2) D‘J(l_l_r)]—H i]—-i):l
Ha 3 = 0.5 akkor

C(Q) =log

=1'U‘ 1_|_g]— 0.5 logl.i+0.5log0.} J:l:l

Az Arimoto-Blahut algoritmussal kapott eredmények pedig a kovetkezbek:

Q) = 1.

125
0.375
Az eredmények elballitdsahoz 1 iteraciora volt sziikség.

A

5.7. Példa.

¥

e
|
h-]

2 2

B 1—p
2 2
=], 3
2 2
1—p B
5 o

A csatorna kapacitasa C(Q) =1 — H(p.1— p) Ha p = 0.5. akkor C'(@) = 0. Legyen » = 0.2. ekkor

(@) =1—[—(0.21og0.2 + 0.81og 0.8)]
=14 (—0.464385 — 0.257542)
=1-0.721928 = 0. 278071

Az Arimoto-Blahut algoritmussal kapott eredmények pedig a kovetkezdek:
C@) = 0.2780719051

és

p' = [0.5.0.5].

Az eredmények elballitdsahoz 1 iteraciora volt sziikség.

A

5. 5.5. lteraciés médszer a relativ kapacitas
meghatarozasara (kiegészité tananyag)

A szakasz kitekintést ad arra, hogyan lehetne az Arimoto-Blahut algoritmust altalanositani, ha zajos csatorna
esetén a jelek kiilonb6z0 id6 alatt mennek at, azaz additiv koltség esetén [14].
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5.13. Definicio. Relativ kapacitasnak nevezziik a csatorndan ténylegesen atvitt informdacio és a forrdasentropia
hanyadosat:

o _1P.Q)
")

Legyen a P és P’ bemeneti eloszlasvektorok halmaza a kovetkezéképpen definidlva:

P= {'P = (p1..... p)im =0 (i=1,..., n).z;y = 1}

i=1

és

T =(t;;) (i=1,....mij=1,....n)

az adokarakterisztika matrix.

Ekkor a csatornén atvitt informaciomennyiséget a kdvetkezéképpen szamolhatjuk ki:

m T

ZZ;J,!‘,;I% t .  pEP.

i=1 7=1 "—1

Az egyszerliség kedvéért legyen

Z t*f ]'Ub m Z t*f

,._]p i‘“, i

ahol € = (g1. .. .an) kimeneti eloszl4s, mely T'F matrix-vektor szorzassal meghatarozhato.

Az jelolésbeni egyszeriisités utan az atvitt informaciomennyiség:

m

I(P) = Z;J;DJ-['P:I.

i=1
Ezek utan vezessiink be egy !i = 0 koltségvaltozot minden i-dik bemeneti szimbolumhoz, valamint legyen (P)
koltségfiiggvény

m

= Z Iipi. pe P

i=1

A relativ kapacitast a kovetkezoképpen definialta Reza(1961):

C'p = max I(lp)
R = pef.l‘" F(P) .

Az iteracios algoritmus a kovetkezo:
1. Legyen a = min; i;.

2. Legyen P'") £ P tetszoleges bemeneti eloszlas.
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3. A P!l valosziniiségi vektor utdn hatirozzuk meg a P'**1) vektort a kdvetkez8képpen

Gty Di(P®) _
IJ,’-L H =IJ}L)C}€D [ﬂ(lr—)} . i=1.....m;
-
w'F = Zpi ;,-_1:.:
i=1
p-_"k—])
(k+1) _ B _
P; = i=1,....m.

5.14. Tétel. Az

I(P)

sorozat monoton névekvo és konvergal a relativ kapacitdshoz.
Bizonyitas. E16szor is azt mutatjuk meg, hogy az eljaras altal kapott
h I(PtR) }
[(PiE))
sorozat monoton novekvo. Jeloljikk P-vel és R-rel a k-adik és a (k4 1)-edik valoszinliségi vektorokat, melyeket
az el6bbi iteracios formulaval kapunk. Legyen
x; = x;(P) = Di(P)/1;.
fi = explax;]. (t=1.,....n)

113
w = Z;J;ﬁ.
i=1

Ekkor nyilvanvaloan

o fji.f}

i .
wr

Legyen ¢ = (u1... .. tz), ahol:

IJEFJ
H{P)

;=

|
A kovetkezd lemma garantalja, hogy az eljaras fenti sorozata monoton nvekvd lesz.
5.15. Lemma.

I(P) _loga I(R)
WPy = a ~ IR)’

ahol
A= Z u;fi.
i=1

Egyenléség akkor és csak akkor dll fenn mindkét oldalon, ha i konstans barmely pi = U -ra,

Bizonyitas. A Jensen-egyenldtlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

T

logh 1 . I(P)
a ~a ;”’loh'f’ P
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A masodik egyenl6tlenséghez elegendd belatni a kovetkezot:
Q@ =al(R)—1(R)log A= 0.

Legyen S = (s1.- .. 5m) kimeneti valoszinliségi vektor ugy, hogy

si=3 mty  (i=1...m).

i=1
Az l-divergencia tulajdonsagabol konnyen belathatjuk a kdvetkezd egyenlétlenséget:
D(R[|P) = D(S]|Q).

Figyelembe véve ezt az egyenldtlenséget kapjuk a kovetkezot:

m ™

. tij
IR) = Zr,— t;;log "—f
i=1 =1 o

T T

ti: -
= Z]; Zla,-_j log q’-_f — D(S]|Q)
1= j=

7
1=1

m

— 13 ntlog £, - DRIP).
il i

Masfeldl

- o wi(R)
A= ; uifi = iP)
Ennélfogva

Q =Y il log f; — aD(R||P) — I(R) log A

i=1

B 17l N f,u . . . H:R:l
- ;m, log =~ — aD(R|[P) — I(R) log I0P)
mi .. F('R
=3 rilti —a)log = — I(R) log ==
2 rilli —a)log = 1R low i)
- B . I(R)—a o I(R)
> ({R)—a)lo .f('P)—aF[R lohi['P)'

A lemmabol azonnal kévetkezik, hogy ha = = a > 0 ¢s b = a. akkor az

flz)=1(r—a)log ; —?_ .’:logi
h— b

fliggvény a = = b esetben veszi fel a () értéket, és pozitiv ha = 7 I, Konnyii belatni, hogy az egyenléség
feltétele, hogy = konstans legyen barmely pi = (-ra.

Most mar készen vagyunk, hogy bebizonyitsuk, az iteracios eljaras altal Iétrehozott

I(P#)

sorozat a relativ kapacitashoz tart.

Legyen
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L D (P
o - D)

f;:k) = e:{p[ca:r:gk)].
P,
(k) _ : _
i (-pr.l.)) (e=1,..., m.k=0.1....).

T

w® =37 ) )

i=1

m {k "l
() _ i1 P 0 =3 ),

= [‘Prg)) —
Mivel
m {k
(k1) )f :
i T

kapjuk, hogy

I(P%)  logA®) _ [(PU+1))
< < <Cp (k=0.1,2,...).
(PH) = a (PUs1y) = T F ( )

Ennélfogva a

1(P®)

ésa

logAte)
{

i

sorozatok monoton névekvdek és ugyanahhoz az értékhez tartanak. Vezessiink be egy P* valosziniiségi vektort
mely elérte a relativ kapacitast és legyen

_ p?'!z'

aTr s

Ezenfeliil vezessiink be egy
Q" (k=0.1.2....)

és @ kimeneti valosziniiségi vektorokat. Ha figyelembe vessziik, hogy

u:[k+1) f;[k)
CESYCh

i.l’..

akkor a kovetkez6hoz jutunk

m |‘.L+1:1 m
DUUP) DU U D) = wilog U = 0 utal™ — logaA®
i=1 t! i=1

- (Zp! Di(P") + D(Q" ||Q”~))) log A()

=aCp—log D(Q*(|Q™).

( )

Az egyenldség jobboldalan 1év6 kifejezés nemnegativ, ezért
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1 , , log A(F)
DU UP) — DU U = op — 2

il il

(20). k=0.12....

Osszeadva ezeket az egyenlétlenségeket i = 0-t6l K = N — 1-ig, kapjuk, hogy

= ABY 1 , "
S (Cr—1og==) < ~{D@"|U®) ~ D" U™}
!

k=0 “

1 ,
< —{D(UU"™)},  N=0.1,2....
il

Az egyenldtlenség jobb oldalan 1évo kifejezés fiiggetlen NV-tdl, és véges, a

log AlF)

il

}

sorozat tart a C'r relativ kapacitashoz. Ezzel bizonyitottuk az iteracids eljaras konvergencidjat.

|

5.16. Kovetkezmény. A

{Q™}

kimeneti eloszlasok sorozata, hasonloan az
U}

bemeneti eloszlasok sorozatahoz, konvergens.

Bizonyitas. Az tételbdl kapjuk a
il

1P

egyenldtlenséget. Osszeadva ezeket az egyenlétlenségeket & = 0-tol k = N — 1-ig, ugy, mint a korabbi
egyenl6tlenség levezetésében, konnyen belathatjuk a kdvetkezmény helyességét.

D(Q*(|QW) < DU*|U®) — DU UFD),  k=0.1.2.....

|
A kovetkez6 lemma a kovergencia sebességének kimondasahoz sziikséges.
5.17. Lemma. 4 kozelités

log AF)

k)= O/ —
e(k) R .

hibadja egy
const
ka

kifejezéssel hatarolhato.

Bizonyitas. Az el6zoek felhasznalasaval jutunk el a kdvetkezo kifejezésig

1 . on st
(k) < —D(U* ) = ot
Wil

ka
[ |

A konvergencia sebessége:
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Abban az esetben ha a P* bemeneti eloszlas eléri a relativ kapacitast, akkor ez egyedi és P £ F. Ekkor a
konvergencia sebessége meglehetésen javul.

A kovetkezokben sziikségiink lesz az alabbi lemmara, mely konnyen levezethetd a Kuhn-Tucker tételbol.

5.18. Lemma. Ha a F* valosziniisegi vektor eléri a relativ kapacitast, akkor

D;(P*)
l;

=Cpg "'fp? = (),

i ‘_-‘jf I"\?'Ipr = U
5.19. Tétel. Ha a bemeneti P* valdsziniiségi vektor eléri a relativ kapacitdst, akkor az egyedi és P* < F. Ekkor
létezik olyan pozitiv egész N és egy konstans U < & = 1 amik kielégitik a kovetkezé egyenlétlenséget
o)

elk) < —(1 —a)* YD ||UN)  YE=N
il

és N fiiggetlen o-tol.

Bizonyitas. Legyen D = P* — P* . ekkor D tart a 0-hoz, ha k — .

Tovabba legyen
I; Thy
0 = — = —.
1(P~) P!

Ekkor a kovetkez6khoz jutunk:

m (k) Tk
kY 10 Pi . [(PE)
DU || U = — ; u? log = + log 1)
m . i"- m
= - ; u; log (1 — ;?_T) + log (1 — Z fi’,-f:,-)
= % [i f—:rri'f — ( i ri',-f:,-) 2] + i O(ri’f)
= i i=1

ahol A = (ai;) egy n x n méretli szimmetrikus matrix, ugy, hogy

Ci 2 - .
i = i e ha i = j.
:

ey

= —oicy, ha i £ j.
Eléggé nagy N esetén
DU UF) < (1 — o) =Y DU | [15)). ¥k = N.

Az Arimoto-Blahut algoritmus bizonyitasahoz hasonld érveléssel, kombinalva az egyenlStlenségeket,
bizonyitani tudjuk a tételt.

6. 5.6. Feladatok

1. Az Y={0.1.2.3} csatornagbécéhez tartozé atviteli idsk 7 ={1.1.1.3}. Hatarozza meg a
csatornakapacitast! Optimalis kodolas esetén hatarozza meg az atlagos atviteli idot!
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2. Binaris torlddéses csatornardl a kdvetkezot tudjuk: egy elkiildott jel 0.9 valoszinliséggel marad az eredeti €s
0.1 valoszintiséggel valik felismerhetetlenné. Hatarozza meg a csatornakapacitast!

5.3. abra - Binaris torlodéses csatorna

A B

3. Az

Y =40,1.2 3}

csatornaabécéhez tartozo atviteli idok

T =1{051213 21}

Hatarozza meg a csatornakapacitast! Optimalis kodolas esetén hatarozza meg az atlagos atviteli id6t!

4. Binaris csatorna esetén Pojo = 099, pyy = 0.8 pg;p =005, pyp = 0.15.

csatornakapacitast!

Hatirozza meg a

5. Az Y =1{0.1.2} csatornagbécéhez tartozé atviteli idsk 7 ={1.1.2.2.3}. Hatarozza meg a
csatornakapacitast! Optimalis kodolas esetén hatdrozza meg az atlagos atviteli id6t!

6. Az

Y ={0.1.2,3}

csatornaabécéhez tartozo atviteli idok

T =1{051213 21}

Hatéarozza meg a csatornakapacitast! Optimalis kddolés esetén hatdrozza meg az atlagos atviteli idot!

7. A csatornamatrix

0.9 0
T=101 01
0 0.9
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Hatarozza meg a csatornakapacitast!

8. A csatornamatrix

Hatarozza meg a csatornakapacitast!

9. Az Y =1{0.1.2.3} csatornadbécéhez tartozé atviteli idsk 7 = {0.6.1.1.2.3}. Hatarozza meg a
csatornakapacitast! Optimalis kodolas esetén hatdrozza meg az atlagos atviteli id6t (Pontossag=0.00001)!

10. Az Y = {0. 1. 2. 3. 4} csatornaabécéhez tartozo atviteli idék

T ={0.5,0.8,1.2,1.3. 2.1}.

Hatarozza meg a csatornakapacitast! Optimalis kodolas esetén hatdrozza meg az atlagos atviteli idot!

Do — 0.97. M = 0.94. Do = 0.06. Min = 0.0

11. Binaris csatorna esetén 3. Hatarozza meg a

csatornakapacitast!

[)9 mn = [}8 M = [}1 Mo = [}2

12. Binéris csatorna esetén #0j0 = Hatarozza meg a csatornakapacitast!

13. Binaris szimmetrikus csatorna esetén Foio = P11 =P ¢g Pojr = P1j0 = 4 Hatdrozza meg a
csatornakapacitast, ha p = 0.9 ¢s ¢ = (.1

14. Az Y =1{0.1.2.3} csatornadbécéhez tartozé atviteli idsk 7 =11.1.2.3}. Hatarozza meg a
csatornakapacitast! Optimalis kodolas esetén hatdrozza meg az atlagos atviteli id6t!

15. Sorba kotott csatornak esetén hatarozza meg a csatornakapacitast!

5.4. abra - Egymas utan két csatorna (soros eset)

—— 1. csatornaj—— 2. csatorna|>—

5.5. abra - Egymas utan tobb csatorna (soros eset)

—+—1. csatornaj>—+ + «+——n. csatornar——

16. Parhuzamos csatornak esetén hatdrozza meg a csatornakapacitast!

5.6. abra - Egymas mellett két csatorna (parhuzamos eset)
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——1. ¢csatorna——

b
.
-~

—— 2. csatorna -}

7. 5.7. Onellendrzd kérdések

1. Definidlja a feltételes entropiat!

2. Definidlja a feltételes entropiat, ha adott az egyiittes eloszlas!
3. Definidlja a kodlcsonds informacidomennyiséget!

4. Definialja a csatornakapacitast azonos atviteli id6 esetén!

5. Vezesse le a szimmetrikus csatorna kapacitasat!

6. Vezesse le a binaris torlddéses csatorna kapacitasat!

7. Definialja a csatornakapacitast nem azonos atviteli id6 esetén!
8. Definidlja a csatornakapacitast additiv koltség esetén!

9. Definialja az informaci6 atviteli sebességét!

10. Bizonyitsa az adatatviteli lemmat!

11. Ismertesse és jellemezze a tanult csatorna tipusokat!

12. Bizonyitsa a csatornakapacitas kiszamitasara hasznalt numerikus modszer konvergenciajat additiv koltség
esetén!

13. Ismertesse az Arimoto-Blahut algoritmust!
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6. fejezet - Csatornakodolas

1. 6.1. Hibajavitas, kédtavolsag

Szimmetrikus binaris csatorna esete, azaz a csatorna atviteli matrixa legyen a kdvetkez6:

T (f"’ ‘f) |
qg P
6.1. abra - Binaris szimmetrikus csatorna

A B

Probléma: Milyen feltételek mellett és hogyan oldhatd meg a csatornaban az atvitelnél keletkezett hibak jelzése
és javitasa?

6.1. Példa. A bit haromszorozas modszere (Commodore-64 kazettas egység):

0 — 000
1 —111

Ha a dekodolas a tobb azonos bit szerint torténik, akkor a legfeljebb két hiba jelezhetd és egy hiba javithato.
Ha » = 0.9, akkor a helyes atvitel (javitassal) valosziniisége

p* + 3p%q = 0.972.

A

6.1. Definicio. Az tizenetszo (k bit) — kodszo (n bit) dtalakitast (kédoldst) (k. 1) kédnak nevezziik.

6.2. Megjegyzés. Ez egy blokkos kodolas.

Legyen 4 = {0.1} ¢s adott a kivetkezd két miivelet:

a [kizaro vagy” mivelet (jele: ) vagy masképpen a modulo 2 Osszeadas (jele: ), és a hagyomanyos szorzas a
masik miivelet.

Ekkor (4. V) ¢s (4. ) Abel-csoport. Tovabba, (4. V. ) test. Ertelmezzilk az A™ esetén az eldbbi miiveleteket
bitenként, ekkor (A™. V] vektortér az (4. V. ) test felett.

6.3. Definicio. Legyen a = A™. lal] jelentse az egyes bitek szamat.

Ekkor ||l| + A™ — Z norma.
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6.4. Definici6. A d(a.b) = [|a v b| mennyiséget Hamming-féle tavolsagnak nevezziik.
6.5. Lemma. A Hamming-féle tavolsdg kielégiti a tavolsdg tulajdonsdgait.

6.6. Lemma. A Hamming-féle tavolsag invarians az eltolasra, azaz

dla.b) =dlavc.bVe).

Bizonyitas.
dlavebve)=|lavelvibve)l|=|lavieve) Vb|=]lavb| =
= d{a.b).
]
6.7. Definicio. A v1.v2.....Um kddszavakbol dllo kod esetén a kodszavak tavolsagai koziil a minimdlisat

kodtavolsagnak nevezziik, azaz a d kodtavolsagra

d = mind{v;.v;).

i#]
d = mind(v;,v;), , “
6.8. Megjegyzés. Legyen i#i a csatornadbécé Y = 10.1}. Jelslések: u € ¥ (az eredeti tizenet),
v € Y (az u-nak megfeleld csatorna kédszd), v € Y™ (@ v-nek megfeleld csatorndan dthaladt jelsorozat, azaz az
atvitelnél keletkezik). Ekkor

p({:h,:‘ — f;r”I_l'll)jil”_d{l_l'll).

Ha a i eredetijének azt a v kédszét tekintjiik, amelyre a ¥ (v]v) feltételes valosziniiség a lehetd legnagyobb, azt
maximum likelihood kodolasnak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy 0 < ¢ < 0.5. akkor

; diia)
P(olv) = (i) p"
P

maximalis, ha d(v.v) minimalis.

Ez azt jelenti, hogy binaris szimmetrikus csatorna esetén a minimalis tdvolsagon alapuldé dekodolas (javitas)
megegyezik a maximum likelihood kodolas alapjan torténdvel.

6.9. Tétel. Legyen egy vett szoban a hibak szama legfeljebb r. Tetszbleges kddszo esetén a legfeljebb r szamu
hiba a minimadlis tavolsagon alapulo hibajavitas modszerével akkor és csak akkor javithato, ha a kodtavolsag

d>=2r+1.

Bizonyitas. Elégségesség: Had = 2r +1¢s|le[| = 7 (¢ a hibavektor), akkor
d(0.v;) < d(0.v;)

barmely * 7 J esetén, ha ¢ = v; V ¢.

d =mind(v;, v;) < dlv;.v;) < dlv.0) +d(0.v;) <r +d0.v;).

LEai)
azaz

dit.v;) zd—r=(2r+1)—r=r+1

I

Sziikségesség: Ha lle|| =7 &s & = v; v e minimalis tavolsagon alapuld dekoédolésa mindig helyes eredményre
vezet, akkor d = 2r + 1.

d(v;.v;) < dlv;. 0) +d(v.v;) = dv,v;) =d —r.
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azaz a vi-bol torzult v sz6 a Vi-t6l legalabb d — r tavolsagra van. Mivel azt akarjuk, hogy a dekddolas vi-be
torténjen, ezért

d{v.v;) <d—7=d=>2r azazd = 2r+ 1.
|

2. 6.2. Csoportkod

6.10. Definicio. Ha a kodszavak csoportot alkotnak, a kodot csoportkodnak nevezziik.

6.2. Példa. Adottak a kovetkez6 (2,5) kodok:

A B C
00 — 00000 00100 00000
01 — 01011 01011 01011
0 — 10101 10101 10111
11 — 11110 11110 11110

Az A-val jelzett oszlop csoportkdd, mig a masik kettd nem, hiszen a I oszlopban nincs zérusvektor és a C'
oszlop esetén

01011 v 10111 = 11100,

Természetesen a vektorok oszlopvektorok, de az egyszeriiség kedvéért, ha nem félreérthetd, akkor csak sorban
¢és egymas mell¢ irt bitsorozat lesz a vektor.

A

6.11. Tétel. Csoportkédban a kodszo alaku hibavektor esetén a hiba nem jelezheté és nem javithato. A nem
kodszo alaku hiba legalabb jelezheto.

6.12. Tétel. Csoportkod esetén a hibadteresztés valosziniisége megegyezik a csupa zérus kodszo alaku hibak
valosziniiségének az osszegével.

6.3. Példa. Az (A) csoportkod esetén, ha p = 0.9. akkor a hibaateresztés valosziniisége: 2¢°p" + q'p = 0.0171,
a kodtavolsag: 3, a dekodoloi hiba ( 2 vagy tobb hiba): 0.08146.

A

d = min ||v;|.
6.13. Tétel. Egy (k.n) csoportkod esetén il

6.14. Tétel. (& csoportkdd, vi € (7 rogzitett, ¢ hibavektor. Ha a hiba javithaté, akkor ez a tulajdonsdga
fliggetlen vi-t6l.

Bizonyitas. Ha e javithato, akkor

dlv; Ve, v;) < dl; Ve, t‘_i':l i 7.

Azt kell belatni, hogy

dlg Ve o) < dlvg e, t‘_J;) k £ j.

A Hamming-tavolsag eltolsra invarians, ezért

dlvg Ve,v;) =d((vg, Ve)V (og V) V(o V) =

dlv; W e, v (v Vo)) = dlo; Vew) =
Y

i
=d{{v; Ve)W (vp Vo) V(o Vi) = dlog Voeoog).
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6.15. Megjegyzés. Hogyan lehetne automatizalni a kévetkezé problémdakat?
1. A csoport tulajdonsag ellendrzése.
2. Tarolas, kodszo keresés.

3. Kodtavolsag kiszamitds.

3. 6.3. Linearis kod

6.16. Definicio. Legyen u € A Gk xn tipusii matrix, ahol 9ij € A- 4 kéd linedris, ha
ol =G

A G matrixot generdlé matrixnak nevezziik. A v vektor transzpondltjanak a jele v .

6.4. Példa.

WA

Eppen az (A) csoportkodot adja meg.

A

6.17. Tétel. A linedris kod csoportkod.

Bizonyitas.

G:A¥ = A,

.  ARY ; p . /" IRV
azaz mivel (A", V:'csoport, igy van zérusvektor. Nem vezet ki a miivelet a halmazbol és 1étezik inverz elem
hiszen minden elem a sajat inverze.

6.18. Definici6. Legyen E k x k tipusii egységmatrix. A G = (E|P) generdtor matrixu kodot szisztematikus
kodnak nevezziik.

Néhany elnevezés:
P paritasmatrix,

P
E ] paritésellenérzé matrix (Ein—k)x(n—k)),

u’ P paritasvektor.

6.19. Definicié. Legyen @ egy vett kddszo a csatornakimeneten. Az s vektort a v vektorhoz tartozo szindromdnak
nevezziik, ha

sl =aTF
6.20. Tétel. A szindroma akkor és csak akkor zérusvektor, ha a vett szo kodszo.
6.21. Megjegyzés. A szindromdk egy osztalyozdst adnak.

6.22. Tétel. A csatorna kimenetén vett azonos mellékosztalyokba tartozo szavak szindromdja azonos, kiilonbozé
mellékosztalyokhoz tartozoké kiilonbozo.
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(F.n) szisztematikus kod esetén: (A" ") csoport, a generalas utan (S.V) részesoport (5 € A™). § meghataroz
egy mellékosztalyra bontast. Készitsiik el a mellékosztalytablazatot, majd ebbdl a dekodolasi tablazatot, azaz
minden mellékosztalyban kivalasztjuk a mimimalis normaju osztalyelemet. Ezzel az osztalyelemmel generaljuk
a mellékosztalyt.

6.5. Példa. A

. (1 0 1 01

“= ([) 101 1)

generatormatrixhoz készitsiik el a mellékosztaly tablazatot!

A kovetkezd mellékosztalytablazat elsd sordban van a generalt csoportkddunk, s a tovabbi sorokban egy-egy
mellékosztaly:

00000 01011 10101 11110
00001 01010 10100 11111
00010 01001 10111 11100
00100 01111 10001 11010
01000 00011 11101 10110
00101 01110 10000 11001
11001 10010 01100 00111
110000 10011 01101 00110

Egy mell¢kosztalytablazat akkor jo dekddolasi tablazatnak, ha minden sorban a legkisebb norméaju elem az elsd.
Ezek az Un. osztdlyelsok. Jol lathatd, hogy ez nem teljesiil a 6. és a 7. sorban, igy ezeket a sorokat
ujraszamoljuk.

Dekodolasi tablazat:

0oooo - 01011 10101 11110
00001 01010 10100 11111
00010 01001 10111 11100
00100 01111 10001 11010
01000 00011 11101 1011

100000 11011 0O
100100 11001 0
110000 10011 0

111 0110

(
(
101 0111(
(
1101 0011(

)
)
)
)
Természetesen eléfordulhat, hogy a normak megegyeznek, akkor valasztunk egyet.

A kodolas menete: kivalasztjuk a kodszot a tablazatban, majd hozzarendeljik az oszlop tetején 1évo kodszot.
Ehhez pedig az eredeti kodot.

Legyen o' =11011. ami a hatodik sor masodik oszlopban talalhatd. Az oszlop tetején 1évé elem: U1011.

amelyhez eredetileg a 01 k6dszo tartozik. Ekkor feltételeztiik, hogy a hibavektor 10000, a hatodik sor elsé
eleme.

A

6.23. Tétel. A dekodolasi tablazatban barmely szo tavolsaga a sajat oszlopa tetején allo kodszotol nem
nagyobb, mint barmely mas kodszotol.

6.24. Megjegyzés. A dekodolasi tablazat alkalmas maximum likelihood kodolasra.
6.25. Megjegyzés. Az osztalyelsé alaku hibak javithatok.

6.26. Megjegyzés. A helyes dekodolas valosziniisége megegyezik az osztalyelsd alaku hibak valosziniiségeinek
az dsszegevel.

4. 6.4. Hamming-koéd
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Sokféle Hamming-kod van. Itt a legegyszeriibb esetet vizsgaljuk.

6.27. Definici6. Hamming-kddnak nevezziik azokat a szisztematikus kédokat, amelyek pontosan egy hibat tudnak
javitani.

6.28. Megjegyzés. A4 linedris (k.n)-k6d 2F & hosszusagu kézleményhez rendeli hozza a kodszavakat kélesondsen
egyertelmii modon. Bazistranszformacioval konnyii megmutatni, hogy minden linedris kod eldallithato
szisztematikus generdtormadtrixszal.

st =0T F=¢"F, v=uVe,

ahol e a hibavektor. Tehdt a szindromabdl az e hibavektor egyértelmiien megadhato. Ugyanis a dekddolas
hibatlan lesz, hiszen a hibavektor ismeretében az iizenet is meghatarozhato.

, . . gz . , T
Javitsunk ki minden egy hibat! Ha ©= €i. azaz az | -edik egységvektor, akkor &
paritasellendrzé matrix i-edik sora. Minden sornak kiilonbozének kell lennie, azaz

=-ffT- Eppen a

n=2""F_1,
Ebbdl
E=2""%_(n—k) -1

Néhany kod mérete kiszamolva:

n—k 2 3 4 5 6
k 1 4 11 26 57
n 3 7T 15 31 63

Vegyiik észre, hogy az (1,3)-k6d éppen a bit haromszorozasa.

5. 6.5. Feladatok

1. Legyen a szisztematikus kod paritasmatrixa
1 11
P= (1 0 1) '
Dekodolja az 10111 vett kédszot a maximum likelihood dekodolas alapjan!

2. Bindris szimmetrikus csatornan a hibas tovabbitas valésziniisége ¢ = 0.02. Legyen a szisztematikus kod
paritasmatrixa

1 10
=11 01
1 11

Hatarozza meg a hibaateresztés valoszinliségét! Dekddolja az 101111 vett kodszot a maximum likelihood
dekodolas alapjan (Indoklas!)!

3. Binaris szimmetrikus csatornan a hibas tovabbitas valoszintisége ¢ = 0.U8. Legyen a szisztematikus kod
paritdsmatrixa

011
=11 01
1 11

Hatarozza meg a hibaateresztés valdsziniiségét! Dekodolja az 101101 vett kodszot a maximum likelihood
dekodolas alapjan (Indoklas!)!

4. Legyen a szisztematikus kod paritadsmatrixa
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1 10
=11 01
011

Hatarozza meg a hibaateresztés valoszintiségét!

1

5. Bindris szimmetrikus csatorndn a hibas tovabbitas valoszinlisége 4= 8 és az A, B, C, D betiiket rendre 111,
100, 010, 001-gyel kodoljuk, és 110, 101, 011, 000 vétele esetén is A-t, B-t, C-t, D-t dekdédolunk. Hatarozza
meg a dekddolasnal elkovetett hiba valosziniiségét!

6. A szisztematikus kod paritasmatrixa

1 10
=11 01
1 11

Hatarozza meg a szindromakat!

7. Binaris szimmetrikus csatornan a szisztematikus kod paritdsmatrixa

1 10
P=11 01
1 11

Dekodolja az 111011 vett iizenetet!!

8. A linedris kod generatormatrixa

1101 10
G=|1 011 01
001 0010

Hatérozza meg a hibaateresztés valosziniiségét, ha ¢ = 0.023
9. A szisztematikus kdod paritasmatrixa
11 0
P= (1 0 1) '
Dekodolja az 11111 vett kodszot a maximum likelihood dekodolas alapjan! Hatirozza meg a hibaateresztés
valoszintiségét, ha p=0.98!
10. A szisztematikus kod paritasmatrixa
1 1 0
P= (1 0 1) |
Hatarozza meg a dekddolasi tablazatot!

11. A szisztematikus kod paritasmatrixa

1 10
P=11 01
1 11

Hatarozza meg a kodszavak részcsoportjat és hatarozza meg a javithato hibak szamat!

12. A szisztematikus kod paritasmatrixa

110
Pz(l 0 1)'
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Hatarozza meg a kodszavak részcsoportjat és hatarozza meg a kodtavolsagot!

13. A szisztematikus kod paritdsmatrixa

011
P=10 0 1
1 10

Hatarozza meg az 110011 vett kodszohoz tartozé szindromat, tovabba azokat a vett kodszavakat, amelyek
szindromaja azonosan 0!

14. A szisztematikus kod paritasmatrixa

1 10
P=11 01
011

Hatarozza meg a hibaateresztés valdszinliségét és a V" = (0,0.1,1,1. 1) vektorhoz tartozé szindrémat és
mellékosztalyt!

1

. . . .z RN qg=3- . . .
15. Binaris szimmetrikus csatornan a hibas tovabbitas valdsziniisége 8 A szisztematikus kod
paritasmatrixa

1 10
=11 01
1 11

Hatarozza meg a hibaateresztés valdszintiségét! Dekodolja az 111011 vett iizenetet!

16. A hibajavito kod generatormatrixa

1 001 10
G=|01 01 01
001011

Hatarozza meg azt a mellékosztalyt, amelyhez tartozé szindroma s* = 110!

6. 6.6. Onellendrzé kérdések

1. Definialja a Hamming-kodot!

2. Definialja a mellékosztalyt!

3. Ismertesse és bizonyitsa a maximum likelihood kodolas és a minimalis kodtavolsag ekvivalenciajat!
4. Igazolja, hogy a mellékosztalyok diszjunktak!

5. Definiélja a linearis kodot!

6. Ismertesse a Hamming-tavolsag tulajdonsagait!

7. Igazolja, hogy a linearis kod csoportkod!

8. Ismertesse és bizonyitsa a Hamming-tavolsag eltolasinvarianciajat!

9. Definialja a szisztematikus kodot!

10. Bizonyitsa a hibajavithatosag és kodtavolsag kapcsolatara vonatkozo allitast!

11. Definialja a szisztematikus kodot!
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12. Definialja a Hamming-féle tavolsagot!
13. Igazolja, hogy a szindréma jellemz6 a mellékosztalyra!

14. Igazolja, hogy a dekodolasi tablazatban barmely szo tavolsaga a sajat oszlopa tetején allo kodszotol nem
nagyobb, mint barmely mas kddszotol!

15. Adott egy csoportkdd és benne egy rogzitett v kodszo. Igazolja, ha az e hiba javithato #-nél, akkor ez a
tulajdonsaga igaz barmely mas kodszora is!
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7. fejezet - Bevezetés a folytonos
esetbe

1. 7.1. Diszkretizalas

A & folytonos valosziniiségi valtozé lehetséges értékeinek halmaza nem megszamlalhato, ezért H ()
definialasdhoz eldszor elkészitjiik a &a diszkrét valdszinliségi valtozot, amely a & kerekitésének is tekinthetd:

L=nd, ha (n—1)5 < <nd, necl

Ekkor
Plisg=nd)=P(ln—1)d < £ < nd) = / flx)dr = 5}'[145}.

(n—1)d

ahol M < f(nd) < M. azaz a minimum és a maximum kozotti érték az adott intervallumon.

i f(nd)In(3 f(nd)) =
— Ind— i 5f(ns)In(f(nd)).
mert N
_:t 6}3;6 ff a‘: =1.

Ha 8 — 0. akkor — Ind — 400, ezért

lHm(H (&) + Ind) = ff VIn flx)de = H(Z).
50

7.1. Példa. Legyen & a (0. 9) intervallumon egyenletes eloszlasu. Ekkor
H() =1nd,
azaz jOl lathaté, hogy a H (€) lehet negativ is.

A

7.1. Megjegyzés. Az entropia diszkrét esetben a bizonytalansagot méri, mig folytonos esetben csak a
bizonytalansag valtozasat.

2. 7.2. Néhany fogalom folytonos esetben
Entropia, mint varhat6 érték: H(£) = E(—In f(£)).

7.2. Példa. 1. Exponencialis eloszlasra; H(£) =1 —InA.

2. Normalis eloszlasra: H(&) = 0.5+ Infov/27),

A
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Egyiittes entropia: H(£.1) = E{—In f(.n)).
7.3. Példa. Normélis eloszlasra: H(&.nm) = 1+ In(2raya2v/1 — »2).

A

Ko6lcsonos informaciomennyiség:
flg.m) )
Hem)=FE|lIn ——7—].
&) ( Fe(€) 1, ()
7.4. Példa. Normalis eloszlasra: T(§.1) = —0.5In(1 — r%].

A

I-divergencia:

Pl = (n755)

7.2. Megjegyzés. D(nl[¢) = 0.

7.3. Megjegyzés. Transzformacio: 1 = 915 ).
Diszkrét esetben H(n) = H(L). Egyenloség akkor és csak akkor, ha 9 invertalhato.
Folytonos esetben Hn) < H({) + E(ln|g'(£)]). Egyenléség akkor és csak akkor, ha 9 invertalhato.

Bizonyitas. Ha g invertalhatd, akkor a valdszinliségi valtozok transzformacioja alapjan

Hin) = - f £ (w)n £, (y)dy =

I P 1O
= _Z felz) In ) lr =

lg'(a
=— /.f{[;r.‘) llllf'{(;r.':lfi’;r.'-l-/.f{[;r.‘) In|g'(x)|dx.

3. 7.3. Maximum entrépia médszer (MEM)

Entropia maximalizalas feltételek mellett.

7.5. Példa. Pénzfeldobas: & = Pfei). Feltétel: A stiriségfiiggvény 0 a 0. 1] intervallumon kiviil. Keérdés: H1£)
mikor lesz maximalis?

Az |-divergencia nemnegativitdsa alapjan tetszéleges 4 siiriiségfiiggvény esetén

1 1
— [ glz)Ing(z)dz < — [ glz)In flx)de =0 = H(L),
/ /

ha & egyenletes eloszlast a 0. intervallumon.

A
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Varhato érték feltételek:
A { valészintiségi valtozo [ stiriiségfiiggvényét nem ismerjiik. Viszont adott, hogy
Elgi(§)) =ai.  (i=12,....n)
ahol a g: fuggvények ismertek. Ekkor a MEM alapjan
flz) = Aexp (— Z).;g,-[;:r)) .
i=1

ahol a A értékeket meghatarozzak az adott varhato értékek, mig az A értéke abbol adoédik, hogy f
stiriiségfiiggvény.

Bizonyitas. Ha f(x) ebben a formaban adott, akkor

E(lnflg)) =InA— Z)\m,—.

i=1

Mas stiriségfiiggvény esetén az I-divergencia alapjan:

—Ellnglg)) = Z Ain; — In A,

i=1
|

4. 7.4. Feladatok

1. Hatarozza meg az entropiat a Gamma-eloszlashoz!
2. Hatarozza meg az entropiat a Cauchy-eloszlashoz!
3. Hatarozza meg az entropiat az n-dimenzios normalis eloszlashoz!

4. A& valosziniiségi valtozd nemnegativ és & (€) = 3. Hatérozza meg, hogy ilyen feltételek mellett melyik
folytonos eloszlas esetén lesz az entropia maximalis?

5. A § valdszinliségi valtozora DI¢) = 3. Hatérozza meg, hogy ilyen feltételek mellett melyik folytonos eloszlas
esetén lesz az entropia maximalis?

5. 7.5. Onellendrzé kérdések

1. Ismertesse az I-divergencia tulajdonsagait!

2. Bizonyitsa, hogy az I-divergencia folytonos esetben is nemnegativ!

3. Definialja a kdlcsonos informacidomennyiséget!

4. Ismertesse ¢és bizonyitsa a maximum entrépia modszert varhato érték feltételek esetén!
5. Adjon meg olyan esetet, amikor az entropia negativ (folytonos)!

6. Definidlja az entropiat!

7. Definialja a Kullback-Leibler eltérést!

8. Milyen a kapcsolat a valoszinliségi valtozo és a transzformalt valdszinliségi valtozo entropidja kozott?
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8. fejezet - Fuggelék
1. 8.1. Jelolések

N — a természetes szamok halmaza (pozitiv egészek)

R — a valds szamok halmaza

R?-{lz. y)[z.y € R}

A C B —az Arészhalmaza a B-nek

AN B—az Aés B halmaz kozos része

Al B —az A és B halmaz 6sszes eleme egy halmazban
‘A —az alaphalmaz A halmazon kiviili elemei
AAB_aAnEB

Fla +0)_ a jobboldali hatérérték, azaz « o (x)

Fla —0) _ 3 baloldali hatarérték, azaz .E}} h F(x)

explr) _ ox
fl-) 1D — R _az f leképezés, D az értelmezési tartomény, a [Ipont” a véltozot helyettesiti

FID) — az f leképezés értékkészlete

2. 8.2. Konvex fuggvények

8.1. Definici6. Legyen I/ egy intervallum (zdrt, nyilt, félig zart). Az f : U — R konvex fiiggvény, ha
Flaa+ ub) < Afla) + ufib).

ahola.be U A+ u=1A=0gu=0.

8.2. Tétel. Ha f és g konvex fiiggvény és & = 0. 5 = 0. akkor o f + 34 szintén konvex.

8.3. Tétel. Veges sok konvex fiiggvény dsszege is konvex.

8.4. Tétel. Konvex fiiggvények egy konvergens sorozatanak a (pontonkénti) hatdra is konvex.

8.5. Tétel. Ha f : U — R konvex fiiggvény és @ < « < b, akkor

1) = Ja) _ f8) = 1a) _ f(8) — 1)

r—a - bh—a - bh—x

Ha [ szigoriian konvex, akkor az egyenlétlenségek is szigoriiak.

8.6. Tétel. Ha f : U — R fonvex fiiggvény és @ < ¢ < b. akkor létezik a bal- és jobboldali derivalt minden ¢
. o4
esetén. Tovabba, [ és I+ monoton nemcsékkené és

f"l_[f::l < f"_[f:).
Ezenkiviil minden x € U esetén

flz) = fle)+ f _le)lz—e),  flz) = fle)+ £ ole)x —c),
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azaz a konvex fiiggvény minden pontjahoz létezik egyenes (amely az adott ponton keresztiil megy), amely a
gorbe alatt marad vagy legfeljebb érinti azt.

8.7. Tétel. Az f : U — R konvex fiiggvény folytonos az intervallum minden belsé pontjdban.

8.8. Tétel. Legyen [7 nyilt és [ kétszer differencidlhato. Az f konvex akkor és csak akkor, ha ' > 0 minden

xe U

8.9. Tétel. (Jensen-egyenlétlenség) Ha [ konvex fiiggvény és & olyan valdszindiségi valtozo, amelyre létezik
E(f{¢)) és fIE(L)). akkor

3. 8.3. Az .. fUggvény vizsgalata

Az flz) =z Inw csak o = 0 esetén értelmezett, viszont folytonosan kiterjesztheté az x = () esetre, azaz ha
x — (). akkor létezik f hatarértéke.

8.1. abra - Az =lnlz) fiiggvény
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Az x*In(x) fiigevény

20
15

10

xlnix)

f'la) =1+ Inx, amibsl lathatd, hogy = < ¢! esetén f'(#) <0. azaz f monoton csdkkens a (0. e )
szakaszon.

8.2. abra - Az =lnlz) fiiggvény derivaltja
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Az In(x)+1 fiiggveény
3 —

7

|
—
=

|
h

=

L
—_
=1

Tovabba,
— 2/n+nm-2)-1 n-2 2 2
1< ine ™ )1 _ + =<1+ =
n n AT VI
igy
lim ¢n=1.
Ti—F o0
Tehat
. S S . —
lim zlnz= lim —In— = lim (—111 Yn) =0.
x—0+ n—+oo Tl n n—+oc

8.11. Tétel.

1- Tl <lnr<xr-—1.

Bizonyitas. Az In x fliggvény konkav, igy az = = 1 helyen felirt tamasztd egyenesre igaz, hogy
Inzr<z-—1.

egyenléség csak + = 1 esetén. Tovabba, ha = = (. akkor

1
— =0

€T

is teljesiil, azaz

1 1
In— < ——1.
I I

ami ekvivalens azzal, hogy
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1
Inzg=1- —.
I

8.3. abra - A logaritmus fiiggvény konvexitasanak bemutatasa

4_

8.4. abra - A reciprok logaritmusa
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A log(1/x) figgvény
8-

4. 8.4. Az aszimptotikus Stirling-formula

8.12. Tétel. Ha {an = 0} (valos) szamsorozat és in —+ . akkor

T T

1
lim — E ap=a €5 lim = H ap = d.
n—+oo T n—+ oo

k=1 k=1
8.13. Tétel.
; n
llm ——==-e.
Ti—+ o0 V‘”-

8.14. Tétel. (Aszimptotikus Stirling-formula)

Inn! _ 1

n—+oe nlnn —n

5. 8.5. Valoészinliség-szamitas osszefoglalé

5.1. 8.5.1. A valészinliség fogalma

8.15. Definicié. Egy véletlen kisérlet lehetséges eredményeinek dsszességét eseménytérnek (mintatér) nevezziik.
Jele: Q2. Az ©) elemeit elemi eseményeknek nevezziik.

8.16. Definicio. Az (! részhalmazainak egy F rendszerét o-algebrdanak nevezziik, ha
(1) L eF,
(2) A € F. akkor A € F.

(3) A1, Az.- - € FLakkor A1 U Az -+ € F.
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Az F elemeit pedig eseményeknek nevezziik.
8.17. Megjegyzés. Ha A. B € F.akkor AN B € F.

8.18. Definicié. Az -t szokds biztos eseménynek, az -t pedig lehetetlen eseménynek nevezni. Tovibbd, az A
esemény bekiovetkezik, ha a kisérlet eredménye eleme az A halmaznak.

8.19. Megjegyzés. Az ALl B esemény bekovetkezik, ha legalabb az egyik koziiliik bekovetkezik, mig az A M B
esemeény akkor kovetkezik be, ha mind a ketté bekévetkezik.

8.20. Definicio. A P : F — R nemnegativ leképezést valosziniiségnek nevezziik, ha
1) Pl2) =1,

(2) AN B =10.akkor P(AUB) = P(A) + P(B).

@3) P(B\A) = P(B) — P(AN B).

(4) Ha A C B. akkor P(A4) = P(B).

(5) P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B).

m Bn = l-ﬂ . _
(6) Ha Bn+1 C By és i1 akkor Jilﬂ:‘l:}f. P(B”:‘ =0

8.22. Definici6. Az (. F. P) harmast valosziniiségi mezonek nevezziik.

8.23. Definicié. Ha az elemi események szama véges és valosziniiségiik megegyezik, akkor a valosziniiségi mezot
klasszikusnak nevezziik.

8.24. Megjegyzés. Legyen Q| =n és jelolje az elemi eseményeket wi (i =1.2.....n). Ekkor

T

1= P(@) =P (U{M}) = 3 Plf)) = nP(fui))
1
Tenae T =i = 1.2, m).

8.25. Definicio. Bernoulli kisérletsorozatnak nevezziik azt, ha adott A € F és egymdstdl fiiggetleniil, azonos
koriilmények kézott elvégezziik ugyanazt a kisérletet, s [csak” azt figyeljiik, hogy az A esemény bekévetkezett-e
vagy sem.

8.1. Példa. Visszatevéses mintavétel: Adott N darab kiilonb6z6 objektum, amelyek koziil s darab rendelkezik
egy bizonyos tulajdonsaggal, példaul selejt. Visszatevéssel kivesziink n darabot. Legyen a kivett selejtek szama
& Mennyi a valésziniisége, hogy & = k. ahol U = k < n.

P = ff:l — (:)"L(.I.: _‘..)n_;'. |
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A

8.2. Példa. Visszatevés nélkiili mintavétel: Adott N darab kiilonb6z6 objektum, amelyek kozil s darab
rendelkezik egy bizonyos tulajdonsdggal, példaul selejt. Visszatevés nélkiil kivesziink » darabot. Legyen a
kivett selejtek szama & Mennyi a valészintisége, hogy & = k- ahol 0 < k& < min{n.s}.

_WE5)
()

8.26. Tétel. (Poincaré) Az A1. Az..... Ay eseményekre

P(O_A,-)=i(—1}“—] > op ﬂ4 :

k=1 1p<ig=--- <l

2

ahol az Osszegzést az dsszes lehetséges {ivcize. o vin} CHL 200} eserre tekintjiik.

8.27. Definicio. Az A esemény B feltétel melletti feltételes valosziniiségének nevezziik a

P(A|B) = P(ANB)
P(B)
mennyiséget, ha P1B) = 0.

8.28. Megjegyzés. A I’ ([B): F =R leképezés tényleg valosziniiség.

8.29. Lemma. Ha az A1.A4z. ... . A eseményrendszerre  i—1 akkor

P(() Ai) = P(A1)P(A3|A1) - - P(An| A1 N A2 N+ N Ay ).
i=1

8.30. Definicio. Az A1. A2. ... eseményrendszert teljes eseményrendszernek nevezziik, ha
A;nA; =10,

(G<ieésti=12...)¢s

D A =1

i=1
8.31. Tétel. (teljes valésziniiség) Ha A1. Az2. ... teljes eseményrendszer és I (A4i) = 0.pgi=1.2..... akkor
tetszoleges I3 esemény esetén

==

P(B) = P(B|A;)P(A;).

i=1

8.32. Tétel. (Bayes) Ha A1.42. ... teljes eseményrendszer és ¥ (Ai) = 0.hai=1.2..... akkor tetszoleges
pozitiv valosziniiségii B esemény esetén

P(B|Ag)P(A)
Ell P[Bl-'ii-":lp[-;li:'

P(A|B) =

8.33. Megjegyzés. A Bayes-tételhez kapcsolédoan bevezethetjiik a kivetkezd elnevezéseket: T (Ai) az din. a-
priori valésziniiség és (4:14) gz 4in. a-posteriori valdsziniiség.

8.34. Definici6. Az A és B eseményt sgtochasztikusan fiiggetlennek nevezziik, ha
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P(ANB)=PA)P(B).

Az A1, Az. ... An eseményeket paronként sztochasztikusan fiiggetlennek nevezziik, ha

P(A; NnA;) = P(A;)P(4;) (1=i<j<n)

Az A1, Az. ... An eseményeket teljesen sztochasztikusan fiiggetlennek nevezziik, ha

PlA;, NN A, )= PlA;, ) PlA;, ).

aholl =iy < -~ <ip<n, 2<k<n

8.35. Lemma. Ha az A és B események fiiggetlenek, akkor A és B, A és B és A és B is fiiggetlenek.

8.36. Lemma. Ha A1. A1, ..., Ax fiiggetlen események és PlA;) < 1(i=1.2,....n), akkor
pP(lJa) <1
i=1

Bizonyitas.

5.2. 8.5.2. A valészinliségi valtozé

8.37. Definicié. A & : (2 = R Jeképezést valdsziniiségi valtozonak nevezziik, ha
1€ <at ={wwe Q. {w)<z}eF, Yr £ R.

8.38. Definicio. Az F'lxr) = P{ < z) Sformulaval meghatdrozott valos fiiggvényt a & valosziniiségi valtozo
eloszlasfiiggvényének nevezziik.

8.39. Tétel. Az I valos fiiggvény akkor és csak akkor lehet eloszlasfiiggvény, ha

lim Flx) =0,

1. T —— o

lim F(z) =1,

P
3. Fla1) < Flaz2). ha r1 < 2. azaz monoton novekvo,

4, .|'—1>1.|]'.|1|1—[] F(;E) - F[;l.‘[]).

Vo € R, azaz balrél folytonos.

8.40. Tétel. Legyen F a & valosziniiségi valtozo eloszldasfiiggvénye és @.b € R. ekkor
L Pla <€ <t)=F() - Fla).

2. Pl¢ =a)=F(a+0) - Fla).

8.41. Definicio. A & valosziniiségi valtozot diszkrétnek nevezziik, ha a lehetséges értékek &) halmazéanak
szamossaga legfeljebb megszamlalhatoan végtelen.

8.42. Megjegyzés. Diszkrét valosziniiségi valtozo esetén a lehetséges értékek felirhatok egy sorozatként.
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(i =1.2.... 6. Legyen a{ valdsziniiségi valtozo lehetséges értekeinek sorozata T1:22..... APi = P(¢ = ;)
valosziniiségek sorozatat eloszldsnak nevezziik.

8.44. Tétel. Ha p1-p2. . .. eloszlas, akkor

5,

I

-

o
e

an

(]2

=

I

=

i =

i=1

8.45. Definici6. Ha létezik f nemnegativ valds fiiggvény, melyre
Flz) = f flt)dt, ¥z R,

akkor f az F eloszldsfiiggvényhez tartozo siiriiségfiiggvény.
8.46. Megjegyzés. A siiriiségfiiggvény nem egyértelmii.

8.47. Tétel. Az f valos fiiggvény akkor és csak akkor lehet siiriiségfiiggvény, ha nemnegativ és

T,f'(t)fﬁ. =1

8.48. Definicio. A valosziniiségi valtozot folytonosnak nevezziik, ha létezik a siiriiségfiiggvénye.

8.49. Tétel. Legyen a & folytonos valésziniiségi valtozo [ siiriiségfiiggvénnyel és a.b € R. ekkor ¥ (£ =a)=0.
b
) Pla<{<b)= f flx)dr.

es i
8.50. Definicio.

1. Ha a X diszkrét valosziniiségi valtozo lehetséges értékeinek a szama véges, azaz a lehetséges értékek

ri,x2,....0, 68 p=Pl=x) (i=12....n)

akkor a

T

Z i pi

i=1
mennyiséget varhato értéknek nevezziik.

2. Ha aX{ diszkrét valosziniiségi valtozo lehetséges értékeinek szamossdaga megszamlalhatoan végtelen, azaz a
lehetséges értékek

T, T2,...., 68 p=Pl=x) (i=12..)

akkor a

o

Z HEY L

i=1

o

Z |zi|pi < +oo.
mennyiséget varhato értéknek nevezziik, ha i=1

3. Ha & folytonos valésziniiségi valtozé I siiriiségfiiggvénnyel, akkor a

TOoC

f xf(x)dr

— O
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mennyiséget vdrhato értéknek nevezziik, ha
+oc

/ || f{x)dr < +oo.

e

A& valbsziniiségi valtozé varhato értékének a jele: £ (£)-
8.51. Tétel.

1. Elat +b) =ak(() + b, Ya.b = R.

2.Ham < { < M.akkor m = E({) < M.

8.52. Definicié. Legyen & valosziniiségi valtozo és 9 valos fiiggvény. Ha az 1 = gl&) fliggvény valosziniiségi
valtozo, akkor a & transzformaltjanak nevezziik.

8.53. Megjegyzés. A transzformalt eloszlasfiiggvénye
Fyly) = P{wlglE(w)) < y}).

8.54. Tétel. Ha & differencialhato és g'lz) # 0. akkor & Jfolytonos valosziniiségi valtozo esetén = glg)
folytonos valosziniiségi valtozo, melynek siiriiségfiiggvénye

i d
() = fe (!I_](.U)MEH_] (y)]. haa<y<b
FRTAY - -

0. egvébként,
ahol

a=min( lim g(x), lim g(x)), b=max( lim g(x), lim g(x)).
2 s —4 o

li
T —— OO r—+0oC r—F— 00 x

8.55. Tétel. Ha = (&) a & valosziniiségi valtozo transzformaltja, akkor

Z glz; )P(¢ = x;), haddiszkrét,
E(n) = { i
[ glx)felx)dr. haféspfolytonos.

8.56. Definicio. Az El[{ — E (i))z:'mennyiséget a & valosziniiségi valtozo szordsnégyzetének nevezziik. Jele:
DA(¢).

8.57. Definicio. A vV El& — E(¢))?)

mennyiséget a & valdsziniiségi valtozo szérdsanak nevezziik. Jele: 1 (£)-
8.58. Definici6. Az F(¢ :'mennylseget a & valosziniiségi valtozo k-adik momentumdnak nevezziik.

8.59. Definicio. Az E((¢ — E())*) mennyiséget a & valosziniiségi valtozo k-adik centralis momentumanak
nevezziik.

8.60. Tétel.
1. D(al +b) = |a|D(¢). Ya.b € R.
o

. 2y 2
2. rlrlélrlr}E((i' - ﬂ) ) =D (U és ekkor @ = E[L)-

3. D*(¢) = E(¢?) — E*().

5.3. 8.5.3. Néhany diszkrét eloszlas és jellemzdoi
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1. BINOMIALIS ELOSZLAS

Legyen i € N. A € F ¢és végezziink el egy n hosszusaga Bernoulli kisérletsorozatot. Tovabbé, legyen & az A
esemény bekovetkezéseinek a szama. Ekkor & eloszlasa

Pl{=k)= (:)pkq”_k. (k=0.1,....n)

ahol P(A) =p¢sqg=1—p.

E(¢) = np, DX(¢) = npa.

8.61. Megjegyzés. A visszatevéses mintaveétel binomialis eloszlashoz vezet.
2. POISSON-ELOSZLAS

Legyen A = 0 és A = npn. ekkor

I'.
lim (”)pf‘;(l — p”)”"" = r:"\/\—. ahol k=0.1.....

n—oo,  A=np, \ Kk k!

A § valoszinliségi valtozot Poisson-eloszlasunak nevezziik A = () paraméterrel, ha eloszlasa

AR
Pl =Fk) = (!_’\F. ahol k=0.1.....
E() =X D*¢) =\
3. GEOMETRIAI ELOSZLAS

A binomialis eloszlas bevezetésekor hasznalt jeldlések mellett a & valosziniiségi valtozo jelentse az A esemény
els6 bekovetkezéséhez sziikséges kisérletek szamat. A & eloszlasa

P& =k) = pg" L. ahol £=1.2.....
1 oy @

8.62. Megjegyzés. A1 = & — Lyalbsziniiségi valtozét is szokds geometriai eloszlasiinak nevezni. Az 1 eloszldsa

P(n=k) = pg". ahol k=0,12....

5.4. 8.5.4. Néhany folytonos eloszlas és jellemzoi
1. EGYENLETES ELOSZLAS

Legyen a.b € R ¢sa < b. A{ egyenletes eloszlast az (a,b) intervallumon, ha a stirGiségfiiggvénye

L haan < x < I
f[:r.':l ={bh—a’ asEs
0. egvébként.
a+b g (bh— ﬂ:l2
= i = —
E() 2 (&) 12 Az eloszlasfiiggvény
0, har < a.
Tr—a .
Flz) = haa < = < b,
b—a
1. haz = h.
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2. EXPONENCIALIS ELOSZLAS

A & exponencialis eloszlasu A = () paraméterrel, ha a striiségfiiggvénye

j"(;rr:l — {Af!_)\"-. hazx = 0,

0. egvébként.

. 1
2 -
DAE) = A2" Az eloszlasfiiggvény

Flr) = { ) _ har < 0.

1— (!_’\'I . har = 0.

Orokifjt tulajdonsag: (& = a+ 6§ = a) = P(¢ = b).aghol a > 0.5 = 0.
3. NORMALIS ELOSZLAS

Legyen 7 € R. 5 = (0. Az 7 normalis eloszlasu, ha a siiriségfiiggvénye

f(:r.':l = ll_ exp (— [;r.' _ T:?-:l_) . r=R.

Ty 2 20t

E(¢)=m. D*(¢) =" Ham = 0és @ = L. akkor a valdszinliségi valtozot standard normalis eloszlasunak
nevezzik. Jeldlje a stirliségfiiggvényét  és az eloszlasfiiggvényét . Ha & standard normalis eloszlast, akkor az
n = of +m valdszinliségi valtozd F eloszlasfiiggvényére jellemzd, hogy

Fl) = ® (”’:”) |

8.63. Megjegyzés. A & fiiggvény irja le a Gauss-gorbét (harang gorbét). D(0) =0.5 g5 ®(—x) =1 — P(x).

4. CAUCHY-ELOSZLAS

Legyen ¢ € R. s = 0. Az n Cauchy-eloszlasu, ha a stirliségfliggvénye

flx) = ! —, r < R.

HEs)

Nem Iétezik a varhato érték. Az eloszlasfiiggvény
11 r—c

Flz) = = + —arctan ( i ) .
2 a s

8.64. Megjegyzés. Szokds csak a ¢ = 0. s = 1 esetet (standard) Cauchy-eloszldsnak nevezni.

5.5. 8.5.5. A véletlen vektorok

mE

8.65. Definicio. A (& 7) : @ = R? jokgpezést (kétdimenzids) véletlen vektornak nevezziik, ha
l<ong<yl={wwe, w)<zylw)<y}eF, Yo,y € R.

8.66. Definicio. Az Flr.y) = Pl{ <z <y) formulaval meghatdarozott valos értékii fiiggvényt a (& m)
véletlen vektor egyiittes eloszlasfiiggvényének nevezziik. Az

Felr) = lim Flzr.y). F,(y)= _.-Hlllx Flx. y)

Y— o0

fiiggvényeket peremeloszlasfiiggvénynek nevezziik.
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8.67. Tétel. Az F fiiggvény akkor és csak akkor lehet egyiittes eloszlasfiiggvény, ha

lim Fle.y)=0. lim Flz.y)=0.

l ro—oc Y—p— o

Jll_}l_l Fla,y) =1,
2. y—oe

3. F mindkét valtozojaban balrdl folytonos,

4, Flb.d)—Flb.c) = Fla.d)+ Fla.c) 20. Ya <b. ¢<d esetén, azaz teljesiil az un. [ltéglalap”
tulajdonsag.

8.68. Megjegyzés. A teglalap tulajdonsagbol kévetkezik, hogy F mindkét valtozojaban monoton névekva.

8.69. Definicié. A (& 1) véletlen vektort diszkrétnek nevezziik, ha a lehetséges értékek szamossdaga legfeljebb
megszamlalhatoan végtelen.

8.70. Definicié. Legyen a <. illetve 11 valdsziniiségi viltozo lehetséges értekeinek sorozata T1.72.... . illetve
(/T P AP =min=y;)=pi;li.j=12_. -)valo’szz’nﬁségek sorozatat egyiittes eloszlasnak nevezziik.
A

w=Yor =12
=1

ri=Y pij. (i=L2...)

i=1

valésziniiség sorozatokat peremeloszlasnak nevezziik. Minden 75 = U esetén a & feltételes eloszlasa adott 1 = uj
mellett

Ple = il =uy) = 22
Az
Bleh = 15) = 3w
. T
mennyiséget feltételes varhato értéknek nevezziik. Az
E(&|n = y;) = maly;)
fiiggvényt a §-nek az 1i-ra vonatkozo regresszios fiiggvényének nevezziik.

8.71. Tétel. Ha Fi; (i.j=12... -)egyiittes eloszlas, akkor

pi; 20 (i.j=12...) & iiﬁij:l-

i=1 3=1

8.72. Definici6. Ha létezik [ nemnegativ valés értékii fiiggvény, melyre

I y
Flz,y) = f f Flu,v)dodu, Yo,y R,

— 00 —OC

akkor [ az F eloszldsfiiggvényhez tartozé egyiittes stiriiségfiiggvény. Az

fele) = f fle vy, foly) = / £z y)dz
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fliggvényeket peremsiiriiségfiiggvénynek nevezziik.

8.73. Tétel. Az f fiiggvény akkor és csak akkor lehet egyiittes stiriiségfiiggvény, ha nemnegativ és

TOoOC TOoC

f f fle, y)dydr = 1.

8.74. Definici6. A (&- 1) véletlen vektort folytonosnak nevezziik, ha létezik az egyiittes stirliségfiiggvénye.

8.75. Definicio. A & és 11 valosziniiségi valtozot fiiggetlennek nevezziik, ha

Flz.y) = Felx)F, (y). Yr.y £ R.

8.76. Megjegyzés. A fiiggetlenség megfeleldi diszkreét illetve folytonos esetben:

pi; =@y, (i.7=12....).

Few) = fe@) fyy). ¥rueR.

8.77. Definicio. Legyen (€. 11) véletlen vektor. Az F(x|y) a feltételes eloszlasfiiggvénye a & -nek 11 = ¥ esetén, ha

Flzly) = Plt <zl =y) = “EIUII_UP[!, <zly<uy<y+h)

8.78. Megjegyzés. Ha léteznek a feltételes valosziniiségek.

8.79. Definicié. Ha létezik 11 nemnegativ valos értékii fiiggvény, melyre
Flz|ly) = f Seppluly)du,  ¥o,y € R,

akkor 17 a &-nek az 7-ra vonatkozé feltételes siiriiségfiiggvénye.

8.80. Megjegyzés.
oy fley)
.f{ Jj('r'l-rj) - f-”[”) '

8.81. Definicio. A4 felteteles suriségfiiggvény segitségével meghatarozott feltételes varhato értéket regresszios
fiiggvénynek nevezziik, azaz az

f fepnlzly)de = maly)

fiiggvényt a §-nek az 1i-ra vonatkozo regresszios fliggvényének nevezziik.

8.82. Megjegyzés. Ha (&.1) véletien vektor és 9 : R* = R olyan fiiggvény, hogy 9 (£.m) valosziniiségi valtozo,
akkor

Zg[;:r;. U i ha (£.5) diszkrét,
i.J
Elg(&.m))=q 77
f f glz, y) flo, y)dyde, ha (£.5) folytonos.
8.83. Definicio. A

cov(é.n) = E((& — E(¢))n — E(n)))

mennyiséget kovariancianak nevezziik. Az
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. _ f:m‘[d, . r,l)
"6 = BB

mennyiséget pedig korreldcios egyiitthatonak nevezziik.

8.84. Tétel.

1 Bl +n) = E) + Ely).

2. D*(¢ +n) = D*(¢) + D*(n) + 2cov (&, n).

3. E(E(¢|n = y)) = E().

4, |eov(&.m)| = D(E)D(n). azaz [(.m)| = 1.

Sn valosziniiségi valtozokat fiiggetlennek nevezziik, ha

F(z1,29, .. .2,) = Fe, (1) Fey(w3) - Fe, (), Yy, ..., €R.

8.86. Tétel. Az Floi.ma.....m) fliggvény akkor és csak akkor egyiittes eloszlasfiiggvény, ha minden
valtozojaban balrdl folytonos, és

lim Flry,re,...,0,) =0, (i=12....n)

Ii—+—0oC

Z (— IJKF[f:] a1+ (1 —e1)br.....enan + {1 — ey )by ) =0,

K=e1+ez+---+en

Ya; < b, (t=1.2,....n)

és az Osszegzést VK esetében vessziik, ahol az
€1.€2,....6n

értéke () és 1 lehet.

8.87. Tétel. Legyenek £1-£2.. ... in fiiggetlen valoszintiségi valtozok, melyeknek rendre Fey. Feyoo oo Feaz
eloszlasfiiggvénye. Ekkor

(a) az nlw) = maz{&i(w). ... &alw)} (Vo € Q) yaisszindiségi valtozé eloszldsfiiggvénye
Fyly) = Fe (u)Fe,(y) -+ - Fe, (u).

(b) az nlw) = min{&ilw).. ... &ulw)} (Vw € Q) valgszindségi valtozo eloszldsfiiggvénye
Folz)=1— (1= Fe (2))(1 = Fe(z)) -+ (1 = Fe, ().

5.6. 8.5.6. Néhany tobbdimenziés eloszlas

A (£.77) véletlen vektor

(i) normalis eloszlasu, ha

flr.y) = = exp[—Q].

1
2noyoay/1 — p?
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Q- 1 (::.' — my )2 e x — 1 i Yy — mg:l o Yy — ma )2

o 2(1 — p?) 1 7 T o

ahol i =0.as = 0. —1 < p= 1.

(i1) egyenletes eloszlast az A C R’ tartomanyon, ha

—. ha (r.y) € A,
flay) = AT vl E
0, egvébkeént.

5.7. 8.5.7. Néhany alapvet6 tétel

8.88. Tétel. (Markov-egyenlétlenség) Legyen a & nemnegativ valosziniiségi valtozo, melynek létezik a varhato
értéke, ekkor e = ) esetén

E(a)l

[

Pl§=e) <

8.89. Tétel. (Csebisev-egyenlétlenség) Ha a & valdsziniiségi valtozonak létezik a szordsnégyzete, akkor W= =)
esetén

P(le—E() =) < D'EL:'

8.90. Tétel. (nagy szamok gyenge torvénye) Legyen &1:42.... fiiggetlen, azonos eloszldsu valosziniiségi
valtozok sorozata. Létezik a szorasnégyzet. Ekkor tetszoleges = = () esetén

lim P (|u N AE ) — 0,

T— o 71

8.91. Megjegyzés. Legyen A esemény és Sn az A esemény gyakorisiga az elsd n kisérletbdl egy Bernoulli
kisérletsorozatnal. Ekkor tetszdleges = = () esetén

8.92. Tétel. (centralis hatareloszlas-tétel) Legyen {1.42.. .. fliggetlen, azonos eloszldasu valdsziniiségi valtozok
TE

. . Sn = Z &z
sorozata és létezik az F\&i) = 11 ¢és Dz(ia‘) =o? =10 Ha k=1 akkor

lim P(Lﬂ'{[ < ;rr) = ®(x), r < R.

Ti— o T/ M
ahol ® a standard normdlis eloszldsfiiggvény.

8.93. Tétel. (Moivre-Laplace) Legyen a < valdsziniiségi valtozé binomidlis eloszldsu n és P paraméterrel és
0 <a<b=negész akkor

b

i ; T (-
P = e =
(ri =~ { = J) E ({f)p i

k=u

1 1
b—np-l—a a—np—g
=p| ———=| - | —=
Vg N
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