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1. Alapfogalmak

Hirkozlési rendszerek altalanos modellje:

FORRAS) = (KODOLO) = (CSATORNA ) = (DEKODOLO ) = (FELHASZNALO)

Példak: tam-tam dob, fiistjelzés, taviro, telefon, radio, TV, szamitégéphalozat.

FORRAS: egyenls idskozonként, folyamatosan sugéaroz jeleket, melyek csak véges sokfélék

lehetnek; ezen jelek Osszessége: forrasabécé; elemei: betik

CSATORNA: egyenls id6kozonként, folyamatosan kédjelek vihetSk at rajta; ezen jelek

Osszessége a csatornadbécé, mely szintén csak véges sok jelbdl all
KOZLEMENY: a forrasabécé betiinek tetszéleges, de véges hosszisagn sorozata
KODKOZLEMENY: a csatornaabécé jeleinek tetszGleges, de véges hossziisagi sorozata

KODOLASI ELJARAS: a kozlemények (végtelen) halmazat a kodkozlemények (végte-

len) halmazaba képez§ fiiggvény

EGYERTELMUEN DEKODOLHATO KODOLASI ELJARAS: injektiv (azaz kiilon-

b6z6 kozleményekhez kiilonb6z6 kodkozleményeket rendel)

2. Egyértelmiien dekédolhato bettinkénti kodolasi eljara-

sok

Forrasabécé: X = {x1,xs,...,24}, ahol d>2.
d
Eloszlasa: P = {p1,pa,...,pa}, ahol p; >0 minden i =1,2,...,d esetén, és » p; = 1.
i=1

Csatornaabécé: Y = {y1,9s,...,yp}, ahol D >2.



Kod: K = {Kj, Ks,...,K;}, melynek elemei a kddszavak, mégpedig K; az x; beti

kodja, ami egy véges kodjelsorozat.
Kodszohosszak: L = {Lq, La, ..., Lg}.

A kodszohossz varhato (atlagos) értéke:

Bettinkénti kodolési eljaras: a kozlemény bettiihez rendelt kodszavak Gsszeftizése .
2.1 Allitas. A K betiinkénti kédoldsi eljdrds akkor és csak akkor egyértelmien dekddolhatd,
ha tetszéleges m,n € N és tetszdleges K|, Ki,...,K K{ KI ... K! € K esetén
KiK)...K = K/KJ...K/! csak igy lehet, hogy m =n és minden i =1,2,...,n esetén
K! =K.

2.2 Definicié. A K kodot irreducibilisnek nevezziik, ha a kddszavai mind kiilonbozdek,

és eqyik kodszava sem folytatdsa a mdsiknak.

2.3 Allitas. Minden irreducibilis kéd egyértelmien dekddolhatd.

Bizonyitas. A kodkozlemény Osszhossza szerinti teljes indukcioval. Ha KK, ... K] =
K!KY...K/!, akkor az irreducibilitdis miatt K] = K7, és igy csokken a kodkozlemény

Osszhossza. O

Az irreducibilis kodok abrazolhatok fagrafokkal. Példaul K = {0, 100,1010, 1011, 110, 111}:




Igy példaul a binaris irreducibilis kodok és a binaris fagrafok kozott kolesonosen egyértelmi

kapcsolat van, stb.

2.4 Tétel. (Kraft—Fano egyenl&tlenség irreducibilis kodokra) Tekintsink egy olyan
K={Ky,K,,...,K;} irreducibilis kédot, melynek kddszavai D szdmi kodjelbdl késziiltek,
és a kddszohosszak L = {Ly, La,...,Ly}. Ekkor

Dy p e . 4 Dlag,

Bizonyitas. Legyen m := r£a<XdLl-. Egészitsiik ki a K kodszavait m hosszisagira
1<i<
az Osszes lehetséges modon. Igy egy L; hosszisagi kodszot D™ Li—féleképpen lehet

kiegésziteni. A kiegészitésekkel kapott kodjelsorozatok szdma
Dm—L1 + Dm_L2 T Dm_Ld.

Ez nyilvan nem lehet t6bb, mint az 0sszes m hosszisagu kiilonboz6 kodjelsorozatok szama,
ami D™. Tehat

pmbi y pm=L2 .. pm—La <D™,

2.5 Tétel. Hao D és Ly, Lo,...,Ly olyan természetes szamok, melyekre teljesiil a
D™ 4+D "4y DMLl

egyenldtlenség, akkor létezik olyan D kddjelbdl alkotott K = {K1, Ks, ..., K;} irreducibilis
kod, melynél a kodszohosszak: L ={Ly, La,..., Lg}.

Bizonyitas. Rendezziik at az adott szdmokat ugy, hogy L, > Lo > ... > Ly teljesiiljon.
Legyen m := max L;. Legyen K* az 6sszes m hosszisagui kiilonb6z6 kodjelsorozatokbol
allo teljes kodfa. Ez D™ 4gbdl all, melyek m hosszisiguak. Tekintsiik az els6 m

hossztisagt agat, és vegyiik ennek az elején levg L, hossziisdgu darabjat; az ennek megfelel§

kodszo legyen K7, és toroljiik le az 6sszes m hosszusagu folytatasat a teljes kodfabol (mert



ezeket mar nem hasznalhatjuk); a letérolt dgak szdma éppen D™ . Ha d = 1, akkor
készen vagyunk. Ha d > 2, akkor a feltétel alapjan D™ 11 < D™ ezért még van szabad
m hosszisagu ag a teljes kodfaban, amelynek els6 L, hossztusagu darabja legyen K5, és
letoroljiik ennek a folytatasait, melyeknek szama éppen D™ 2. sth. A feltétel garantalja,
hogy az algoritmus nem szakad meg, mielGtt egy olyan fagrafot kapunk, melynek 4gai éppen

a kivant hosszusaguak. U

2.6 Tétel. (Kraft—Fano egyenl6tlenség egyértelmiien dekédolhaté kodokra) Legyen
K ={Ki, Ky, ...,Kq} olyan egyértelmien dekddolhatd kod, melynek kddszavai D szdmi
kodjelbdl késziiltek, és a kddszohosszak L = {Ly,Ls,...,Ls}. Ekkor

D4 D q g DR

Bizonyitas. Legyen m := lrgagchi. Jelolje N, L € N esettn W(N,L) azon N

hosszusagu kozlemények szdmat, melyekhez tartozo kodkozlemények hossza L. Nyilvan

L >mN esetén W(N,L) =0, tovabba
mN
(D" 4+ D24 4 DN =N W(N,L)D"
L=1

Az egyértelmi dekddolhatosag miatt W (N, L) nem lehet tobb, mint az 6sszes L hosszisagi
kodjelsorozatok szdma, tehat W (N, L) < DL, amibsl W (N, L)D~L <1, igy
mN
> W(N,L)D™* <mN,
L=1
ezért
(D" 4+ D P 4o DIV CmN.

Ebbdl mar (indirekt titon) kovetkezik az allitas, ugyanis ha
cc=D"M 4D g4 D150

volna, akkor

NN=D oo N

(1+ce)N >
lenne N > 1+ 2m/c?* esetén, tehat ellentmondasra jutnank. O
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2.7 Lemma. (Alaplemma) Ha {p1,ps,...,pa} €s {q1,q2,...,q4} olyan pozitiv szamok,

d d
hogy > pi=) ¢ =1, akkor
i=1 =1

d
i=1 pi

€s eqyenldséq akkor és csak akkor teljesiil, ha minden i =1,2,...,d esetén p; = q;.

Bizonyitas. Mivel a természetes alapu logaritmus fiiggvény (alulrol) szigortan konkav, igy

p,q,x,y >0, p+q=1 esetén

plogz + qlogy < log(px + qy),

és egyenlség akkor és csak akkor teljesiil, ha = = y. Legyen most ay,as,b1,00 > 0, és
alkalmazzuk ezt az egyenlGtlenséget = := by/ay, y := by/as, p = ai/(a1 + a2), q :=
as/(a; + ay) szereposztassal:

ay a2

by by
log — + log = < lo
a1 + ag gal ai + as ga2 &

( aq bl i (05} b_g) log bl + b2

- = )
ay + as aq a1 + as as a1+a2

vagyis
by + by
a; + as’

b
aq log A ia, log 2 < (a1 + az)log
aq (05}
és egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha by/a; = by/as.
Teljes indukciét haszndlunk d szerint. Ha d = 2, akkor alkalmazzuk a fenti egyen-

16tlenséget a; := p1, as :=po, by :=q1, by = qo szereposztassal:

q1 + g2
p1+ D2

p1log 4 + p2log e < (p1 + p2) log =0,
D1 D2

és egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, ha p; = ¢1, p2 = ¢. Ha az egyenlGség
teljesiil d — 1-re, akkor elszor alkalmazzuk az indukcios feltevést a {p; +p2, ps,...,pa} és

{1 + 42,43, ..., 04} eloszlasokra:

_l’_
(p1 + p2) log N o +p310gq—3 + - +pdlog@ <0,
P1+ P2 D3 Pd
és egyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil, ha p;+ps = ¢1+q2, ps =qs, ..., pa = q4. Ezutan

alkalmazzuk a fenti egyenl6tlenséget ay := py, as = po, by := q1, by := qo szereposztéassal:

Q1+ G2
P14 Do’

q q
p1log = + palog 2 < (p1 + p2) log
D1 D2

9



és egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢1/p1 = qo/pa, amib6l p; +po = ¢ + ¢

alapjan kovetkezik p; = q1, p2 = ¢o. O

2.8 Definicio. A P = {p1,p2,...,pa} eloszlisi X forrisibécé entrépidja:

d 1
= sz‘ logy —
=1 b

i

Nyilvan H(X') > 0 mindig teljesiil.

2.9 Tétel. (McMillan tétele) Legyen K = {K;, K,,..., Ky} olyan egyértelmien dekd-
dolhato kod, melynek kédszavai D szimi kodjelbdl késziltek, és a kddszohosszak L =
{Ll, LQ, ey Ld} FEkkor

d d

H(X)
E il =1
(K) = ; Z::p OgD pi log, D

és eqyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha minden i=1,2,...,d esetén p; = D71,

Ha a forrdsdbécé betdinek valdsziniiségei mind a D szdm negativ egész kitevds hatvdinyai,

akkor létezik olyan IC irreducibilis kod, melyne’l

zsz - Y

log, D

Tetszdleges forrdsdbécé esetén létezik oly(m IC irreducibilis kod, melynél

H(X)
L < 1
Zp < iog, D log, D

Bizonyitas. A bizonyitandé egyenlGtlenség

d d
1
> pilog——(log D) > p;L; <0,
pi i=1

i=1 v

azZaZz

<0.

d — L
Zpi log D
i=1 v

(Itt tetsz6leges, 1-nél nagyobb alapt logaritmust hasznalhatunk.) Alkalmazzuk az alaplem-

méat a {p1,p2,...,pa} €S

D"
qz'::d77 7::1,2,...,61

S: Dk

k=1
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eloszlasokra:

d
DL
S plos 2o

i=1 Di Z DLk
k=1
azaz
d D_Li d
Zpi log < log ZD‘Lk .
i=1 pi k=1

Mivel K egyértelmiien dekodolhato, igy a Kraft-Fano egyenl&tlenség szerint

d
log (Z D‘Lk> < logl =0,

k=1
tehat a bizonyitando egyenlGtlenséget belattuk. Egyenl&ség akkor és csak akkor teljesiil, ha

d
egyrészt log (Z D‘Lk) = 0, masrészt minden 7 =1,2,...,d esetén p;, = ¢;. Az els6
k=1
d
alapjan Y D~Ir =1, és igy a masodik alapjan minden i =1,2,...,d esetén p; = DL
k=1

Haléteznek olyan £ = {Ly, Lo, ..., Ly} természetes szamok, hogy minden i =1,2,...,d
d d

esetén p; = DL, akkor > DL = 3" p; = 1, ezért létezik olyan irreducibilis kod, melynél
i=1 i=1

a kodszohosszak L = {Lq, Ls,..., Ly}, igy
d d
1 H(X)
iLi = il o= :
2 vk = 2 s, =

Tetsz6leges P = {p1,p2,...,pa} eloszlasi forrasdbécé esetén legyen

1
L; = [logD —w ,

1

ahol a € R esetén [a] az a felsG egész részét jeloli:
[a] == min{n € Z : n > a},
ezért a < [a] <a+ 1. Ekkor

1 1
logh — < L; <1+ logp —,

(3 (3

d d
igy egyrészt D~Li <p; miatt teljesiil > D~Li < S p; =1, ezért létezik olyan irreducibilis
: .1

=1 1=

kod, melynél a kodszohosszak éppen L = {Ly, Ls,..., L;}, mésrészt

11



2.10 Megjegyzés. A tétel harmadik allitdsa nem javithato, mert példdul ha d = 2 és
D =2, akkor tetsz6leges egyértelmiien dekodolhato kod esetén py Ly + poLlo = p1 + po = 1,
viszont a H(X) entropia tetsz6legesen kis pozitiv szam lehet, hiszen ekkor
H(X) = pyTog, — + pa logy — — py logy — + (1 — py) logy ——
P1 b2 b1 I—p

ezért

lim H(X) = 0.

p1l0

2.11 Definicié. A P = {p1,pa,...,pa} eloszldsi X forrisibécé D szimi kddjelbil
alkotott L ={Lq, La,..., Ly} kddszohosszakkal rendelkezé K = {K1, Ks, ..., K4} kddjinak

hatdasfoka:
b O H@
(log, D)E(K) (log, D) épi L

Egyértelmten dekodolhaté I kod esetén a McMillan tétel alapjan 7(K) € (0,1], és
n(K) =1 akkor és csak akkor teljesiil, ha a pq,ps,...,ps valoszintiségek mind a D szam

1
negativ egész kitevGs hatvanyai, és L; = logp, —.
i

2.12 Tétel. Tetszdleges forrdsdbécé esetén létezik maximdlis hatdsfoki egyértelmiien dekd-

dolhato kod.

Bizonyitas. Legyen p := 1r<11jndpi. Nyilvan p > 0. Haegy K = {Ki, Ks,..., Ky} kod

A

esetén az L = {L1, Lo,..., Ly} kodszohosszakra

1 HX
maXLiQ—(l—l— ( >)
1<i<d p log, D

teljesiil, akkor K nem lehet maximalis hatasfoki, hiszen ekkor egyrészt

d d H(X)
E(K) = ;_1 pili >p ;:1 L;>p 11252{(1 L;>1+ oz, D

miatt




masrészt a McMillan—tétel szerint létezik olyan K' = {Ki, K}, ..., K/} irreducibilis kod,

melynél a kodszohosszak L' = {L}, L,,..., L)} és

H(X)
log, D’

d
E(K')=> pLi<1+
=1

igy

A (&) >n(K).

") > e oD 2

Tehat maximélis hatasfoki kod keresésénél elég azokat a kodokat figyelembe venni, melyeknél

a kddszohosszakra

1
max L; < — <1—|— H(X)) =m
1<i<d P log, D

teljesiil; ilyen viszont csak véges sok van, mert a szoébajovs kodszavak szama legfeljebb D™,

tehat biztosan lesz olyan, amelyiknél a hatidsfok maximalis. 0

Egy kod akkor és csak akkor maximalis hatasfokd, ha az E(K) Aatlagos kodszohossz

minimalis.

2.13 Definicié. A mazimdlis hatdsfoku, egyértelmien dekddolhato kodokat optimadlis ko-

doknak nevezzik.

Mindig létezik irreducibilis optimalis kéd, ugyanis a Kraft—-Fano egyenlGtlenség tel-
jesiil minden egyértelmtien dekodolhaté kodra, és igy a McMillan—tétel szerint ugyanilyen

kodszohosszakkal lehet irreducibilis kodot is konstruéalni.

3. Irreducibilis kodok konstrukciéja

3.1 Huffman—féle kodolasi eljaras a D =2 (binaris) esetben: Rendezziik 4t a

forrasdbécé betiit ugy, hogy

P1ZP22 ... ZDPi—2 2= Pi-1 = Pd
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teljesiiljon. Az alapdtlet az, hogy a problémat visszavezetjiik a két legkisebb valdszintiségii

betli 0sszevonasaval a

{p17p27 « ooy Pd—2, Pd—1 +pd}

eloszlasu forrasabécéhez tartozo optimalis kod meghatarozasira. Ha még ez is bonyolult,
akkor tovabb redukaljuk ugyanezzel a modszerrel a problémét (sziikség szerint jrarendezve
a valoszintiségeket és Osszevonva a két legkisebb valoszintiségii bettit). A d = 2 esetben a
K :={0,1} kod mar eloszlastol fiiggetleniil mindig optimalis. Ezutan visszafelé haladunk,
és amikor egy beti ,kettéosztodik”, akkor ugy gyartunk aj kodot, hogy ennek a bettinek a
koédszavat kiegészitjiik kétféle modon. Be fogjuk latni, hogy ez a kodolasi eljaras mindig

optimalis, irreducibilis kodhoz vezet.

3.2 Allitas. Tekintsik a P = {p1,ps,...,pa} eloszldsi X forrdsibécét, és tegyiik fel,
hogy p1>=p2> ... = pg. FEkkor létezik X -nek olyan irreducibilis, optimdlis bindris kddja,
melynél a két utolsd betd kodszava, K, 1 és Ky mazimdlis hosszusdgi (azaz Lg—y = Lg =

max L; ), és az utolsd kddjeliktdl eltekintve azonosak.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszéleges K = { K, Ks, ..., Ky} irreducibilis, optimalis kodot.
Legyen m := lrgaé(d L;. Tekintsiink egy maximAlis hossztsdgti K; kodszot, azaz legyen
j€{1,2,...,d} olyan, hogy L; =m. Jelolje K’ azt a kodjelsorozatot, melyet ugy kapunk,
hogy a K; kodszo utolsé jelét megvaltoztatjuk. Ekkor K’ € K kell hogy legyen, mert ha
ez nem teljesiilne, akkor a K utolso jelének elhagyasaval kapott K" kodszora kicserélve a
K; kodszot egy olyan irreducibilis kodot kapnank, amelynél az 4tlagos kodszohossz kisebb
lenne, mint K esetén; ez viszont ellentmondana annak, hogy X optimélis. Tehat van egy
olyan k € {1,2,...,d}, k# j index, melyre K; = K’ teljesiil. Tekintsiik most azt a kodot,
melyet ugy kapunk, hogy kicseréljiikk a K; és K; kodszavakat a K, és K, ; kodszavakkal,
mégpedig gy, hogy ha p; > ps, akkor a K; kodszot a K, kodszoval, egyébként a K

kodszot a K, kodszoval cseréljiik ki. Az igy keletkezé K* kod is irreducibilis lesz, és szintén

14



optimaélis, hiszen az atlagos kodszohossz nem novekedhet, mert példaul p; > p. esetén
E(K*) — E(K) = (pa + pa—1)m + pjLa—1 + peLa — pa—1La—1 — paLla — (pj + pr)m

= (pa — px)(m — Lg) + (pa—1 — pj)(m — La—1) <0,

hiszen nyilvan pg <pp €s pg—1 < p;. -

3.3 Tétel. Tekintsik a P = {p1,pa,...,pa} eloszlisi X = {x1,za,...,24} forrisibécét,
és tegyik fel, hogy p1>=ps> ... 2pg. Tekintsik a P = {p1,p2, ... ,Dd2,Pa-1 + Da}
eloszldsu X' = {x1,29,...,xq-2,2, 1} forrdsdbécét. Legyen K' = {K}|, K}, ...,K} |} az
X'—nek egy optimdlis, irreducibilis bindris kédja. Legyen K = {Ki, Ks,..., Ky} az X-nek

a kovetkezd modon konstrudlt bindris kodja:

;

K! ha i=1,2,...,d—2,

Ki:=qK), 0 ha i=d—1,

K, ;1 ha i=d.
\
(Azaz K41 és Kq a K| | kétféle kiegészitése.) Ekkor K az X-nek egy optimdlis,

wrreducibilis bindris kodja.

Bizonyitas. Nyilvan K irreducibilis. Jeloljea K kod kodszohosszait £ = {Ly, Lo, ..., Lq}.
Legyen (:=Ls; 1= L;. Ekkor

d—2

E(K) =Y piLi+ (pa1 + pa)l,

i=1
d—2

E(K') = ZpiLi + (pa—1 +pa) (£ — 1),

=1

tehat E(K) = E(K') + pa—1 + ps. Ha K nem volna optimalis, akkor volna olyan K*
irreducibilis, optimalis kodja X-nek, melyre E(K*) < E(K), és az is elérhets az el6z6
allitas szerint, hogy a két utols6 betd kédszava, K ; és K maximAlis hosszisagi, és az
utolsod kodjeliiktol eltekintve azonosak. Ha ezt a kodjelet elhagyjuk, akkor az X'-nek egy

olyan K*' irreducibilis kodjat kapnank, melyre
E(K*) = E(K*) = pa—1 — pa < E(K) — pa—1 — pa = E(K')

15



lenne, ami ellentmondana annak, hogy K’ optimalis. 0

Azt is be lehet latni, hogy tetsz6leges irreducibilis, optiméalis kodot meg lehet kapni ezzel

az eljarassal.

Ha D > 2, akkor hasonl6 a konstrukcié: minden lépésnél a D szami, legkisebb
valoszintiségii betiit vonjuk 6ssze. Mivel azt szeretnénk elérni, hogy a végén D szamu beti
maradjon, és a betik szama minden lépésben D — 1-el csokken, igy az els6 1épésben r
szamu bet(it kell Gsszevonni, ahol az r € {2,..., D} szamot gy kell megvalasztani,
hogy m=D (mod D—1) teljesiiljon. Az el6z6 modszerrel be lehet 1atni, hogy ez a kodolasi

eljaras is mindig optimalis, irreducibilis kodhoz vezet.

3.4 Shannon—féle binaris kod. A konstrukcié a kovetkezd: most is rendezziik at a

forrasabécé betiit gy, hogy

P1Z=P2 2 ... ZPd—2 2 Pd—1 2 Pd

teljesiiljon. Vélasszuk meg az £ = {L, Lo, ..., Ly} kodszéhosszakat gy, hogy 271 <p; <

1
L; = [log2 —W .

1

2~ L+l teljesiiljon, azaz

d d
Ekkor 27%i <p; miatt teljesiil > 275 < S p; = 1, ezért létezik olyan irreducibilis kod,
i=1 i=1
melynél a kodszohosszak éppen L = {Lq, Lo, ..., Ly}. Most egy ilyen kodot kénnyen meg
i—1
— S p, ha i=23,....d

k=1

tudunk adni a kévetkez6 moédon. Legyen r; := 0, és r; :

Jelolje a € R esetén |a| az a alsé egész részét:
la| :=max{n € Z:n<a},

ezért a—1< |a] <a. A K; kodszo legyen a |2%r;| szdm 2-es szdmrendszerben felirt
alakja ugy, hogy az pontosan L; szdmjegybdl &lljon, vagyis ha révidebb lenne, akkor 0-kat
frunk elé. (Nyilvdn L;,nél tobb szamjegy nem lehet, mert r; < 1 miatt 2%ir; < 2L, és

2Lli az els6 L; + 1 jegyt szam.)
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3.5 Tétel. A Shannon—féle bindris kdd irreducibilis, és az dtlagos kddszéhossza E(K) <

H(X)+1.

Bizonyitas. Legyen 1<i¢ < j<d. Ekkor p;,>p;, igy L;<L;, ezért K; nem lehet

kiegészitése K ;—nek. Tovabb4 p, > 2L miatt T 2T =T+ 2+ 2-Li gy

128 = 2% (s + 270 | = |28 +1 > 28],

de a LQLW]-J szam 2—es szamrendszerbeli alakja éppen a LQLjTjJ els6 L; jegye; vagyis

K; é K, kiilonboz6, és K, nem kiegészitése K,;—nek. [

3.6 Gilbert—féle binaris kéd: Ennek a konstrukciénak az az elénye, hogy nem kell
nagysag szerint sorbarendezni a valoszintiségeket. Most valasszuk megaz £ = {Ly, Ls,..., L4}

kodszohosszakat tigy, hogy 27 Fit! < p; < 2752 teljesiiljon, azaz

)

1
L; = [logQ —w + 1.

1 1 i—1

Legyen ry := §p1, és r; = épi + > pr ha i=23,...,d. A K, ko6dszo most is legyen
k=1

a LQL%-J szam 2—es szamrendszerben felirt alakja gy, hogy az pontosan L; szamjegybdl

alljon.

3.7 Tétel. A Gilbert-féle bindris kdd irreducibilis, és az dtlagos kddszéhossza H(X) +
I1<EK) < HX) + 2.

Bizonyitas. Ha i < j, akkor p; >27%T! és p; >2 %! miatt

1 1 1 1 _L. | oL
Tp=Tii b it gpi 2 it gpitgpy =220+ 27,

2 2 27 1 2
igy
125 | = 25+ 275 4 2709) | > 28] +1 > 28]
valamint
1257 = |28 (427 4 270) | = |28 ] + 1> |28 ]
igy K; és K; kiilonbozs, és egyik sem lehet a mésik kiegészitése. O
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4. Az informacié mennyiségének mérdszamai

Heurisztikusan: az informéacié mennyisége megegyezik a legtomorebb megfogalmazas ter-

jedelmével. Ehhez pontosan koriil kell hatarolni:

e az Osszes szOba johetd informéaciot: ez egy X = {x1,x9,..., 24} forrasabécé bettibsl

készithets kozlemények halmaza;

e azok megengedett megjelenési formajat: ez egy Y = {y1,y2,...,yp} csatronadbécé
kodjeleinek felhasznalasaval, egyértelmtien dekddolhatd kodolasi eljarassal készitett

kédkozlemények halmaza;

e egy adott informéacié megjelenésének valoszintiségét; ha a betiik egyméastol fiiggetleniil
jonnek, akkor elegendé ismerni a forrasabécé betiinek P = {p1,ps,...,ps} eléfordulasi

valdszintiségeit.

Persze ha D novekszik, akkor egyre tomorebb lehet a megfogalmazas, ezért rogzitjiik:
D := 2. Tudjuk, hogy ekkor egyértemiien dekodolhatod bettinkénti kodolési eljarasnél a
kodszohossz varhato értéke (azaz az egy betiire es§ atlagos kodszohossz) nem lehet kisebb,

mint a H(X) entropia, és blokkonkénti kodolassal ez a hatar tetsz6legesen megkozelithetd.

4.1 Definicié. A P = {p1,ps,...,pa} eloszlisi X forrisibécébdl dsszedllitott kizlemények
egy betire esd dtlagos informdciomennyisége a
d 1

H(X) = sz‘ log, 17

i=1 ¢

entropia.

Példdul ha X = {0,1} és P = {1 1}, akkor az egy jelre es6 atlagos informéci6 éppen
egységnyi, hiszen d =2, p; = py = %, igy H(X) = %log2 24 %log2 2 =1; ezt nevezziik

1 bitnek.

Kérdés: mennyi egy egyedi kézlemény altal tartalmazott informécié mennyisége;

példaul mennyi informéciét kapunk, amikor éppen az x; betd kodszavat kapjuk?
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Heurisztikusan: Ha az X = {x1,29,...,24} forrasabécének van 100 %—os hatasfokd,
egyértelmiien dekodolhato binaris kodja, azaz a forrasabécé betiinek P = {pi,p2,...,pa}
elsfordulési valoszintiségei éppen p; = 27 alaktiak valamely L; € N szamokkal, akkor az
x; betl kdodszavdnak hossza éppen

1
L; =log, —,

1

ezért ezt lehet az x; betd altal tartalmazott informécié mennyiségének tekinteni.

A fenti kérdés a kovetkez6 modon fogalmazhaté at: mennyi egy p valoszintiségi A
esemény megfigyelése &ltal szerezhets egyedi informaciomennyiség, azaz mennyi az A es-
eménnyel kapcsolatos bizonytalansag mértéke? Azaz mennyi informaciora van sziikségiink,
hogy az A eseménnyel kapcsolatos bizonytalansagunkat eloszlassuk? Jelolje ezt I(A). A

kovetkez6 természetes kovetelményeket kell kielégiteniink:

(i) Kevésbé valoszint esemény bekovetkezése tobb informéciot szolgaltat: ha P(A) > P(A'),
akkor I(A)<I(A’). Ebbdl kovetkezik, hogy [(A) csak a P(A) valoszintségtol
fiigg! Ugyanis ha P(A) = P(A’), akkor egyrészt teljesiilnie kell, hogy I(A) < I(A'),
méasrészt [(A) > 1(A'), igy I(A) = I(A’). Tehat I(A) = f(P(A)) alakd, ahol

f:10,1] — R. S6t az el6z6ek alapjan f monoton fogyo: p<q esetén f(p) = f(q).

(ii) Fiiggetlen események egyiittes bekovetkezésének megfigyelése esetén az informéacio 6sszead-
odik: I(ANB)=1(A)+ I(B). Mivel ekkor P(AN B) =P(A)-P(B), igy az kell,

hogy f(pg) = f(p) + f(q¢) ha p,q€[0,1].
(iii) Ha P(A) = %, akkor I(A)=1, azaz f <%) =1
4.2 Tétel. Ha f:(0,1] = R olyan figgvény, melyre
(i) f(p)=f(g) ha 0<p<q<l,

(ii) f(pq) = f(p) + f(q), ha 0<p,q<1,
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1
akkor f(p) =log,—, 0 <p<1.
p

Bizonyitas. Helyettesitsiik be a p = ¢ szamokat (ii)-be: f(p?) = 2f(p). Ebbdl teljes
1 1
indukcioval: f(p") = nf(p), ha n € N. Ez (iii) felhasznalasaval p = 5 esetén f <2—n) =

1
n. Masrészt m € N esetén f(p) = — f(p™), igy ebbe a p =2""" értéket helyettesitve
m

£ = () = (27 =

3=

Tehat tetszGleges = pozitiv racionélis szam esetén teljesiil f(27%) = z. S6t (ii) és (iii)

1= (3)=1(3:1) =1 (3) = =1+,

ezért f(1) =0, igy a fenti teljesiil x = 0 esetén is. Ha most = > 0 irracionalis szam, akkor

alapjan

1
tetsz6leges m € N esetén létezik olyan n nemnegativ egész szam, hogy L + .
m m
Ekkor (i) felhasznalasaval
n n+1
R 2—n/m < 9~z < 2—(n+1)/m _
Loy < pen < fmimy = 0
. C n 1 . n 1 . 1 .
ezért 0< f(27°) — —<—. Mivel 0 <z —— < —, igy |f(27%) —z] < —. Mivel
m - m m m m

1
m € N tetsz6leges lehet, igy f(27%) = x teljesiil minden x>0 esetén. Ebbsl = = log, —
p

helyettesitéssel kapjuk az allitast. O

Tehat az egy betiire es6 atlagos informéacié mennyiségét gy is lehet tekinteni, mint az

egyes betiik altal szolgaltatott informéacié varhato értékét.

Ha most egy valoszintiségi valtozo értékeit figyeljiik meg, akkor a bizonytalansdgunk
mértékét, vagyis az entropiat, azaz a szerezhetd atlagos informéciémennyiséget a kovetkezs

modon lehet értelmezni:

4.3 Definicid. Legyen & = (&1,&2,...,&n) egy olyan diszkrét valdszindségi vektorvdltozd,
melynek lehetséges értékei {xy,xs,...,xx} C R™, és az x; értéket p; wvaldsziniséggel

veszi fel (azaz P{{ = x;} = p;.) Ekkor & entrépidja

k k
H(E) = (&6, &) = S PAE = 2} {E = wi} = 3 pilog, pi
i=1 i=1 i
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ahol p; =0 esetén p; log2i = 0.

4.4 Tétel. Az entropia tulajdonsdgai:

(i) H(&) csak & eloszldsdtdl fiigg, azaz ha & és n eloszldsa megegyezik, azaz ugyanazokat

az értékeket ugyanolyan valdsziniséggel veszik fel, akkor H (&) = H(n).

(il) H(§) >0, és H() =0 akkor és csak akkor, ha £ eloszldsa elfajult, azaz & konstans,

vagyis csak eqy lehetséges értéket vehet fel.

(iii) Ha & lehetséges értékeinek szama k, akkor H(&) < logy, k, és H(E) =logy k akkor

és csak akkor, ha & eloszldsa egyenletes, azaz p; =1/k, 1 =1,... k.
(iv) H(&, &) = H(E).
(v) HE )< H(E)+H(n), és H& n)=H(E)+ H(n) akkor és csak akkor, ha & és n

fiiggetlenek.

(vi) H(&,8&, ..., &) < H(&)+H(&)+ -+ H(E,), és egyenldség akkor és csak akkor dll

fenn, ha &1,&,...,&, teljesen fiiggetlenek.

Bizonyitéas. (i) kovetkezik a definiciobol.

1
(ii) kovetkezik abbol, hogy xlog— >0 ha z € (0,1).
T

k
(iii)~ban a bizonyitand6 egyenl6tlenség log, k = > p;log, k alapjan

=1

i 1 i 1/k
0= Zpi (log2 27 — log, k) = Zpi log, 5
i=1 ! i=1

Di
igy az allitas kovetkezik a 2.7 Alaplemmabél ¢; := 1/k valasztéssal.

(iv) abbol kovetkezik, hogy ha a £ valosziniiségi vektorvaltozo lehetséges értékei {xq,xo, ..., zx},
és az x; értéket p; > 0 valoszintséggel veszi fel, akkor a (§,¢) valoszintségi vektorvaltozo
lehetséges értékei {(z1,1), (xe,x2),..., (vk,xx)}, és az (x;,z;) értéket p; valoszintséggel

veszi fel.
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(v) bizonyitasahoz legyenek a & és n valoszintiségi vektorvaltozok lehetséges értékei
{z; : 1<i<k} illetve {y; : 1 <5</}, Jelolje r;; :=P{{ =2, n=1y;}. Ekkor 1<i<k
esetén

¢ ¢
pi=P{E=m} = PlE=m,n=y} =) ry
j=1 j=1

és hasonldéan 1< j </ esetén

k k
¢ =P{n=y;} = Zp{f =T, N =Yt = Zri,j-
=1 =1

Azt kell megmutatni, hogy

k l
Z Z Tij 10?;2 Z Di 10g2 + Z qj log2 g

i=1 j=1
azZaZz
k 1 k p 4
> 33 i (tom g —oma ) = 3 lom B
=1 j=1 r vJ Di =1 j5=1 Z’
Mivel
k¢ k ¢ E0 2
i=1 j=1 = = i=1 j=1
igy a 2.7 Alaplemméat az {r;; : 1 <i<k, 1 <j</l} és {pig;: i<k, 1<j5</} eloszla-

sokra alkalmazva kovetkezik az egyenlGtlenség. Az egyenlGség feltétele az, hogy 7 ; = pig;
teljesiiljon minden 1<i<k és 1< j </ esetén, ami éppen a £ és n fliggetlenségével ek-
vivalens. (Tulajdonképpen az Alaplemma alkalmazasanal csak az olyan (7,7) indexpéarokat

szabad figyelembe venni, melyekre 7;; > 0 teljesiil, ami egyébként azzal ekvivalens, hogy
piqj > O)

(vi) teljes indukcioval bizonyithato (v) felhasznéalasaval. O

4.5 Definicid. Legyenek & és n olyan diszkrél valdsziniségi vektorvdltozok, melyek lehet-
séges értéker {x; : 1<i<k} illetve {y; : 1<j<L}.  Jelolje p, = P{{ = z,},
¢ =P{n=uy;}, r; =P{{=ua,n=uy;}. Ekkor { feltételes eloszldsa az n = y;

feltétel mellett:

P{l=zin=y;} 1
J J
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A ¢ feltételes entrépidja az 1 = vy; feltétel mellett:

H(¢|n=y;): melogQ

21V E—— qj Ti,j
A & feltételes entropidja azon feltétel mellett, hogy n adott:

4
H(E|m) =D H(E|n = y;)P{n = y;} = Z%mek)gz erulogz

=1 j5=1

4.6 Allitas. H(&,n) = H(n)+ H(E|n) = H(E)+H(n|€), azaz H(E|n) = H(E,n) — H(n),
H(n|§) = H(&n) — H().

Bizonyitas.

k )4

H(€>77) €|77 ZZTZJIOgQ__ZZT’LJIOg2 ZZTZJIOgQ

=1 j=1 =1 j5=1 =1 j5=1

14

l
= Z (10g2 ) ZT’” quloggi = H(n).
j=1 J

Hasonl6an bizonyithat6 a kovetkezs ,lancszabaly™

4.7 Allitas. H(&1, &, ..., &) = H&) + H(& &)+ + HE &y &nt)-

4.8 Allitas. Legyen f egy figguény azn értékkészletén értelmezve. Ekkor H(E|n) < H(E|f(n)).

Bizonyitas. Legyen = és z a £ illetve az f(n) egy-egy lehetséges értéke és [ := {y | f(y) =
z,P(n = y) > 0}, tovabba

y) _ P=y
— () =

) qy - =
2) YP(f(n) = 2)
Vegyiik észre, hogy {p, |y € I} és {q, | y € I} eloszlasok, hiszen P(f(n) =z2) =>_ ., P(n=
y) és hasonléan P({ = z, f(n) = 2) = >_ ;P = x,n = y). Az alaplemma alapjan azt
kapjuk, hogy

P =x,n=
Zpylogz :Zp(g(i T, 27)

yel yel




Innen P(§ = x, f(n) = 2)-vel szorozva az egyenletet, majd atrendezve azt, kapjuk, hogy

- S Pn=y
)= yXe; Fle=wn=y)los, P =z,m=y)
o P(f(n) ==
) ;M = =908 e ) = )
— =z =z P(f(n) = = =:d(x, 2
SHem e = g Ty =) 1)

Ennélfogva

4.9 Definicié. A & és n waldsziniségi vdltozok kolcsonos informdcidja:

k )4

I(&m):=H(E) + H(n) —H(&n) =Y ) rijlog,

i=1 j=1

Tij
Piq;

Ez annak az informéciénak a mennyisége, melyet & és 7 egymaésra vonatkozban tar-

talmaznak, hiszen H({,n) = H(§) + H(n) — I1(&,n).

4.10 Allitas. A kélesinds informdcid tulajdonsdgai:

(i) 1(&n) = H(E) — H(E|n) = H(n) — H(n[&).

(i) 1(¢,7)=0, és I(€,n)=0 akkor és csak akkor, ha € és 1 figgetlenek.
(i) 1(&n) = 1(n,¢).

(iv) 1(&,€) = H(S).

(v) 1(&,m) < H(E), 1(&n) < H(n), gy I(§,n) < min{H(£), H(n)}.

(vi) A kévetkezd dllitdasok ekvivalensek:

o I(§,n) = H(E)
e H({[n)=0
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o [étezik olyan f:R — R figguény, hogy P{{ = f(n)} = 1.

Bizonyitas. Az (i)—(v) tulajdonsagok konnyen levezethetSk az entropia tulajdonsagaibol.

(vi) bizonyitasahoz elGszor tegyiik fel, hogy létezik olyan f : R — R fiiggvény, hogy

P{¢ = f(n)} = 1. Ekkor

pilj =P =zi[n=y;} =P{f(n) = 2 [n=y;}

1 ha xZ:f(y])v

0 ha z; # f(y)),

=P{f(y;) = zi|n=y;} =

k 1
ezért H(£|n=yj):Zpi|j10g2p—=0, fgy H(&[n) =0, ezért I(§,n) = H(E).
=1

ilJ
¢
Forditva: ha I(§,n) = H(E), akkor 0 =H({|n) = >, H(&|n=y,;)P{n=y;}. Ezért ha
j=1

) 1
je{1,2,...,¢} olyan, hogy P{n=uy;} >0, akkor O:H(5|77=yj):Zlep“jlo&p .

¥
amibdl az kévetkezik, hogy a {p1|;,p2j,-.-,Dk|;} eloszlas elfajult, azaz létezik olyan i; €

{1,2,...,k} index, melyre p;,|; = 1. Tekintsiink most egy olyan f:R — R fiiggvényt,
melyre teljesiil az, hogy az ilyen j indexek esetén x;; = f(j). Ekkor nyilvan teljesiil

P{¢ = f(n)} = 1. O

Az (i) allitas alapjan egyébként az I(£,7n) kolcsonos informéacio gy is interpretalhato,
mint annak a bizonytalansagnak a mértéke, melyet példaul az n értékének megadasaval a &
értékével kapcsolatosan eloszlatunk, hiszen ekkor ez a bizonytalansag H(&)-16l H(&|n)-ra

csOkken, ami éppen az [(£,7) mennyiség.

5. Tavkozlési csatorna kapacitasa

Tekintsiink egy YV = {y1,92,...,yp} csatornadbécét. Legyen az 7 valdsziniiségi valtozo a
csatorna bemenetén leadott kodjel, az 77 valdszintiségi valtozo pedig a kimeneti oldalon vett
kodjel. Ekkor 77 az n-ra vonatkozoan I(n,7) mennyiségii informaciot szolgaltat, tehat

egy kodjel I(n,7n) mennyiségl informaciot tovabbit.
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Ha zajmentes a csatorna, akkor n = 7, ezért I(n,nm) = H(n). (Ekkor nyilvan az
X ={xy,29,...,24} forrasabécé P = {p1,ps,...,pa} eloszlasa ésa K ={Ki, Ky, ..., K}
kodolasi eljaras meghatarozzak a P{n =y,}, j=1,2,..., D valoszintségeket is: ha a kod-

szohosszak L = {Ly, Lo, ..., L4}, ésa K; kodszoban az y; kédjel N, ; alkalommal fordul

d
N j .
elg, akkor ¢; :=P{n =y,} = Z L’]pi.) Akkor lesz H(n) maximalis, ha n egyenletes
=1
eloszlast, azaz ¢4 = ¢ = ... = gp = %, és ekkor H(n) = log, D, vagyis egy kodjel a

lehetséges maximélis informéciét tovabbitja. Az x; betd L; hosszisagi K; koédszavinak
tovabbitasa maximalisan [L;log, D mennyiségi informéciot jelent. Mivel ennek a bettinek
az el6fordulasi valosziniisége p;, 1gy egy beti tovabbitasakor atvitt informécié varhato értéke
maximalisan (log, D) i piLl; = (logy D)E(K). Tehat a H(X) < (logy, D)E(K) egyenlétlen-
ség ugy is interpretélh;é, hogy a forrasabécé egy betiije altal atlagosan szolgaltatott H(X)
mennyiségi informaciot csak akkor vihetjiik 4t E(K) atlagos kodszohosszi kodolasi eljaras
alkalmazaséaval a zajmentes csatornén, ha az nem haladja meg az egy kodszoval tovabbithato
informaci6 lehetséges maximalis (log, D)E(K) mennyiségét! (Azt is tudjuk, hogy iigyesen
megvalasztott I irreducibilis kod alkalmazasaval, tehat egyértelmiien dekddolhaté moédon

megvalosithatd H(X) mennyiségi informécio atvitele, ha H(X') > (log, D)(E(K) —1).)

Zajos csatornandl eléfordulhat, hogy 7 # 1, emiatt az egy kodjellel tovabbithato 1(n,n)

mennyiségt informéaci6 kevesebb lesz log, D-—nél.

5.1 Definicid. Tekintsink eqy tdvkizlési csatorndt Y = {y1,ys,...,yp} csatornadbécével.
Azt mondjuk, hogy a csatorna emlékezet nélkiili, ha a kimeneti oldalon vett 71 kddjel
csak a csatorna bemenetén leadott n kddjeltdl fiigg (vagyis nem befolydsolja az, hogy eldtte
milyen kddjeleket tovdbbitottunk a csatorndn). Eqy emlékezet nélkili csatorna viselkedését a

kévetkezd dtmenetvaldsziniségek irjdk le:
pij =P =uyiln=uy;}, I<i,j<D.
Eqgy emlékezet nélkili csatorna kapacitdsa:
C:=supI(n,n),
n
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ahol szuprémumot igy értjik, hogy n eloszlisa az dsszes lehetséges Q = {q1,G2,-..,qp}

eloszldst befutja.

Vagyis egy emlékezet nélkiili csatorna kapacitasa az egy kodjellel dtvihetd informaéacio-
mennyiség varhato értékének pontos fels6 hatara. Ezért azt varjuk, hogy egy C kapacitasu,
emlékezet nélkiili csatornan E(K) atlagos kodszohosszu kod felhasznéalasaval csak akkor
tovabbithatjuk a forras altal szolgaltatott H () mennyiségl informaciot, ha teljesiil a

H(X)<CE(K) egyenl6tlenség.
Nyilvan a zajmentes csatorndk emlékezet nélkiiliek, és

1 ha i=j,
Dijj =
0 ha i 7,

és az el6zGek alapjan ekkor a kapacitas C = log, D, és ezt egyenletes eloszlasi bemeneti

eloszlassal el is lehet érni.

5.2 Allitas. Ha P{n=y;} =q¢; (j=1,2,...,D), akkor

I(n,7) = Zzpz j45 108, o ——

=1 =1 szlek
i=1

Bizonyitas. Nyilvan
rij =P =y, n=y;} =P{n=yi|n=y;}P{n=y;} = pi;q0,

D D
pi=P =y} = 1y =) pilst
j=1 j=1

ezért

D D
I(n.n) = ermlogh Zzpujq]’lo&l,pzi‘j-

i=1 j=1 Pig; i=1 j=1 Zpilk%
i=1

Egy csatorna kapacitasdnak meghatarozasanal tehat tulajdonképpen a G : [0,1]” — R,

G(q1,¢2. - dp) ZZPW% logy 5——

=1 =t sz|ka
i=1
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D
fiiggvény feltételes szélsGértékét kell meghatarozni azon feltétel mellett, hogy > ¢; = 1.

j=1
5.3 Példa: Binaris szimmetrikus csatorna. Ekkor D = 2, és a jelek p valoszintiséggel

mennek at torzulas nélkiil a csatornan, azaz

p ha = j,
Dij =
1—p ha i#j.
Ezért 57 =0,1 esetén

1 1
H{@|n=1vy;) =plog, - 1—9p)1
Mn=y)=p 0g2p+( p) -

ami nem fiigg j-t6l, igy

1
N ~ 1 1
H(nln):ZH(nlnzyj)P{nzyj}=p10g2];+(1—p)10g2ﬂ
=0

nem fiigg a bemeneti eloszlastol! Igy a kolcsonos informacio

1) = HG) ~ HT ) = HGD) = (plogs - + (1= p)logs - )

Mivel 7 kétféle értéket vehet fel, igy H(7) < log,2 = 1, és egyenlGség pontosan akkor van,
amikor a kimeneti eloszlas egyenletes. Ez létre is jon, mégpedig pontosan akkor, amikor a
bemeneti eloszlas egyenletes, ugyanis P{7j = 0} = pP{n = 0} + (1 — p)P{n = 1}, P{y =

1} =pP{n =1} + (1 — p)P{n = 0}. Ezért a kapacitas
C =1 —plogy D~ — (1 p)logy D—
=1—plogy D— — (1 —p)logy D——.
plogs D p) 062 7 —p

Tehat 0 < C <1, és C' =0 akkor és csak akkor, ha p = %, valamint C' =1 akkor és csak

akkor, ha p=1 vagy p=0.

6. Véletlen keresés

6.1 Példa: Hamis pénz keresése. Tudjuk, hogy 9 darab pénzbdél 1 hamis, és konnyebb,

mint a tobbi. Kétserpenyds mérleggel (stly nélkiil) a legkevesebb méréssel keressiik meg a
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hamisat! Szamozzuk meg a pénzdarabokat 1-t6l 9-ig. Jelolje a & valosziniségi valtozo a
hamis pénz sorszamat. Mivel semmilyen el6zetes informéacionk sincs, igy P{{ = k} = %, azaz
¢ egyenletes eloszlasu. A ¢—vel kapcsolatos bizonytalansagunk mennyisége H (&) = log, 9,
vagyis ennyi informécioét kell megszerezniink tgy, hogy a két serpenyGbe egyenls szamu pénz-
darabot helyeziink, és igy meg tudjuk allapitani, hogy a hamis pénz a mérlegre keriilt—e, és
ha igen, akkor melyik oldalon van. Jelolje A; és A; azon pénzdarabok halmazat, ame-
lyeket a meérlegre feltesziink, és jelolje Ay a kimaradé pénzdarabok halmazat. Jeldlje
az 1 valoszintiségi valtoz6 annak a halmaznak az indexét, amelyikben a hamis pénzdarab
van. Egy méréssel tehit az n valdsziniiségi valtozo értékét tudjuk megallapitani, vagyis az
egy méréssel szerezhet$ informaci6 mennyisége [(£,n). Nyilvan ¢ értéke egyértelmiien
meghatéarozza 7 értékét, azaz létezik olyan f: R — R fiiggvény, hogy n = f(§), ezért
I(§&,m) = H(n). Mivel n értékeinek szama 3, ezért H(n) < log, 3, és H(n) = log, 3 akkor
és csak akkor, ha n egyenletes eloszlasi, azaz P{n = j} = %, j=0,1,2. Az is nyilvan-
valé, hogy 7 eloszlasa csak attél fiigg, hogy hany pénzdarab keriil a mérlegre. Az alabbi
tablazat tartalmazza azt, hogy 1-1, 2—-2, ... pénzdarab mérlegre rakasa esetén milyen lesz

n eloszlasa, és mennyi lesz az egy méréssel szerezhetd informécié H(n) mennyisége:

P{n =0} | P{n=1} | P{n =2} H(n)
1-1 I 5 5 2log, 3 — $log, 7~ 0.99
2-2 2 2 2 2log, 3 — 5 — 2log, 5 ~ 1.44
3-3 5 3 3 log, 3 ~ 1.58
4-4 5 2 2 2log, 3 — 40 ~ 1.39

Tehat ha 3 -3 pénzdarabot rakunk fel a mérlegre, akkor megszerezziik az egy méréssel megsz-
erezhetd maximalis log, 3 informéciot. Mivel Gsszesen log, 9 = 2log, 3 informéciéra van
sziikségiink, igy legalabb két mérésre van sziikség. Viszont két mérés elegendd, hiszen az els§

mérés utidn mar csak 3 pénzdarabot kell vizsgalnunk, és ha a masodik mérésnél feltesziink
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ezek koziil 1-1 pénzdarabot, akkor biztosan kideriil, melyik a hamis.

Ezzel a stratégidval mindig két mérés sziikséges, és két méréssel biztosan el tudjuk don-
teni, hogy melyik a hamis pénz. Ha az 1 -1 méréssel kezdiink, akkor eléfordulhat, hogy nincs
sziikség t6bb mérésre (ennek a valoszintsége 2 ), viszont ha a kimarad6 7-es kupacban van
a hamis pénz, akkor nem mindig lesz elegendé egy méasodik mérés! Ha a méasodik mérésnél
2—-2 pénzdarabot rakunk fel, akkor biztosan sziikség lesz egy harmadik meérésre is, és igy
ekkor a sziikséges mérések szamanak varhat6 értéke: %-1 +g 3= % = 28 > 2. Haa
masodik mérésnél 3—-3 pénzdarabot rakunk fel, akkor % valoszintiséggel elfordulhat, hogy
nincs sziikség harmadik mérésre, igy ekkor a sziikséges mérések szamanak varhato értéke:
%-1+g (% <24 g . 3) = % = 2% > 2, ami egy kicsit kevesebb, mint az el6bb, de még mindig
tobb, mint amit az els§ startégidval értiink el. Ha a mésodik mérésnél 11 pénzdarabot
rakunk fel, akkor az is el6fordulhat, hogy a kimarad6 5-0s kupacban van a hamis pénz, és
még egy negyedik mérésre is sziikség van! Belathato, hogy ekkor a sziikséges mérések szaméa-
nak varhato értéke legalabb % > 2. A tobbi eset végigkovetésével ellenérizhets, hogy az
Osszes tObbi stratégia esetében is tobb a sziikséges mérések szdméanak varhato értéke 2-nél.

Az is észrevehetd, hogy a stratégidkat lehet fagraffal abrazolni! Példaul az els6: 33 majd

1-1, illetve a masodik: 1-1 majd 22 stratégia fagrafja
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Ezt tgy kell érteni, hogy kiindulunk a gyokért6l, és az els§ mérést az els6 elagazasnak
megfelelGen végezziik el: az egyik 4gnak megfelel6 pénzdarabok az egyik serpenyébe keriilnek,
egy masik agnak megfelel6 pénzdarabok a maésik serpenyébe keriilnek, és ha van még egy
harmadik 4g is, akkor azokat egyelGre félretessziik. Ezutan annak megfelelen, hogy melyik
csoportban van a hamis pénzdarab, kovetjiik a fagrafot, és a kovetkezs elagazasnak megfelel§
mérést hajtjuk végre. A sziikséges mérések szaménak varhato értéke akkor lesz a legkisebb,
amikor a stratégidhoz tartozo fagrafnak megfelel irreducibilis kod atlagos kodszohossza a
legkisebb, azaz amikor a kod optimélis! Mivel 9 bet(ihoz és egyenletes eloszlashoz csak az els§
fagraf szolgaltat optimalis irreducibilis kodot, igy mar érthetd, hogy ha a sziikséges mérések

szamanak varhato értékét akarjuk minimalizalni, akkor az elsG stratégia a legjobb.

Ezt a modszert akkor is lehet alkalmazni, amikor ¢ nem egyenletes eloszlasi, azaz
van el6zetes informacionk arrél, hogy melyik pénzdarab milyen valosziniiséggel lehet hamis
(példaul a szine alapjan). Sajnos nem minden optimalis irreducibilis koddhoz lehet keress
algoritmust hozzarendelni! Ugyanis ez csak pontosan abban az esetben megy, ha a fagraf
elagazasai altal kijelolt részhalmazok k6zott mindig van két egyforma elemszamu! Példaul

az alabbi fagraf egy 9 elemt, {37',372 372,372,372 372,373,373,373,373} eloszlasu for-
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rasabécé optimalis kodja, de nem feleltethetd meg ennek keresé algoritmus:

220
221
222

Mivel az 0sszes optimaélis irreducibilis kod esetén ezek a kodhosszak szerepelnek, igy be lehet
latni, hogy nincs olyan optimalis irreducibilis kod, melynek megfeleltethetd lenne keresd
algoritmus. Tehat ha 9 pénzdarabunk van, és annak a val6szintisége, hogyaz elsd, masodik,
... hamis, rendre 37%,372,372,372,372,372,373,373,373,373, akkor végig kell probalni,

hogy melyik stratégia vezet a legkisebb varhaté mérésszamra.

6.2 Példa: Hibakeresés. Egy tenger alatti kdbel viz alatti szakaszdn 7 automatikus
erGsité van; egy elromlott, amit meg kell keresni. A keresés gy torténik, hogy a kabelt
kiemelik a vizbdl két er6sité kozott, és megvizsgaljak, melyik fele nem vezeti az aramot.

Igy tehat meg tudjuk allapitani, hogy a kibel még széba jov6 szakaszanak melyik felén van

{1111111

a hibas erGsitd. Tudjuk, hogy az ersit6k meghibasodasi esélyei: 1160160 10 160 160 17

Most binaris fagraf feleltetheté meg minden keresd algoritusnak, és most is az a cél, hogy az
atlagos kddszohosszat minimalizaljuk. A Huffman-féle kodolési eljaras a kovetkezd optimélis

irreducibilis k6dhoz vezet:

K1 K2 Kg K4 K5 Kﬁ' K?

00 | 1100 | 1101 | O1 | 1110 | 1111 | 10

Ennek a grafja:
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Ez nem felel meg, mert mar az els6 elagazasnal az {1,4} ésa {2,3,5,6,7} csoportokrol
kellene donteni, ami a feladat specialis jellege miatt nem lehetséges! A Gilbert—Moore-féle
kodolasi eljaras viszont megfelel§ kodra vezet, mert nem kell nagysag szerint rendezni a

valosziniiségeket. A kapott kod:

K, | K, K; | Ky | Ks K¢ | Ky

001 | 01001 | 01011 | 100 | 10101 | 10111 | 111

Ezt nyilvan lehet javitani ugy, hogy a felesleges ,Agacskakat” levagjuk:

K | Ky | Ky | Ky | KL | K} | K}

001 | 010 | O11 | 100 | 1010 | 1011 | 11
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Ez megval6sithato keres algoritust szolgaltat: elGszor az elsé elagazas alapjan a |3 | és
erGsitok kozott vizsgaljuk meg a kabelt; ezutan az eredménytdl fiiggen, a kovetkezd elagazést

kovetve vagy az |1]és , vagy pedig a @ és | 7| er6sit6k kozott végziink vizsgélatot, stb.
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7. Blokkonkénti kodolas

Ebben a fejezetben a 2. fejezetben az (optimalis) egyértelmii kodeljarasokra kapott eredmé-
nyek alapjan fogalmazunk meg néhany tovabbi fontos allitast. A megkozelités lényege, hogy
az eddigi betiinkénti kodeljaras helyett blokkonkénti kddeljarasokkal foglalkozunk és vezetjiik
le a 2. fejezetbeli egyik legf6bb eredménynek, a McMillan tételnek egyfajta &ltalanositasat,

melyet az informécidelmélet (egyik) alaptételének is szokis nevezni.

Ehhez a 2. fejezethez hasonl6an abbol indulunk ki, hogy adottak az alabbiak:

o forrasabécé: X = {x1,x25,...,24}, ahol d > 2, melynek

e closzlasa: P = {p1,p2,...,pa}, ahol p; > 0 minden ¢ = 1,2,...,d esetén, és
d
sz = 1)
i=1

e csatornadbécé: Y = {y1,vs,...,yp}, ahol D >2.

A bolokkonkénti kodolas alapja, hogy a forrasbol érkezd kdzleményt n hosszisagu részek-

re, un. blokkokra vagjuk szét, ahol n pozitiv egész. A kodeljaras nem a forrasdbécé bettit

kodolja kozvetleniil, hanem a lehetséges n hosszusagu kézleményrészeket.

Legyen
XM = (2, b, .. 2l) |2 e X, i=1,2,...,n}.
Ekkor egy blokkonkénti kodolasi eljaras nem maés, mint az X' &bécén, mint forrasabécén

definialt kodolasi eljards. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a forras altal kibocsatott X7,

Xy, .oy Xp, ... végtelen jelsorozatra (bettisorozatra) teljesiil, hogy adott n pozitiv egész
esetén az (X,i1, Xont2, - Xman) vektor eloszlasa minden m > 0 egész esetén azonos, azaz

nem fiigg m-t6l. Egy forrat emlékezet nélkiilinek neveziink, ha a kibocsatott X, X, ...,
Xg, ... betiik fiiggetlen eloszlasiak. Ez annyit jelent tehat, hogy a soron kivetkezs betiit

soha nem befolyasolja a korabbi betiik sorozata.
A blokkonkénti kodeljaras X' forrasabécéjének entropidja nem més, mint
H(X™) = H(X i1, Xongas - - s Xonan) = H(X1, Xo, .., X,).
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A McMillan tétel szerint egy I blokkonkénti kodeljaras EX atlagos kodhosszara teljesiil,

hogy
H(;y(n))
log, D

Innen pedig lathato, hogy az X forrasabécé egy betiijére juté atlagos kodhossz

_ (n)
EXC = % > L(X )

EX >

n ~ nlog, D’
A forras altal sugarzott egy betiire es6 atlagos informaciomennyiséget H (X ™) /n fejezi ki.

A kovetkez6 lemma ennek tulajdonsagait foglalja Gssze.

7.1 Lemma. Az ezen fejezetben megfogalmazott feltételek mellett a H(X™) /n sorozat mono-
ton csokkend, H(X™)/n < H(X), és létezik hatdrértéke.
Bizonyités. Az entrépia tulajdonsigaibol adédéan a H (X ™) sorozat nemnegativ. Tovabba

H(X™) = H(X), X, ..., X,) <H(X)) + H(X,) + H(X,) = nH(X,) = nH(X™).

A monotonitas igazolasahoz vegyiik észre, hogy
H(X™) = H(Xy,X,,...,X,)
(7.2) =H(X,)+ H(X,1|Xn) + H( X, 2| X5o1, Xp) + ...+ H(X | Xa,y .., X0)
= H(X1)+ H(X1|X2) + H(X1| X2, X3) + ...+ H(X | Xa, ..., X,),
mésrészt azt, hogy a 4.8 Allitas alapjan
H(X)) > H(X | Xy) > HX | X, X3) > ... 2 HX | Xo, ..o, X0).

Ennélfogva (7.2) alapjan

H(Xy)+ H(X | Xo) + H(X | Xo, X3) + ...+ H(X | Xo, ..., Xp1)

H(X1|X27"'7Xn+1)< n

1
= —H(xM).

n

Igy az egy betiire juté entrépia csdkkennd (hiszen egy csokkend sorozat atlagaként adodik):

LH(X™) + H(X1|Xs, ..., Xy
1 H(.)((n+l)) _ nn ( )_'_ ( 1| 2 ) +1> g lH(.)('(n)).
1+n n-+1 n
Tehat a szobanforgd sorozat alulrél korlatos és monoton csokkend, igy konvergens. 0
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7.3 Definicié. A fenti lemmdban szerepld H := lim,_o. H(X™) mennyiséget a forras

atlagos entrépiajanak nevezziik.

Vegyiik észre, H < H(X). A 7.1 Lemma bizonyitasabol az is latszik, hogy h = H(X)
pontosan akkor teljesiilhet, ha a csatorna emlékezet nélkiili (hiszen ekkor a bizonyitasban az

Osszes egyenl6tlenség helyett irhatunk egyenldséget a fiiggetlenség miatt).

Az fenti el6kszités utan mar kimondhatjuk az alaptételt.

7.4 Tétel. (Alaptétel) Az ezen fejezetben megfogalmazott feltételek mellett minden egyér-

telmien dekodolhato blokkonkénti kodeljdrds esetén

. H
EX > .
log, D

Bdrmely € > 0 esetén létezik olyan blokkonkénti kodolds, melyre

EK < :
log, D e

Bizonyitas. A bizonyitas kozvetleniil adodik a McMillan tételbsl. Hiszen lattuk, hogy

barmely I blokkonkénti kod esetén

_ (n) q
FiC — >H(é\f )> H ‘
nlog, D = log, D

H(X n))

Masrészt, ha n elég nagy, alkkor ZX™) —i— < H +¢, hiszen + monoton csokkend

és hatarértéke H. Egy ilyen n esetén a McMillan tétel szerint létezik olyan K’ egyértelmiien

dekoédolhaté blokkonkénti kddeljaras, melyre
EX' < HX™) +1 < n(H +¢),

amelybdl adodik a bizonyitando allitas. 0
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8. Entroépia folytonos valtozok esetén

A korabbiakban rendre olyan problémakkal foglalkoztunk, amelyekben diszkrét valoszintiségi
valtozok szerepeltek. Atekintettiik ilyen valoszintiségi valtozok esetén, hogy hogyan lehet az
informaciot (a bizonytalansagot) az entropia segitségével mérni és ismertettiik az entropia
és az ehhez kapcsolodo fogalmak legfontosabb tulajdonsagait. Az alabbiakban (abszolit)
folytonos valdszintiségi valtozok esetén tekintjiikk 4t az analég fogalmakat. Latni fogjuk,
hogy a folytonos valtozok esetén nem 6roklédik minden tulajdonsag, melyet a diszkrét e-
setben ismertettiink. Am a most kovetkezs definiciok mégis lehetévé teszik a legfontosabb

tulajdonsagok biztositasat.

8.1 Definici6. Legyen & egy abszolit folytonos valdszindiségi vdltozd egy (0, F,P) valdszini-
ségi mezdn, melynek siriségfiggvénye fe. Legyen fe(x)log fe(x) :=0, ha fe(x) =0, x € R.

Ekkor a & vdltozo entréopiaja alatt a

H(&) :=— / fe(x)In fe(x)dz
R
mennyiséget értjiik, amennyiben a fenti integrdl létezik'.

Hasonldan, ha a § = (&1,&, ..., &) + Q — R™ valdszindségi vektorvdltozé (n € N) abszolit

folytonos egy fe : R" — R sdriségfigguvénnyel, akkor & entrdpidja alatt a

H(¢) ::—/R/R.../ng(xl,xg,...,xn)lnfg(arl,xg,...,xn)darldxg...dxn

mennyiséget értjik, amennyiben a fenti integrdl létezik.

Diszkrét esetben lattuk, hogy az entrépia nemnegativ és az egyenletes eloszlas esetén
veszi fel maximalis értékét. A kovetkezGekben latni fogjuk, hogy folytonos valtozok esetén
a helyzet nem ilyen egyszerti. Az alabbiakban ismertetiink néhany példat, amelyek bemu-
tatjak, hogy tetsz6leges valos szamot felvehet az entropia egy alkalmas valoiniiségi valtozo

esetén, sot, tetszleges R-beli értéket felvehet, ahol R = R U {co, —oo}.

Ttt jegyezzitk meg, hogy elég, ha a Lebesgue mérték szerint integralhatd feIn fe.
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Vegyiik észre, hogy az entropia nem valtozik eltolas esetén, azaz H (£ + b) = H(E), ahol
E:Q—=R" beR" neN.

8.2 Példa. Legyen ¢ egyenletes eloszlasi a [0, b] intervallumon, ahol b > 0. Ekkor tudjuk,

hogy

1/b hax€[0,b
felx) = 0

0 egyébként.
Ezért

b
H(¢) :/ %lnbda::lnb,
0

amibdl latszik, hogy b-t alkalmasan valasztva tetsz6leges valos értéket felvehet az entrépia.

8.3 Példa. Legyen a & valdszintiségi valtozo striségfiiggvénye

1
fela) = { # ey
0 egyébként.

haz>e

Konnyt latni, hogy a fentiekben valoban siirtiségfiiggvényt adtunk meg, hiszen az nemnega-

tiv és
[ele] l / 00 1 1 00
/ ff(x)dx = / ( nx)de = / —2€_yeydy = |:——:| = 17
R e (Inz) 1Y v,
ahol az y = Inx (3_; = eY) helyettesitést alkalmaztuk. Ugyanezen helyettesitést alkalmazva

kapjuk, hogy £ entropidja végtelen, hiszen

1

z (Inz)

5 Ilnz dx

H(g):/oox(lix)Q (lnx+1n(1nx)2)dx> /OO

1

= / —eYeldy = [Iny]]° = cc.
1 Y

8.4 Példa. Tegyiik fel, hogy adottak a valés szdmegyesen az I, diszjunkt intervallumok

minden n > 2, n € N esetén ugy, hogy az intervallumok hossza rendre

1
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Legyen K := >, |I,|. Az el6z6 példa szamitasaibol rogton adodik, hogy K véges, hiszen

> 1 Sl |
K:Zﬁg/l ﬁda: 0.

Inx)

N

Definialjuk a & val6szintiségi valtozo stiriiségfiiggvényét az alabbi médon:

% hazel, Vn=23,...,
fe(x) =
0

egyébként.

Konnyt 1atni, hogy f. valéban stirtiségfiiggvény, hiszen az nemnegativ és

> 1 n K
=y - .=,
/ng(if)diﬁ ;:; TR

n?ln“n

© 1
n=2 nlnn

Jegyezziik meg tovabba, hogy > = 00, hiszen

oo

1 < 1 1
Z > / dx = / —e YeVdy = oo,
nlnn 1 1

—~ xlnx n2 Y

ahol az y = Inx (g—z = €Y) helyettesitést alkalmaztuk. Veégiil lathatjuk, hogy H({) = —o0,

hiszen

2
= n2ln“n
K <~ 1 J |

= — =InK —0c0=—
K ;nln2n Kznlnn 1 >0 >0

A diszkét esetben lattuk, hogy szamos &llitds bizonyitdsaban az Alaplemma jatszott

kozponti szerepet. Most ennek ismertetjiik folytonos megfelelGjét.

8.5 Lemma. (Alaplemma, folytonos eset.) Tegyiik fel, hogy p és q stiriségfiigguények.

(a) Ha [, p(x)Ing(z) dx létezik és véges, akkor [, p(x)Inp(x) dx is létezik és

(8.6) —/Rp(:z) Inp(z) dr < /p(:z) Ing(z) du.

R

Tovdbbd (8.6)-ban pontosan akkor teljesiil az egyenldség, ha p(z) = q(z) majdnem minden?

z € R esetén.

2a Lebesgue mérték szerint
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(b) Ha [, p(x)Inp(x) dx létezik és véges, akkor [, p(x)Ing(x) dx is létezik és teljesiil
(8.6). Tovdbbd (8.6)-ban pontosan akkor teljesiil az egyenldség, ha p(x) = q(x) majdnem

minden © € R esetén.

Bizonyitas. A logaritmus fiiggvény szigorti konkavsagabol adédoan
Inb<b—1 be (0,0),

tovabba Inb = b — 1 pontosan akkor teljesiil, ha b = 1. Jegyezziikk meg, hogy a b — b — 1
egyenes éppen a logaritmus fiiggvény érintGje a by = 1 pontban. Legyen £= := 0 ha
q(z) = p(xz) = 0. A fentiek miatt

(8.7) p(2) ln]% <qla)—plz),  zER

és a (8.7) egyenlGtlenségben az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha ¢(z) = p(z). Ekkor

kozvetleniil adodik, hogy

(8.8) /Rp(x)lnz% dx < /Rq(x) dm—/Rp(:E) dr=1-1=0

és a (8.8) egyenl6tlenségben pontosan akkor teljesiil az egyenléség, ha ¢(x) = p(x) majdnem

minden x € R esetén.

Nézziik most az (a) allitas bizonyitasat. Majdnem minden = € R esetén

f% ~ ple) Ing(a),

hiszen a fenti felbontéast csak akkor nem hasznalhatjuk, ha p(z) > 0 és ¢(x) = 0, mert

(8.9) —p(z) Inp(z) = p(z) In

ekkor a bal oldalon co — oo lenne. Am ez csak egy nullmértékd halmazon teljesiilhet, hiszen
Jap(x)Ing(z) dx véges. A (8.8) egyenltlenségb6l és [, p(x)Ing(x) dx végességébsl (8.9)
alapjan adodik, hogy [, p(x)Inp(x) dx létezik. Ugyanezekbdl egyben adodik (8.6) is. Végiil
azt is lathatjuk, hogy (8.6)-ban egyenléség pontosan akkor teljesiilhet, ha (8.8)-ban egyen-

16ség van, azaz amikor ¢(x) = p(x) majdnem minden = € R esetén.

A (b) allitas bizonyitasa teljesen analég modon adodik. Ekkor az egyetlen kiilonbség,

hogy [, p(x)Ing(x) dr végességének belatasahoz a a (8.8) egyenlStlenség mellett a

—p(a) Inp(z) — p(x) In L2 = —p(z) Ing(x)



egyenlgséget kell alkalmaznunk (8.9) helyett. O

8.10 Definici6. Tegyiik fel, hogy (£,m) : Q — R? abszolit folytonos valdsziniségi vektorvdl-
tozo egy (Q, F,P) valdszindségi mezon az fi ) siriségfiggvénnyel és jelolje &-nek n-ra vett
feltételes siriségfigguényét (x,y) € R? pontban f, (x|y). Ekkor & feltételes entrépidja

n =y feltételre nézve

H(n=vy): /ffn z,y) 0 fig) (zly) do

mig & feltételes entropiaja n-ra nézve

H(Eln) - / H(Eln = y) dy = — / / Fe(@2y) In fier (2ly) dz dy,

amennyiben a fenti integrdlok léteznek.

Mint latni fogjuk a kovetkezd tételben, az entropia és feltételes entropia legfontosabb

tulajdonsagai folytonos valtozok esetén megegyeznek a diszkrét esetben leirtakkal.

8.11 Tétel. Tegyiik fel, hogy (&,7n) : Q — R? abszolit folytonos valdszintiségi vektorvdltozd
egy (2, F,P) valdszintiségi mezdn az [, sturiségfigguénnyel és jelolje £-nek n-ra vett felté-
teles striségfigguényét (x,y) € R? pontban fie(x|y). Tovdbbd jedlje £ illetve n (margindlis)

striségfiggvényeit fe és f,. Tegyik fel, hogy H (&) és H(n) véges.

(a) H(&,n) létezik és H(E,n) < H(E)+H(n), tovabbd ebben az egyenldtlenségben pontosan

akkor teljesiil az eqyenldség, ha & és n fiiggetlenek.

(b) Létezik H(¢|n), H(nlE), és H(E n) = H(E) + H(nl¢).

(c) H(nl&) < H(n) és pontosan akkor teljesil az egyenldség, ha & és n fiiggetlenek.
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Bizonyitas. (a) Mivel az (z,y) — fe(x) - f,(y) fliggvény is stiriségfiiggvény, igy alkalmaz-

hatjuk az Alaplemmat, amely szerint

—/:/ﬂmﬂ%whdgmwwMMdy
R JR

= [ [ el fia) - o) d

—/Rlnfg(x) (/Rf(gm)(x,y) dy) dx—/lnf,? (/ Fem(@sy dx) dy

= H(&)+ H(n)

és egyenldség pontosan akkor lehetséges, ha f (2, y) = fe(z)- f,(y) teljesiil majdnem min-
deniitt, azaz pontosan akkor, ha & és n fiiggetlenek. Az Alaplemmé&bol latszik az is, hogy
H(&,n) létezik, hiszen a fenti egyenl6tlenség bal oldala létezik és véges a feltételek szerint.
Jegyezziik meg, hogy az Alaplemmét egydimenzios eloszlasok stiriségfiiggvényeire mond-
tuk ki, am a bizonyitasbol latszik, hogy ugyanugy teljesiil, ha tobbdimenzids eloszlasokra

alkalmazzuk.

H(¢n) = //ffn z,y) In fg (zly) dz dy

//ffn z,y)In fien (2, y)dxdy+/lnfs (/ffn z,y) dy) dx
= H(¢,n) — H().

Az egyenlet utolsé sordban levé mennyiségek léteznek, az egyik véges, igy a jobb oldal is

létezik.
(c) Az eloz6 két allitasbol kozvetleniil adodik. O

A fenti tétel lehet6vé teszi az alabbi definicié bevezetését.

8.12 Definicio6. Tegyiik fel, hogy (£,m) : Q — R? abszolit folytonos valdsziniségi vektorvdl-

tozd egy (2, F,P) valdszindségi mezén. Tegyik fel, hogy H (&) és H(n) véges. Ekkor a & és
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7 kolcsonos informacidja
1(&,m) == H(&) — H(¢|n) = H(n) — H(nlS).

8.13 Koévetkezmény. Tegyiik fel, hogy (£,m) : Q — R? abszolit folytonos valdsziniségi

vektorvdltozo egy (Q, F,P) valdsziniségi mezén. Tegyiik fel, hogy H(E) és H(n) véges. Ekkor
(a) 1(&,n) = H(&) + H(n) — H(&,n),
(b) I(&:m) =0,

(c) 1(&,n) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha £ és n figgetlenek,
(d) 1(§,m) = 1(n,&).

Bizonyitas. A 8.11 Tétel tulajdonsigaibdl a bizonyités pontosan tigy adodik, mint diszkrét

valtozok esetén. O

Diszkrét valtozok esetén lattuk, hogy a diszkrét egyenletes eloszlas volt maximalis entro-

pi4jia. Az alabbiakban hasonlé allitdsokat mondunk ki folytonos esetre.

2

8.14 Tétel. Legyen X normdlis eloszldisu o° szordsnégyzettel, tovdbbd Y eqy olyan valdszi-

niiségi vdltozd, melyre D*Y < o?. Ekkor
(2) H(X) = 1(1+In2m0?),

(b) HY)< H(Y).

Bizonyitas. Jeldlje q az Y stirtiségfiiggvényét és legyen EY = p, D?Y = 62, tovabb4

1 _(z—p)

p(z) = \/%5e 257 z e R.

Az Alaplemma miatt

HY) = —/Rq(x) Ing(z) de < — / q(z) Inp(x) dx

R

=—1In <\/ﬁ52> /Rq(x) dx—k/Rq(x)% dx

1 B DY 1 _
= 3 In (27rc72) + 55 = 5 (1 +1n 27r<72) <

(1 + In 27r<72) .

N| —

44



Jegyezziik meg, hogy az Alaplemma egyben azt is eredményezi, hogy [ q(z)Ing(z) dx 1é-

tezik (hiszen [; q(z)Inp(z) dr —a fenti levezetésbél lathatéan— véges). Specialisan, ha ¢
helyébe a
1 (@=p)
g(x) = e 2t r eR.
2mo

strtiségfiiggvényét irjuk, akkor a fenti levezetében egyenlGséget kapunk végig, amelybdl ado-
dik mindkét allitas. Hiszen, bar g nem feltétleniil az X strtiségfiiggvénye, hanem annak egy

eltoltja, de ekkor H(X) = — [, g(x) Ing(z) dz. O

8.15 Tétel. Legyen X exponencidlis eloszldsi N > 0 paraméterrel, tovibbd Y egy olyan

nemnegativ valosziniségi vdltozo, melyre EY < i Ekkor
(a) HX)=1-1n),
(b) HY)< H(Y).
Bizonyitas. Jelolje q az Y siiriiségfiiggvényét és legyen EY = 1/), tovabba

e M

\%

0,
p(x) =
0 egyébként.

Az Alaplemma miatt
H<Y>:—/ 1(2) lng(z) da <—/ o(z) np(x) de
:_]n)\/ d;g—|—)\/xq :—IDS\—G—lg—ln)\—l—l

Jegyezziik meg, hogy az Alaplemma egyben azt is eredményezi, hogy [ ¢(z)Ing(z) dx 1é-
tezik (hiszen [, ¢(z)Inp(z) dz —a fenti levezetésbél lathatoan— véges). Specialisan, ha ¢
helyébe az X strtiségfiiggvényét irjuk, akkor a fenti levezetében egyenlséget kapunk végig,

amelybd6l adodik mindkét allités. 0

8.16 Tétel. Legyen X egyenletes eloszldsi az |a,b] intervallumon (a < b), tovdbbd Y egy

olyan valdszindségi vdltozd, melyre P(Y € [a,b]) = 1. Ekkor
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(a) H(X) =In(b—a),

(b) H(Y) < H(Y).
Bizonyitas. Jelolje q az Y siirtiségfiiggvényét és

1
7 € a,b],
p(z) =
0 egyébként.

Az Alaplemma miatt

HY)=- /Rq(a:) Ing(z) de < — /Rq(a:) Inp(x) de =1n(b — a) / q(z) dz.

R
Jegyezziik meg, hogy az Alaplemma egyben azt is eredményezi, hogy [, ¢(x)Ing(x) dx létezik
(hiszen [, q(z)Inp(z) dx —a fenti levezetésbdl lathatoan— véges). Specialisan, ha ¢ helyébe
is p-t irjuk, azaz X striségfiiggvényét, akkor a fenti levezetében egyenlséget kapunk végig,

amelybdl adodik mindkét allitas. O

Osszefoglalva tehat azt mondhatjuk, hogy: a véges szorast (azaz véges méasodik momen-
tummal rendelkezs) eloszlasok kozott a normaélis eloszlas entropidja a maximalis; a nemne-
gativ, véges varhato értéjkid eloszlasok kozott az exponencialis eloszlasé maximalis; végiil a

korlatos eloszlasok kozott az egyenletes eloszlasé maximalis.

8.17 Példa. (Informéacidatvitel zajos csatornin additiv Gauss zaj esetén)

Tekintsiink egy csatornat, ahol a bemend jelet X jeloli, mig a kimen6 jelet Y. Feltessziik,
hogy a csatorna a bemend jelre egy fiiggetlen additiv Gauss —azaz normalis eloszlasi— zajt
tesz ra. Tehéat feltevésiink szerint Y = X + Z, ahol Z eloszl$a N (0, 0z). Feltessziik tovabba,

hogy X abszolit folytonos és H(X) véges.

Az alabbiakban egy ilyen csatornin vizsgaljuk meg, hogy mennyi informécié vihetd &t,

azaz célunk a csatorna kapacitdsdnak meghatarozasa.
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El6szor vegyiik észre, hogy
HY|X) = //fyx (z,y) In fiyx)(y|z) dy dx

N / / foro(@ly) In forp (yle) dy fx (@) da

//f YIn fz)(2) dz fx(z) dx
_ —/RH(Z) dw = H(Z).

Ennélfogva a kolcsonds informécié az alabbi moédon egyszertisodik le:

I(X,)Y)=HY)-HY|X)=H(Y)-H(Z)=H(Y) - %m (2rea?).

A csatornakapacitast azzal a feltétellel szamoljuk, hogy a bemend jel szérasa nem halad
meg egy adott o > 0 szintet.

Ekkor D?Y = D?X + D?Z = 0?+0%. Legyen Y} eloszlasa N'(0,0%+0%). Jegyezziik meg,
hogy Yj egy lehetséges kimeneti jel, méghozzakkor, ha a bemeneti jel eloszlasa N'(0, o%). To-
vabb4 azt is tudjuk, hogy a legfeljebb 02 + 0% szérasnégyzetli valoszintiségi valtozok kozott

Y, entrépiadja maximalis. Igy végiil azt kapjuk, hogy

sup  I(X,Y)=H(Y,) - H(Z) = %m (2me(0? + 0%)) — %m (2mecy)

X, D2X <K o2
1 o? + o3
= —1In 5 .
2 oy
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9. Feladatok

A.1 Dontsiik el, hogy az alabbi tablazatban megadott bettinkénti kodolas koziil melyek

egyértelmien dekodolhatok.

Abécé || 1. kod | 2. koéd | 3. kod | 4. kod | 5. kod | 6. kod

A: 0 1 0 111 1 0

B: 10 011 10 110 01 01

C: 110 010 110 010 0011 011

D: 1110 | 001 1110 100 0010 | 0111

E: 1011 000 11110 | 011 0001 01111

F: 1101 110 111110 | 101 0000 | 011111

A.2 Adjuk meg az A, B, C, D, E, F, G bettikbdl all6 abacének a 0,1,2 kddjelekbdl készitett
olyan irreducibilis kédjat, ahol az A és B kodszéhossza 1, C és D kddszohossza 2, a

tobbi bet(ié pedig 3. Hany ilyen kéd van Osszesen?

A.3 Mutassuk meg, hogy ha az A, B, C, D betiik el6fordulasi valoszintiségei rendre 1/2,
1/4, 1/8, 1/8, akkor az alland6 kodszohosszisagi binaris kodnal jobb valtozod kod-

szohossziségn binaris kod is van.

A.4 Dontsiik el, hogy az alabbi kodok koziil melyek az egyértelmiien dekdédolhatok.
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A5

A6

AT

A8

A9

A.10

A1l

K1 = {00, 001, 010,00110, 011, 111, 11100, 011000}

K, = {00, 001, 010, 00110, 011, 111, 1110, 0110, 011100101}
K3 = {123, 321, 32, 011, 02, 023, 33, 3323, 22}

Ky = {10, 110, 20, 220, 2222, 1, 222}

KCs = {0, 10, 11, 21, 20, 12, 220, 2220, 22210, 2222}

Ks = {0, 10, 11, 21, 20, 220, 2220, 12200, 12210, 121, 120}

K7 =40, 10, 11, 21, 20, 120, 1201, 11201}

Soroljuk fel az Gsszes olyan irreducibilis binaris kodot, melyek kddszohosszai 1, 2, 3, 3.

Mik lehetnek a koédszohosszai az X = {A, B,C, D} forrasabécé legfeljebb 3 kod-

szohosszuségu irreducibilis binaris kodjainak?

Készitsiink el a P = {271,272, 273,273 274 274 274 9711 eloszlasti abécéhez egy

minimaélis dtlagos kodszohossziisagn irreducibilis binéris kddot.

Készitsiink el a P = {3/8,1/8,1/6,1/8,1/8,1/12} eloszlasu abécéhez egy minimélis

atlagos kodszohosszusagu irreducibilis kodot a 0, 1, 2 kodjelekbdl.
Konstruéaljunk olyan példat, amikor az optimalis kod hatéasfoka kisebb mint 1 %.

Keészitsiink el a P = {0.25,0.33,0.28,0.09,0.03,0.02} eloszlast abécéhez egy binaris
Huffman—kédot. Mennyi a hatasfoka? Milyen eloszlas esetében lenne ez a kod 100

%—o0s?

Bizonyitsuk be, hogy optimélis binaris kod kodszohosszait a forrasabécé eloszlasa nem

hatarozza meg egyértelmten.
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A.12 Készitsiink binaris Huffman-koédot a kovetkezs forrasabécé—eloszlasokhoz:
P, ={0.68, 0.17, 0.04, 0.04, 0.03, 0.03, 0.01}
P, ={0.68, 0.27, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01, 0.01}
Ps; = {0.31, 0.18, 0.15, 0.12, 0.09, 0.08, 0.07}
Py ={0.28, 0.21, 0.16, 0.14, 0.13, 0.06, 0.02}
Ps = {0.17, 0.16, 0.15, 0.14, 0.13, 0.13, 0.12}

Ps = {0.15, 0.15, 0.14, 0.14, 0.14, 0.14, 0.14}

A 13 Készitsiink binaris Shannon-kodot és Gilbert—kodot a fenti forrasabécé—eloszlasokhoz.

A.14 Atlagosan mennyi informaciot tartalmaz egy autérendszam, ha az harom bettibél és

harom szamjegybdl 4ll, ha mind a 26 betii és mind a 10 szdmjegy egyforman valészini?

A.15 Maximalisan mennyi informéaciot sugarozhat egy TV-ad6 masodpercenként, ha egy kép
520000 képpontbol 4ll, amelyek haromféle szintiek lehetnek, és az adé masodpercenként
50 képet sugiroz? Maximéalisan mennyi informéaciot tartalmazhat egy 500 betiis szoveg,
ha csak a 26 ékezet nélkiili betiit vessziik figyelembe? Maximalisan mennyi informéciot

tartalmazhat egy CD-ROM?

B.1 Legyen K = {K;,K,,...,Ky4} egy olyan irreducibilis, optimalis koédja a P =
{p1,p2,...,pa} eloszlasu forrasabécének, mely D szamu kodjelbdl késziilt. Jelolje a

koszohosszakat £ = {Lq, Lo, ..., Lq}.

(i) Bizonyitsuk be, hogy nagyobb valdsziniiségii betiih6z nem tartozhat hosszabb
kodszo, azaz ha p; > p;, akkor L; <L;.

(ii) Bizonyitsuk be, hogy K kodfajanak minden olyan pontjabél D eldgazas indul
ki, amely nem végpont, és nem egy maximalis hossziisigu 4g utolso el6tti pontja.
Bizonyitsuk be, hogy egy maximaélis hossztisagu g utolso el6tti pontjabol legalabb

2 és legfeljebb D elagazas indul ki.
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(ili) D =2 esetén minden olyan pontbdl, mely nem végpont, 2 elagazas indul ki.

(iv) D =3 esetén legfeljebb egy olyan pont lehet, mely egy maximalis hosszusagu ag

utolsé eltti pontja, és nem 3 elagazéas indul ki bel6le, hanem csak 2.

(v) D >4 esetén lehet tobb olyan pont is, mely egy maximalis hossziisagi 4g utolso

el6tti pontja, és nem D eladgazas indul ki belGle.

B.2 Legyenek egy forrasabécé valoszintiségei nagysag szerint rendezve: p; > ps > ... = pg.
Legyen a csatornadbécé Y = {y1,%2,...,yp}. Legyen r € {2,...,D} az a szam,

melyre 7 =d (mod D — 1) teljesiil.

(i) Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan I = { K3, K, ..., K;} egy olyan irreducibilis,
optimalis kéd, melynél az r utols6 betd kodszava, Ky ,.1,..., K4 1, K; csak

az utolsé kodjeliikben kiilonb6znek.

(i1) Tekintsiik a P" = {p1,p2,- .-, Pd—r, Pd—r+1 + -+ + Pa—1 + pa} eloszlasit X’ =

/ s 21 2 2
{1, 29, ..., wq—p,x)y_,.,} forrasabécét.

o Legyen K' = {K{,Kj,....,K) K} ..} az X’'-nek egy optimalis, ir-
reducibilis kodja. Ekkor a K ., kodszo6 r—féle kiegészitésével kapott
K={K,K; ....K) K} , v, ...K) .1y} kod X-nek egy optimélis,
irreducibilis kodja.

e Legyen K ={K;,K,,...,K;} az X-nek egy olyan optimaélis, irreducibilis
koédja, melynél az utols6 r kodszo6, Ky ,.1,..., K4 1, K; csak az utolsé kod-
jeliikben kiilonboznek, azaz 1étezik olyan K kodjelsorozat, melynek kiilon-
boz6 kiegészitései. Ekkor a K' = {K;, Ko, .. .,Kd_r,f?} kod AX’nek egy

optimadlis, irreducibilis kodja.

B.3 Egy fagraf akkor és csak akkor lehet egy D szami kodjelbdl alkotott 100 %—os
hatasfoku irreducibilis kod kodfaja, ha minden olyan pontbdl, mely nem végpontja egy

adgnak, pontosan D szamu elagazés indul ki. Hatarozzuk meg D = 2 és d <6,
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B.4

B.5

B.6

B.7

illetve D =3 és d<9 esetén az Osszes olyan 100 %—os hatéasfokd irreducibilis kod

kodfajat, melynél Ly < Lo < ... < Ly Adjuk meg a megfelels eloszlast is!

Egy fagraf akkor és csak akkor lehet egy D szamu kodjelbdl alkotott optimalis irre-
ducibilis kod kodfaja, ha pontosan D szamu elagazas indul ki minden olyan pontbdl,
mely nem végpontja egy agnak, és nem egy maximalis hossziisagi ag utolsd elGtti
pontja, tovibba egy maximalis hossztisagi ag utols6 el6tti pontjabol legalabb 2 és
legfeljebb D elagazas indul ki. Bizonyitsuk be, hogy D = 2 esetén az optimélis
irreducibilis kodok kédfainak halmaza és a 100 %—os hatasfoku irreducibilis kodok kod-
fadinak halmaza egybeesik. Hatarozzuk meg D =3 és d <7 esetén az Gsszes olyan
optimalis irreducibilis kod kodfajat, melynél L, < Lo < ... < Ly. Adjunk megfelel§

eloszlast is!

d

Bizonyitsuk be, hogy haaz L1, Lo, ..., Ly természetes szamok olyanok, hogy > D~Li =
i=1

1 teljesiil valamely D >2 természetes szam esetén, akkor a D=1+ D=F2 D~ Fka

szamokat be lehet osztani D szamu csoportba gy, hogy az egyes csoportokba tartozo

szamok Osszege minden csoportban egyforméan 1/D.

Bizonyitsuk be, hogy ha a Shannon-féle binaris kodolési eljardsban az r; szdmok
helyett az
i—1
S; 1= Z 2Lk
k=1
szamokat hasznaljuk, akkor is irreducibilis kddot kapunk, melynek a hatasfoka ugyanaz,

de a konstrukcié kevesebb szamolassal jar. Altalanositsuk a Shannon—féle kodolasi

eljarast D > 2 esetre is.

Bizonyitsuk be, hogy ha a Gilbert—féle binaris kodolési eljardsban az r; szamok helyett

az
i—1
s;=2"Li49 Z 2Lk
k=1
szdmokat hasznéaljuk, akkor is irreducibilis kddot kapunk, melynek a hatésfoka ugyanaz,

de a konstrukcié kevesebb szamolassal jar. Altalanositsuk a Gilbert—féle kédolasi
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B.8

B.9

eljardst D > 2 esetre is.

Egy amerikai kisvaros didkjainak 75 %-a atment az évvégi vizsgan, 25 %-a megbukott.
A sikeres vizsgazok 10 %—anak, mig a sikertelen vizsgazok 50 %—anak van sajat kocsija.
Mennyi informéaciot jelent egy didk vizsgaeredményére vonatkozoan az, ha tudjuk, hogy
sajat kocsija van? Es ha azt tudjuk, hogy nincs sajat kocsija? Atlagosan mennyi

informéciot szolgaltat az, ha megtudjuk, hogy van—e, vagy nincs sajat kocsija?

Egy meteorologus a napok 5/12 részében josolt es6t, és a prognodzisa az esetek 2/5
részében valt be, mig a szaraz idére vonatkozo joslasa az esetek 10/11 részében valt
be. Raéré emberek kiszamitottak, hogy a meteorologus joslasa 12/16 valosziniiséggel
valt be, mig ha mindig széraz id6t josolt volna, akkor 13/16 valoszintiséggel helyes lett

volna a prognoézisa, tehat az utobbit kellet volna tennie. Miért nincs igazuk?
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