
Gáll József
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SOROZATSZERKESZTŐ
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�HKm�
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2. ���1�����4�@�¡ �¢ £r�-¤¦¥}�¡§>¨ ¥}©1 �ª�«*�@¨¬o���(£}¤r§��-¤��@®f§>¨i¥r©1 �¯1°s®^�¡ �±s¯*�?¯<²
°s©>§

&E�����T�I�T��Km�j��% X = {x1, x2, . . . , xd}
L��IY��
�

d > 2
Z

;=�"�
��	��������S% P = {p1, p2, . . . , pd}
Li��Y��
�

pi > 0
�i�"�������

i = 1, 2, . . . , d
�����U�T��³L��� d∑

i=1

pi = 1
Z

5 �T�I���
���D����K��j�I% Y = {y1, y2, . . . , yD}
La��Y����

D > 2
Z
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/+R!��% K = {K1, K2, . . . , Kd}
L �i���"c!���������"��� ��� � ��+�)17<ID�DP��
� L@�i�W
Xm�����"W

Ki

��	
xi

Km�����
��R!�g#��SLD��� ����W�c^P
�W
������R!�g#������������
	��I�QZ

/+R!����	�R
Y��
����	Q�I�m% L = {L1, L2, . . . , Ld}
Z

6z��R!����	�R
Y��
����	>PI����YD�I��R�� �I�T����W
�
�T� ��q�T�����%
d∑

i=1

piLi =: E(K).

��������������e�T�@��R!���
�����������$#���������%=���I�
	��"��� ��ec}K��U�T���"Y���	k�����������"�-�IR7����	Q�QPI���r�
����	��UMO��	�����iZ
2.1

_��E���� !6
7 ��� K ����	�
��������	��������������������� ���! "���$#�%��� &�'�&('��#�)#�%��� &�+*!,��� �	-���/.0
����1���'��������32�#!	-�%4
2�#5	6��	7�"8�9��:�+*��'� m, n ∈ N �'� 	6��	7�"8�9��:�+*��'� K ′

1, K
′
2, . . . , K

′
m, K ′′

1 , K ′′
2 , . . . , K ′′

n ∈ K �'�%��	-���

K ′
1K

′
2 . . .K ′

m = K ′′
1 K ′′

2 . . .K ′′
n ('��#�<;=*!,<�:�'2���	>4?2��"*!, m = n �'�&.0�7�@����� i = 1, 2, . . . , n �'�%��	6���

K ′
i = K ′′

i A

2.2
� "�B 'C�ECD2E+&�D� K �������	FE-GHGJILK�MON=EQP�E-RSE-T�UVIHWX�Y��Z!�"8'8�[�%4\2�#]#^������"8%#!Z�#!�V.0�7�@�1�[��:_��@��_�8�9��'%4

�'�`�+*!,H�:0������"8%#!Z�#a�%��.cbL���/,H	+#!	+����#d#^.e�����:��@#� A

2.3
_��E���� !6
7 �Df �7�@�����X�7 g h�"�!ij(������7�/�:������d�+*!,k�� g	-���/.0
j���l���'��������32�#!	-� A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � 6 �IR7���I�
	��"��� ��ec �
����	�Y��
����	Q� ��	������"�H�����T���$#�����������hS��j��"R P��I�nZ �+�
K ′

1K
′
2 . . .K ′

m =

K ′′
1K ′′

2 . . .K ′′
n

L ���H���
� ��	r�"��������h�j���K��"���"�T���1�i���I���
K ′

1 = K ′′
1

L ��]��W�c j����
�H����� �o��R!�����
	������i��Hc
������	�Y��
����	Q�7Z

�

6+	9����������hSj���KS�����"���IR7�S�
�<��KS�T��	��
��YD�g�TR
�-M ��W
���IMO�
�H�g���nZ@C(�������h�� K = {0, 100, 1010, 1011, 110, 111} %

s�
�

�
�

�

@
@

@
@

@

0

1

s m

s�
�

�
�

�

@
@

@
@

@

0

1

s�����

HHHHH

0

1

s n m!m

s�����
XXXXX

0

1

s n m n m
s n m n=n

s�����

HHHHH

0

1

s n=n m

s n=n!n

6



� WIcfXm��"�D��h��³�GK����D�I����� ���������Sh�j��"K����"������R!���
�f��-�GK����������"� M ��W
���IMO�
�]����	������-���
�"j��������
�����}��W�c���������"�G�
�g��Xmj����
���g��PI����LD����K�Z

2.4
OF�D !"#� ��� t �3�
�  ��,^,��'&�"�����"#'1��M� 3�E"#'�7<��� 2��3�A"#)�B1CD2�.12��E2�7 ��+,)&�� �A����� �'��7��	7��[��� �+*!, ���/,!#!�

K = {K1, K2, . . . , Kd} �7 g h�"�!ij(������7�/�:���������	74 .^���/,��Y�'a������"8%#!Z�#!� D �"8%�!.0; ���� �L������9��j��'�"8�[ �/	-�'%4
�'�<#e������"8��%2��%�'�"8%#� L = {L1, L2, . . . , Ld} A
	 %��� 

D−L1 + D−L2 + · · · + D−Ld 6 1.

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � 3s��W�c
���
m := max

16i6d
Li

Z ;=W����	��"����N�� �H�¡� K ��R!����	��QP��I�"�
m

Y��
����	����T��W����T�
�I	 �
����	������"��Y��U�T���W
����� R7������Z � W�c���W�c

Li

Y��
����	��S�T��W
�z�IR7�S��	�RI�
Dm−Li

FeMO��������X�X���� ����Y����
�H�"��W
���	����T�����nZ96z�H����W
���	����T������H�����4�g��Xm�����-��R!�g#����"���
���
	Q�I���
�^��	Q���i�

Dm−L1 + Dm−L2 + · · ·+ Dm−Ld .

;9	��ec7�"�"PI��� ����� �"��Y��U�����
K�K�L!� ���e� ��	+������	����
m
Y�������	����T�IW
�^�HN������!Km�
	�d���R!�g#������������
	��I�T�
����	Q���i�SL

�I�i�
Dm Z 8(��Y��I�

Dm−L1 + Dm−L2 + · · ·+ Dm−Ld 6 Dm.

�

2.5
OF�D !"#� ��� # D �'� L1, L2, . . . , Ld ���/,!#!�X	-�� �.^�'�"8���	-�'���"8%�!.^�%%4 .^���/,k�'� h�<	-��� �L�'��[ �?#

D−L1 + D−L2 + · · ·+ D−Ld 6 1

�+*!,������:9�	��:�����%�+*�4O#�%��� �:��	-�"8��: ���/,=#!� D ���� �L������9��@#!�3���	6��	�	 K = {K1, K2, . . . , Kd} �7 g '�"�!i�(������7�/�:�
�����4 .^���/,H�Y���?#e������"8��%2��%�'�"8%#�� L = {L1, L2, . . . , Ld} A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � )���������	�	�NS�~�I�>��	]���������1��	Q�I�i�
�g�I�<��W�c
L(Y��
WIc
L1 > L2 > . . . > Ld

�����$#�����N�� #��
��Z
3s��W�c
���

m := max
16i6d

Li
Z 3s��W�c���� K∗ ��	��
����	���� m

Y��
����	��S�T��W
�r�HN��"�
�HK���	�dG�IR7�g#��������
���
	��I�T���!KmR
�
�I����R �T���$#����f��R!�SM �SZ ;9	

Dm �IW
K�R��<���"�nL¡� ���"c����
m

Y��
����	�������W
�D�I�mZ 84���!�"�e�T��NS� ��	�������d
mYS�
����	�������W
� ��We�I��L
��?P���W�c!N������������G��	������ #���]���UP
d

L1

Y��
����	�������W
� �D������K!#��I��lH��	����S�����G� ��WIMO��������d
�IR7�S��	�R1����W�c
���

K1

L>��9�T�
���
�$#�N��1������	¡�
����	����
m
Y��
����	����T��W�� MO�
��cH���I�T���T�I�9�*����� #����?�IR7�SM �IK�R
�s� � �����
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��	��������>�i���<�����YD����	��D���"YD�I�O#�h��7�Ul4�}�"�����
���
���*��W
������	Q���i�r�X�Xm���
Dm−L1

Z �+�
d = 1

L �I�!�I�
�
�I���	����oPI��W�c!h��S�mZ+�B�

d > 2
L ���H�I�
�<�]MO���"��������4������XH#����

Dm−L1 < Dm L~��	�����<�i�W PI������	Q��K����
m
Y��
����	����T��W��o��Wi� �T���$#������IR7�7M ��KD����Lm��� ����c!�����r������d

L2

Y��
����	�������W
�������T��KH#�� �"��W�c����
K2

Lo��
�"�����
���
� #�N�� ���������}�]MO���"cH���I�T���T�I�"�QL7�i���"c����H�����r��	Q���i���X�Xm���

Dm−L2
L�����K�Z�6�MO���"����T����We�������e����� #��SL

YS�
W�c ��	+����W��
�����T�Gh�� ����� ��	����g���^� ��W�LH� ������d����9��W�c �
��ce���]M ��W
���IMO���=�g��X�hS���ELS� ���"c!�����]��We���D�X�Xm���
���H�"PI���e�-Y�������	����T�IW
�D���EZ

�

2.6
OF�D !"#� ��� t �3�
�  ��,^,��'&�"�����"#'1��M� 3�E"#'�7<����"������#�! !"#�E�%$�"#' )&"���+,)���E-��( !+ ��+,)&�� �A����� �+*!,k���

K = {K1, K2, . . . , Kd} ���/,=#!� �+*!,��� g	6���/.0
���� ���'��������32�#!	-�e�����4 .^���/,H�Y�' ������"8%#!Z�#!� D �"8%�!.0;
���� �L������9��j��'�"8�[ �/	-�'%4F�'�`#e������"8��%2��%�'�"8%#� L = {L1, L2, . . . , Ld} A 	 %��� 

D−L1 + D−L2 + · · · + D−Ld 6 1.

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � 3s��W�c
���
m := max

16i6d
Li

Z �������
� #��
N, L ∈ N

����������
W (N, L)

��	��
�
NYS�
����	�������W
� �I�
	��"��� ��ec
��� ��	����f�g�QL=�i���"c����HY���	}���I���T��	�Ro��R!���I�
	��"��� ��ec
��� YS�
����	Q�

L
Z :-c!���"PI���

L > mN
�����U�T��

W (N, L) = 0
L���� P��IK�KD�

(D−L1 + D−L2 + · · ·+ D−Ld)N =

mN∑

L=1

W (N, L)D−L.

6+	 ��W�c
������������>������R!���
�"YD�I�TR��T��W��i���I���
W (N, L)

�����z����YS���@�T�
KSK�L�� ���e�(��	=�
����	����
L
Y��
����	��S�T��W
�

�IR7�p#��������
����	Q�I���
�f��	Q���i�SLS����YD�I�
W (N, L) 6 DL L���� ��Kmd
� W (N, L)D−L 6 1

La�"W�c
mN∑

L=1

W (N, L)D−L
6 mN,

��	�����
(D−L1 + D−L2 + · · ·+ D−Ld)N 6 mN.

;9K�Kmd
�s�i���k�O�������"�����H�-�7�T�
�E���I� P
��������	����a��	k���"����������L7h�WIce�����"�-YD�
c := D−L1 + D−L2 + · · · + D−Ld − 1 > 0

P��
�����SLD���H�����
(1 + c)N >

N(N − 1)

2
c2 > mN

�"�����S�
N > 1 + 2m/c2 �����U�T��³LE����YD�g�+�����"���e�T� �
���D�I���T��#�h7�T�D���S�mZ �
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2.7
w "#� ������� �����
	 ��"#� ��� � � # {p1, p2, . . . , pd} �'� {q1, q2, . . . , qd} ���/,!#!������8��7	��7Z)�"8%�!.^�%%4

2��"*!,
d∑

i=1

pi =
d∑

i=1

qi = 1 4 #�%��� 
d∑

i=1

pi log
qi

pi
6 0,

�'�`�+*!,k�����:9%�%�+*1#�%��� `�'�0('��#�e#�%��� )	6��� �L�'��[��34 2�# .0�7�@����� i = 1, 2, . . . , d �'�%��	6��� pi = qi A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 ��� ��P
���@���������i���	��U�T���B������X��r�"�
We�����"�T��h���MONSW
W�P
��ec �����"h�����R
���?��	���W
�����D���}�I�
���g�QP�LD�"W�c
p, q, x, y > 0

L
p + q = 1

����������
p log x + q log y 6 log(px + qy),

��>��W�c
������d����Wa���H�����>��>j��T���~���H�I�
�1����� #�����NS�nL@YD�
x = y

Z 3s��W�c���� � �
�q�
a1, a2, b1, b2 > 0

L ��
�I���g�����i��	�	�h�� ��	U�^��	}��W�c
������d������������W
���

x := b1/a1

L
y := b2/a2

L
p := a1/(a1 + a2)

L
q :=

a2/(a1 + a2)
��	�������Xm�
��	U�������T����%

a1

a1 + a2
log

b1

a1
+

a2

a1 + a2
log

b2

a2
6 log

(
a1

a1 + a2

b1

a1
+

a2

a1 + a2

b2

a2

)
= log

b1 + b2

a1 + a2
,

PI��WIc7�"�
a1 log

b1

a1
+ a2 log

b2

a2
6 (a1 + a2) log

b1 + b2

a1 + a2
,

��-��W�c������"d
���Wf���H�I�
�+��-j��T�I�}���H���
�¡�T���$#�����N���L�YD�
b1/a1 = b2/a2

Z
8(��� #������"����h��Ij��"R��1YD����	��D���"h����

d
��	��������e��Za�+�

d = 2
L ���H���
�������g���"�f��	�	�h�����MO���H���=��W�c����7�

�"d��T�"�������W
�U�
a1 := p1

L
a2 := p2

L
b1 := q1

L
b2 := q2

��	�������Xm�
��	����I���T�I�n%
p1 log

q1

p1
+ p2 log

q2

p2
6 (p1 + p2) log

q1 + q2

p1 + p2
= 0,

��a��W�c
������d����W ���H���
�a���j����������H���
���T���$#�����N��nL+YD�
p1 = q1

L
p2 = q2

Z �B� ��	 ��W�c������"d
���W
����� #�����NS�

d− 1
FH����L7���H���������"d
��	��
�����"�g�����i��	�	�h�����	+�����Sh���j���R
��MO���"����P�����¡� {p1 + p2, p3, . . . , pd}

��
{q1 + q2, q3, . . . , qd}

���"�
��	��������
�H�T�S%
(p1 + p2) log

q1 + q2

p1 + p2
+ p3 log

q3

p3
+ · · ·+ pd log

qd

pd
6 0,

�� ��W�c
������d
���W*�I�!�I�
� ��4j��T���>���H�����(�����$#�����N���L�YD�
p1+p2 = q1+q2

L
p3 = q3

L!Z�Z�Z�L
pd = qd

Za;9	�hS�T���
�I���g�����i��	�	�h����kMO���e�T����W�c������"d��T�"�������W
�U�

a1 := p1

L
a2 := p2

L
b1 := q1

L
b2 := q2

��	�������Xm�
��	U�������T����%
p1 log

q1

p1
+ p2 log

q2

p2
6 (p1 + p2) log

q1 + q2

p1 + p2
,

9



��G��WIc
���S��d
���W~���H�����G��Gj��T��� ���H���
�>�T��� #�����N��nL4YD�
q1/p1 = q2/p2

L��I�i�"K�d
�
p1 + p2 = q1 + q2�I����X!#��I�r��� P
�U�T����	��"�

p1 = q1

L
p2 = q2

Z
�

2.8
� "�B 'C�ECD2E+&�D� P = {p1, p2, . . . , pd} ���:�%�"8�������; X bL�� � ���������'('� I=U��QG����CE��	��
 

H(X ) :=

d∑

i=1

pi log2

1

pi
.

:-c7�"�"PI���
H(X ) > 0

� �������"W��T���$#�����N���Z
2.9

OF�D !"#� ����x Cex 2E�E�E��'  !�D !"#��" � � �+*!,���� K = {K1, K2, . . . , Kd} ���/,!#!� �+*!,��� �	-���/.0
���� ���'���
�����32�#!	-� �����4e.^���/,H�Y�' ������"8%#!Z�#!� D �"8%�!.0; ���� �L������9��$��'�"8�[ �/	-�'%4d�'� # ������"8��%2��%�'�"8%#� L =

{L1, L2, . . . , Ld} A 	 %��� 

E(K) =

d∑

i=1

piLi >

d∑

i=1

pi logD

1

pi
=

H(X )

log2 D
,

�'�`�+*!,k�����:9%�%�+*1#�%��� `�'�0('��#�e#�%��� )	6��� �L�'��[��34 2�# .0�7�@����� i = 1, 2, . . . , d �'�%��	6��� pi = D−Li A
� #a#VbL�� g ���������'('� ����	�
��7�Y�')Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*���� .0�7�@� # D �"8%�!. �Y�+*�#!	 �7Z<�+*��'�"8F��7	6��Z!9%� 2�#!	�Z��!��,!#!�:4

#�%��� )�:��	-�"8��:1���/,!#!� K �7 � h�"�!i�(������7�/�:�������4 .^���/,��Y���

E(K) =

d∑

i=1

piLi =
H(X )

log2 D
.

� ��	>�"8�9��:�+*��'�ObL�� � ���������'('�a�'�%��	-��� �:��	-�"8��:1���/,!#!� K �7 g h�"�!i�(������7�/�:�������4 .^���/,��Y���

E(K) =

d∑

i=1

piLi < 1 +
H(X )

log2 D
.

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � 6�K���	��
�ec!�"���I����R]��W�c������"d��T�"�������W
d∑

i=1

pi log
1

pi
− (log D)

d∑

i=1

piLi 6 0,

�I	Q��	
d∑

i=1

pi log
D−Li

pi
6 0.

��� ������������	�d�����W�����L n F!������D��W�c��
K�K}������X��^�"�
We�����"���Gh���� YD����	��D�I��YD�I��h����EZ ��6+���g���"�f��	�	�h�� ��	<������XS�������
�i�I�-� {p1, p2, . . . , pd}

��
qi :=

D−Li

d∑
k=1

D−Lk

, i = 1, 2, . . . , d

10



�����
��	��������
�H���S%
d∑

i=1

pi log
D−Li

pi

d∑
k=1

D−Lk

6 0,

�I	Q��	
d∑

i=1

pi log
D−Li

pi
6 log

(
d∑

k=1

D−Lk

)
.

� �"P
��� K ��WIc
��q�T�����G�����a�S����R!���
�"YD�I��R�L���WIcr�]/*�T�IM�� F7&E��������WIc
���S��d��������S���W ��	��������e�
log

(
d∑

k=1

D−Lk

)
6 log 1 = 0,

����YD�g�B��K��"	��
�ec!�"�T������R]��W�c
������d������������W
���+K������I���Th��EZ=;9W�c������"d
���W^���H��������+j��T���}�I�!�I�
�¡�T���$#�����N��nLSYD�
��W�c!�����	��

log

(
d∑

k=1

D−Lk

)
= 0

L �f�I�������	U�k�i�"�������
i = 1, 2, . . . , d

�����U�T��
pi = qi

Z 6+	 ������d
�I����X!#��I� d∑

k=1

D−Lk = 1
L^��¡�"W�cf�G�f�����7�S��� �����IX!#����^� �����S���

i = 1, 2, . . . , d
�����U�T��

pi = D−Li
Z

�+���"��T��	������*�
�"c
��� L = {L1, L2, . . . , Ld}
�T����� ���	�������� ��	Q��� �
�ELgY��
W�ck� �����S���

i = 1, 2, . . . , d�����U�T��
pi = D−Li

Lk���H����� d∑
i=1

D−Li =
d∑

i=1

pi = 1
L*��	���q�9��U�T��	����1�
��ce���G�"��������h�j���K��"���"�(�IR7�³Le�i���"c!����

���IR7����	�R
YS�
����	Q��� L = {L1, L2, . . . , Ld}
La�"W�c

d∑

i=1

piLi =

d∑

i=1

pi logD

1

pi
=

H(X )

log2 D
.

8(������	�d�����W���� P = {p1, p2, . . . , pd}
���"�
��	��������rMO�
�������T��Km�j�k�����U�T�������W�c
���
Li :=

⌈
logD

1

pi

⌉
,

�IY��
�
a ∈ R

�������T�� dae ��	 a
��"#��7<M/"����#7<IK�3�(7=ID�� #������
�"�n%
dae := min{n ∈ Z : n > a},

��	�����
a 6 dae < a + 1

Z ;9�H���
�
logD

1

pi
6 Li < 1 + logD

1

pi
,

�"W�c���W�c!�����	��
D−Li 6 pi

�i���I���?����� #�����NS� d∑
i=1

D−Li 6
d∑

i=1

pi = 1
L���	����� �������	����G�
��ce��� ����������h�j��"K����"���

�IR7�³LD�i���"c!������]�IR7�S��	�R�Y��
����	Q���}�X�X���� L = {L1, L2, . . . , Ld}
La�i���������	��

d∑

i=1

piLi <
d∑

i=1

pi

(
1 + logD

1

pi

)
= 1 +

H(X )

log2 D
.

�
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2.10
x "��D:<"����,ID�#7 � 6 �TU�T���¡Y������i�����"� �I���������������S��� #��QP!�"��YD�I�TRSL9�i������Xm��"�D��h�� YD�

d = 2
��

D = 2
L��I�!�I�
�¡�T�U�T��	�d
����W
������WIc
��q�T�����G�����a�S����R!���
�"YD�I��R �IR7������������

p1L1 + p2L2 > p1 + p2 = 1
L

P!�"��	����H�+�
H(X )

���e�T��R
X����G�����T��	�d
�"��W
�������a�H���-Xm�
	����T��Pf��	Q��� �"��Y��U�QLDY��"��	��������H���
�

H(X ) = p1 log2

1

p1
+ p2 log2

1

p2
= p1 log2

1

p1
+ (1 − p1) log2

1

1 − p1
,

��	�����
lim
p1↓0

H(X ) = 0.

2.11
� "�B ' �ECD2E+&�D� P = {p1, p2, . . . , pd} ���:�%�"8�������; X bL�� � ���������'('� D �"8%�!.0; ���� �L������9��

#!�3���	-��	�	 L = {L1, L2, . . . , Ld} ������"8��%2��%�'�"8%#�%!#!�� h���@�����3��"8�9 K = {K1, K2, . . . , Kd} ���� ���!�@#�
� 
 � ��T�����W 
�

η(K) :=
H(X )

(log2 D)E(K)
=

H(X )

(log2 D)
d∑

i=1

piLi

.

;9W�c���������"�G����� �����IR7�S�
��YD�g�TR K ��R!� ���������� � � j � ���"�����o�TU�T��� �I����X!#��I�
η(K) ∈ (0, 1]

L ��
η(K) = 1

�I�!�I�
�-���j������}���H���
�-�T���$#�����N���LDYD�i�
p1, p2, . . . , pd

PI����R���	��"�H�����W
���r� �������
D
��	Q���

�S��We�I���"Pf��W
���	1�!���T�UP
d
�-YD�I��PI���ece����L���
Li = logD

1

pi

Z

2.12
OF�� 8"(� � � ��	>�"8�9��:�+*��'�\bL�� � ���������'('� �'�%��	6��� �:��	-�"8��: .e#��=�7.e�!�/�:� 2�#!	 ���>bL�%�; �+*!,��� �	-���/.0
����5���'���

�����32�#!	-�a���� A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � 3s��W�c
���
p := min

16i6d
pi

Z :�c!�"�"PI���
p > 0

Z �B�f��W�c K = {K1, K2, . . . , Kd}
��R!�

�����U�T�����	 L = {L1, L2, . . . , Ld}
��R!����	�R
Y��
����	Q�I�!���

max
16i6d

Li >
1

p

(
1 +

H(X )

log2 D

)

����� #�����NS�nLD���H�I�
� K ����� ����YS���-�i���7���i�����"� YD�g�����qMO�
�H��LDY�����	����a���!�I�
����W�c!�����	U�

E(K) =
d∑

i=1

piLi > p
d∑

i=1

Li > p max
16i6d

Li > 1 +
H(X )

log2 D

� ���g���
η(K) 6

H(X )

H(X ) + log2 D
,

12



�i���������	���� � j � ���"�����HFH�TU�T���9��	��������e�>��U�T��	����o�
��ce��� K′ = {K ′
1, K

′
2, . . . , K

′
d}

����������h�j��"K����"���<�IR7�³L
� ����c!����s���IR7����	�R
YS�
����	Q��� L′ = {L′

1, L
′
2, . . . , L

′
d}
��

E(K′) =
d∑

i=1

piL
′
i < 1 +

H(X )

log2 D
,

�"W�c
η(K′) >

H(X )

H(X ) + log2 D
> η(K).

8(��Y��I�(�f���7�"�f���"���mYD�I�T����MO�
�H�1��R!�>�I����������������7�����WB�I	��
�g�I�(�-��R!���
�g�I���DWIc
���"���GKm�9P
�������nLg� ���"c����H����
���IR7����	�R
YS�
����	Q���H�T�

max
16i6d

Li <
1

p

(
1 +

H(X )

log2 D

)
=: m

����� #�����NS�nl!���"c���� P7�"��	��
�e�¡j������ P��W
���¡���
�]PI����L!�i�������>��	�R
KD�p#�� P�d �IR7�S��	Q�QPI��� ��	����f�>����WIMO���$#���K�K
Dm L

����YD�g�-K���	U�T�
�����a�"����	*�
�"c
����LE��� ����c7�"�H����³�]Y��I�����qMO�
�^�i���7���i�����"��Z
�

;9W�c �IR7� ���H���
�]��ij��T��� ���H�I�
�i�i���7���i���"���1YD�I���I��MO�
�H��L YD�~��	
E(K)

�I������W
���G��R!����	�R
Y��
����	
� ���S���i�����"��Z

2.13
� "�B ' �ECD2E+&�D� .e#��=�7.e�!�/�:�)2�#!	+���>bL�%�;k4 �+*!,k�� g	-���/.0
j��� ���'��������32�#!	-�e������%!#!	 �����6E�� ��RSE-TXW ���

K � W�U 
�W]�Y��Z!�"8'8�[k A

� �"�����"Wr�������	���� 2E�3�3"#)1B�CD2E.12E��2E7 �	& 32E��6��E2�7 ��+,) Lsh�W�c
�����"�k�r/k���IM��qF!&m�I���^��WIc
���S��d��������S���W}�T�����
#�����N�� �i�"������� ��W�c���q�T���"�G����� �����IR7������YD�I��R���R!�����SL9��G�"W�c � � j � ���"�����!Fe�T������=��	��������e��h�W�c
�����"�"c
���
�IR7�S��	�R�Y��
����	Q���H�g���(����Y����-�"��������h�j���K��"����� ��R!�����-�"�¡���
���q�T��hD�����S�nZ

3.
� �4�4�-¥���	�®�¬}®U �®�° §�¨ ¥r©>§ §>©�¤}°��s�
�}§�	�®U¨*±�«

3.1
� B�� ����' ��� �(��" ��+,)&��E6
782 "#�;:<6
�36�7 �

D = 2
� . 2E'�6��R2E7 � "(7="� 8.0"('=b )-��������	�	�N�� �I�^�

MO�����T�I�T��Km�j�1Km�������"����W�c
LDYS�
W�c

p1 > p2 > . . . > pd−2 > pd−1 > pd

13



����� #�����NS�$#��
��Z�6B	G������Xm���������+��	IL³Y���W�c��iX����
KS����i�I�-P!������	Q�QP���	��U� #�N��~�i����<����W��!�"����K�K�PI����R���	��"�H�����W
�
Km�����a������	���P��
�D����� PI���(�

{p1, p2, . . . , pd−2, pd−1 + pd}
�����
��	�������� MO�
���T������Km�j��Y���	^�T�������
	�Ro��XS�T�"�f���"���k��R!� �i��W
YD�I�T������	Q�������T�SZ �+���i�Wo��	r����K��
�ec��
��h����QL
�I�!�I�
�����pPI��KSKr�����Sh��g���$#�h�� h�W�c
������	�	����@�G�iR!����	������������GX����
K�����f�g�*�O��	�NS�!���W ��	������"�e�¡�g#��T�I�����S����	UP
�
� P��I��R
��	����H�����W
�����U�*��<������	���P��
�eP����f�I��*�"��W
�H������K�KaP��I��R
��	����H�����W
�oKm�����S����Z<6

d = 2
�����U�TKm��� �

K := {0, 1} ��R!�o�f�I�+�����
��	����I���TR��@MONSW
W
���������!NS�4� �����S��W �
XS�T�"�f�I������Z-;9	�hS�T����P!������	Q�IMO����>YD�����I��h����EL
��k��� �������<��W�c�K��U�T��� �I��������
��	���R7���"����L@���H�����*��W�c�WIce���q�Th������g#*�IR7�S���QLsY���W�c����������~�^Km�����������~�
�IR7�S��	Q�QPI�I� �H����W
���	��"�O#�N�� �I���MO������iR!���
�³Z ���}MO�
W #�hS� ���g�T����L9Y��
W�c ��	�� �IR7��������������� #����T����� ���S����W
��XS�T�"�f���"����L!�"��������h�j���K��"���"����R!��Y���	kP���	����QZ

3.2
_��E���� !6
7 � � �'��7��	>��[� # P = {p1, p2, . . . , pd} ���:�%�"8�������; X bL�� g ���������'('��	>4 �'� 	-�+*!,H[� bL���34

2��"*!, p1 > p2 > . . . > pd A 	 %��� D�:��	6�"8��: X �=�Y�'d���/,=#!�X�7 g h�"�!ij(������7�/�:�'4$� �@	��7.e�!�/�:�`���7�@�! g�:�)���� ��#�4
.^���/,��Y���@# ���	Oi�	6���3�%�a����	�
e������"8%#!Z�#�4 Kd−1 �'� Kd .e#��=�7.e�!�/�:�$2��%�'�"8�;k���%*!; � #%8%#%8 Ld−1 = Ld =

max
16i6d

Li � 4$�'� #%8`i�	6���3�%�0���� �L���/[��	-9��C���/	6�'��7��	�Z!� #%8����Y�%��#� A
XY2�ID�'5�?�S !6�7 � V=��W�c!N����]��W�c���������	�d�����W���� K = {K1, K2, . . . , Kd}

���������Sh�j��"K����"����L��
XS�T�"�f�I�����4��R!������Z
3s��W�c
���

m := max
16i6d

Li

Z 84���!�"�e�T��NS��� ��W�c �f� �S�"�f�I�����BY��
����	�������W
�
Kj

��R!����	�R��QL ��	Q�I	f����W�c
���
j ∈ {1, 2, . . . , d} �
�"c
����LIY��
W�c Lj = m

Z ���������$#��
K ′ ��	U�?����R!�g#����"���
���
	Q�g�T����L�� ���"c����4��W�ck�g��X�hS���EL

YS�
W�c}�
Kj

��R!����	�RfhS���
����RB#�����U���i��W�PI���"���
	��T�I� #�h��EZ�;9�H���
�
K ′ ∈ K �������sY��
WIc}����WIc
���³Lm� ���q�-YD�

��	B����� �T���$#�����N����S��L7���H���
���
Kj

hS�T������R¡#����"�����������Y���W�ce�I�T�QPI���E�I�IX������
K ′′ �IR7�S��	�R��T�>�H�"j���������"P
�<�

Kj
��R!����	�R��*��W�c��
�"c
�����"��������h�j���K��"�����¡�IR7�S���B�g��XS�D�����EL��I�i���"c!����(��	��I�T����W
�
�-�IR7����	�R
YS�
����	��!�"����K�K

�"�����S��L�� ���e� K �����U�T���lE��	*P!����	��
�e�������"���e�T� �
�������D�G���S�D���ELDY��
W�c K �
XS�����i�����"��Z(84��YD�I�-PI���}��W�c
���"ce�I�

k ∈ {1, 2, . . . , d} L k 6= j
���S��� ��Le� ���"c!���

Kk = K ′ �����$#�����N���Z48(���H�"�H����N���� �
�q�9��	U���<��R!�����QL
� ����c
�U� ��WIc>�g��XSh����EL
Y��
WIc>�H�"j���������$#�N��1�

Kj

��
Kk

�IR7�S��	Q�QPI���g�I�=�
Kd

��
Kd−1

�IR7�S��	Q�QPI���H�g���nL
� �W�X�������W���WIc
LDY��
WIc^YD�

pj > pk

La���H���
���
Kj

�IR7����	�R��+�
Kd−1

��R!����	�R P��I�nLD��WIc
�KS����e�<�
Kj�IR7�S��	�RI�=�

Kd

��R!����	�R P��I�Sj���������$#�NS���H�nZ46B	��"W�c1�����"��������	�d K∗ ��R!�����4���������Sh�j��"K����"���@������	�L���9��	����e�T��
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��XS�T�"�f���"����L!YS����	����a��	1�I�T����W
�
����R!����	�R
Y��
����	��S��� ��� P���������Y��U�QL³� ���q�-X�����D�Ih��
pj > pk

����������
E(K∗) − E(K) = (pd + pd−1)m + pjLd−1 + pkLd − pd−1Ld−1 − pdLd − (pj + pk)m

= (pd − pk)(m − Ld) + (pd−1 − pj)(m − Ld−1) 6 0,

YS����	������ec7�"�"PI���
pd 6 pk

��
pd−1 6 pj

Z
�

3.3
OF�D !"#� � � �'��7��	>��[�^# P = {p1, p2, . . . , pd} ���:�%�"8�������; X = {x1, x2, . . . , xd} bL�� g "���������'('��	74

�'� 	6�+*!,�[�1bL���34e2��"*!, p1 > p2 > . . . > pd A
� �'��7��	7��[k # P ′ = {p1, p2, . . . , pd−2, pd−1 + pd}

���:�%�"8�������; X ′ = {x1, x2, . . . , xd−2, x
′
d−1} bL�� g ���������'('��	 A

� �+*!,k��� K′ = {K ′
1, K

′
2, . . . , K

′
d−1} #%8

X ′ �=�Y�'^�+*!,1� �@	��7.e�!�/�:�'4 �7 g '�"�!i�(������7�/�:�<���7�@�! g�:� ���� ��# A � �+*!,k��� K = {K1, K2, . . . , Kd} #%8 X �=�Y�'
#0�_�Z!��	>��"8�9 .^������� �������	� gi��!�/	F���7�@�! g�:������ ��# 

Ki :=






K ′
i 2�# i = 1, 2, . . . , d − 2 4

K ′
d−10 2�# i = d − 1 4

K ′
d−11 2�# i = d A� � 8%#%8 Kd−1 �'� Kd # K ′

d−1 ���	 bL���:� ��+�+*��'�"8 �7	6�'�%� A � 	 %��� K #%8 X �=�Y�'X�+*!, � �@	��7.e�!�/�:�'4
�7 g h�"�!i�(������7�/�:� ���7�@�! g�:������ ��# A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � :�c!����P��I� K ����������h�j��"K����"����Z ���������$#��?� K �IR7�k��R!����	�R
Y�������	����"� L = {L1, L2, . . . , Ld}
Z

3s��W�c
���
` := Ld−1 = Ld

Z ;9�H���
�
E(K) =

d−2∑

i=1

piLi + (pd−1 + pd)`,

E(K′) =
d−2∑

i=1

piLi + (pd−1 + pd)(` − 1),

����YD�g�
E(K) = E(K′) + pd−1 + pd

Z �+� K �S��� P��
���D����XS�T�"�f���"����L?���H�����GP
�
�"�D�o�
�"c
��� K∗

�"��������h�j���K��"���"��L?�
X7�T���i���"���1��R!�g#�� X F!�����mL �i���"c!��� E(K∗) < E(K)
L �� ��	}�����������Y�����d ��	}����d�	�d

�I��������������	��������e�QLDY���W�cr����U��hS�T�
�"��R�Km�����a�IR7����	Q�QPI�SL
K∗

d−1

��
K∗

d

�i���7���i�����"� YS�
����	�������W
��LD��+�I	
h7�T�
�"��Rr��R!�g#�����N��e�Td��?�����T���H�"�H��P
� ��	��
���
�����EZ��B�r��	U�>�^��R!�g#����"���k���"YD��W�cQ#�h��EL@���H�I�
�1��	 X ′ F!��������W�c
���"ce�I� K∗′ ����������h�j��"K����"��� ��R!�g#��I�-�g��X��D�I���ELm� ����c!���

E(K∗′) = E(K∗) − pd−1 − pd < E(K) − pd−1 − pd = E(K′)
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�"�����S��LE��� �³���������e�T� �
���D�����������D���ELDY���W�c K′ ��XS�T�"�f���"����Z �

6+	����"�=K��+����YS��� ���I�����nLeY���W�c��T�U�T��	�d
����W
��������������hSj���KS�����"��LI�
XS�T�"�f�I����� ��R!������� ��W1����Y���� �g��X����m��	�	����
�I	*���$#��I�T�����T����Z
�+�

D > 2
L ���H���
�rY������
�S��R � �I�
���q�T��hS��j��"R�% � ���S����� �"�Xm�������B�

D
��	Q�I�G��L-����W
�H������K�K

PI���"R
��	����H�����W
�}Km���T�7��P��
�g#�h��r������	���Z � �"P����@��	U����	������U�T������}�����������L�Y��
WIc}�GP
�W���
D
��	Q�I�G�aKm�����

�i�������g#��
��LE��<�iKm����������	Q�I�f� �i�"�����������X����Km���
D − 1

F!���4j����
�H�I����L��"W�c �
I["#��7=M*����	0�#7<.0"#'
r

7=ID6���� .0"D 3$, [��"#����Q�787<ID"DP��'1'�2 L?��Y���� �I	
r ∈ {2, . . . , D} ��	����i�I����WIc~�����"�=�i��W�PI��������	��T�����nL

YS�
W�c
r ≡ D (mod D−1)

����� #�����NS�$#��
��Z(6B	¡����d
	�d<� R7����	����������SKm������Y����?���I�����nLgY��
W�c���	¡�<�IR7�S�
�������
���$#����������"�¡�i�"������W���XS�T�"�f���"����L!�"��������h�j���K��"���"� �IR7��YS�
	1P���	����QZ

3.4
`,-&��'�'��' ��� �(��" . 2E'�6��R2E7*��+,) � 6 ���
�S���T��h���j���R � �I� P
��������	�d�% �i�
�q�}���r����������	�	�N����I�a�

MO�����T�I�T��Km�j�1Km�������"����W�c
LDYS�
W�c

p1 > p2 > . . . > pd−2 > pd−1 > pd

����� #�����NS�$#��
��Z(V*����������	�h����i��W>�I	 L = {L1, L2, . . . , Ld}
�IR7����	�R
YS�
����	Q���g�I� ��W�c�L!YS�
W�c

2−Li 6 pi <

2−Li+1 �T���$#�����N�� #��
��LD��	���	
Li :=

⌈
log2

1

pi

⌉
.

;9�H�����
2−Li 6 pi

� ���I���+����� #�����NS� d∑
i=1

2−Li 6
d∑

i=1

pi = 1
L ��	�����k��U�T��	������
��ce�����"��������h�j���K��"���"���IR7�³L

� ����c!����(�i�IR7�S��	�R�Y��
����	Q�����XSX���� L = {L1, L2, . . . , Ld}
Z � �
�q�B��W�c����"c����a��R!�����+���
���ec����~�i��W

��h���h��S� �����S������� P����T�I��	�d � R7������Z~3s��W�c����
r1 := 0

L���
ri :=

i−1∑
k=1

pk

L�YD�
i = 2, 3, . . . , d

Z
�������
� #��

a ∈ R
�������T�� bac ��	 a

�
��7<+/"����#7<IK�3�(7=ID�� 
b

bac := max{n ∈ Z : n 6 a},

��	�����
a − 1 < bac 6 a

Z 6
Ki

�IR7����	�R^�"��W�c����o� ⌊
2Liri

⌋ ��	Q����� F!���B��	Q��� ����������	�����K�����MO�����"���
�I������#��>�SW�c
L�YS�
W�cf��	*X����H���
�T�I�

Li

��	����<#���W�c!Kmd
�����"�$#��
�³LHPI��WIc7�"��YD�G��� P7�"����KSK��"�����S��L��I�!�I�
� m F!�g�I�
�"��h��S�a�����Z � :�c!����PI���

Li

F!���� �T��K�Ko��	����*#���W�ca����� ����Y�����L��i�����
ri < 1

� ���g���
2Liri < 2Li

L ��
2Li

��	k���"��d
Li + 1

#���W�c!����	Q�I�aZ �
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3.5
OF�D !"#� �D��� 2�#!���Y��� �"bL���:� ���7�@�! g�:�1���� �7 � h�"�!i�(������7�/�:�'4 �'� #%8X�!	���#%*��%�^������"8��%2��%�'�"8%# E(K) <

H(X ) + 1 A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � 3@��W�c
���
1 6 i < j 6 d

Z ;9�!�I�
�
pi > pj

L ��WIc
Li 6 Lj

L ��	���q�
Ki

�S��� ����Y����
�H�"��W
���	����T����

Kj
FH�����EZ=84� PI��K�K��

pi > 2−Li
�i���I���

rj > ri+1 = ri + pi > ri + 2−Li
La�"W�c

⌊
2Lirj

⌋
>
⌊
2Li(ri + 2−Li)

⌋
=
⌊
2Liri

⌋
+ 1 >

⌊
2Liri

⌋
,

���G� ⌊
2Lirj

⌋ ��	Q�I� � F!���<��	���� �����S����	�����Km���"�9��������#��f�X�Xm��� � ⌊
2Ljrj

⌋ ���"��d
Li
#���W�c���lsPI��W�c!���

Ki
��

Kj
�HN������!Km�
	�d�LD��

Kj
����� �H�"��W
���	����T����

Ki
F!�����mZ

�

3.6
��2E�E.0"��! � ���#�E" .12E'�6
�A2E7 ��+,)�b ;9��������� ���
���q�T��h���j���R
�D�I� ��	 ��	 ���"d
�ec
��LkY���W�c������ �I�����

����W�c!�T��W-��	��������e�@������KD���������S��	��S�H�¡PI���"R
��	����H�����W
��������Z � �����sPI�����I����	�h��B� ��W-�I	 L = {L1, L2, . . . , Ld}�IR7�S��	�R�Y��
����	Q���g�I�+��W�c�LDY��
W�c
2−Li+1 6 pi < 2−Li+2 �T��� #�����N��$#��
�³LD��	Q�I	

Li :=

⌈
log2

1

pi

⌉
+ 1.

3s��W�c
���
r1 :=

1

2
p1

La��
ri :=

1

2
pi +

i−1∑
k=1

pk

YD�
i = 2, 3, . . . , d

Z 6
Ki

�IR7����	�Ri�i�
�q�-���-����W�c
���
� ⌊

2Liri

⌋ ��	���� � F!���-��	Q�I�i����������	�����Km���aMO�����"���-��������#��G��W�c�LDY��
W�c}�I	*X��
�e���
�T���
Li

��	Q�I�*#���W�c!K�d
�
�I���$#�����Z
3.7

OF�D !"#� �D� � �7������ g	 �"bL���:� ���7�@�! g�:� ���� �7 g '�"�!i�(������7�/�:�'4]�'� #%8 �!	���#%*��%�X������"8��%2��%�'�"8%# H(X ) +

1 6 E(K) < H(X ) + 2 A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � �B�
i < j

L����H�I�
�
pi > 2−Li+1 �� pj > 2−Lj+1 �i���I���

rj = rj−1 +
1

2
pj−1 +

1

2
pj > ri +

1

2
pi +

1

2
pj > ri + 2−Li + 2−Lj ,

�"W�c
⌊
2Lirj

⌋
>
⌊
2Li(ri + 2−Li + 2−Lj)

⌋
>
⌊
2Liri

⌋
+ 1 >

⌊
2Liri

⌋

PI������� ���e�
⌊
2Ljrj

⌋
>
⌊
2Lj(ri + 2−Li + 2−Lj)

⌋
>
⌊
2Ljri

⌋
+ 1 >

⌊
2Ljri

⌋
,

�"W�c
Ki

��
Kj

�HN��"�
�HK���	�d�L���-��W�c!���f����� �"��Y��U�����f�������i�!�"��W
���	��"�T����IZ
�
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4.
��� ®�¤��g©1� ¢ ¯ 	�®�¨ ¢ �-¤}¤��f®�°s�¡�>�-¤r�¡§ ¢ ������° � ¯1¢ «k®

� "#B��A2E7<I  32��,B17=��'�b ��	*���SMO�����i��j��"RG�i�����ec!�����W
�1�i��W
��W�c���	����r������W��T���i�
����K�K}� ��W�MO��We�����i��	���� �����q�
#��������"�iUP
���nZ=;9Y�Y���	>Xm�
�e�T�
�����}���
��N��@��������YD�g�������
������%

• ��	k�
����	����B��	�R
KD�<#��
Y�����di�"�SMO�
���f��j���R���% ��	>��W�c X = {x1, x2, . . . , xd}
MO�
�������T��Km�j�kK��U�T���"K�d
�

�����	����TY��U�Td ���
	������ ��ec����}YD���"�f��	��Sl
• ��	������ ��W
����W
���S�����1� ��WQ#����"�������� MO�
���f� #��I�Q%<��	]��W�c Y = {y1, y2, . . . , yD}

j����I�T���
�D�
��Km�j�
��R!�g#����"�����S����MO����Y�����	��D�����I�T�QPI���nLk��WIc
��q�T�����G����� �S����R!���
�"YD�I��R ��R!���
�������>���$#��I�T�����T���>�����	����T�����
��R!�����
	������i��Hc����}YD���"�f�I	Q�Sl

• ��W�cf�����I�����"�SMO�
���f��j���R1�i��W #������������������ PI���"R
��	����H�����W
���l�YD�G�GKm������� ��W�c!�i������R
�mMONSW
W
���������!NS�#��
�������mLg���H�I�
�@������W
���S��d-����� �������
��MO�����T�I�T��Km�j��Km���������S��� P = {p1, p2, . . . , pd}
����d�MO�
����h��������

P��I��R
��	����H�����W
���"��Z
C(������	��~YD�

D
��� P
���H��	����EL*�I�!�I�
�r��WIc7���o�T�
� �
����K�K ����Y����r� �i��W�MO�
We���"�f�I	Q����L¡��	�����}���
W
	���� #�N��E%

D := 2
Z 84h��p#�h��EL¡Y��
W�c ���!�I�
�f��W�c
��������G����� ������R!���
��Y��I�TR K��U�T���S����e���B��R!���
�������¡���$#��������������-�

�IR7�S��	�R�Y��
����	GPI����YD�g�TR^����T������ ��	Q��	G��	���W�c�Km��������������d}�g�T���IW
�
����R!����	�R
Y��
����	 �<�������"��Y��U�*�H������K�K�L
� ���e���

H(X )
���e�T��R
X����SL7���K��"�
�H���
���I��e�T�s�IR7�S�
�������T���m��	<�GYD�I���I� �T�U�T��	�d
�"��W
�������r� ��W����
	��������TY��U�Td�Z

4.1
� "�B 'C�ECD2E+&�D� P = {p1, p2, . . . , pd} ���:�%�"8�������; X bL�� g "���������'('����9���_%�'�"8��"�!�7� �7	6��	�	@�_�8��:��.^����,��'

I��
	5PHI ��� G%I I=T� � �6R�

� ��T]E-U � ��G � ��N!E ��� I!UOU�	�E-T���� I1#
H(X ) =

d∑

i=1

pi log2

1

pi

����	� h� �@��# A

C(�������h��@YD� X = {0, 1} ��
P = { 1

2
, 1

2
} Lo���H���
�+��	k��WIc�#��������k����di�I������W
���¡���SMO�
���f�Ij���R��X�Xm���

"����&7<����'5�&2 LDY��"��	����
d = 2

L
p1 = p2 = 1

2

L���WIc
H(X ) = 1

2
log2 2 + 1

2
log2 2 = 1

la��	�������P���	�	�N��
1
. 2S 3'&"�� Z
t �#�A)&�#7�b � ���S�Hc!�1��W�c "����5"#)�2K��Q�I��E"#���#'5� ���"�T���B�T�����T�����i��	��I���}���7MO�
���i��j��"R �i�����ec!�����W
��l

Xm��"�D��h��³�i�����ec7�s�"�SMO�
���f��j���R����g��X�h����ELE��� ���I�
���X�X�������	
xi

Km�����a�IR7����	Q�QPI�I�+�I�IX!#�h����
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� "(B&�A2�7=I  32E��B17<�
'�b �B� ��	 X = {x1, x2, . . . , xd}
MO�
�������T��Km�j�������fPI��� n m=m�� F!�
�-YD�I�T����MO���!�³L

��W�c
���������������� �����IR7�S�
��YD�g�TR}K����������"�<��R!�g#��SL(��	���	 �rMO�����T�I�T��Km�j� Km���������S��� P = {p1, p2, . . . , pd}����d�MO������h��������DPI���"R
��	����H�����W
�����X�Xm���
pi = 2−Li

�������H�D�I� PI�������i���"c
Li ∈ N

��	Q��� �
�H�g���nLS���H���
����	
xi
K��U�T����R!����	��QP��I�D���rY��
����	��i�XSX����

Li = log2

1

pi
,

��	��������	U�+�"��Y��U�+��	
xi

K��U�T�a���"�T�����T�����T�����i��	��I�����"�SMO�
���f��j���RG� ���S�Hc!�"���W�������^�T���H�"�H��������Z
6 MO���H���¡���������f�o��� P����T�I��	�d �iR!���
� MO��We�����i��	�YD�I�TR��I�Q%f�i�����ec7�¡��W�c

p
P��I��R
��	����H�����W
�

A�������i��Hc~� ��W �DW�c
�������� ���"�T��� ��	�������	�Y�����d���W�c
�����=���SMO�
���f�Ij���R��i�����ec7�"���W�L���	���	�� �����ec!����	
A
��� �

���i����ec
���S�g��Xmj��������I���
� .12EID�'5�  !������'17=6
� � ��q�T���� �}6B	���	�� �����ec!�S�"�SMO�
���f��j���R
����P��I����	�N��H���W
N����EL
YS�
W�c���	

A
������� ����ec
��� �g��Xmj����
���I���
�-K���	��
�ecH�����������T�IW
h����g�I�����"�
��	���������h���� �������
� #��k��	��

I(A)
Z 6

�I� P
��������	�df������� ���	��U�T���+��� P
�U�T����� ��ec
�������<�����"���H�������W��"�T���HN����E%
� ���r/k�UP
���Km=PI���"R
��	����H�*������� ��eckKm����� P����T�I��	����� �T�
K�Kk�"�SMO�
���i��j���R��m��	��
��W
���"�T�I�Q%�YD�

P(A) > P(A′)
L

���H���
�
I(A) 6 I(A′)

Z ;9K�Kmd
���I� P
��������	����EL�YS�
W�c
I(A)

j������ �
P(A)

PI���"R
��	����H�����W���d
�
MON�W
W����+W�c
�������+YD�

P(A) = P(A′)
L ���H���
�B��W�c!�����	U�<�T���$#�����N����S���1�����"�nL�Y��
W�c

I(A) 6 I(A′)
L

�f���������	��
I(A) > I(A′)

L ��W�c
I(A) = I(A′)

Z 84��YD�I�
I(A) = f(P(A))

�����I�!�³L �IY��
�
f : [0, 1] → R

Z .7d����I	*����d�	�d
���^������X!#����
f
� �
���I�T�
�^MO�
WIc
R�%

p 6 q
����������

f(p) > f(q)
Z

�O�����^& N�W
W
�U�T�"���*������� ��ec
���*��W�c!NS���T���(Km���I� P
��������	����������G� ��W �DWIc
���"����9�����U�T�����	9�"�SMO�
���f��j���R �
����	��Q�I�7�
R7���"�E%

I(A ∩ B) = I(A) + I(B)
Z � ��P
���4���H�����

P(A ∩ B) = P(A) · P(B)
L ��W�ca��	>�����"�nL

Y��
W�c
f(pq) = f(p) + f(q)

YD�
p, q ∈ [0, 1]

Z
� �"�����i�B�

P(A) =
1

2

La���H�����
I(A) = 1

La��	Q�I	
f

(
1

2

)
= 1
Z

4.2
OF�D !"#� ��� # f : (0, 1] → R ���/,=#!�abg[!*%*!Z!����,%4 .^���/,H h�

� ���
f(p) > f(q) 2�# 0 < p 6 q 6 1 4

�O�����
f(pq) = f(p) + f(q) 4 2�# 0 < p, q 6 1 4

� �"�����
f

(
1

2

)
= 1 4
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#�%��� f(p) = log2

1

p
4 0 < p 6 1 A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � �+����c
�U���T�������T��NS� Km� �
p = q

��	Q�I�i�
�g�I�f�O�����nF!Km��%
f(p2) = 2f(p)

Z ;9K�K�d��?�T��� #����
�"����h��Ij��"RpPI����%

f(pn) = nf(p)
L]YD�

n ∈ N
Z ;9	�� �"�����(MO���"YD����	��D�������T�QPI���

p =
1

2

����������
f

(
1

2n

)
=

n
Z � �I�������	U�

m ∈ N
����������

f(p) =
1

m
f(pm)

L��"W�cf��K�Km���
p = 2−n/m ��q�T��I���+Y�����c
�U���T��������P
�

f(2−n/m) =
1

m
f((2−n/m)m) =

1

m
f(2−n) =

n

m
.

8(��Y��I�>��������	�d�����W����
x
X���	��"���"P��T��j����
�D�I�����*��	Q��� ���������� �����$#�����N��

f(2−x) = x
Z¦.7d��^� �����B��^� ���"���

�I����X!#��I�
1 = f

(
1

2

)
= f

(
1

2
· 1
)

= f

(
1

2

)
+ f(1) = 1 + f(1),

��	�����
f(1) = 0

L*��W�c>�BMO���e���S�T���$#�����N��
x = 0

�����U�T�� �"��Z �B�<� �
���
x > 0

�����T��j����
�D�I�����s��	Q����LH���H�����
��������	�d�����W����

m ∈ N
������������"��T��	��"�^�
�"c
���

n
�����i�S��We�I���"Pf��W
���	1��	Q�I�aLDY���W�c n

m
< x <

n + 1

m

Z
;9�H�����G�O����MO����YD����	��D�I������� PI���

n

m
= f(2−n/m) 6 f(2−x) 6 f(2−(n+1)/m) =

n + 1

m
,

��	�����
0 6 f(2−x) − n

m
6

1

m

Z � ��P
���
0 < x − n

m
<

1

m

Lz��W�c |f(2−x) − x| <
1

m

Z � ��P
���
m ∈ N

�����T��	�d
�"��W
���-����YS���QLS��W�c
f(2−x) = x

�T���$#�����N���� ���S�����
x > 0

�����U�T��³Z�;9K�Kmd
�
x = log2

1

pYS���"c������T�����"����������@�g��X!#�h��}�I	k�����"�"���I���QZ
�

8(��YD�g���I	���W�c�K��U�T����� ����d��I������W
���<���SMO�����i��j��"Rf� �����ec!�����W
U�>�SW�c��"�*����YS���<�����H���e�T�����nL@� ���e�*�I	
��W�c
���+Km�������r������������	��
��We�I�"���g�T���������7MO�
���i��j��"R�PI����Y��I�TR]��q�T������Z
�+� � �
������W�c PI����R���	��"�H�����W
�<PI���"���
	�R ��q�T�������� ��W�c
���$#�N�� � ��WSL*���H���
�a� K���	��
�ec!�T�����I���T��W�h����

� ��q�T������LmPI��WIc7�"����	>���e�T��R�X����I��Lm��	Q��	>�]��	�������	�Y��U�Td}�I������W
���¡���SMO�
���f�Ij���R��i�����ec7�"���W
�����]��� P
�U�T�I��	�d
� R!���
�r����Y���������T����� ��	����n%
4.3

� "�B 'C�ECD2E+&� � �+*!,���� ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) �+*!,X���/,!#!�5�!�:�"8�� h��	 Z�#!�:�%�"8 �7��
k�%�+*!� Z!�'�	6�� gZ��!�/	-��8��%4
.^���/,��Y�']�:�'2���	>�%�+*��'� �� g	6�'���� {x1, x2, . . . , xk} ⊂ R

m 4 �'� #%8 xi �� �	-�'���	 pi Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*%*����
Z!�'�"8�� bL��� � #%8%#%8 P{ξ = xi} = pi A � 	 %��� ξ I!U �6G ���CE�����


H(ξ) := H(ξ1, ξ2, . . . , ξm) :=

k∑

i=1

P{ξ = xi}I{ξ = xi} =

k∑

i=1

pi log2

1

pi
,
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#�2���� pi = 0 �'�%��	-��� pi log2
1
pi

:= 0 A

4.4
OF�D !"#� �D� 8e����	� '� �@��#e	�i���# �����������%*�#!� 

� ���
H(ξ) ('��#� ξ ���:�%�"8��������!	-���hbg[=*%*�4?#%8%#%8 2�# ξ �'� η ���:�%�"8�������# .^�+*��+*!,��"8��:%4 #%8%#%8$i!*!,!#!�@#%8��%!#!	
#%8 �� g	6�'��'���	Vi=*!,!#!�Y���/,!#!� Z�#!�:�%�"8 �7��
k�%�+*%*���� Z!�'�"8��:$bL���34 #�%��� H(ξ) = H(η) A

�O�����
H(ξ) > 0 4 �'� H(ξ) = 0 #�%��� �'� ('��#�D#�%��� h4Y2�# ξ ���:�%�"8�������#`��� b�# �gi��/	>4C#%8%#%8 ξ �������	+#!���'4
Z�#%*!,H�:�a('��#�^�+*!, �:�'2���	7�%�+*��'�a�� g	6�'���	VZ!�'2���	�bL��� A

� �"����� � # ξ �:�'2���	>�%�+*��'�D�� g	6�'����7�Y�'D�"8%�!.e# k 45#�%��� H(ξ) 6 log2 k 4 �'� H(ξ) = log2 k #�%��� 
�'�a('��#� #�%��� h4 2�# ξ ���:�%�"8�������#d�+*!,������:��	6�'�'4 #%8%#%8 pi = 1/k 4 i = 1, . . . , k A

�O�"PS�
H(ξ, ξ) = H(ξ) A

�OPS�
H(ξ, η) 6 H(ξ) + H(η) 4 �'� H(ξ, η) = H(ξ) + H(η) #�%��� `�'�`('��#� #�%��� h4O2�# ξ �'� η

bg[=*%*���	��:���Y�' A
��P!���

H(ξ1, ξ2, . . . , ξn) 6 H(ξ1) + H(ξ2) + · · ·+ H(ξn) 4 �'�`�+*!,k�����:9%�%�+*e#�%��� �'�a('��#� #�%��� D�!�7�
bL������4 2�# ξ1, ξ2, . . . , ξn 	6��� �L�'�%��� bg[=*%*���	��:���Y�' A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � � ������� P
�U�T�I��	��"��� ��� �D���"j���R�K�R
��Z
�O��������� P
�U�T����	��"�a�IK�K�R��nLSYS�
W�c

x log
1

x
> 0

YD�
x ∈ (0, 1)

Z
�O������� F!K����r��K���	��
�ec!�"���I����R]��W�c������"d��T�"�������W

log2 k =
k∑

i=1

pi log2 k
������X!#����

0 >

k∑

i=1

pi

(
log2

1

pi
− log2 k

)
=

k∑

i=1

pi log2

1/k

pi
,

�"W�cr�I	k�����"�"���I����� P����T�I��	������ �!Z��G6B����X��"��� �f��KmR
�
qi := 1/k

P��I������	����I���T�I�nZ
�O�"PS�³��K�KmR
�
�I� P
��������	����ELIY��
W�cBYD�-�

ξ
PI����R���	��"�H�����W
�IP����e�T�
�qPI���"���
	�R-����Y��������W
���@��q�T������ {x1, x2, . . . , xk}

L
����I	

xi

����T����U�
pi > 0

P��I��R
��	����H�����W
W�����P
����	���MO����L!���H���
� �
(ξ, ξ)

PI���"R
��	����H�����W
��P����e�T�
�qPI���"���
	�R
�"��Y��U�T���W
������q�T������ {(x1, x1), (x2, x2), . . . , (xk, xk)}

L]����I	
(xi, xi)

����T����U�
pi

PI����R���	��"�H�����W
W
���
P�����	��sMO����Z

21



��P��*K��"	��
�ec!�"�T���T��YS�
	i�"��W�c�������� �
ξ
��

η
PI���"R
��	����H�����W
�9P
���H���
��PI�����T�
	�R
�o����Y��������W
���G�����������

{xi : 1 6 i 6 k} �"�����U��P�� {yj : 1 6 j 6 `} Z ���������$#�� ri,j := P{ξ = xi, η = yj}
Z ;=�H�I�
�

1 6 i 6 k�����U�T��
pi := P{ξ = xi} =

∑̀

j=1

P{ξ = xi, η = yj} =
∑̀

j=1

ri,j,

��-YD����������Re�I�
1 6 j 6 `

����������

qj := P{η = yj} =

k∑

i=1

P{ξ = xi, η = yj} =

k∑

i=1

ri,j.

6+	������������ ��W��GhS���g�T����LSY��
WIc
k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j log2

1

ri,j
6

k∑

i=1

pi log2

1

pi
+
∑̀

j=1

qj log2

1

qj
,

�I	Q��	
0 >

k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j

(
log2

1

ri,j

− log2

1

pi

− log2

1

qj

)
=

k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j log2

piqj

ri,j

.

� �"P
���
k∑

i=1

∑̀

j=1

piqj =

(
k∑

i=1

pi

)(
∑̀

j=1

qj

)
=

(
k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j

)2

= 1,

�"W�c�� �7Z��<6+����X��"��� �f�g� �I	 {ri,j : 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 `} �� {piqj : 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 `} ���"�
��	����g����
�H�T�^�I���g�����i��	UP����I�pP���������	����o�I	G��W�c������"d��T�"�������W�Z+6B	G��W�c
������d����W^MO���"����T�����>��	�L�Y��
W�c
ri,j = piqj����� #�����NS�$#��
��� �����S���

1 6 i 6 k
��

1 6 j 6 `
�����������LS��� �S�XSX����^�

ξ
��

η
MON�W
W����T�"�������W
UP
���m���
�

P!��P��I�����S��Z-�O84h����p#����
�S���XSX����}��	B6+����X��"��� �f�k���"�g�����i��	Q�I�T���D�I�Dj��T�I�f��	+�
�"c
���
(i, j)

������� �7XD�������I�g�
��	Q��K���� �DW�c
�������GK��>P
���S���nLs� ����c
���H���

ri,j > 0
����� #�����NS�nL��I�i�4��W�c��K��I��e�G�I	�	Q�I�?���eP!�"PI���"������L�Y��
W�c

piqj > 0
Z �

��P7��� �T���$#����¡�"����h��Ij��"RpPI���sKS��	����Hc!���TYD�I��R��OPS��MO���"YD����	��D�������T�QPI���nZ
�

4.5
� "�B 'C�ECD2E+&� � �+*!,����Y�' ξ �'� η ���/,=#!�]�!�:�"8�� h��	 Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!� Z!�'�	-�� gZ��!�/	6��8��%%4C.^���/,��'a�:�'2���	 �

�%�+*��'�5�� g	-�'���� {xi : 1 6 i 6 k} �7�7�:��	�Z!� {yj : 1 6 j 6 `} A
� ���:_�� �L� pi := P{ξ = xi} 4

qj := P{η = yj} 4 ri,j := P{ξ = xi, η = yj} A 	 %��� ξ ��I!R � � �hI=R�I!T I!R � T��!R��jT�
 
�� η = yj

�kI=R � � �'I!R � I!R-R�I �����

pi | j := P{ξ = xi | η = yj} =
P{ξ = xi, η = yj}

P{η = yj}
=

ri,j

qj
.
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�
ξ ��I!R � � �hI=R�I!T I=U��QG����OE��	��
 
�� η = yj ��I!R � � �hI=R �5I!R-R�I � ���

H(ξ | η = yj) :=

k∑

i=1

pi | j log2

1

pi | j

=

k∑

i=1

ri,j

qj
log2

qj

ri,j
.

�
ξ ��I!R � � �hI=R�I!T I=U��QG����OE��	��
 #%8����`bL���/	-��	6��� .^���7�:��	�	74 2��"*!, η #�����	�	 

H(ξ | η) :=
∑̀

j=1

H(ξ | η = yj)P{η = yj} =
∑̀

j=1

qj

k∑

i=1

pi | j log2

1

pi | j

=

k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j log2

qj

ri,j
.

4.6
_��E���� !6
7 �

H(ξ, η) = H(η)+H(ξ | η) = H(ξ)+H(η | ξ) 45#%8%#%8 H(ξ | η) = H(ξ, η)−H(η) 4
H(η | ξ) = H(ξ, η) − H(ξ) A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 �

H(ξ, η) − H(ξ | η) =

k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j log2

1

ri,j
−

k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j log2

qj

ri,j
=

k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j log2

1

qj

=
∑̀

j=1

(
log2

1

qj

) k∑

i=1

ri,j =
∑̀

j=1

qj log2

1

qj
= H(η).

�

�+�����
�S��Re���}K��"	��
�ec!�"��YD�I��R]�]�I� P
��������	�d � ������j���	Q�IKD���"c �T%

4.7
_��E���� !6
7 �

H(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = H(ξ1) + H(ξ2 | ξ1) + · · ·+ H(ξn | ξ1, . . . , ξn−1) A

4.8
_��E���� !6
7 � � �+*!,���� f �+*!,?bg[=*%*!Z!����, #%8 η �� g	6�'%��'�"8��:��	-��� �� g	-���/.^�"8�Z!� A 	 %��� H(ξ|η) 6 H(ξ|f(η)) A

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � 3s��W�c
���
x
��

z
�

ξ
�"�����U��P��k��	

f(η)
��W�ce� ��W�c}�"��Y��U�T���W
���+��q�T��I����

I := {y | f(y) =

z, P(η = y) > 0} L7�T� PI��K�KD�
py :=

P(ξ = x, η = y)

P(ξ = x, f(η) = z)
, qy :=

P(η = y)

P(f(η) = z)
.

V=��W�c!N�� ���	����ILSY��
WIc {py | y ∈ I} �� {qy | y ∈ I} ���"�
��	��������
�EL7YS����	���� P(f(η) = z) =
∑

y∈I P(η =

y)
���YD�I���
���"Re���

P(ξ = x, f(η) = z) =
∑

y∈I P(ξ = x, η = y)
Za6B	r������X��"��� �f�}������X!#���� ��	��

�g��XH#�h��ELDY��
W�c
0 >

∑

y∈I

py log2

qy

py
=
∑

y∈I

P(ξ = x, η = y)

P(ξ = x, f(η) = z)
log2

P(η = y)P(ξ = x, f(η) = z)

P(f(η) = z)P(ξ = x, η = y)
.
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� �S�����
P(ξ = x, f(η) = z)

�nP
���(��	��
���
	�PI� ��	k��W�c������"�������QLE�i�p#��}�I�������S����	UP
�G�I	��QLD�g��XH#�h��ELDY��
W�c
c(x, z) :=

∑

y∈I

P(ξ = x, η = y) log2

P(η = y)

P(ξ = x, η = y)

6
∑

y∈I

P(ξ = x, η = y) log2

P(f(η) = z)

P(ξ = x, f(η) = z)

= P(ξ = x, f(η) = z log2

P(f(η) = z)

P(ξ = x, f(η) = z)
=: d(x, z).

;9���S��"MO��W�PI�
H(ξ|η) =

∑

x

∑

z

c(x, z) 6
∑

x

∑

z

d(x, z) = H(ξ|f(η)).

�

4.9
� "�B 'C�ECD2E+&�D�

ξ �'� η Z�#!�:�%�"8 �7��
k�%�+*!�CZ��!�/	6��8��%0W���R�N=T���U���T]E-U ��� G � �YN!E � ��
 �

I(ξ, η) := H(ξ) + H(η) − H(ξ, η) =
k∑

i=1

∑̀

j=1

ri,j log2

ri,j

piqj

.

;9	]������������	����SMO�
���f�Ij���R��D���}�^� �����ec!�����W
�ILs�i���"c
�U�
ξ
��

η
��WIc7�i�����T�fP
���D�I�T�I�
	�R
���o����� �

�T�����i��	��D���ELSY��"��	����
H(ξ, η) = H(ξ) + H(η) − I(ξ, η)

Z

4.10
_��E���S !6�7R�)� �_��:('�%_��Y_%�)�7�LbL�� g.e��(��+�0	�i ��# �����������%*�#!� 

� ���
I(ξ, η) = H(ξ) − H(ξ | η) = H(η) − H(η | ξ) A

�O�����
I(ξ, η) > 0 4 �'� I(ξ, η) = 0 #�%��� `�'�0('��#� #�%��� h4 2�# ξ �'� η bg[!*%*���	��:���Y�' A

� �"�����
I(ξ, η) = I(η, ξ) A

�O�"PS�
I(ξ, ξ) = H(ξ) A

�OPS�
I(ξ, η) 6 H(ξ) 4 I(ξ, η) 6 H(η) 4 ��*!, I(ξ, η) 6 min{H(ξ), H(η)} A

��P!��� � �_�Z!��	7��"8�9 �!�7� �7	+���%�%1�'�Z%�7Z�#!�:�����%�'�

• I(ξ, η) = H(ξ)

• H(ξ | η) = 0
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• �:��	-�"8��:d���/,=#!� f : R → R bg[=*%*!Z!����,%4 2��"*!, P{ξ = f(η)} = 1 A
XY2�ID�'5�?�S !6�7 � 6B	i�O��� F��OPS� �Th����p#����
�S�T��W
���f�������ec
��������P���	����TYS���Td��}��	k���e�T��R
X����G��h����p#��S�
���T�IWe����KmR
��Z
��P7���kKS��	����Hc!����������Y��
	 ���"d
��	��
�>����W�c!N��~MO����L4Y���W�c �������	����o�
��ce���

f : R → R
MONSW
W�P
��ec
L9Y��
WIc

P{ξ = f(η)} = 1
Z ;9�!�I�
�

pi | j = P{ξ = xi | η = yj} = P{f(η) = xi | η = yj}

= P{f(yj) = xi | η = yj} =





1
YD�

xi = f(yj)
L

0
YD�

xi 6= f(yj)
L

��	�����
H(ξ | η = yj) =

k∑
i=1

pi | j log2

1

pi | j

= 0
L���WIc

H(ξ | η) = 0
L���	�����

I(ξ, η) = H(ξ)
Z

&D�
�����"��P��7%sYD�
I(ξ, η) = H(ξ)

L<���H���
�
0 = H(ξ | η) =

∑̀
j=1

H(ξ | η = yj)P{η = yj}
Z�;=	���q�9YD�

j ∈ {1, 2, . . . , `} �
��ce����LHY���W�c P{η = yj} > 0
L]�I�!�I�
�

0 = H(ξ | η = yj) =
∑k

i=1 pi | j log2

1

pi | j

L
�I�i�"K�d
�m��	*�I� P
��������	����ELmY��
W�c^� {p1 | j, p2 | j, . . . , pk | j}

�����
��	�����������M �p#�h����QL��I	Q��	*�"��T��	��"�i�
��ce���
ij ∈

{1, 2, . . . , k} ������� ��L³� ���"c!���
pij | j = 1

Z 8(���H�"�H����N��S�a� �
���+��WIc��
��ce���
f : R → R

MON�W
W�P���ecH�QL
� ����c!���^�T���$#�����N��-��	IL YS�
W�c ��	}�"�"c
���

j
���S��� �7��� �����U�T��

xij = f(j)
Z ;9�H����� �ec!����PI��� �T��� #�����N��

P{ξ = f(η)} = 1
Z

�

6+	r� �����I�����������-�I����X!#��I�a��W�c
�K�����H�>��	
I(ξ, η)

���
�"j��������
�<�"�SMO�
���i��j���R���W�c��"�B���e������XS�����T����Y��I�TR�L
� ���e�?�����D�����*K���	��
�ec!�T�����I���T��W��D���>�k� ��q�T�����LH� ����c
���?X�����D��hS�D��	

η
��q�T��I��������i��We���D�I�T�QPI���D�

ξ��������UP
���(�g��Xmj����
���g�T�
�����r���"�
��	����I��h����ELSY��"��	����}���H��������	k�GK���	��
�ecH�����������T�IW
H(ξ)

F!��d
�
H(ξ | η)

F!���
j����
�H�I����L���� �³�XSX�������	

I(ξ, η)
� �����ec!�����W�Z

5.
� ¯��i§�� �  ��-°s® 	�°(«*�@©k�?¤}« §<«���« 	�®��(¯1°(«

8(���H�"�H����N��S�r��W�c Y = {y1, y2, . . . , yD}
j��T�I���
���D����K��j�U�QZ�3s��W�c������I	

η
P��I��R
��	����H�����W
��P��I�"�T��	�R �

j��T�I���
�����1Km��� �����U�T��f�������������=��R!�g#�����LH��	
η̃
PI����R
��	��"�!�S���W���P��I�"�T��	�RkX�������W1�k�H��� �����U�T�D�
�"�D��������P
�U���

�IR7�p#����nZ ;9�H���
�
η̃
��	

η
F!���rP��
�D�I�����
	�Re���

I(η, η̃)
� ���S�Hc!�"���W�� �"�SMO�
���i��j���R��B��	�����We�������I��L³�T��YD�I�

��W�cr�IR7�g#����
I(η, η̃)

� �����ec!�����W
�����SMO�����i��j��"R������pPI��KSK��"��Z
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�+� ID��:8��"#'5 !"#7 ��j����I�T�����D�SL����H�I�
�
η = η̃

L���	���q�
I(η, η̃) = H(η)

Z � ;=�H�I�
���ec7�"�"PI��� �I	
X = {x1, x2, . . . , xd}

MO�����T�I�T��Km�j� P = {p1, p2, . . . , pd}
��������	������T�*���� K = {K1, K2, . . . , Kd}�IR7�S�
�������E���$#��I�T�����i��W
YD�I�T������	�	Q�I�]�

P{η = yj}
L

j = 1, 2, . . . , D
P��I��R
��	����H�����W
�����U�¡����%?YD���1��R!�7�

��	�R
YS�
����	Q��� L = {L1, L2, . . . , Ld}
L�����

Ki
��R!����	�R
KD���f��	

yj
��R!�g#����

Ni,j
�����g���"�
� �f���
MO������h��

����d�L³���H���
�
qj := P{η = yj} =

d∑

i=1

Ni,j

Li
pi

Z �~6B�H�����1�"����	
H(η)

�i���7���i�����"��LEYD�
η
��WIc
���S���������

�����
��	���������L ��	Q�I	
q1 = q2 = . . . = qD = 1

D

L ������H�I�
�
H(η) = log2 D

L�PI��W�c!�"�>��W�c ��R!�g#������
�"��Y��U�T���W
���¡�f���7�"�f���"���9�"�SMO�
���i��j���R��=�T� PI��K�KS�"� #��7Z?6B	

xi

Km���T�
Li

Y��
����	��S�T��W
�
Ki

�IR7����	Q�QPI���D���
��� P��IK�K��"�T���T�]�i���7���i�����"�T���

Li log2 D
�i�����ec7�"���W
���"�SMO�
���i��j���R��4#��������H��Z � �"P����(�����S�����iKm�����������

�I	�����d�MO������h��������IP��I��R
��	����H�����W
�
pi

L¡��WIc*��W�ckKm�����1��� P��IK�K��"�T���T�I���
�(�I��P7�����(���7MO�
���i��j��"R�PI����Y��I�TR���q�T��I�
�i���7���i���"���T�I�

(log2 D)
d∑

i=1

piLi = (log2 D)E(K)
Zo8(��YD�g�=�

H(X ) 6 (log2 D)E(K)
��W�c
������d��������7�

���W>��W�c]���=�"�H������X����U�����"YD�I�TRSLeY��
W�c �*MO�
�������T�IK��j����W�c]Km�����g#��B�I�"���I�E�I�T����W
�
�����]��	�����We�������I�������
H(X )� ���S�Hc!�"���W��r���SMO�
���f�Ij���RI�=j��T�I�^���H������P!��Y��U� #�N��i�I�

E(K)
�g�T���IW
�
����R!����	�R
Y��
����	�����R!���
�������m��� #����T�I�

�I���g�����i��	����T�QPI���!�<	Q�p#�� ���e�����=j����I�T�
���D����LeY��*��	¡����� YD�������g#��B� ��Wk��	¡��W�cG�IR7�S��	�R PI�������pPI��KSK��"��YD�I�TR
�"�SMO�
���f��j���R��"��Y��U�T���W
���+�f� �S�"�f�I�����

(log2 D)E(K)
� �����ec!�����W
U� �>� 6+	��B���¡�Th��p#�h��EL³Y��
WIc}N�W�c
�������

� ��WIP��I������	��T�I��� K ���������Sh�j��"K����"�����IR7�������g���"�f��	����T�QPI����L!����YD�I����W�c
����T�����G�S����������R!���
�"YD�I�TR � R7�����
� ��WIP��I��R
���"�TY��I�TR

H(X )
� �����ec!�����W
�����7MO�
���i��j��"R��I��P7���T������L7YD�

H(X ) > (log2 D)(E(K) − 1)
Z �

v ��:<�7 j��T�g�T�
���D���D���H����d�MO�
����h��"YD�I�QLpY���W�c
η̃ 6= η

L-���i���I���4��	���W�c1�IR7�g#������"���
�T� PI��K�KS�"�TY��I�TR
I(η, η̃)� ���S�Hc!�"���W��a�"�SMO�
���i��j���R��I��P�������K�Ko������	

log2 D
F!�S��nZ

5.1
� "�B 'C�ECD2E+&� � �'��7��	>��[���^�+*!,e	+�!Z��_�8��:�'��� ('��#!	6�� g�@�!	 Y = {y1, y2, . . . , yD} ('��#!	-�� g�@#������'('��Z!��� A

� 8�	`.^���@� �gi�%4D2��"*!, # ('��#!	-�� g�@# I � R �HW@I ��I � U �!R:W�� R:E+4 2�# # ��7.^���Y��	�� ������#!�:��� Z!��	�	 η̃ ���� �L���
('��#�e# ('��#!	6�� g�@#1����.^���Y��	-��� �:�"#�����	�	 η ���� �L���/	-9��!bg[=*%* � Z�#%*!,��:�D�Y��. ���>bL���/,!���%��� ��#1#%8�4 2��"*!,1���:9�	�	6�
.0�7�/,���� ���� �L���:�'���	 	-��Z����%� �7	-��	�	�i ��e# ('��#!	6�� g�@�!� � A�	 *!,1��.0�:�'��"8���	 �Y���3�[��/� ('��#!	-�� ��@# Z%�:�%���3��"���'�%��	V#
�_�Z!��	7��"8�9 � � � I!UVI ��� 
jR � T����-U�� T ���@I!W �7 7���� �:� 

pi | j := P{η̃ = yi | η = yj}, 1 6 i, j 6 D.

	 *!,d��.0�:�'��"8���	 �Y���3�[ �/� ('��#!	-�� g�@#eW 
 � 
YN=E � �jT�
 �

C := sup
η

I(η, η̃),
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#�2����O�"8�i �@ h��.0i .^��	&;!*!,l�� g	 �g[k%4 2��"*!, η ���:�%�"8�������# #%8 _%�'�"8��'�e�:�'2���	7�%�+*��'� Q = {q1, q2, . . . , qD}

���:�%�"8�������	 ���>bgi�	 ��# A

V���WIc7�"�G��WIc ��� �������	����]�S����HN��"��j��T�I���
���D�o�g��XD�Ij��"�T���T�o�I	^��W�c ��R!�g#����"�������I��P7�"Y�����do���SMO�����i��j��"RI�
� ���S�Hc!�"���WkPI����Y��I�TR1��q�T��I������]X��
�e���
�9MO������d>Y��I�������SZ?;9	��������	U��PI����#�h��ELHY��
W�c���W�c

C
�g��XD��j��"���I����L

���i�"��I��	��U� ����"�!NS����j��T�I���
���D�I�
E(K)

�I������W��
�G��R!����	�R
Y�������	�� ��R!� MO����Y�����	��D�����I�T�QPI����j��T��� ���H�I�
�
��� P��IK�K��"��YD�I�O#�h�� � MO�
�����������"�T���*��	��
��We�I�"���g�T�����

H(ξ)
�i�����ec7�"���W
� ���7MO�
���i��j��"R��QL-YD� �T���$#�����N��1�

H(X ) 6 CE(K)
��W�c������"d��T�"�������W�Z

:-c7�"�"PI���}�]	Q�p#�� ���e�����-j����I�T�
���D���^���i�"��I��	��U�B�S����HN��"�����mLS��

pi | j =





1
YD�

i = j
L

0
YD�

i 6= j
L

��1��	����"d
	�d
����������X!#����o���H���
�1�r�g��XD��j��"���I�
C = log2 D

L ��k��	��1��W�c������"�������k���"�
��	�������� Km��� ���S���T�
�����
��	����������������s�"�¡����Y����-�������Z
5.2

_��E���� !6
7 � � # P{η = yj} = qj (j = 1, 2, . . . , D) 4 #�%��� 

I(η, η̃) =
D∑

i=1

D∑

j=1

pi | jqj log2

pi | j

D∑
i=1

pi | kqk

.

XY2�ID�'5�?�S !6�7 � :�c!�"�"PI���
ri,j := P{η̃ = yi, η = yj} = P{η̃ = yi | η = yj}P{η = yj} = pi | jqj,

pi := P{η̃ = yi} =

D∑

j=1

ri,j =

D∑

j=1

pi | jqj,

��	�����
I(η, η̃) =

D∑

i=1

D∑

j=1

ri,j log2

ri,j

piqj

=
D∑

i=1

D∑

j=1

pi | jqj log2

pi | j

D∑
i=1

pi | kqk

.

�

;9W�crj��T�I���
����� �g��XD�Ij��"�T���T�I�D���f� ��W�YD�I���I���
	����T������������YD�I�-��h����p#��S�
�����X�Xm�����
G : [0, 1]D → R

L
G(q1, q2, . . . , qD) :=

D∑

i=1

D∑

j=1

pi | jqj log2

pi | j

D∑
i=1

pi | kqk
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MONSW
W�P
��ecrMO���"������������¡��	������d
��q�T�����B��������� ��W
Y��I�������
	��S�s��	�����MO���"�TU�T�����i�����"������LSY���W�c D∑
j=1

qj = 1
Z

5.3 � �#��)&��b XY2E'�6
�A2E7 7<I�2E� ��"D !�A2��,B179CD7<�� !��A'&��� ;9�H�����
D = 2

L¡��4�?#��������
p
PI���"R
��	����H�����W
W
���

� ���S�����r�g�¡�T�
��	�h������¡����"�HN��@��j��T�g�T�
���D����LE��	���	

pi | j =





p
Y��

i = j
L

1 − p
YD�

i 6= j
Z

;9	�����
j = 0, 1

�����U�T��
H(η̃ | η = yj) = p log2

1

p
+ (1 − p) log2

1

1 − p
,

�I�i������� MON�W�W
j
FH�Td��nLS�"W�c

H(η̃ | η) =

1∑

j=0

H(η̃ | η = yj)P{η = yj} = p log2

1

p
+ (1 − p) log2

1

1 − p

�S��� MON�W�Wi��Km��� �����U�T�s�����
��	����I���TR�� � � W�cr�]�I�
��j����
�S�
�-���SMO�
���f�Ij���R
I(η, η̃) = H(η̃) − H(η̃ | η) = H(η̃) −

(
p log2

1

p
+ (1 − p) log2

1

1 − p

)
.

� �"P
���
η̃
��U��MO��"�-�������I����P
��YS����MO���nLe�"W�c

H(η̃) 6 log2 2 = 1
L��� ��W�c
������d����W>X����H���
�T�I�f���H�I�
�9P��I��L

�I�i�"���
�B�}�H�"�i���������?���"�
��	������<��W�c
�������U�T����Z];9	]��������G�"� #��
��Ls� �W
Xm���S��W^Xm�
�e�T�
����� ���H���
��L(���i�"���
�<�
Km��� ���S���T�9�����
��	������<��WIc
���S����������L h�W�c
�����"�

P{η̃ = 0} = pP{η = 0} + (1 − p)P{η = 1} L P{η̃ =

1} = pP{η = 1} + (1 − p)P{η = 0} Z ;9	�����B���I�IXD��j��������
C = 1 − p log2 D

1

p
− (1 − p) log2 D

1

1 − p
.

8(��Y��I�
0 6 C 6 1

L]��
C = 0

���H���
� �� j��T�I�f���H�I�
��L!YD�
p = 1

2

L!PI�������i�"�e�
C = 1

���H���
� �� j��T�I�
�I�!�I�
��LDY��

p = 1
PI��WIc

p = 0
Z

6.
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WIc��>�D���T�IK^X����	�Kmd
� n YD��� ����L7����������ec
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�$#��
�I	

η
P��I��R
��	����H�����W
�sPI�����T�
	�R^�����������fYD���"�f�I	��D���}�I	����S��� �7���L���� ����c!���HK������fY����i�"�+Xm��S	��D������K

PI���³Z=;=WIcr�i�����������s�T��Y��I����	
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H(η) 6 log2 3
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H(η) = log2 3
���H�I�
�

��<j������a���H���
��L�YD�
η
��W�c������"�������*���"�
��	����I����L³��	Q��	
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9
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9
log2 5 ≈ 1.44
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3

1
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≈ 1.39
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m=m n=n m=m n=n m n m n n=n=n m n=n=n=n n m

;9���S���}��W
�T�gM #��S%
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;9	G�S��� MO�������4� ��WSL�� ���q�<�i���B�I	����"��d^������W
��	Q�����D���4��	 {1, 4} ��*� {2, 3, 5, 6, 7} j����
Xm�
�q�T�
�H��R��
�I���"�����S�����
�e��������Ls��� �4�fMO���������I�B��X���j��������"�9#���������W
�1�i���I���+����� ����Y��������W
��� �16��k�"��Km����� F � �!�
����FHMO��"�
�IR7�S�
�������+���$#��������iP!�"��	����H�^�i��W�MO���"����d ��R!���T� P���	����QL�� �����^����� �������B����W�c!�T��W ��	��������e�r�������S��	��S�k�
PI���"R
��	����H�����W
��������Z=6 �g��Xm�����-��R!��%

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7

m=m n m n m=m n m n m n=n n m=m n m n m n n m n=n=n n=n=n

;9	U�+�ec!����PI���}����YS��� #��QP!�"���I������W�c�LDY��
W�c^�]MO������������W
��� � ��We��j����g���g�I� �*���UPI��W #�hS�m%

K ′
1 K ′

2 K ′
3 K ′

4 K ′
5 K ′

6 K ′
7

m=m n m n m m n=n n m=m n m n m n m n=n n=n
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;9	]� ��W�PI���"R
�����TYD�I��R^����������d��I��W
�
���"��h����*��	��
�"We�������I��%<���"d
��	��
�k��	]���"��d}������We��	����1������XH#����~� � �� �

����d
���"��d
�B�I�
	������@P7�"	���We���$#�hS�B� ��W����g��Km�����Qlg��	�hS�����>��	=��������� ��ecH�Td��HMONSW
W
d
����Lg�-�I� P
��������	�d*������We��	������
�I� P
����P
�1P��IW�c}��	 n �� � LSPI��W�crXm�����"W � � �� � ����d
���"��d
�f�I�
	������-P
�W�	�N����rP!��	���We�I���I�����QL!����K�Z
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7. Blokkonkénti kódolás

;9K�Km���}��MO� #���	����TKm����� �!Z?MO� #���	�����K����a�I	�� ��XS�T�"�f���"���T� ��W�c���������"�G�r��R!����� #����T�I���
�H�T�G�g��Xm�������������S�i��
�ec����^�I����X!#��I�iMO�
We�I���i��	�h��S�G�i��W����YD���ec �T� PI��K�K��EMO�
�e�T�
�������"�"���I���QZ@6 �i��W
���
	����"�"�T����"��ec
��W
��L7Y��
W�c
�I	 ��������W��!Km���������I��e�T�7��R!����� #����T���(Y����"c
�U���4K������!�I�
���I��e�T�7��R!����� #����T�����
�H�g���eMO�
W
���I������	�h����B��4P���	���� #�NS�
�"�1� �7Z MO� #���	�����K������@��W�c!�"�^����W�MOd
K�K���������� ��ec!�����EL³� � j � ���"�����r�TU�T���������r��W�cHM �p#q�T�f���������������
���"���I�T�I��L
� ����c
�U����	k���SMO�
���f�Ij���R!���"�i����U�+� ��WIc7�"�7�-�I����XS���������������i���¡��	��
�g��������P���	����nZ
;9Y�Y���	�� �7Z?MO� #���	����TYS��	�Y������
�S��Re���}�IK�K�R��s������hS��h����i�H�nL�Y���W�c}�����I�����I�^��	k������K�K������E%
• MO�
�������T�IK��j��% X = {x1, x2, . . . , xd}

La��Y��
�
d > 2

L�� ����c7�S���
• ���"�
��	��������S% P = {p1, p2, . . . , pd}

L ��Y��
�
pi > 0

� ���S�����
i = 1, 2, . . . , d

�����U�T���L¡��
d∑

i=1

pi = 1
L

• j����I�T�
���D�
��Km�j��% Y = {y1, y2, . . . , yD}
L��IY��
�

D > 2
Z

6 Km�
�����!�I�
���I��e�T���IR7�S�
�����?������XH#��SL
Y��
WIc��BMO�
���T����K�R
�7�������	�d>�I�
	��"��� ��ecH�
n
Y��
����	��S�T��W
� �����	����
�

����L�����Z<K��"�
�H���
�H���iPI��W #�hS����	�U�QLs��YS�
�
n
X��
	��"���"P}��W����	IZ<6 �IR7�����$#�������������� � MO�
���T������K��j�GKm�������"�

�IR
���
� #��G���
	UP
�U�T�����HN��nLEYD���S��� �]����Y��������W����
n
Y��
����	�������W
�a���
	������ ��ec!�����	������U�QZ

3s��WIc
���
X (n) := {(x′

1, x
′
2, . . . , x

′
n) | x′

i ∈ X , i = 1, 2, . . . , n}.
;9�H�����1��W�c�KS���
�H����������H���9��R!���
�������?���$#��������<����� �i����L³�i�"�H�*��	 X (n) ��Km�j����Ls� ���e�<MO�
���T������Km�j���
�S� �D�������"���IR7�����������(���$#���������Z-6 �T� PI��K�K������HKD����MO���"�TU�T������	�	�N��ELmY��
W�ca�iMO�����T�I�B���������s�H�"K��!j����I�T�����

X1

L
X2

L*Z�Z�Z"L
Xk

L*Z�Z�Z P
�W��T������� #����"���
���
	Q�I���T� � Km���T�S���
���
	Q�I���T�e���T���$#�����N��nL�Y��
W�c �����I���
n
X���	��"���"P ��W
���	

�����U�T��a��	 �
Xm+1

L
Xm+2

L�Z�Z"Z�L
Xm+n

� P
���H���
�-���"�
��	��������G�i�"�������
m > 0

��W
���	k�������T�����	��
���
��LD��	���	
�S��� MON�W�W

m
�n�Td
��Z9;9W�c^MO�
���T�I�

emlékezet nélkülinek
���UP
��	�N����ELmYD�i���H��Km�!j��T�g�T�����

X1

L
X2

L³Z"Z�Z"L
Xk

L�Z�Z"ZrKm��������MON�W
W����T�"��� ��������	������������EZr;9	f���S�Hc!���-#��������e�1�T��YD�I�QL4Y��
W�c �}�������
� ��� P
�U�T����	�d~Km���T�7�
���
YD������� K��UMO�
�"c
�����
� #��������
����K�K��sKm�������^�������
	��I���SZ
6�K��"�
�H���
���I��e�T�@�IR7�����$#�������� X (n) MO�
���T������K��j� #�������r���e�T��R
X���� #��]�S��� �i����LS�i�"�H�

H(X (n)) = H(Xm+1, Xm+2, . . . , Xm+n) = H(X1, X2, . . . , Xn).
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6 � j � ���"����� ��������-��	������"�e�f��W�c K K��"�
�H���
���I��e�T����R!�����$#��������
EK �g�T���IW
�
����R!��Y�������	����T�~�T���$#�����N��nL

YS�
W�c
EK >

H(X (n))

log2 D
.

� �S������X�������W]���I�TYD�g�TR�L7Y��
W�c}�I	 X MO�
�������T�IK��j�*��WIc}K��U�T�g#������#�hS�TR �I������W��
����R!��Y�������	
ĒK :=

EK
n

>
H(X (n))

n log2 D
.

6 MO�
�������k���"�T���(��h�We�I��	��I���*��W�c�Km���������]����d��I�T����W
�
�+���SMO�
���f�Ij���R��i�����ec7�"���W
���
H(X (n))/n

MO� #���	��9�H�nZ
6z�I� P
��������	�dr�����i�i�����������^��h���� #����
������We������MO�
W
�����$#��1�
����	���Z
7.1

w "#� �����<� 8&�"8����\bL�>�L�"8���	+�����a.^�+* bL�"*�#!�/.e#%8���	�	LbL���/	6��	-���:�'&.^���7�:��	�	 # H(X (n))/n �%�� '��8%#!	j.^���Y��
	-��� ('�%_%%����Y9%4 H(X (n))/n 6 H(X ) 4F�'�D�:��	-�"8��:a2�#!	+�! '�� g	-�'�� A

Bizonýıtás.
6B	=���e����R
X����-��h���� #����
������We���"K�R
�
����R!��Re���1�

H(X (n))
�������
	��I�(����� ����W
�I�T��P�Z(8(�pPI��KSKD�

H(X (n)) = H(X1, X2, . . . , Xn) 6 H(X1) + H(X2) + H(Xn) = nH(X1) = nH(X (n)).

6�� �
�������
���"�T�����"We��	��
��������Y��
	+P
��WIc7NS�r���	����ILmYS�
W�c

(7.2)

H(X (n)) = H(X1, X2, . . . , Xn)

= H(Xn) + H(Xn−1|Xn) + H(Xn−2|Xn−1, Xn) + . . . + H(X1|X2, . . . , Xn)

= H(X1) + H(X1|X2) + H(X1|X2, X3) + . . . + H(X1|X2, . . . , Xn),�i���������	��+��	U�QL�Y���W�c}� � Z�� ,+�����������������IX!#����
H(X1) > H(X1|X2) > H(X1|X2, X3) > . . . > H(X1|X2, . . . , Xn).

;9���S��"MO��W�PI�a� �7Z �
�������IX!#����
H(X1|X2, . . . , Xn+1) 6

H(X1) + H(X1|X2) + H(X1|X2, X3) + . . . + H(X1|X2, . . . , Xn+1)

n

=
1

n
H(X (n)).

� WIcr��	*��W�crKm���T�S����#�hS�TR����e�T��R�X�����j����
�H��������do�OY�����	����a��W�c^j����
�H������d^���
���
	��I���I������We�I����e�-�I��R7�S���7�U%
1

1 + n
H(X (n+1)) =

n 1
n
H(X (n)) + H(X1|X2, . . . , Xn+1)

n + 1
6

1

n
H(X (n)).

8(��Y��I�+�]��	�R
K����SMO�
��W
R]���
���
	Q�I�+���"h�����R
�m���
�����I���
�¡��-� �
�������
�}j������!�I����dSL��"W�cf�I�
�eP
����W
������Z
�
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7.3
� "�B 'C�ECD2E+&�D� bL����	��a�:��.0.e���'#!� �"8��� h� �@�:9 H̄ := limn→∞ H(X (n)) .^������,��:�%�+*���	 a forrás

átlagos entrópiájának �Y��Z!�"8'8�[� A

V=��W�c!N�� ���	�����L
H̄ 6 H(X )

Za6 �7Z n 3@���i�i�}K���	��
�ec!�"���I�T��KmR
� ��	f�"�>���I�T��	����EL4Y��
W�c
h̄ = H(X )Xm�
�S���
�T�I�^���H�����������$#�����N��"Y�����L7Y����>j��T�I���
�����>��� �������	���������"�HN����(�OY�����	����f���H���
���>K��"	��
�ec!�"�T����K����f�I	

������	�������W�c������"d��T�"�������W Y�����c
�U��������YD�I�ThS���f��W�c
������d
���W
�U�<�GMON�W�W
���������S���W � ���I�����UZ
6+	kMO���e�T�s���"d
����	��"�T��-hS�������i�����H��� �
����Y��I� #�h��f��	k������XS�TU�T���"�QZ

7.4
OF�D !"#� ��� ���E��	� !�D !"#� �]� 80�"8���� bL�>�L�"8���	+����� .^�+* bL�"*�#!�/.e#%8���	�	�bL���/	-��	6���:�' .^���7�:��	�	 .0�7�@����� �+*!,��� �

	-���/.0
����l���'��������32�#!	6�e���:�%%����������	��?�������� ���! "��� �'�%��	6���

ĒK >
H̄

log2 D
.

� �! g.^���/, ε > 0 �'�%��	-��� �:��	6�"8��:^���/,=#!� ���:�%%����������	�� ������������'4 .^���/,H h�

ĒK <
H̄

log2 D
+ ε.

Bizonýıtás.
6 K��"	��
�ec!�"�T��� ���
	UP
���������!NS�*����R!����� � � j � �"������� ���������Kmd
��Z ������	���� ���I����h��EL�Y��
WIc

K������ ����c K KS���
�H����������H���4�IR7�}����������

ĒK = >
H(X (n))

n log2 D
>

H̄

log2 D
.

� �I�������	U�QL!YD�
n
���"�W*�D��WIc
LH���H����� H(X (n))

n
+ 1

n
< H̄ +ε

LeY�����	���� H(X (n))
n

+ 1
n

� �
���I�T�
�Gj����
�H�I����d
���YD�I�T�������������

H̄
Z=;=WIcf�"�"c
���

n
����������a� � j � ���"����� �T���������	��������e�¡�"�����	��"�]�
�"c
��� K′ ��W�c!��q�T�����G�����

�S����R����
��Y��I�TR]K��"�
�H���
���I��e�T�@�IR7�����$#���������LS�i���"c!���

EK′ < H(X (n)) + 1 < n(H̄ + ε),

�I�i���"c!K�d�������R!���"�^��K���	��
�ec!�"���I����R �����"�"�T����Z
�
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8. ��¤]�s�4¨ ��®�« �g©> ��i�@©>¤r©�° �<¯1 ��@© � ¨>§ �-°s���@�-¤
6 ���
����K�K������HKD���������������¡�
�"c
���GX����
K�����f�I�!�g���HMO�
W
�������I�
	���h����EL
�I�i���"c
���HK���� �S����	��H���� P��I��R
��	����H�����W
�
PI�����T�
	�R
�]��	�������X����"�����EZ=,��T���H�"�H�������TN��i���"c����fPI���"R
��	����H�����W
�mP��I�"�T��	�R
�]�����������LDY���W�cfYS�
W�ce�I�r����YS���¡�I	
�"�SMO�
���f��j���R������}K���	��
�ecH�����������T�IW
�����+��	i���S�T��R
X����}����W
���T���W
UP
����� ����S�9��1����� ���q�T�U���TNS�o��	]���e�T��R
X����
��]��	r��YSY���	}�g��Xmj�������R!��R�MO�
We���"�f�I� �"��W�MO���H���
�T�IK�K �Th����p#����
�S�T��We�I�"�QZ~6+	a�I����K�KS�����HKD��� ����K���	��
�"�S���
MO���"cH�T�
�S�
�fPI����R���	��"�H�����W
�+PI�����T�
	�R
� �����U�T����T���H���e� #�N�� �I����	o�I�D����R�W MO�
We���"�f�I�I�g�QZ�3@�I�T�S�BMO�
WU#�h��EL
YS�
W�c �aMO�
�"cH���
���
��PI�����T�
	�R
�~�������T�� ����� �
���
�H�"d7���"�o�i�"������� �Th����p#����
�S�T��W�L9� ����c
�U�������"��	��H����]�U�
������K���� �"��� ���q�T�����TN��S�mZ>,B� �}� �
�q�*��� P
�U�T�I��	�da��� ������j���R
���i�W
���B����YS���Td P�]������	������^����W�MO�
�S���
�T��KSK
��h���� #����
������W
�
�iK���	U�T�
���"���I�T�I��Z

8.1
� "�B 'C�ECD2E+&� � �+*!,���� ξ �+*!,a#����"8����/;�	kbL���/,H	-���Y�%� Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!�YZ��!�/	-��8��a�+*!, (Ω,F , P) Z�#!�:�%�"8 �7��
 �

�%�"*!� .^�"8�9���4 .^���/,H�Y�'0��
� g
k�%�+* bg[!*%*!Z!����,k� fξ A
� �+*!,k��� fξ(x) log fξ(x) := 0 4 2�# fξ(x) = 0 4 x ∈ R A

	 %��� <# ξ Z��!�/	6��8�� entrópiája #!��#!	�	\#

H(ξ) := −
∫

R

fξ(x) ln fξ(x)dx

.^������,��:�%�+*���	F�� g	 �g[�%4\#!.^������,H������� # bL����	��O�7��	6�+*! �!� �:��	-�"8��: 1 A
� #��%�����:��#!��4j2�#)# ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) : Ω → R

n Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!��Z!�'�	-�� �Z��!�/	-��8�� � n ∈ N � #����"8����/; 	
bL���/,�	-���Y�%�a�+*!, fξ : R

n → R ��
  g
��%�+* bg[=*%*!Z!������,����34 #�%��� ξ ����	� h� �@��� ��#1#!��#!	�	\#

H(ξ) := −
∫

R

∫

R

. . .

∫

R

fξ(x1, x2, . . . , xn) ln fξ(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn

.^������,��:�%�+*���	F�� g	 �g[�%4\#!.^������,H������� # bL����	��O�7��	6�+*! �!� �:��	-�"8��: A

2B�"��	��!����f�����U�TKm��� ���I����h��EL YS�
W�c ��	����e�T��R
X���� �����i�S��We�I���"P ��f�I	a��W�c
�������U�T���i���"�
��	������]����������
P�����	��?MO��� �f���7�"�f���"���-��q�T������ZG6 ��� P����T�I��	�d7���!Km��� ���I�T�S�(MO�
WQ#�h��EL�Y���W�c�MO�
��cH�T�
�����BPI���"���
	�R
������������
�rY����"c!	��U�1������"�"c����~��W�c!��	�������Z]6B	 ������K�K������HKD���o�����i���������TNS�������YD���ec~Xm������I�QL@��� ����c
����Km���Gh7�
�T�I� #��I�mLsYS�
W�c������T��	�d
�"��W
���*P��I��R
�*��	Q��� ���*MO����P
��Y����>��	����H����R
XS���r��W�co�����g���"�f����PI����R
�"�H�����W
� PI���"���
	�R
�����U�T��³Lm��d��QL���������	�d�����W����

R̄
� K��������������I���BMO���"P���Y��U�QLE��Y����

R̄ = R ∪ {∞,−∞} Z
1Itt jegyezzük meg, hogy elég, ha a Lebesgue mérték szerint integrálható fξ ln fξ.
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V=��W�c!N��}���	����IL³Y��
WIc��I	>���H����R
XS���]����� PI���"���
	��"�^�����T�
�����¡�����������Ls�I	Q��	
H(ξ + b) = H(ξ)

Lm��YS�
�
ξ : Ω → R

n L b ∈ R
n L n ∈ N

Z

8.2 � �(�E)&��� 3s��W�c���� ξ
��W�c������"���T���*���"�
��	��������o�

[0, b]
�"�H�����qP��I����hS�i�
�³LE��Y��
�

b > 0
Z*;9�H���
�<��h��g#�h��EL

YS�
W�c
fξ(x) =





1/b
YD�

x ∈ [0, b]

0
��W�c��K��I��e�

.;9	�����
H(ξ) =

∫ b

0

1

b
ln b dx = ln b,

�I�i�"K�d
�m���g�T��	����EL�Y���W�c
b
� �����"�g�����i���T�I�fPI��������	���P�����������	�d�����W����-P��I��R
�����������U�BMO���"P
��Y����+��	*���e�T��R�X����SZ

8.3 � �(�E)&��� 3s��W�c����a� ξ
PI���"R
��	����H�����W
�³PI�����T�
	�R������������W�MON�W
WIP
��ec��

fξ(x) =






1

x (ln x)2

YD�
x > e

0
��WIc
�KS����e�

.

/��
���ec!�r���I�����nLHY���W�ci�>MO���e�T�"���HKm���rPI����R
K����f�����������W�MONSW
W�P
��ec!�+���7�Th���� � ��W�L!Y�����	����}��	B�����i�S��We�g�
���"Pf��

∫

R

fξ(x)dx =

∫ ∞

e

(ln x)′

(ln x)2dx =

∫ ∞

1

1

y2
e−yeydy =

[
−1

y

]∞

1

= 1,

�IY��
�(��	
y = ln x

� dx
dy

= ey �-Y�����c
�U���T�������T��q�k���"�I�I���i��	���h��EZ ��W�ce�I����	����oY����"c
�U�����������T����k���"�g�����i��	�PI�
�g��Xp#�h��ELDY��
W�c

ξ
���e�T��R
X���� #���P��W������"����LEY��"��	����

H(ξ) =

∫ ∞

e

1

x (ln x)2

(
ln x + ln (ln x)2) dx >

∫ ∞

e

1

x (ln x)2 ln x dx

=

∫ ∞

1

1

y
e−yeydy = [ln y]∞1 = ∞.

8.4 � �(�E)&��� 84��W�c!N�� MO���nL Y��
W�c ���S�����T��� � PI���"R
�i��	Q��� ��WIc
����������	 In

���"��	 #�hS���e�^���7�T���qPI�����"h��i���
� ���S�����

n > 2
L
n ∈ N

����������a��W�c
LDYS�
W�cr�I	1�"�e�T���qPI�����"h��i��� YS�
����	Q�]�����S�����

|In| =
1

(n lnn)2 (∀n = 2, 3, . . .).
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3s��W�c
���
K :=

∑∞
n=2 |In|

Z96+	k����d�	�d]X�����D�G��	Q��� �"�T���T�I��KmR
�³���
W��T���}����R!�����EL�Y���W�c
K
P
�W�����LmY��"��	����

K =

∞∑

n=2

1

(n ln n)2 6

∫ ∞

1

1

x (lnx)2dx 6 ∞.

2+� �D�������$#�hS�^�
ξ
PI����R
��	��"�!�S���W��³PI���"���
	�R]���S�������W�MON�W�W�P
��Hc���k�I	k������KSK���� R7������%

fξ(x) =






n

K

Y��
x ∈ In, ∀n = 2, 3, . . . ,

0
��W�c��K��I��e�

.

/��
���ec!�a���I�T�S�nLSYS�
W�c
fξ

P��I��R
KD�I�r�����������W�MON�W
W�P���ec
L�Y�����	�������	k�����i�S��We�I���"Pi��
∫

R

fξ(x)dx =
∞∑

n=2

1

n2 ln2 n
· n

K
=

K

K
= 1.

����W�c
��	�	�N��}�i��W]��� P��IK�KD�SL�YS�
W�c ∑∞
n=2

1
n ln n

= ∞ L�Y��"��	����
∞∑

n=2

1

n ln n
>

∫ ∞

1

1

x ln x
dx =

∫ ∞

ln 2

1

y
e−yeydy = ∞,

�IY��
�?�I	
y = ln x

� dx
dy

= ey �+Y����"c������������"�T����1���"�g�����i��	���h��EZBV<�W
N��4���I��YD�I� #�hS�mL³Y��
W�c H(ξ) = −∞ LYS����	����
H(ξ) =

∞∑

n=2

n

K
ln

(
K

n

)
1

n2 ln2 n

=
ln K

K

∞∑

n=2

1

n ln2 n
− 1

K

∞∑

n=2

1

n lnn
= ln K −∞ = −∞.

6 ������	��I��������U�TKm��� ���I����h��EL<Y��
W�c���	Q��� �
�a�����"�"�T���^K��"	��
�ec!�"�T���T��K���� �I	 6+����X��"��� �f�r#��I�T��	������
�I�
	�Xm�
�e�T�s��	�������Xm����Z � �
�������S�����r�"��� ���������O#�N��fMO�
��c!���
���
���i��W�MO���"����dp#���QZ

8.5
w "#� ������� �����
	 ��"#� �����&����S�� !�'&57Y"#7<"D D� ��� �+*!,H[�$bL���34 2��"*!, p �'� q ��
� g
k�%�+* bg[!*%*!Z!����,k�' A

(a)
� # ∫

R
p(x) ln q(x) dx �:��	6�"8��:1�'�<Z!�+*��'�'4V#�%��� 

∫
R

p(x) ln p(x) dx �:�<�:��	6�"8��:^�'�

(8.6) −
∫

R

p(x) ln p(x) dx 6

∫

R

p(x) ln q(x) dx.

� ��Z����%�'� ��� A � � �Q�'#!� ������	-�%��#!� #�%��� `	-��� �L�'��[ �O#%8d�+*!,������:9%�%�+*�4V2�# p(x) = q(x) .e# ���!�Y��. .0�7�@����� 2

x ∈ R �'�%��	6��� A
2a Lebesgue mérték szerint
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(b)
� # ∫

R
p(x) ln p(x) dx �:��	6�"8��: �'�^Z!�+*��'�'4 #�%��� 

∫
R

p(x) ln q(x) dx �:�1�:��	6�"8��: �'�d	-��� �L�'��[ �
���
A
� � A � ��Z����%�'� ��� A � � �Q�'#!� ������	6�%��#!� #�%��� 1	-��� �L�'��[ �$#%8X�+*!,������:9%�%�+*�4)2�# p(x) = q(x) .e# ���!�Y��.

.0�7�@����� x ∈ R �'�%��	-��� A

Bizonýıtás.
6z�"�
We�����"�T��h�� MON�W�W�P
��Hc}��	��"W
�
���}�I�
���g�QP7����We��KmR
�(����R!��Re�I�

ln b 6 b − 1 b ∈ (0, b),

��� P��IK�KD�
ln b = b − 1

X����H���
�T�I� �I�!�I�
�*�T���$#�����N��nL³YD�
b = 1

Z ����W�c���	�	�N��~�i��W�LsY��
WIco�
b 7→ b − 1��W�c
�������a�X�Xm��� � �"�
We�����"���Gh��fMON�W�W�P
��Hc�������e��dg#�� �

b0 = 1
Xm�
�e�TKD���³Z 3s��W�c���� q(x)

p(x)
:= 0

YD�
q(x) = p(x) = 0

Z96 MO���e�������f�i���I���
(8.7) p(x) ln

q(x)

p(x)
6 q(x) − p(x), x ∈ R,

��1� � �SZ �
�+��WIc
���S��d��������S���W�K���� ��	���W�c
������d����W�Xm�
�e�T�
����� �I�!�I�
�*�T���$#�����N��nL³YD�
q(x) = p(x)

Z�;9�H���
�
�I�
	�P����������HN��(���SR7���"�EL�Y��
W�c
(8.8)

∫

R

p(x) ln
q(x)

p(x)
dx 6

∫

R

q(x) dx −
∫

R

p(x) dx = 1 − 1 = 0

����r� �SZ��e�=��W�c
������dI�T���������W
Km���rXm�
�e�T�
�����r���H����� �T���$#�����N�����	B��W�c
������d����WSLSYD�
q(x) = p(x)

�i�p#��������
� ���S�����

x ∈ R
�����������Z

:��	�	�N��r� �
������	
(a)

�����"�"���I��K��"	��
�ec!�"�T���T�I��Z � �p#����S��� � �����S���
x ∈ R

�����U�T��
(8.9) −p(x) ln p(x) = p(x) ln

q(x)

p(x)
− p(x) ln q(x),

YS����	���� � MO���e�T��MO����Km�
�e���I���^j��T��� ���H�����f����� YD�I��	�������YD�g� #�h��EL-YD�
p(x) > 0

��
q(x) = 0

L¡�i�����
���H���
�-��K����³�
�"�D���"�
� ∞−∞ ����������Z9,+�J��	<j������f��W�ci�!hS����� ��q�T��!�fYD�����i��	��
�i�����$#�����N��"Y�����LSY��"��	����
∫

R
p(x) ln q(x) dx

P
�W
����Z 6 � �SZ��e�1��W�c
������dI�T���������W
Kmd
� �� ∫
R

p(x) ln q(x) dx
P
�W��������W
�K�d��1� �SZ �e�

�I����X!#��I�^����R!���"�mLHY���W�c ∫
R

p(x) ln p(x) dx
�"��T��	��"�mZ �+W�c
������	����HKmd
����WIc7Km���}�I��R7�S����� �7Z � �=����Z V<�W
N��

�I	��*�"�B���g�TYD�I�O#�h��EL�Y��
WIc � �SZ � � � K�������WIc
���S��d
���W}X����H���
�T�I�~���H���
�<�����$#�����N��"Y�����L³YD�~� �SZ��e� � KD������W�c
���7�
�"d
���W�P��I��LD��	���	1���i�"���
�

q(x) = p(x)
�f�p#��S����� � ���S�����

x ∈ R
�����������Z

6
(b)

���"���"�T���*K��"	��
�ec!�"�T���T�}�T��� #�������� ��������R
W�� R7����� ���SR7���"�EZa;9�H��������	f��W�c
�U�T�"��� �HN������!KS���WSL
YS�
W�c ∫

R
p(x) ln q(x) dx

P
�W
�������W
�������Km�����I��������Y��
	<�i��� �7Z �e����W�c
������dI�T���������Wi� ���"���U���¡�
−p(x) ln p(x) − p(x) ln

q(x)

p(x)
= −p(x) ln q(x)
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��W�c
������d����W������������@���"�I�I���i��	��Hh������ �7Z �e��YS���"c������QZ
�

8.10
� "�B ' �ECD2E+&� � �+*!,H[�$bL���34 2��"*!, (ξ, η) : Ω → R

2 #����"8����/; 	jbL���/,H	-���Y�%�)Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!�OZ!�'�	-�� gZ��!� �
	-��8�� �+*!, (Ω,F , P) Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!� .^�"8�9�� #%8 f(ξ,η) ��
� g
k�%�+* bg[!*%*!Z!������,k���O�'�V�L���:_�� �L� ξ �-�Y�' η �- #1Z!��	�	
bL���/	-��	-���:�'�`��
� �
��%�+* bg[!*%*!Z!����,k��	 (x, y) ∈ R

2 ������	+�'#!� f(ξ|η)(x|y) A 	 %��� ξ feltételes entrópiája

η = y feltételre nézve

H(ξ|η = y) := −
∫

R

f(ξ,η)(x, y) ln f(ξ|η)(x|y) dx,

. ��* ξ feltételes entrópiája η-ra �Y�"8�Z!�

H(ξ|η) := −
∫

R

H(ξ|η = y) dy = −
∫

R

∫

R

f(ξ,η)(x, y) ln f(ξ|η)(x|y) dx dy,

#!.^������,��������X# bL����	�� �7��	-�+*! �!�:�% �:��	6�"8��Y�' A

� �"�e�i���I�T�S��MO�
WQ#�h�� �~��� P
�U�T����	�d ����T����Km����L���	}���e�T��R
X���� �� MO���"�TU�T�������]���H����R
XS���o����W�MO�
�S���
�T��KSK
��h���� #����
������We���mMO�
�"cH�T�����
��PI���"���
	�R��f������������ ��W���W�c���	��S���}�]������	��H��U�+�����U�TKm�����"���"�����I�!�g����Z

8.11
OF�� 8"(� � � �+*!,H[� bL���34V2��"*!, (ξ, η) : Ω → R

2 #����"8����/; 	YbL���/,�	-���Y�%�aZ�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!� Z!�'�	6�� gZ��!�/	-��8��
�+*!, (Ω,F , P) Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!� .^�"8�9��]#%8 f(ξ,η) ��
  g
��%�+* bg[=*%*!Z!������,���� �'�O�L���:_�� �L� ξ �-�Y�' η �- "#0Z!��	�	jbL���/	-� �
	-���:�'�\��
� g
k�%�+* bg[!*%*!Z!����,���	 (x, y) ∈ R

2 ������	 �'#!� f(ξ|η)(x|y) A
� ��Z����%�'� �L�'_�� �L� ξ �7�7�:��	�Z!� η

� .e#! *!�7�@�!�/�:� �
��
� g
k�%�+* bg[!*%*!Z!����,����7	 fξ �'� fη A

� �+*!,H[�$bL���34 2��"*!, H(ξ) �'� H(η) Z!�+*��'� A

(a) H(ξ, η) �:��	6�"8��:<�'� H(ξ, η) 6 H(ξ)+H(η) 4Y	-��Z����%�'�a���%����� #%8)�+*!,������:9�	��:�����%�+*������ ������	6�%��#!�
#�%��� )	-��� �L�'��[�� #%8 �+*!,k�����:9%�%�+*�4O2�# ξ �'� η bg[!*%*���	��:���Y�' A

(b)
� ��	-�"8��: H(ξ|η) 4 H(η|ξ) 4\�'� H(ξ, η) = H(ξ) + H(η|ξ) A

(c) H(η|ξ) 6 H(η) �'� ������	-�%��#!�X#�%��� D	-��� �L�'��[ �?#%8e�+*!,������:9%�%�+*�4O2�# ξ �'� η bg[!*%*���	��:���Y�' A
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Bizonýıtás. (a)
� ��P
���(��	

(x, y) 7→ fξ(x) · fη(y)
MON�W
W�P���ec����-�����������W�MON�W
WIP
��ec�L³��WIc}�����g���"�f�I	U�

Y��I� #�h��^��	*6B����X������i�i�I��LS��� ����cf��	��������e�

H(ξ, η) = −
∫

R

∫

R

f(ξ,η)(x, y) ln f(ξ,η)(x, y) dx dy

6 −
∫

R

∫

R

f(ξ,η)(x, y) ln fξ(x) · fη(y) dx dy

= −
∫

R

ln fξ(x)

(∫

R

f(ξ,η)(x, y) dy

)
dx −

∫

R

ln fη(y)

(∫

R

f(ξ,η)(x, y) dx

)
dy

= H(ξ) + H(η)

�� ��W�c
������d����W�X��
�e���
�T���f���H���
� ����Y��������W�����L7YD�
f(ξ,η)(x, y) = fξ(x) · fη(y)

�T��� #�����N��E�f�p#��S����� � ���7�
�S���HNS����L?��	���	 X��
�e���
�T��� ���H���
��L YD�

ξ
��

η
MON�W
W
�U�T���������EZ^6+	i6+����XS����� �i��K�R�� ���g�T��	�������	i�"��L(Y��
W�c

H(ξ, η)
��U�T��	����ELsY��"��	���� �rMO���e�T�?��W�c
������d������������W�K����?�
�"�D�����i�������	�������*P
�W
���>�fMO�����T������"������	��������e��Z

����W�c
��	�	�N�� � ��W�L¡YS�
W�c ��	�6+����X��"��� �f�g����W�c!���"�i����	��"R
�f�����
��	��������
� �����������W�MONSW
W�P
��ec
���"���o� �
���7�
��h��~�H�nL9��� ��KS��	����Hc!��������K�R
�=���I�T��	����EL4Y��
W�c h�W�c
������WIc �����$#�����N���L?YD�a���
K�Km����� ���S	���R��1�����
��	��������
�H���
�I���g�����i��	�	�h��EZ

(b)
)-�
W��T���a�I��R7�S���i�]MO���"�TU�T�������¡�������S���WIMON�W
W�P���ec���� �D�S��j��"Rg#���KmR
�nL7Y��
W�cm%

H(ξ|η) = −
∫

R

∫

R

f(ξ,η)(x, y) ln f(ξ|η)(x|y) dx dy

= −
∫

R

∫

R

f(ξ,η)(x, y) ln f(ξ,η)(x, y) dx dy +

∫

R

ln fξ(x)

(∫

R

f(ξ,η)(x, y) dy

)
dx

= H(ξ, η)− H(ξ).

6+	^��WIc
���S�����]h7�T�
�"��R����
�T��K���� ���UP
do� �����ec!�����W
��� ��U�T��	������mL���	f��W�c!���~P
�W
����L=��W�c �]#��
K�K �����D�������
�"�����	��"�EZ

(c)
6+	k����d�	�d���U�<�I������������K�R��m�I�
	�P����������HN��4����R!���"�mZ

�

6zMO���e�����T������s�"��Y��U�Td P
k�T����	��@�I	>�I����K�KS�³��� �D����j���R]Km��P
��	��U�T������Z

8.12
� "�B ' �ECD2E+&� � �+*!,H[�$bL���34 2��"*!, (ξ, η) : Ω → R

2 #����"8����/; 	jbL���/,H	-���Y�%�)Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!�OZ!�'�	-�� gZ��!� �
	-��8�� �+*!, (Ω,F , P) Z�#H�:�%�"8 �7��
k�%�+*!� .^�"8�9�� A

� �+*!,�[� bL���34V2��"*!, H(ξ) �'� H(η) Z!�+*��'� A 	 %��� `# ξ �'�
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η kölcsönös információja

I(ξ, η) := H(ξ) − H(ξ|η) = H(η) − H(η|ξ).

8.13
t Q#P5"D !��"�I����#'5��� � �+*!,H[� bL���3402��"*!, (ξ, η) : Ω → R

2 #����"8����/;�	\bL���/,�	6���Y�%�]Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!�
Z!�'�	-�� gZ��!�/	6��8��`�+*!, (Ω,F , P) Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!�Y.^�"8�9�� A

� �+*!,�[k bL���34?2��"*!, H(ξ) �'� H(η) Z!�+*��'� A�	 %��� 

(a) I(ξ, η) = H(ξ) + H(η) − H(ξ, η) 4

(b) I(ξ, η) > 0 4

(c) I(ξ, η) = 0 ������	6�%��#!�X#�%��� )	6��� �L�'��[��34 2�# ξ �'� η bg[!*%*���	��:���Y�'%4

(d) I(ξ, η) = I(η, ξ) A

Bizonýıtás.
6 �7Z n=n 8¡U�T���D��h����p#��S�
���T�IWe����KmR
�S�1K��"	��
�ec!�"�T���9Xm�
�e�T�
�����f��WIc]����R!�����ELe� ���e�=���"��	��H����

PI�����T�
	�R
� �����U�T���Z
�

2B�"��	��!���� P��I�"�T��	�R
������������r���I����h��EL!YS�
W�c �>�S����	��H�������W�c������"�������������
��	����I��P��
�"���i���7���i�����"�?���S����RI�
XS����#���Z 6B	1�����IK�K����I�!K����rYD�����
����R ���"�����������
�g�I��� �
���Sh����^�H��MO�
��c!���
���
�¡�����U�T���IZ
8.14

OF�� 8"(� � � �+*!,���� X �Y�� g.e�!�/�:�0���:�%�"8�������; σ2 �"8��� �����Y�+*!,L8���	�	6���34 	-��Z����%�'� Y �+*!, ���/,!#!�lZ�#!�:�%�"8 � �
��
��%�"*!� Z��!�/	-��8��%4 .^���/,� '� D2Y 6 σ2 A 	 %��� 

(a) H(X) = 1
2
(1 + ln 2πσ2) 4

(b) H(Y ) 6 H(Y ) A

Bizonýıtás.
�������
� #��

q
��	

Y
�����������W�MONSW
W�P
��ec
��<�������WIc
���

EY = µ
L
D2Y = σ̄2 L���� P��IK�KD�

p(x) :=
1√
2πσ̄

e− (x−µ)

2σ̄2 , x ∈ R.

6+	k6B���IX������i�i�>� ���I���
H(Y ) = −

∫

R

q(x) ln q(x) dx 6 −
∫

R

q(x) ln p(x) dx

= − ln
(√

2πσ̄2
)∫

R

q(x) dx +

∫

R

q(x)
(x − µ)

2σ̄2
dx

=
1

2
ln
(
2πσ̄2

)
+

D2Y

2σ̄
=

1

2

(
1 + ln 2πσ̄2

)
6

1

2

(
1 + ln 2πσ2

)
.
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����W�c
��	�	�N��~�i��W�L@Y��
W�c���	]6B���IX������i�i�f��WIc7Km��� ��	U�>�"�*��������� ��ec
��	���L Y��
WIc ∫
R

q(x) ln q(x) dx
����

����	������ YS����	���� ∫
R

q(x) ln p(x) dx
F7�~MO���e�T�-���UP
��	��������K�d
�+���I��YD�I��Re���!F P
�W
���T�UZ .7Xm��j��������"�T���³L YD�

qYS���"c��Km�1�
g(x) :=

1√
2πσ

e− (x−µ)

2σ2 , x ∈ R.

�������S���WIMON�W
W�P���ec
U�-���O#�hS�mL7���H�������1MO���e�T�E���UP
��	������Km���r��WIc
���S��d
���W
�U�¡�g��X�h�����P��W
�"W�L!���i���"c!Kmd
�E����RI�
�S���]�i�"�����I��-���"����������Z ������	�����LSKD���

g
����� MO���"�TU�T�"���HN����I	

X
�����������W�MONSW
W�P
��ec
��LmYD���S��� �I���D��� ��W�c

���"���
�"�O#��SL7�S�1���H���
�
H(X) = −

∫
R

g(x) ln g(x) dx
Z

�

8.15
OF�� 8"(� � � �+*!,���� X ��� �����Y���Y(����!�/�:�l���:�%�"8�������; λ > 0 ��#! #!.^��	-�� g '���34e	-��Z����%�'� Y �+*!, ���/,=#!�

�Y��.0�Y�"*�#!	 �7Z`Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!�OZ��!�/	-��8��%4 .^���/,� h� EY 6 1
λ A 	 %��� 

(a) H(X) = 1 − lnλ 4

(b) H(Y ) 6 H(Y ) A

Bizonýıtás.
�������
� #��

q
��	

Y
�����������W�MONSW
W�P
��ec
��<�������WIc
���

EY = 1/λ̄
L���� P��IK�KD�

p(x) :=





λ̄e−λ̄x x > 0,

0
��W�c
�K�����e�QZ

6+	k6B���IX������i�i�>� ���I���

H(Y ) = −
∫

R

q(x) ln q(x) dx 6 −
∫

R

q(x) ln p(x) dx

= − ln λ̄

∫

R

q(x) dx + λ̄

∫

R

xq(x) dx = − ln λ̄ + 1 6 − ln λ + 1

����W�c
��	�	�N��~�i��W�L@Y��
W�c���	]6B���IX������i�i�f��WIc7Km��� ��	U�>�"�*��������� ��ec
��	���L Y��
WIc ∫
R

q(x) ln q(x) dx
����

����	������ YS����	���� ∫
R

q(x) ln p(x) dx
F7�~MO���e�T�-���UP
��	��������K�d
�+���I��YD�I��Re���!F P
�W
���T�UZ .7Xm��j��������"�T���³L YD�

qYS���"c��Km���I	
X
���S�������W�MON�W�W�P
��Hc���*�"�O#�h��ELE���H�I�
�B��MO���e���s����P���	����T�K�������WIc
���S��d
���W
�U�<�g��X�h��S�^P
�W���W�L

�I�i���"c!K�d�������R������i�i�"������U�������"�"�T����Z
�

8.16
OF�� 8"(� � � �+*!,���� X �+*!,������:��	6�'�d���:�%�"8�������; #%8 [a, b] �7��	-�� gZ�#!�7�/i .^��� �

a < b � 4)	-��Z����%�'� Y �+*!,
���/,!#!� Z�#!�:�%�"8 �7��
��%�+*!�OZ��!�/	-��8��%4 .^���/,� '� P(Y ∈ [a, b]) = 1 A 	 %��� 
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(a) H(X) = ln(b − a) 4

(b) H(Y ) 6 H(Y ) A

Bizonýıtás.
�������
� #��

q
��	

Y
�����������W�MONSW
W�P
��ec
��<��

p(x) :=





1
b−a

x ∈ [a, b],

0
��W�c��K��I��e�QZ

6+	k6B���IX������i�i�>� ���I���

H(Y ) = −
∫

R

q(x) ln q(x) dx 6 −
∫

R

q(x) ln p(x) dx = ln(b − a)

∫

R

q(x) dx.

����W�c
��	�	�N��k�i��W�LpY��
W�c1��	96+����XS����� �i����W�c!Km������	��(���s���������i��ec
��	��nL
YS�
W�c ∫
R

q(x) ln q(x) dx
��U�T��	����

�OY�����	���� ∫
R

q(x) ln p(x) dx
F!�iMO���e�T� ����P���	����T���Kmd
�?���I�TYD�g�TRe���HFrP
�W
���T�UZ�.7Xm��j��������"�T���³L�YD�

q
Y����"c
�K��

�"�
p
�n���"�O#�h��ELD��	���	

X
�����������W�MONSW
W�P
��ec
���L³�I�!�I�
����MO���e�T�³����P���	����T�K����a��W�c
������d����W����-�g��X�h��S�fP
�W
��W�L

�I�i���"c!K�d�������R������i�i�"������U�������"�"�T����Z
�

� ����	��UMO�
W
���I�"PI�1����YD�I����	����i������YD�I�O#�h��EL7YS�
W�cm%9�>P��W
���¡��	�R��T����� ����	���	+P��W
�����f�I���!������� �
� ���7�
��h�� �f���s�������S�����I��	�dH�������
��	����I���
�r�I�
	������*� ���
���i���"���¡���"�
��	������-���H����R
XS���p#��i�i�i���7���i�����"��lD� ����� ���U�
W
�I�T��P�LEP
�W
���+P��I��YD�I��R^��q�T #��!�o�����
��	��������
�}�I�
	������*��	�� �7X���������j������"�������"�
��	���������i���7���i�����"��lSP��W
N��?�
�I�
�����I�T���¡��������	����������f����	������B�I	*��W�c������"���T���B�����
��	����I��*�i���7���i�����"��Z

8.17 � �#�E)�� � � ?='�� ��A��6
CD2E+�6� 8P,2� !"#�0ID��:<�7 CD7<�� !��A'�6
' �
)1)�2� %��P �J��B17<7 ID��: "(7="� 8�(' �
8(���H�"�H����N��S�o��W�coj��T�I���
�����I�QL@��YS�
�9�rK����i����d�#����"���

X
#����"�
����L³� ��Wr�r�H��� ����d�#��������

Y
Z�&D�����T������	�N��EL

YS�
W�ca�^j����I�T�
���D�^�^Km��� ����dk#�����������W�caMONSW
W
���������o���������T��P �1��hS����F7�I	Q��	>���
���i���"���-���"�
��	��������!F�	Q� #q�
������	B�T�7Z?84��YD�I��MO�����T��P����N���� ��	������"�H�

Y = X +Z
L7��Y����

Z
���"�
��	�� ��� N (0, σZ)

Z?&E���"��������	�N��]�T�IP��IK�KD�SL
YS�
W�c

X
��K���	��
�"�S�¡MO�
��c!���
���
�¡��

H(X)
P
�W�����Z

6+	]������KSK������HKD�I����W�c����"c����oj��T�I���
���D�I�~P!�"	���W
���$#�h���� ��W�L�YS�
W�c�� ���S�Hc!�?�"�SMO�
���f��j���R P7�"Y�����d��I�QL
�I	Q��	*j����hS���}��j��T�g�T�
���D� �g��X���j������������D���i�i��W
YD�I�T�����
	����T�7Z
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;9��d���	�����P
��WIc7NS�����	�����LEY���W�c

H(Y |X) = −
∫

R

∫

R

f(Y,X)(x, y) ln f(Y |X)(y|x) dy dx

= −
∫

R

∫

R

f(Y |X)(x|y) ln f(Y |X)(y|x) dy fX(x) dx

= −
∫

R

∫

R

f(Z(z) ln f(Z)(z) dz fX(x) dx

= −
∫

R

H(Z) dx = H(Z).

;9���S��"MO��W�PI� ���I�
��j����
�������"�SMO�
���f��j���R���	1������KSK���� R7�����r��W�c!��	����������!�����r�"��%

I(X, Y ) = H(Y ) − H(Y |X) = H(Y ) − H(Z) = H(Y ) − 1

2
ln
(
2πeσ2

Z

)
.

6�j����I�T�����D���g��X���j��������q����	�	����(��MO���"����T�����"������	Q��� �
�$#�hS�mLSY��
W�c}�]Km��� ����dB#����s��	�R
�����T� ����� YD�����I�
� ��W]��W�c}�����I���

σ > 0
��	����e�T�U�QZ

;9�H���
�
D2Y = D2X +D2Z = σ2 +σ2

Z

Z?3s��W�c����
Y0
�����
��	������T� N (0, σ2+σ2

Z)
Z ����W�c���	�	�N���� ��W�L

YS�
W�c
Y0
��W�c]����Y��������W
�����H��� �����U�T�I#�����Le�i�W
Y��
	�	Q���H�I�
��L!YD�1�1Km��� �����U�T�I#����D��������	������T� N (0, σ2)

Z 84�I�
PI��KSKD�i�I	������¡�ThS�g#�h��ELEY��
W�c}�]����W�MO��� #���K�K

σ2 + σ2
Z

��	�R
�������S�W�c!	��U�T��PI���"R
��	����H�����W
��PI���"���
	�R��f����	������
Y0

���S����R
XS����#����i���7���i�����"��Z � W�c^P��W
N��(��	U�-�g��X!#�h��ELEY��
W�c

sup
X, D2X 6 σ2

I(X, Y ) = H(Y0) − H(Z) =
1

2
ln
(
2πe(σ2 + σ2

Z)
)
− 1

2
ln
(
2πeσ2

Z

)

=
1

2
ln

(
σ2 + σ2

Z

σ2
Z

)
.
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9. Feladatok

6>Z n 2B�
�e�T��N�� ���nL�YS�
W�c ��	��I����K�KS������K�����	Q�g�TKD��� �i��We�����I��� K��U�T���S����e���<��R!���
�����i�I�
	�NS�B� ���"c����
��W�c���������"�G������������R!���
��Y��I�TR
�EZ

,+K��j� n ZD�IR7� �7Z���R!� � ZD�IR7� � ZD��R!� �7ZS��R!� � ZD��R!�
6>% m n m n=n=n n m

�B% n m m n=n n m n=n m m n m n

5 % n=n m m n m n=n m m n m m=m n=n m n=n

2�% n=n!n m m=m n n=n!n m n m=m m=m n m m n=n=n

;¡% n m n=n m=m=m n=n!n=n m m n=n m=m!m n m n=n=n!n

& % n=n m n n=n m n=n!n=n=n m n m n m=m!m=m m n=n=n!n=n

6>Z � 6¡�g#�h��]�i��W��I	B6�L��BL 5 L72�L7;-L!&�L � Km���T�S�!Kmd
�������"R1��KD��j�������i� m L n L �k��R!�g#����"���HKmd
�E�����	����T�����
�
�"c
��� �"��������h�j���K��"���"�*��R!�g#��I�QL ��Y��
����	 6 ��a� ��R!����	�R
Y��
����	�� n L 5 ��G2 �IR7����	�R
YS�
����	Q���7L �
�T�
K�KS��K��U�T��kXm�����"W � Z=�B���ec}�"�"c
���}��R!��PI���}�
����	�������� �

6>Z � � hS���I����hS� � ��W�L(Y��
WIc Y�����	i6�LC�BL 5 L 2 Km�������~���"d�MO�
���Sh��������?PI����R
��	��"�!�S���W����������S����� n�� �7L
n�� � L n�� �SL n�� �SL¡���H�I�
�^��	�������������R~�IR7����	�R
YS�
����	�������W
��K����������"� �IR7�S�D���?#��
K�K PI�����T�
	�R �IR7�!�
��	�R�Y��
����	�������W
�aK����D�I�����¡�IR7�}�"�-PI���³Z

6>Z � 2B�
�e�T��N��r����L�Y��
W�cr��	k�����IK�K����IR7�����^���
	�N��@�i���"c����^�I	1��W�c
����������������������IR7�S�
��YD�g�TR
�EZ
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K1 = {00, 001, 010, 00110, 011, 111, 11100, 011000}

K2 = {00, 001, 010, 00110, 011, 111, 1110, 0110, 011100101}

K3 = {123, 321, 32, 011, 02, 023, 33, 3323, 22}

K4 = {10, 110, 20, 220, 2222, 1, 222}

K5 = {0, 10, 11, 21, 20, 12, 220, 2220, 22210, 2222}

K6 = {0, 10, 11, 21, 20, 220, 2220, 12200, 12210, 121, 120}

K7 = {0, 10, 11, 21, 20, 120, 1201, 11201}

6>Z � .7�
�����$#�h��GMO���³��	+�
����	����¡�
�"c
���^����������h�j��"K����"���9K��"�D����������R!�����QL7�i���"c����]��R!����	�R
Y��
����	���� n L �7L � L � Z
6>Z � � ��� ����Y���������� � �IR7�S��	�R�Y��
����	Q���<��	 X = {A, B, C, D} MO�
���T������Km�j�a����W�MO��� #���K�K � ��R!�7�

��	�R�Y��
����	�������W
�a����������hSj���KS�����"��K��"�D���������IR7�g#��I���D�����
6>Z�� /k���	��"�T��N���� ���*� P = {2−1, 2−2, 2−3, 2−3, 2−4, 2−4, 2−4, 2−4} ���"�
��	�������� �IK��j��YS��	~��W�c

�i�"�����i�����"�=�I�T����W
�
�¡�IR7�S��	�R�Y��
����	�������W
���"��������h�j���K��"���"� K��"�D���������IR7���I�QZ
6>Z � /k���	��"�T��N����}���4� P = {3/8, 1/8, 1/6, 1/8, 1/8, 1/12} ���"�
��	��������a��K��j��Y���	G��W�c��i�"�����i���"���

�I�T����W
�
���IR7�S��	�R�Y��
����	�������W
���"��������h�j���K��"���"� �IR7���I�B� m L n L �G��R!�g#����"���HK�d��nZ
6>Z � /+�
���q�T��hD���$#�hS���f�
��ce���}Xm��"�D�I�QL����i�"���
����	k�
XS�T�"�f�I��������R!��YD�I���I��MO�
�g���H������K�K��i�"�H� n � Z
6�Z n m /k���	��"�T��N�������� � P = {0.25, 0.33, 0.28, 0.09, 0.03, 0.02} ��������	�����������Km�j��Y���	���W�caK����D�I�����

�+h ���f�I�!F!��R!������Z � ���S�Hc!���~YD�I���I��MO�
�g��� � ���"c���� ���"�
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