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Fegyverneki Sandor: Informaciéelmélet

1. BEVEZETES

A statisztikal hirkozléselméletet harom {6 tertiletre szokds osztani:
informacioelmélet, jeldetektalas és sztochasztikus sziirés.

Jeldetektalas: Legyen {&;,t € T} a megfigyelt sztochasztikus jel. A
Hy hipotézis esetén {&;,t € T'} egy mintafiiggvény az N; sztochasztikus
zajbol, mig a H; esetén az Sy + N; jel4zaj folyamatbol. A megfigyeld
dont valamelyik hipotézis javara felhaszndalva egy megfelel6 optimalitasi
kritériumot, pl. egy teszt statisztikat.

Sztochasztikus filtracié: ez nem mas, mint a jelek, adatok sziirése,
azaz a megfigyelt jel, adatsor transzformaldsa valamilyen szempontok

szerint.

Az informacié fogalma koézponti szerepet jatszik az egyes ember és
a tarsadalom életében, és tudomanyos kutatasban. Mindennapi életiink
minden pillanataban az informacié megszerzés, tovabbadds, tarolas
problémajaval vagyunk elfoglalva. Természetesen mas és mas a jelentése
ugyanannak az informdacionak a kiilonbo6z6 felhaszndlék szamara. Ha-
sonlokat mondhatunk az észlelés, tarolas, érték stb. esetében is. Az
adott helyzettdl fiiggden szubjektiven dontiink, hasznaljuk fel stb. Ezért

nem foglalkozunk az informaécié fogalmaval.

Az informacidéelmélet szempontjabdl csak az informéacié mennyisége
az érdekes, mint ahogy adattarolaskor is mellékes, hogy honnan jottek
és mit jelentenek az adatok. Csak a célszerti elhelyezésiikrol kell gondo-
skodni.

Napjainkban mar eléggé vilagos, hogy konkrét tartalmatdl, meg-
jelenési formajatol és felhasznalasatol elvonatkoztatva beszélhetiink az

informacio szamszeri mennyiségérol, ami éppen olyan pontosan definidl-
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haté és mérhetd, mint barmely mas fizikai mennyiség. Hosszu volt azon-
ban az ut, amely ehhez a felismeréshez vezetett. Mindenekel6tt azt
kell tisztazni, hogy mikor van egyaltalan a kérdésnek értelme. Persze
mindenkinek van valamilyen — tébbé-kevésbé szubjektiv — elképzelése az
informaciomennyiségének fogalmarol, de a koéznapi széhasznalatban ez
altalaban az informacié konkrét megjelenési formdjanak terjedelmessé-
géhez, masrészt a hasznossagahoz és egyéb tulajdonsagaihoz kapcsolodik.
Ahhoz, hogy jél hasznalhaté mérészamot kapjunk minden esetleges vagy
szubjektiv tényezotol el kell vonatkoztatni. Ezek kozé soroljuk az in-
formacié konkrét tartalmat, formajat és mindent, ami a kéznyelvben az
informaci6 fogalmahoz kotodik. Ezt a konyortelen absztrakcidt az in-
dokolja, hogy az informéacié megszerzésével, feldolgozasaval, felhasznala-
saval (tarolds, atalakitds, tovabbitds) kapcsolatos gyakorlati problémak
kozott nagyon sok olyan is akad, melynek megoldasdhoz (pl. a kivént
berendezés vagy eljards megtervezéséhez) az informécié szamos jellem-

z6je kozil kizarolag csak a mennyiséget kell figyelembe venni.

Az informécié fogalma olyan univerzalis, annyira athatja a minden-
napi életiinket és a tudomany minden agat, hogy e tekintetben csak az
energiafogalommal hasonlithaté 6ssze. A két fogalom kozott tobb szem-
pontbdl is érdekes parhuzamot vonhatunk. Ha végigtekintiink a kultira,
a tudomany nagy eredményein, a legnagyobb felfedezéseken, azoknak je-
lentos részét két vilagosan elkiilonithetd osztélyba sorolhatjuk.

Az egyik csoportba az energia atalakitasaval, tarolasaval, tovabbi-
tasaval kapcsolatos felfedezések tartoznak. Pl. a tiliz felfedezése, a viz-
és szélenergia felhasznalasa, egyszerii gépek kostrualasa, az elektromos

energia hasznositasa stb.

Az egyik csoportba az informécié atalakitasaval, tarolasaval, tovab-
bitasaval kapcsolatos felfedezések tartoznak. Pl. az ifras, a konyvnyomta-
tas, a tavirg, a fényképezés, a telefon, a radio, a televizid és a szamitégép
stb.

Szamos, az elsé csoportba tartozé felfedezésnek megvan a parja a
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masodik csoportban.

Még egy szempontbdl tanulsagos parhuzamot vonni az energia- és
az informaciofogalom kozott. Hosszu idobe telt, amig kialakult az ener-
giamennyiség elvont fogalma, amelynek alapjan a kiilonb6z6 megjelenési
formait, mint pl. a mechanikai energiat, a hoenergiat, a kémiai energiat,
az elektromos energiat stb. Ossze lehetett hasonlitani, kozos egységgel
lehetett mérni. Erre a felismerésre és egyben az energia-megmaradas
elvének a meghatarozasara a XIX. szazad kozepén jutott el a tudomany.
Az informécié fogalmaval kapcsolatban a megfelelé 1épés csak a XX.
szazad kozepén tortént meg.

Miel6tt ratérnénk az informaciémennyiség mértékének kialakuldsa-
ra, torténetére meghatarozzuk, hogy mit is jelent az informacié absztrakt

forméban.

Informdcion dltalaban valamely véges szama €s elore ismert lehetd-

ség valamelyikének a megnevezését értyiik.

Nagyon fontos, hogy informéciémennyiségrol csak akkor beszélhe-
tiink, ha a lehetséges alternativak halmaza adott. De ebben az eset-
ben is csak akkor beszélhetiink az informéciémennyiség definidldsarol,
ha tomegjelenségrol van szé, vagyis ha nagyon sok esetben kapunk vagy
szerziink informaciot arrél, hogy az adott lehetoségek koziil melyik kovet-
kezett be. Mindig ez a helyzet a hiradastechnikdban és az adatfeldol-

gozasban, de szamos mas teriileten is.

Az informéaciomennyiség kialakuldsahoz a kezdeteket a statisztikus
fizika kutatoi adtdk meg. Ebbdl adédik a fizikdban hasznalatos el-
nevezés(pl. entrépia). L.Boltzmann (1896), Szilard L. (1929), Neumann
J. (1932). Tovébba, a kommunikécidelmélettel foglalkozdk: H. Nyquist
(1924), R,V.L. Hartley (1928).

A hirkozlés matematikai elméletét C.E. Shannon (1948) foglalta
0ssze oly médon, hogy hamarosan tovabbi, ugrasszeri fejlodés alakuljon
ki ezen a teriileten. Mar nemcsak az elmélet alapproblémadit fejti ki,
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hanem ugyszolvan valamennyi alapveto mddszerét és eredményét tartal-

mazza.

Parhuzamosan fejlesztette ki elméletét N. Wiener (1948), amely
er0sen tamaszkodott a matematikai statisztikara és elevezetett a kiber-
netikai tudoményok kifejlédéséhez.

Shannon a kovetkez6képpen adta meg az (egyirdnyt) hirkozlési
rendszer altalanos modelljét:

forras — koédolé — csatorna — dekddold — felhasznald

Lathaté, hogy meg kell oldanunk a koévetkezé problémékat: Az
tizenet leforditdsa tovabbithato forméara. Az érkezo jel alapjan az tizenet
biztonsigos visszadllitdsa. A forditds(kédolds) legyen gazdasigos (a de-
kédolés is) a biztonsdg megtartdsa mellett. Hasznaljuk ki a csatorna
lehet6ségeit (sebesség, kapacitas).

Természetesen ezek a problémak mar a tervezési szakaszban felme-
rilnek. Viszont gyakran keriiliink szembe azzal, hogy a mar meglévo
rendszer jellegzetességeit, kapacitasait kell optimalisan kihasznalni. Sza-
mos szamitastechnikai példa van arra, hogy a biztonsagos atvitel men-
nyire lelassitja az adataramlast. Tovdbba egy | jo” kodolas hogyan vél-
toztatja az lizenet terjedelmét, a felhasznalas gyorsasagat.

Az informacidéelméletet két nagy teriiletre bonthatjuk: az algebrai
koédolaselmélet és a Shannon-féle valdszintiségszamitason alapuld elmélet.

Az informacidelmélettel foglalkozok a kovetkezo harom kérdés
,,mennyiségi” vizsgalatdval foglalkoznak: Mi az informdci6? Melyek az
informacidatvitel pontossaganak a korlatai? Melyek azok a mddszertani
és kiszamitasi algoritmusok, amelyek a gyakorlati rendszerek esetén a
hirkozlés és az informéaciétarolas a megvaldsitds soran megkozeliti az

elobb emlitet pontossagi, hatékonysagi korlatokat?

Az eddigiek alapjan a jegyzet anyagat a kovetkezd témakorckben
foglalhatjuk 0ssze: Az informéciémennyiségének mérése és ennek kapcso-
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lata mas matematikai teriiletekkel. A hirkozlési rendszerek matematikai
modellje(zajos, zajmentes vagy diszkrét, folytonos). Kddolaselmélet (za-

jos, zajmentes; forrds, csatorna).
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2. AZ INFORMACIOMENNYISEG

A bevezetés alapjan informacién valamely véges szamu és elore is-
mert lehetéség valamelyikének a megnevezését értjiik.

Kérdés: Mennyi informaciora van sziikség egy adott
X ={x1,22,...,2,}

véges halmaz valamely tetszoleges elemének azonositasahoz vagy kiva-

lasztésdhoz?

Tekintsiik példaul a jélismert hamis pénz problémat. Itt kétserpe-
ny6s mérleg segitségével kell kivalasztani a kiilsore teljesen egyforma
pénzdarabok koziil a konnyebb hamisat. Ez ugy torténhet, hogy azonos
darabszamu csoportokat téve a mérlegre, megéllapitjuk, hogy a keletke-
zett harom csoportbdl melyikben van a hamis. Ha ugyanis a mérleg
egyensilyban van, akkor a maradékban van, ha nem, akkor a konnyebb
csoportban. Ez az eljaras addig folytatédik, amig megtalaljuk a hamis
pénzdarabot.

Ha n = 3* alaki a pénzdarabok szama, akkor dtlagosan k mérlege-
lésre van sziikség, de atlagosan ennél kevesebb mar nem vezethet mindig

eredményre.

Megjegyzés: Altaldban legaldbb log; n mérlegelésre van sziikség,
ami Osszefiigg azzal, hogy egy mérlegelésnek 3 kimenetele van.

A probléma tovabbi vizsgalatira még visszatériink, viszont elGtte
tekintsiik a kovetkezd egyszerti problémat: Hdny bindris szamjeqy szuk-
séges eqy n elemd halmaz elemeinek azonositdsahoz?

Példa: Az amerikai hadseregnél allitélag ugy végzik a vérbajosok
felkutatasat, hogy az egész tarsasiagtol vért vesznek, és a paciensek felé-
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nek vérébol egy részt Osszeontve elvégzik a Wassermann-prébat. Ame-
lyik félnél ez pozitiv, ott a felezgetést tovabb folytatjik egész addig, amig
a betegeket ki nem szlirték. Ez a moédszer nagyon gazdasagos, mert ha
1000 péciens kozott pontosan egy vérbajos van, akkor az 10 vizsgalattal
lokalizalhato, mig az egyenkénti vizsgalatnal — ami adminisztracids szem-
pontbdl persze sokkal egyszertibb — atlagosan 500 prébara van sziikség.

Hartley(1928) szerint az n elemt X halmaz elemeinek azonositasé-
hoz
I =logyn

mennyiségli informaciéra van sziikség.

Ennek az a szemléletes tartalma, hogy ha n = 2F alakd, akkor
k = log, n hossztisagt binaris sorozat sziikséges. Ha n # 2F alaku, akkor
[logon] + 1 ([-] az egészrészt jeloli) a sziikséges bindris jegyek szama.
Tovabba, ha azt tekintjiik, hogy az altalunk vizsgdlt esetek valamely
tomegjelenséghez tartoznak, akkor az a kérdés, hogy az X elemeibdl allé

tetszolegesen hosszi sorozatok hogyan irhatok le binaris sorozatokkal.

Tekintsiink az m hosszusagia X elemeibdl allé sorozatokat, akkor
ezek szama n'™. Ha 2F~1 < n™ < 2% akkor az X halmaz egy elemére

k
esO binaris jegyek szama —. Ekkor
m

k 1
logyn < — <logyn + —,
m m

azaz m novelésével log, n tetszolegesen megkozelithetd.

Ezek szerint, Hartley formuldja az informécié mennyiségét a meg-
adashoz sziikséges allandé hossziisagu bindaris sorozatok alsé hataraként
definidlja.

Ennek megfelelen, az informaciomennyiség egységét bitnek nevez-
ziik, ami valésziniileg a ”binary digit” angol nyelvii kifejezés roviditése.
Hartley szerint a két elemii halmaz elemeinek azonositasahoz van sziikség

egységnyi (1bit) mennyiségii informdciéra. Néhany szerz6 az e alapi

7
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természetes logaritmust preferalja, ekkor az egység a nat. A logaritmusok
kozotti atvaltas alapjan 1bit = In 2nat.

Hartley egyszerii formuldja szdmos esetben jol hasznalhatd, de van
egy komoly hibaja: nem veszi figyelembe, hogy — tomegjelenségrél 1évén
sz6 — az egyes alternativak nem feltétleniil egyenértékiiek.

Példaul, nem sok informaciét nyeriink azzal, hogy ezen a héten sem
nyertiink a lottén, mert ezt elore is sejthettiik volna, hiszen rendszerint
ez torténik. Ezzel szemben az 6tos talalat hire rendkiviil meglepd, mert
igazan nem szamithatunk ra, ezért az sokkal tobb informaciot szolgaltat.

Ezt a nehézséget Shannon(1948) a valészintliség és az informécid
fogalméanak 6sszekapcsolasdval oldotta meg. Shannon szerint egy P(A)
valésziniiségli A esemény bekovetkezése

1
I =logy ——

(4)

mennyiségli informéaciét szolgdltat. Ez a mérdszam a Hartley-félénél

sokkal arnyaltabb megkiilonboztetést tesz lehetévé, és ha az n lehetoség

mindegyike egyforman — valdsziniiségii, akkor Hartley-féle formulara re-
n

dukalodik.

A tovabbiakban el6szor megvizsgaljuk, hogy mennyire természetes
a Shannon altal bevezetett mérészam. Az eddigiek alapjan a kovetkezd

tulajdonsagokat varjuk el az informaciomennyiség méroszamatol:

1. Additivitds: Legyen n = N M alakt, azaz felirhaté két természe-

tes szam szorzataként. Ekkor X felbonthaté N darab diszjunkt M elemi
N

halmaz unidjara, azaz X = U FE;. Ez azt jelenti, hogy az azonositasa

i=1
az elemeknek tgy is torténhet, hogy eloszor az F; halmazok egyikét

azonositjuk, s utdna az F; halmazon beliil torténik az azonositas. Emlé-
kezziink vissza a hamis pénz probléméara. Ekkor elvarhaté, hogy a két

szamitasi mod alapjan az informéciémennyiségek megegyezzenek, azaz
I(NM)=1I(N)+I(M).

8
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Megjegyzés: Ez a tulajdonsag fliggetlenségként is felirhatd, mert
két egymastol fliggetleniil elvégzett azonositds Osszekapcsolasanak felel
meg.

2. Monotonitds: A lottés példa alapjan elvarhato, hogy kisebb
valésziniiségii esemény bekovetkezése nagyobb informaciomennyiségii le-
gyen. Ebbol viszont rogton kovetkezik, hogy az informaciémennyiség
csak a valdszintiségtdl figg. Létezik f fliggvény, hogy az A esemény
valésziniiségéhez rendelt I(A) = f(P(A)). Hiszen P(A) = P(B) esetén
I(A) = I(B), mert ha P(A) < P(B), akkor I(A) > I(B), mig ha
P(A) > P(B), akkor I(A) < I(B).

1
3. Normdlds: Legyen I(A) = 1, ha P(A) = 7" Ez 6sszhagban van

azzal, hogy egy kételemli halmaz elemeinek az azonositasdhoz pontosan
1bit informéciéra van sziikség.

2.1.TETEL: Ha f : (0, 1]1—> R és (1) f(p) > f(%), ha p < q, (2)
flpg) = f(p) + f(q), B) F(5) =1, akkor f(p) = log, o

Bizonyitas: Az x = log, E jeloléssel az éllitasunk alakja: f(277) =
x, ha x > 0. Ezt fogjuk bizonyitani.

A (2) feltétel alapjan f(p™) = nf(p) (n € N), ami teljes indukciéval
egyszeriien belathaté. FEzt alkalmazva a p = % esetre kapjuk, hogy
f(27™) = n. Tovéabba,

m

27" = (2_E> ,azaz f(27")=mf <2_E> ;
¥ (2%) —

Tehat barmely 0 < x raciondlis szamra f(27%) = . Ha = 0, akkor

1 1

L= f(529) = f(5) + f(2°) = 1+ f(1), azaz f(1) =0,

ekkor

=JE
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Ha z > 0 irracionalis, akkor minden m € N esetén létezik n € N, hogy

n n+1
—<z< .
m m

Ekkor

n n—+1
%:f(fm)gf@‘f”)ﬁ o m | =t

amelyb6l m — oo esetén kovetkezik, hogy f(27%) = x, ha = > 0, azaz

1
f(p) =log, o ©

2.1.Definicié: Az I(§ = z) mennyiséget a £ valoszi-

| 1

=108 5
| Pe=x) = | |
niségi valtozoé x értéke altal tartalmazott egyedi informdciomennyiség-

nek nevezzik.

2.2.Definicié: A P = {p1,p2,...,pn} eloszlast £ valdsziniiségi valtozd

Shannon-féle entropidjanak nevezziik a
H(&) == pilog,p;
i=1

mennyiséget.

Megjegyzés: A valészintiségek kozott a 0 is el6fordulhat, igy prob-
lémat okozhat hiszen a logaritmus fliggvény csak pozitiv szamokra értel-
mezett. Ezt azonban megoldja az, hogy az x log, x fiiggvény folytonosan
kiterjeszthet6 a nullara, mert

lim zlogyx =0, azaz 0log,0= —01log, % =0

r—0+40

lehet definici6 szerint (1. Figgelék).

Vegyiik észre, hogy a H(£) mennyiség nem mads, mint az egyedi
informaciomennyiség varhato értéke.

10
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Ha nem okoz zavart, akkor az entropia jelolésére még a kovetkezoket

is fogjuk hasznalni:

H(g) = H(P) - Hn(plap27 R ;pn) = H(p17p2; s 7pn)-

2.2.TETEL: (Az entrépia tulajdonsagai:)

1. Hn(p17p27 oo 7pn) Z 0.

Bizonyitas: Az 6sszeg minden tagja nemnegativ.

2. Ha‘pk} =1 ész =0 (1 S { S n7i 7é k)’ akkor Hn(p17p2a s 7pn) -

0.
3. Hn—l—l(pl;va «e s Pn, O) - Hn(p17p25 s 7pn)
11 1
4. H,(p1,p2,-..,0n) < H, (—, — ., —) = log, n.
n'n n
Bizonyitas: A —log, z konvex fliggvényre alkalmazzuk a Jensen-
egyenldtlenséget.

5. H(&) folytonos fiiggvény.
6. H,(p1,p2,---,pn) szimmetrikus a valésziniiségekben.
7. Ha q, = p1 + p2 + ... 4+ pm, akkor

Hn—i—m—l(Ql?QQ; <vyQqn-1,P1,P2,- .- 7pm) =

p1 P2 b
- Hn(CI17Q2a st 7Qn) +QnHm(_7 Ty _m)

n n Qn

Bizonyitas:

Megjegyzés: Az entrépia axiomatikus szarmaztatasa: Ha a fenti
tulajdonsagok koziil megkoveteljiik, hogy

(1) H(P) folytonos a P eloszlésban;

1
(2) A p; = — (1 < i < n) esethez tartozé H monoton névekvo az n
n

fliggvényében;

11
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(3) Ha 0 <A <1, A=1-— ), akkor

Hn—i—l(pl)an R )‘pna xpn) - Hn(p17p2a s 7pn) +an2()\75\)

12
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3. Az I-divergencia
3.1 Informacié és bizonytalansag

Egy véletlentol fiiggd kimenetelli kisérlet eredménye tobb-kevesebb
mértékben bizonytalan. A kisérlet elvégzésével ez a bizonytalansag meg-
sziinik. A kisérlet eredményére vonatkozd, erdetileg fennallé bizony-
talansdgot mérhetjiikk azzal az informéaciémennyiséggel, amit a kisérlet
elvégzésével (dtlagban) nyertink. A bizonytalansigot tehét felfoghatjuk,
mint informacié hidanyt, vagy megforditva: az informaciét dgy, mint a
bizonytalansdg megsziintetését. Az informacié betoltése ekvivalens a bi-

zontalansag megsziintetésével, azaz

informdcio betoltés=a-priori bizonytalansdg — a-posteriori bizonyta-
lansdg.

A két fogalom viszonyat jél vilagitja meg a kovetkezo példa:

Ha egy A esemény valdsziniisége eredetileg p, de a B esemény meg-
figyelése utan ¢-ra valtozott (azaz P(A) = p és P(A|B) = q), akkor

log, % — log, % = log, %

informéciét nyertiink (vagy vesztettiink). Tehdt log, 9 informaciot sz-
ereztiink A-ra nézve. Vegyiik észre, hogy P

g . P(AB) P(ANB) . P(BlA)
ey T TPU) TR PP P

Tovabbd, hogy az informaciényereség 0, ha A és B fiiggetlenek.
Egy K kisérlet lehetséges kimeneteleinek egy teljes eseményrendsze-

re legyen az Ap, A, ..., Ay, amelyek (a-priori) valészintisége p; = P(A4;)
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szamok (1 = 1,2,...,n). Megfigyeltiik egy B esemény bekovetkezését,
amely kapcsolatban all a K kisérlettel. Ugy azon feltétel mellett, hogy
B bekovetkezett, az A; események feltételes (a-posteriori) valészintliségei
eltérnek ezek eredeti (a-priori) valdszintiségeitél, mégpedig P(A;|B) =
q;-

Kérdés: mennyi informaciét nyertiink a B esemény megfigyelése

altal a K kisérlet varhato kimenetelére nézve?

Tudjuk, hogy P = {p;} és Q = {¢;} eloszlasok. Ha nem azonosak,
akkor létezik olyan Ay esemény, amelyre pr > qr ( a bizonytalansag
csokkent) és olyan is, amelyre py < qr (a bizonytalansig nétt). Az

informacionyereség varhaté értéke:
S 4i
D(Q|[P) = gilog, e
i=1 v

Ezt a mennyiséget a B esemény megfigyelése altal kapott a K kisérletre
vonatkoz6 Shannon-féle informdciomennyiségének vagy a P eloszlasnak
a Q eloszlassal valé helyettesitésénel fellépo informacionyereségnek ne-

vezzik.

Példa: Egy vélasztason n part indit jeloltet. Elézetes elképzelé-
siink az, hogy az egyes partok jeloltjeire a leadott szavazatokbdl pq,
D2, ..., Pn rész esik. A vélasztas utan megismerjiik a tényleges q1, qo, . . .,
qn szavazati ardnyokat. Az a hir, amely ezt az informéciét szallitotta
informaciomennyiséget juttata birtokunkba, amely mennyiség jellemzi
azt, hogy az eredeti elképzelésiinkt6l milyen messze all a valosdg. Tehat
felfoghatd a két eloszlas kozotti eltérés mérdszamaként is.

Megjegyzés: Az eloszlasok kozotti eltérések méroszamara sokféle
prébéalkozas tortént (Hellinger(1926), Kolmogorov(1931), Mises(1931),
Pearson(1905) stb.) Az informéciémennyiséghez két6dét a

D(Q|[P)
diszkriminalé informaciét Kullback és Leibler(1951) vezette be hipotézis-

14
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vizsgalat felhasznédlasaval. Szokéasos elnevezés még az informécié diver-

gencia vagy I-divergencia.
3.1. TETEL: (Az I-divergencia tulajdonségai:)

1. D(Q||P) > 0, egyenléség akkor és csak akkor, ha p;, = ¢; (1 <
i <n).

Bizonyitas:

QHP qulogQ qz_l 22% <1__>:

1
2. Hagqy=1¢ésq; =0 (1 <i<mn,i#k), akkor D(Q||P) = logy, —

Pk
3. D(Q||P) nem szimmetrikus.

Bizonyitas: Tekintsiik példaul azt az esetet, amikor
pr=1 ¢é pi=0 (1<i<ni#k).
D(QJ|P) folytonos fiiggvény.

D(Q||P) konvex fiiggvénye a P eloszlasnak a Q rogzitése esetén.

D(Q||P) konvex fiiggvénye a Q eloszldsnak a P rogzitése esetén.

NS o e

Legyenek Q; és Q, illetve Py és P, fiiggetlenek, ekkor

D(Q1 x Qa||P1 x Pg) = D(Q1||P1) + D(Qz2||P2).

8. Ha ¢ = quj és p = Zpkj(k =1,...,n), akkor

j=1 j=1
n mg
Z Z dkj 1032 — 2 Z 4k 10g2
k=1 j=1 Pkj

15
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azaz a felosztds (particiondlds) finomitdsa nem csokkenti a diszkriminélé
informéaciot. Egyenloség akkor és csak akkor, ha barmely &k és j esetén

G _ Pri

qk Pk

Bizonyitas: Az un. log-szumma egyenlotlenség alapjan bizonyi-
tunk. Legyen aq, ..., a, és by, ..., b, mindegyike nemnegativ, tovabba

n

zn:ai:a és Zbi:b>07
i=1

i=1
ekkor
- a; a
E a;log, — > alogy —.
i=1 bi b

a.
Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha barmely 1 < i < n esetén — =
a

Ha a = 0, akkor az éllitas nyilnanvalé. Ha a # 0, akkor legyen

bi
3

a; bz , = ) a
G =" Pi=7, ;ailogzb—i—alogggzaD(QHP)20-

Megjegyzés: Legyen L(Q||P) = Z(h‘ log, pi, ekkor D(Q||P) =

_H(Q - LQ|IP). -

Ha Q rogzitett, akkor D(Q||P) minimélis, ha L(Q||P) maxim4lis,
ezért ezt maximum likelihood feledatnak nevezziik. Szokasos elnevezés
L(Q||P) kifejezésre a likelihood illetve a T'(Q||P) = — L(Q||P) kifejezésre

az inakkurancia.

Ha P rogzitett, akkor D(Q||P) minimalizaldsa a minimum diszkri-

mindlo informécio feladat.

3.2 A sztochasztikus fligg6ség mérése
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A sztochasztikus fliggetlenség ellentéte a sztochasztikus fliggoség,
ami azonban nem irhatoé le olyan egyértelmiien, mint az el6bbi, hiszen
nem csak egy eset lehetséges, ezért a fiiggdség erosségének jellemzésére

megprébalunk bevezetni egy mérdszamot.
Legyen A és B két esemény, amelyre P(A) = a és P(B) = b,
Tovabba
C,=ANB,Co=AN B,C35= ANB,Cy= AN B.

A {C;} teljes eseményrendszerhez kétféleképpen kapcsolunk valészinii-
ségeket: a-priori feltételezziik, hogy fiiggetlenek (P(C;) = p;) és a-
posteriori meghatarozzuk (megfigyelés, becslés) a P(C;) = ¢; valészini-

ségeket. Ekkor meg tudjuk hatarozni a két eloszlas eltérését.

3.1.Definicié: Az A és B esemény fiiggoségi mérészamanak nevezziik
a D(Q||P) diszkrimindlé informécidt. Jele: I(A A B).

Ha A és B fliggetlenek, akkor
b1 = ab7p2 = a(l - b)7p3 = (1 - a>bap4 = (1 - a)(l - b)

Ha P(AN B) = z, akkor

G1=z,¢2=a—2,¢3=b—x,q4=1—-a—-b+ux.

Tehat
I(ANB) = xlogQ% + (a — x)log, %—f—
+ (b — x)log, % + (1 —a—b+z)log, ((11__2)_(11)1—;)).

Vizsgaljuk meg I(A A B) viselkedését:
1. D(QJ||P) >0, igy I(AANB) > 0.
2. I(ANB) =1(BAA), azaz szimmetrikus.
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3. Ha a és b rogzitett, akkor
max{0,a + b — 1} <z < min{a, b}.

Legyen v = max{0,a + b — 1} és v = min{a,b}, azaz v < =z < v. Ez
az intervallum sohasem {ires, hiszen ab € [u,v]. Innen az is kovetkezik,

hogy = mindig megvélaszthaté gy, hogy I(A A B) minimuma eléressen.
4. Legyen f(z) = I(A A B)In2, ekkor

, _nx(l—a—b—l—:r:)
R e T

1 1 1 1
" _ -+
f(x)_a: l—a—b+x a—a:+b—:c'

Ebbdl adédik, hogy f konvex, f’ monoton novekvd. Konnyen belathatd,
hogy

lim f'(x) = —oo, lim f'(x) =400 és  f'(ab) = 0.

3.2.Definicié: Ha Ay, As,..., A, és By, Bs,..., B, teljes esemény-
rendszerek, amelyekre P(A4;) = ¢; (1 <i<n), P(B;)=r; (1<j<m)
és P(A; N Bj) = p;;. Ekkor a {A;} és {B;} teljes eseményrendszerek
sztochasztikus Osszefiiggésének méroszama

n m
p. .
I({A;},{B;}) = ZZPz‘j logy ~—2-.
— qiTj
=1 j=1
Ezt a méroszamot kolesonos informaciomennyiségnek nevezzik.

Megjegyzés: A teljes eseményrendszerek alapjan atirhaté valészi-
niiségi valtozokra. Jele: I(€ A 7).

3.3 Urnamodellek

Egy urnédban n kiilonbozo fajtaju golyd van. Legyenek ezek a tipu-
sok ai, ag, ..., a,. Az a; tipus kihtizasa jelentse az A; eseményt és tudjuk,
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hogy P(A;) = p; (1 <i < n). Hizzunk az urnabdl visszatevéssel K-szor.
Ekkor
Q= {wlw="(ai,,...,a;,.} azaz |Q =n".

3.3.Definicié: Legyen p; = % (1 < i < n), ahol k; az A; esemény
bekovetkezéseinek a szdma egy adott w € {2 elemi esemény(minta) ese-
tén. Az w € Q minta (K,¢) tipikus (7j6”), ha |p; — p;| < & minden
1 <17 < n esetén.

Megjegyzés: A j6 mintak valészintisége kozel azonosnak tekinthe-
t0:
P(w) =py'ps? .. pi
log, P(w) = Y kilogyps = —K Y 2 log, =K > " pilog, o
i=1 i=1 ' i=1 !

- 1
(pi — pi) logy —
Z 2 Di

i=1

<e

Y

-~ 1 - 1
pilogy — — » p;logy —

. 1
; log, ZT’L

. 1
> log, —
i=1 pi

ahol egy korlatos mennyiség, igy

P(w) ~ 2 KH,

Felmeriil a kérdés, hogy a tipikus mintdk mennyire toltik meg az elemi

események terét.

Tekintsiik rogzitett K, n, € esetén az 0sszes tipikus mintat. Jeloljiik
ezt C-vel és jeldlje B; azt amikor az i-edik tipusi goly6 becslése (a relativ
gyakorisdg) e-nal kozelebb van a valdszintiséghez. Ekkor

C=BNByN...NB,= B UBy, U...U B, ,

igy
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de P(B;) — 1 a nagy szamok torvénye értelmében. Tehat a ”j6” mintak
Osszességének valoszintisége tart egyhez.

Az el6z6ek alapjan heurisztikusan az varhaté, hogy € két részre
bonthatd, amelybdl az egyik valdsziniisége kicsi, a masik pedig kozel
azonos valdszintiségii elemekbodl all.

3.2.TETEL: (McMillan felbontasi tétel)

Legyen adott az el6zbéek szerint egy urnamodell. Rogzitett § > 0
esetén létezik Ky, ha K > K, akkor

Q=FUF,

ahol o
1. P(F)<é.

2. Ha weF, akkor

1 1
— logy, —— — H| < 0.
7 1082 Plw) ‘<5
3. (1—0)2KWH=9) < || < oKHFI),

Bizonyitas: Legyen

F = {w|

1
10g2 m —KH‘ < K(S},

azaz teljesitse a 2. feltételt. Tehat ha w € F, akkor

Legyen ¢(w) = —log, P(w), ekkor E(§) = KH és a fiiggetlenség miatt

D*(¢) =K (gpi (1og2 pii)Z — H2> .

Legyen D?(¢) = Ko?, akkor a Csebisev-egyenl6tlenség alapjan

Ko? 1 o2
a:0<57

F)= — < - _
P(F)=P(¢ KH]>K5)_K262 =5
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ha Ky elég nagy.

A 3. rész bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy

1> Z P(w) > Z e~ K(H+8) _ |F|€—K(H+5)7

weF weF

amelybél adodik az allitas egyik fele. Mésrészt P(F) > 1 — 9, igy rogton
kovetkezik a mésik egyenlétlenség is.
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4. FORRASKODOLAS

A Shannon-féle egyiranyt hirkozlési modell dltalanos alakja:

forrds — kdodoldé —csatorna — dekddold — felhasznald

zaj

A hirkozlés feladata eljuttatni az informaciot a felhasznaléhoz. A
tavolsdgok miatt az informécié tovabbitasara valamilyen eszk6zoket (csa-
torndkat) haszndlunk, amelyek néhdny j6l meghatdrozott tipusu jelet
tudnak tovabbitani. Tehat a tovabbitashoz az informaciét a csatorna
tipusdnak megfeleléen kell atalakitani. Fz a kdédolas, mig a tovabbitas

utan vett jelekbol az informacionak a visszaalakitasat dekédolésnak.

Tovabbi probléma forrasa, hogy az atvitel soran a tovabbitott jelek
megvaltozhatnak, azaz in. zajos csatornaval dolgozunk. Tehét olyan
modszerekre is sziikség van, melyekkel az ilyen zajos csatornakon is elég
megbizhatdéan viheté at az informacié, és amellett az atvitel koltségei,
sebessége sem gatolja a hasznalhatosagot.

A hirkozlés matematikai modelljében szereplo résztvevék tulajdon-
sagainak a leirasara és a feladat megoldasara haszndljuk a kovetkezo
fogalmakat.

Forras: X = {x1,...,2,} — véges halmaz, forrasdbécé.
uzenet

emlékezetnélkiili forras

stacionarius forras

csatornadbécé vagy kédabécé — Y = {y1,...,ys}

csatorna
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zajmentes csatorna

Kédolasi eljaras:

X — az X-bol készitett véges sorozatok halmaza
Y — az Y-bol készitett véges sorozatok halmaza
g:X—=Y

— betlinkénti

— blokkonkénti

— allandé hossz

— valtozé hossz

A dekédolhatosdg: egyértelmii dekddolhatosdg, gazdasiagossagi
szempontok. Egyértelmiien dekédolhato — kiilonb6z6 kozlemények kod-

kozleményei is kiilonbozok.
Zajmentes csatorna + betiinkénti kodolas:
g: X—=Y

Megjegyzés: ¢(x;) = K; az x; betlihoz rendelt kédszé. Jeldlje K
a kodszavak halmazat.

A K kéd prefix, ha a kddszavak mind kiilonbozoek és egyik kodszo

sem folytatdsa a masiknak.

Megjegyzés: Az allandé kédhosszu kéd mindig prefix, ha a kdd-
szavai kiilonbozoek.

4.1.ALLITAS: Minden prefix kéd egyértelmiien dekédolhato.
Sardinas-Patterson maddszer:

Legyen K tetszoleges kéd, amelyben a kédszavak kiilonbozéek és
nem iiresek. A K" sz6 a K’ sz6 utdn kovetkezik, ha K" # () és 1étezik
K; € K, hogy K'K" = K; vagy K' = K; K"

A K kédhoz rekurzive megkonstrudljuk az S,,, m = 0,1,2,... hal-
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mazokat. Legyen Sy = K. Az S,,41 halmazt az S5, halmaz szavai utan
kovetkezd szavak halmazaként definialjuk.

4.2.ALLf TAS: A X kéd akkor és csak akkor egyértelmiien dekédolhato,
ha az S;, (i > 1) halmazok nem tartalmaznak kédszot, azaz Sy egy

elemét.
Keresési stratégiak és prefix kédok

4.1.TETEL: Az s alternativas keresési stratégiara

L= iL(mi)P(g _ > 2O

~ log, s

Jelolések:
A g kédolés esetén ||g(x;)|| = L; a g(z;) kédsz6 hossza.

4.3.ALLf TAS: A kédfsk és a prefix kodok kozott kolesonos egy-egyér-
telmii megfeleltetés van.

Megjegyzés: A prefix kéd atlagos kodhossza nem lehet kisebb,

H(E)

logy s

mint

4.2.TETEL: (Kraft-Fano egyenlStlenség.) Ha K = {K1,...,K,} s
szamu kédjelbdl készitett prefix kéd, akkor

n
Z s Li <1,
i=1

ahol L; a K; kédsz6 hossza.

4.3.TETEL: (Kraft-Fano egyenl6tlenség megforditisa.) Ha az
Lq,..., L, természetes szamok eleget tesznek a

n

Zs_Li <1

=1
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egyenlotlenségnek, ahol s > 2 természetes szam, akkor létezik s kédjelbol
alkotott I = {K71, ..., K, } prefix kod, melynél a K; kddsz6 hossza éppen
L;.

4.4.TETEL: Létezik prefix kéd, hogy

. < 2P)

< + 1.
log, s

Bizonyitas: konstrukciés bizonyitas — Shannon-Fano kaéd.

Gilbert-Moore kod: Nincs sziikség sorbarendezésre. Ekkor

H(P)+1

L<
log, s

+ 1.

4.x1.Definicio: Az egyértelmiien dekédolhaté kéd hatasfokas:

_ H(P)
77 Llogy s’
4.x2.Definicié: A kédot optimélisnak nevezziik, ha egyértelmiien

dekddolhatd és maximalis hatasfoku.

4.4.ALLITAS: Adott P eloszlast forrasabécé s szamu kédjelbl alkotott
egyértelmiien dekédolhatéd kodjai kozott mindig van optimalis.

Huffmann-kéd — maximalis hatasfoki prefix kod.
Tulajdonsagok:
1. Monotonitas. Hapy > py > ... > p,,akkor L1 < Ly < ... < L,.

2. A kédfa teljessége. Legyen m = L,, ekkor minden m — 1
hosszisagu kodjelsorozat ki van hasznalva a kédolasnal, azaz maga is
kédszd vagy egy rovidebb kodszé kiegészitésébol adodik, vagy pedig
az egyik kodjel hozzairasaval valamelyik m hosszisagi kdédszot kapjuk
bel6le. Ha volna kihasznalatlan ag, akkor azt valasztva ismét prefix
kodot kapnank, melynek viszont kisebb az atlagos kdédhossza.
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Megjegyzés: Optimalis, binaris kodfa teljes.

3. L, = L,_1 és az utdlso kddjeliiktdl eltekintve azonosak.

Megjegyzés: Osszevondsi algoritmus. Az optimalis kédfa min-
den végponttdl kiilonbozo szogpontjabdl s él indul ki, kivéve esetleg egy
vépont elotti szogpontot, amelybdl r él megy tovabb, ahol 2 < r < s.

Ekkor
n==k(s—1)+r.

A teljes kodfanal r = s. Tehat az elsé Osszevonasi 1épésben az r legkevés-
bé valdszinii elemet kell 6sszevonni, mig az 0sszes tobbiben az s legkevés-

bé valdszintt.

4.5.TETEL: (McMillan-dekédolssi tétel.) Ha g : X — ) egyértel-
miuen dekddolhatd, akkor

S sllo@ll < 1.
=1

Bizonyitas: Jelolje W(N, L) azon N hosszisdgi kozleményeknek a
szamat, melyek kédkozleményének a hossza éppen L.

m:= max L;.
1<i<n
A bizonyitas 1épései:
1. A kéd egyértelmiien dekédolhato.
W(N, L) < s, azaz W(N,L)s™* < 1.

Tehat
mN

> W(N,L)s™* <mN.
L=1

2. Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy
mN n N
> W(NN,L)s™F = (Z sL"> .
L=1 i=1
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3. Ha ¢ és m adott pozitiv szamok, akkor az
(1+c)N <mN

egyenlotlenség nem teljesiilhet minden N természetes szamra, igy
n
Z P <1.
i=1

4.5.ALLITAS: Egyértelmiien dekédolhaté kéd esetén

L> H(P)
~ logsy s

Bizonyitas: Legyen

Ekkor

Blokkos kédolés:

L(F)
g: X" =, L=—

Emlékezetnélkiili, stacionarius forras.

Az optimélis kédra:

HPW) _ g - HEPW)

< < + 1.
log, s log, s

A fiiggetlenséghdl
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s igy
logys = 7 logys  k
Kompresszié:
X =Y, 1> A(P)
log, s

Kolesonos informéaciomennyiség:
4.6.ALLITAS:
I(&,n) = H(&) + H(n) — H(&n)

Feltételes entropia:

m

H(n) =Y P(n=y;)H(En=y;)
j=1
n 1
H(gln=y;) =Y _ P& =wiln=1y;)log, P(E=miln=1y;)

=1

H(&,n) = H(n) + H(E[n)
H(§) = H(¢[n)

egyenloség fliggetlenség esetén.

H(&) > H(E) — H(&[n) = 1(&,n) = 0

Stacionér forras entrépiaja:
4.7 ALLITAS: H(E[n) < H(E|f(n)).
Bizonyitas: z jelolje f(n) egy lehetséges értékét, és legyen

v o, = Pl=y)
=2)" 7 P(f(n)=2)
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Ekkor p, és g, is egy eloszlast ad, ha y felveszi azokat az értékeket, ame-
lyre f(y) = 2, azaz y € f~1(2). Az I-divergencia tulajdonsigai alapjan:

azaz

fly)==

Szorozzuk be a P(§ = =z, f(n) = z) koz6s nevezivel és bontsuk fel a
logaritmust a kovetkezoképpen:

= — P=xz,n=y)
f(z P& =x,n=1y)log, =) n
y)=z
P(f(n) ==
Fly)== *PE=ux,f(n)=2)
1
f(z:_ P(¢=2,n=y)log, PE= =5 2
y)=z2
P = 1
zf%:zz E=zn=1y) Y e ——
1
PE o I =2k e =t = =)
> ) P(¢ = .11 =y)log; e —yr—-

Ez minden & = x és f(y) = z esetén teljesiil. Végezziil el a ZZ

xX 4
Osszegzést ezekre az egyenlotlenségekre. Mivel

H(glm) =) _P(n=y) > P(€ =zln=y)logs pre—rr—s.
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igy igazoltuk az allitast.
4.8.ALLITAS: Stacionér forras esetén a

H(P®)
k—o0 k

hatarérték létezik. Jele: H*

Bizonyitas: Tudjuk, hogy a forras stacionér és

H(&,n) = H(n) + H(n),

ezért

HPW)=H(&,...,&) =H(&,....&) + H& &, ... &) =
(fk) +H(£k—1|§k) +... .+ H(£1’£27 cee 7£1€) =

(61)+H(£1|$2)++H(£1|€277€k‘) -

I
T =

k
= H(&) + ZH(§1|€2, &)
=2

A (&,. .., &) véletlen vektor fliggvénye a (&a,...,& 1) véletlen vektor-

nak, ezért

H(&) > H(& &) > ... > H(& |, .-, &)

k
H(P(k)) — H(gl) + ZH(£1|§27 s 751) 2 kH(£1|£Q’ Tt ’€k+1)'
1=2

Tehat

H(P®D) = HPW) 4 H(@ 6, ., 1) < " H(P),

Ekkor HPOD) (W)

E+1 = ko
Tehat a sorozat monoton csokkeno és alulrdl korlatos, s igy létezik a
hatarérték.
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A H* mennyiséget a forras atlagos entropiajanak nevezzik.

Megjegyzés: Emlékezetnélkiili esetben H* = H(P), egyébként
H* < H(P).

Csatornakapacitds (emlékezetnélkiili eset):

C = maxI(¢,m)

Megjegyzés: 1. Legyen C a kapacitds, L az atlagos koédhossz.
Ha H(P) < LC, akkor tovdbbithatjuk a forras altal szolgéltatott kozle-
ményeket.

2. Zajmentes és emlékezetnélkiili csatorndra:

O - ].Og2 S.

3. Binaris szimmetrikus csatorna:
C=1-H(p,q).
Milyenek a bemeneti illetve kimeneti eloszlasok?

4.6.TETEL: (A zajmentes hirkozlés alaptétele.) Ha a H* entré-
pidja stacionarius forras kozleményeit C' kapacitasu zajmentes csatornan
tovabbitjuk, akkor nincsen olyan egyértelmiien dekdédolhatéd blokkon-
kénti kodolasi eljaras, melynél

H*

L < —
<C,

ha viszont R > H*, akkor 1étezik olyan blokkhossz, hogy
R

L<
NS,

Megjegyzés: A McMillan-particionalasi tétel szerepe: 1. Fel-
hasznalhaté alland6 kédhosszi kod tervezéséhez.

2. Gyakorlati szempont: megfelel6 az olyan kodoléds is, amelynél
annak valdszintisége, hogy egy kddszo dekddoldsanal hibat kovetiink el
kisebb, mint egy elére megadott § > 0 szam. Az ilyen kédolasi eljarast
1 — 0 megbizhatdsdggal dekédolhatonak nevezziik.
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5. CSATORNAKAPACITAS

Az eddigiek alapjan tudjuk, hogy zajmentes csatorna esetén az egy
csatornajelre (kédabécébeli elemre) juté atlagos informacié dtvitel mege-
gyezik a kddabécé eloszlasihoz kapcsol6do entrépaval, azaz H(Q), amely
akkor maximaélis, ha a jelek eloszlasa egyenletes. A forras optimalis
kédoldsa ezt a maximalis esetet probalja kozeliteni. A kovetkezd sza-
kaszban arra prébalunk valaszt adni mi torténik akkor, ha a csatorna-

jelek atviteli ideje nem azonos.

3.1 Zajmentes csatorna kapacitasa nem azonos atviteli ido

esetén

Adott Y = {y1,...,ys} csatornadbécé esetén feltételezziik, hogy a
jelek atviteli ideje ismert illetve kisérleti iton megfelelé pontossiggal
meghatarozhaté. Jelolje az id6ket T' = {t1,...,ts}. Feltételezziik, hogy
t;>0(=1,...,s).

Ha egy informaciéforras jeleket bocsat ki, akkor azt kédolva keletke-
zik egy kodiizenet (csatornatizenet). Ekkor felmeriilnek a kovetkez kér-
dések: Egy adott kddolas esetén milyen gyorsan, milyen atlagos sebesség-
gel tovébbitja a csatorna az iizenetet? Van-e az informaciétovabbitdsnak
fels6 hatara és ha van mennyi az?

Nyilvan a sebesség fligg a kdodolastol (a kdédiizenet elemeinek az
eloszlasatodl), ezért az a célunk, hogy a kédot gy valasszuk meg, hogy

az informaciotovabbitas sebessége maximalis legyen.

Legyen a csatornaabécé betiiinek eloszlasa Q = {q1,...,¢s}. Ha a
csatornaiizenet hossza N, akkor egy kivalasztott jel pl. y; varhatoan
N g;-szer fordul el6 és a varhatéan —Ng; log, ¢; mennyiségii informéciot
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tovabbit. Ugyanez a teljes iizenetre
- 1
Y Ng;log, — = NH(Q).
i=1 i

Hasonlban a varhatd atviteli ido:
S S
Z Ng;t; = Nz qiti,
i=1 i=1

ebbdl az egy betiire juté varhaté atviteli id6 (jelolje 7)
S
T = Z qiti.
i=1

5.1.Definicié: Az informacidtovabbitas sebességének nevezzik a

mennyiséget.
Megjegyzés: Az el6z6 definiciéban szereplé mennyiség atlagsebes-
ség.

5.2.Definicié: Az informacidéatviteli sebesség maximumat csatornaka-

pacitdsnak nevezziik (jele: C), azaz
C =max v(Q),
Q

ahol Q a csatornadbécé lehetséges eloszlasa.

Megjegyzés: Az eloszlasok Osszessége az elozo definiciéban kom-
pakt halmazt alkot és v(Q) folytonosan fiigg a Q eloszlastol, ezért 1étezik

a szupremuma és azt fel is veszi.

5.3. TETEL: Zajmentes, emlékezetnélkiili (véges, diszkrét) csatorna ese-
tén a csatornakapacitas a

S

D OE R (5.1)

=1
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egyenlet egyetlen v = C' > 0 megoldasa. Ezt a
q =27t (i=1,...,s) (5.2)

eloszlas realizalja.

Bizonyitas: Ha C' megolddsa az (5.1) egyenletnek, akkor az (5.2)
szerint megadott sorozat eloszlas és az atlagsebességre teljesiil a kovet-
kezo:

S S S

1 1
Swlos - Y alos o >oach
i=1 di < i=1 =1

5 <
Z qiti
i=1

=C,

B - B -
Z qit Z qit

ahol az egyenldség csak az (5.2) esetben teljesiil.

Tehat csak azt kell belatnunk, hogy C' egyértelmiien létezik. Az

floy=> 27"

=1

fiiggvény szigorian monoton csokkend. Tovabba,

f(O)=s>1 és lim f(v)=0.

v—+00

A folytonossdg miatt létezik v = C, ahol f(C) = 1 és ez egyértelmii a

szigori monotonitds miatt.
3.2 Zajos csatorna kapacitasa

Bemeneti abécé: Y = {y1,...,ys}

Kimeneti abécé: Z = {z1,...,2zm}.
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QJ:P(gzy])a j:]-aza"',sa
ri=Pn==z2), i=1,2,...,m,
tij = P(zily;),

Dij = ti;45,
s
rizztijqj; z':1,2,...,m,
j=1
R=T0QO.

A T = (t;;) matrixot adékarakterisztika vagy csatornamétrixnak nevez-
zitkk. Mig az egyiittes eloszlds P = (p;;) matrixa az Gn. atviteli métrix.

Csatornakapacitas:

C = maxI(§,n).

Megjegyzés: 1(¢,n) = H(R) — H(R|Q) = H(Q) — H(QIR).
A zajos csatorndk osztalyozdsa a csatorna matrix alapjan:

1. H(Q|R) = 0 — veszteségmentes. A kimenet egyértelmiien meg-
hatdrozza a bemenetet. Minden ¢ esetén létezik j, hogy p;; = r;.

2. H(R|Q) = 0 — determinisztikus. A bemenet egyértelmiien
meghatdrozza a kimenetet. Minden j esetén létezik i, hogy p;; = q;.

3. HR|Q) = H(Q|R) = 0 — zajmentes. A bemenet és a kimenet
egyértelmlien meghatarozzak egymast. Ekkor ¢;; = ;5.

4. C =0, azaz H(R|Q) = H(R) — hasznalhatatlan. Pl. az oszlopok
megegyeznek.

5. Szimmetrikus csatorna — a sorok és az oszlopok is ugyanabbdl a
vektorokbdl épiilnek fel.
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N~

I
Wl RW| — | R
| RO R R |~

Szimmetrikus csatorna estén H(n| = y;) minden j esetén ugyanaz, igy

H(nl§) = H(nl§ = y;). Tehat

C = max 1(€,n) = max H(R) — H(R|Q) = logym — H(R|Q)

Megjegyzés: Ha a kimeneti eloszlds egyenletes, akkor a bemeneti
is.
Legyen s = m, azaz a bemeneti és kimeneti abécé betliinek szama

megegyezik. Jelolje Hy a csatornamatrix k-adik oszlopanak entrépiajat,
azaz Hy = H(n|§ = yi). Ekkor a

C = maxI(£,7)

szélstérték feladatot kell megoldanunk a Z q; = 1 feltétel mellett, igy
j=1
a Lagrange-féle multiplikdtoros moédszert alkalmazzuk. A Lagrange-

fliggvény
S 1 S S S
L(Q,\) = i logy — iilogo tii + A =1
(Q,A) ;T ngri+;;pj 08y tij + j_zl%

Hatarozzuk meg a derivaltakat:
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S
ri =Y qjtij, fgy
=1

77|§ ZQJ 7 igy

OH (n|€)

= H,.
Oqr g

Tehat a Lagrange-fliggvény derivéltjaibdl adodd egyenletrendszer

oL
O NTtulogyri— Hy+A=0, k=1,...s
0 ln2 Z klogor; — Hy + 0, S

oL &
j=1

1. Az elsO s egyenlet mindegyikét szorozzuk meg a megfelel6 g, valdszi-
niséggel és adjuk ossze. Ekkor

1I12 +ZT110g2T_1 —;qukJr)\—O

Ebbdl

C=HW—HWQ=B§—X

1
2. Meghatarozzuk C' = L3~ A értékét.
n
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A Lagrange-fiiggvény parcialis derivaltjaibol adodé egyenleteket ala-
kitsuk at a kovetkezOképpen.

S

1
—HkZZ(m—Hlogzn)tik, k=1,...s

=1

Ez egy linearis egyenletrendszernek tekinthet6, amelynek az ismeretlenjei

A megoldas felirhaté

1 : .
ui:m—/\—klogQT,-:—;HkTm, i=1,...,s,

alakban, ahol a (7;) matrix a T" matrix inverze. Ekkor

A
2 k=1 =r;2In2 , i=1,...,s, (5.2.1)

Osszeadva az egyenleteket és alkalmazva a log, fiiggvényt azt kapjuk,
hogy

ahol C' = L2 A. Ezzel meghataroztuk az R kimeneti eloszlast. Az
n

R=TQ
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linedris egyenletrendszer megoldasaval pedig meghatarozhaté a O be-
meneti eloszlas.

Megjegyzés: 1. Ha létezik ¢ = 0, akkor problémés a megoldés

elso része.

2. I1(&,m) maximalis (és ezért egyenld a csatornakapacitassal) akkor
és csak akkor, ha a Q bemeneti eloszlas olyan, hogy

ol
a.) — = A minden k esetén, amikor g # 0.
Oqx
ol : , :
b.) Pon < X\ minden k esetén, amikor ¢, = 0.
dk

5.4.TETEL: A létezé megoldas egyértelmii és maximalizélja a kolesonos

informaciémennyiséget.

Bizonyitas: A csatornamétrix rogzitett, ezért 1(£,n) csak a be-
meneti Q eloszlastol fiigg. Jelolje: 1(Q).

I(Q) konk&v fliggvénye a Q eloszlasnak.

Ha Q1 ={qi1,q12,-- -, q1s}» Q2 ={q21, 922, -, q2s}, €8
Q:ﬁQl—l—(l— )QQ, ahol 0 <9 <1.

H(R|Q) = Z%H Zﬁqu — ) qoj) H; =

_ﬁZQMH + 1_ ZQQJ

7j=1
=0H(R1|Q1) + (1 — ) (R2|Q2)-
Ebbd]l adéddan

1(Q) = H(Q) — VH(R1[Q1) — (1 — 0)H(R2|Q2).
Viszont az entrépia konkdv, igy I(Q) is konkav.
5.5.LEMMA: Tegyiik fel, hogy ¢ : R — R konkav az

S={(p1,---,pn)|lpi >0, 1=1,2,...,nés Zpizl}
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halmazon. Ha g folytonosan differencialhaté S belsejében és 1étezik
pi>0 (i=1,2,...,n)

ugy, hogy 5
g

apl p=p*

=0, 1=1,2,...,nésp €S,

ahol p = (p1,...,0n), P* = (p},...,p}), akkor a g fliggvény abszolit
maximuma az S halmazon g(p*).

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy g(p) > g(p*). Legyen 0 < ¢ < 1,
akkor

9((1 = 9)p" +9p) —g(@") _ (1 =D)g(P") +Jg(p) — 9(r")
19 = 9

A feltételek alapjan viszont
g B

és igy az iranymenti derivaltnak 0-hoz kellene tartani, ami ellentmondas.
Tehdt minden p € S esetén g(p) < g(p*).

Példa:
0.9 0.2
r= (0.1 0.8)

@ +g =1,
r1 = 0.9¢1 + 0.2¢>,
ro = 0.1g1 + 0.8¢>,
H; ~ 0.4689956
Hy ~0.7219281

A parcialis derivaltakbdl adédo egyenletrendszer.

1

"o 0.9logyr1 —0.1logy e — H1 + A =0
1

NI 0.2logyr1 — 0.8logy, 7o — Hya + A =10
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Atalakitva

1 1
—le(m—)\—i—logzrl)OQ <1 9 )\+log2r2>01

1 1
_H2:(1 5 )\+10g2r1)02+(1 5 )\+log2r2)08

Legyen
Uy = 11’1 5 - A —+ 1Og2 ™
1
U, = L2 — A+ logy 1o
Ekkor
uy ~ —0.7941945,
~ —0.4328624,
C = log, (2" 4+ 2%2) ~ 0.397754.
Tovabba

2—0"‘“2 — T2 — O,]_q1 + 0'8q27

ro &~ 0.4377112,
r1 ~ 0.5622888,
¢ ~ 0.517555,
g ~ 0.48445.
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6. CSATORNAKODOLAS

Szimmetrikus bindris csatorna esete:

)
q p
Probléma: Milyen feltételek mellett, és hogyan oldhato meg a csa-

tornaban az dtvitelnél keltkezett hibdk jelzése és javitdsa?

Példa: A bit hdromszorozés médszer(Commodore-64 kazettds

egység):
0 — 000

1— 111

Ha a dekddolas a tobb azonos bit szerint torténik, akkor 2 hiba jelezhet6

és egy hiba javithato.

Ha p = 0.9, akkor a helyes atvitel (javitassal) valésziniisége

P>+ 3p%q = 0.972.

6.1.Definicié: iizenetszé(k bit)— kddszé(n bit) atalakitast(kodoldst)
(k,n) kédnak nevezziik.

Legyen A = {0,1} és adott a kovetkez két miiveleti tabla.

A 7kizar6 vagy” miivelet (jele:V) vagy mésképpen a modulo 2 &ssze-
adéds (jele:®), és a hagyoményos szorzas a két miivelet.

Ekkor (A,V) és (A,-) Abel-csoport. Tovabbd, (A,V,-) test. Ertel-
mezzilk az A™ esetén az el6bbi miiveleteket bitenként, ekkor (A", V)
vektortér a (A, V, ) test felett.

6.2.Definicié: Legyen a € A™. ||a|| jelentse az egyes bitek szamét.
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Ekkor [|-]| : A™ — Z norma.

6.3.Definicié: A d(a,b) = ||a V b|| mennyiséget Hamming-féle tavol-

sagnak nevezziik.

6.4 ALLITAS: A Hamming-féle tavolsag kielégiti a tavolsag tulajdon-
sagait.

6.5, ALLITAS: A Hamming-féle tavolsg invaridns az eltoldsra, azaz

d(a,b) =d(aVc,bVec).

Bizonyitas:
dlaVebVe)=ll(aVe)V (bVoll=llaV(ecVe) Vb =llaV| =
= d(a,b).
6.6.Definicié: A vy, vq,..., v, kddszavakbdl allé kéd esetén a kodsza-

vak tavolsagai koziil a minimalisat kédtavolsagnak nevezziik.
Megjegyzés: Legyen d = rr;ln d(v;,vj), a csatornadbécé
i#]

Y = {0,1}. Jelolések: u € Y* (az eredeti iizenet), v € Y" (az u-
nak megfelelé csatorna kodszd), © € Y™ ( a v-nek megfelelé csatornan

athaladt jelsorozat, azaz az atvitelnél keletkezik. Ekkor
P(@|U) — qd(f),v)pn—d(f],v)'

Ha a v eredetijének azt a v kddszot tekintjiik, amelyre a P(0|v) feltételes
valoszinliség a leheto legnagyobb, azt maximum likelihood kédolasnak

nevezzik.

Tegyiik fel, hogy 0 < ¢ < 0.5, akkor

q d(v,v)
P(ify) = (—) b

p
maximélis, ha d(0, v) minimalis.
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Ez azt jelenti, hogy bindaris szimmetrikus csatorna esetén a minimaélis
tavolsdgon alapulé dekédolas (javitas) megegyezik a maximum likelihood
kodolas alapjan torténovel.

6.7.ALLITAS: Legyen egy vett szoban a hibak szama legfeljebb 7.
Tetszoleges kodszo esetén a legfeljebb r szamu hiba a minimalis tavolsa-
gon alapulé hibajavitas mddszerével javithatd akkor és csak akkor, ha a
kodtavolsag d > 2r + 1.
Bizonyitas: Elégségesség: Ha d > 2r + 1 és ||e|| < r (e a hibavek-
tor), akkor
d(f), Ui) < d(f), 'Uj)

barmely ¢ # j esetén, ha v = v; V e.

d= rr;gnd(vi,vj) < d(viavj) < d(vlvﬁ) + d(ﬁ7vj) <7+ d(ﬁvvj)
i#]

azaz

d(v,vj)>d—r>Q2r+1)—r=r+1.

Sziikségesség: Ha ||e|| < r és © = v; Ve minimélis tavolsagon alapuld
dekodoldsa mindig helyes eredményre vezet, akkor d > 2r 4 1.

d(vi,v;) < d(vi,0) +d(v,v;) = d(v,v;) >d—r,

azaz a v;-bdl torzult v sz6 a v;-tdl legaldbb d — r tavolsdgra van. Mivel
azt akarjuk, hogy a dekddolas v;-be torténjen, ezért

d(v,v;) <d—r=d>2r azaz d>2r+ 1.

6.8.Definicié: Ha a kddszavak csoportot alkotnak a kédot csoportkod-

nak nevezzik.
Példa: Adottak a kovetkez6 (2,5) kédok:

6.9.ALLITAS: Csoportkédban a kédszé alaki hibavektor esetén a hiba
nem jelezhet6 és nem javithaté. A nem kodszo alakd hiba legalabb
jelezheto.
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6.10.ALLITAS: Csoportkéd esetén a hibasteresztés valoszintlisége meg-
egyezik a csupa zérus kodszoé alaku hibak valdszintiségének az osszegével.

Példa: Az (A) csoportkdd esetén, ha p = 0.9, akkor a hibadteresz-
tés valdszintisége: 2¢3p? + ¢*p = 0.0171, a kédtavolsag: 3, a dekédoldi
hiba ( 2 vagy tobb hiba): 0.08146.

6.11. ALLITAS: Egy (kn) csoportkéd esetén d = m;é% [|vill-

6.12.TETEL: G csoportkéd, v; € G rogzitett, e hibavektor. Ha a hiba
javithaté, akkor ez a tulajdonsaga fiiggetlen v;-tol.

Bizonyitas: Ha e javithaté, akkor
d(v; Ve,v) <d(v; Ve,vj) i j.
Azt kell belatni, hogy
d(vg Ve v,) <d(vg Ve, vj) k#j.
A Hamming-tavolsag eltolds invaridns, ezért

d(vg Ve,vj) =d((vp Ve)V (vg Vu),v; V(v Vo)) =

d(v; Ve, v; V(v V) > d(v; Ve, v) =
d((v; Ve)V (v V),v; V (vg Vo)) = d(vg Ve, vg).

Megjegyzés: Hogyan lehetne automatizdlni a kovetkezd problé-
makat? 1. A csoport tulajdonsag ellendrzése. 2. Térolas, kddszo keresés.

3. Koédtavolsag kiszamités.

6.13.Definicié: Legyen u € A¥, G k x n tipusti métrix, ahol g;; € A.
A kéd linearis, ha

vl =ul'G.
A G matrixot generdlé méatrixnak nevezziik.

Példa:
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Eppen az (A) csoportkédot adja meg.
6.14.ALLITAS: A linesris kéd csoportkdd.
6.15.Definicié: Legyen E k x k tipusi egységméatrix. A G = (E|P)
generator matrixa kodot szisztematikus koédnak nevezziik.

Néhany elnevezés: P paritasméatrix, F' = (g) paritasellen6rzo
MALHX (E(p—k)x (n—k)) uT P paritasvektor.

6.16.Definicié: Legyen v egy vett kodszé a csatornakimeneten. Az s
vektort a v vektorhoz tartozé szindromanak nevezziik, ha

s =3TF.

6.17.ALLITAS: A szindréma akkor és csak akkor zérusvektor, ha a vett
sz6 kodszo.

Megjegyzés: A szindromak egy osztalyozast adnak.

6.18. ALLITAS: A csatorna kimenetén vett azonos mellékosztalyokba
tartozé szavak szindromadja azonos, kiilonboz6 mellékosztalyokhoz tar-
tozdké kiillonbozo.

(k,n) szisztematikus kéd esetén: (A¥,V) csoport, a generdlds utén
(S, V) részcsoport (S C A™), S meghataroz egy mellékosztalyra bontast.
Készitsiik el a mellékosztalytablazatot, majd ebbdl a dekddolési tablaza-
tot (osztdlyels6k-mimimalis norméju osztalyelemek kivalasztésa).

6.18. ALLITAS: A dekédolési tablazatban barmely sz6 tavolsaga a sajat
oszlopa tetején allé kédszotol nem nagyobb, mint barmely mas kédszotol.

Megjegyzés: 1. A dekddolasi tablazat alkalmas maximum likeli-
hood koédolasra.

2. Az osztalyels6 alakd hibak javithatok.
3. A helyes dekoddolas valdsziniisége megegyezik az osztalyelso alaki

hibak valoszinliségeinek az Osszegével.
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7. FOLYTONOS ESET

A ¢ folytonos valdszinliségi valtozd lehetséges értékeinek halmaza
nemmegszamlalhatd, ezért H(§) definidlasdhoz elészor elkészitjiik a &5
diszkrét valdszintiségi valtozot, amely a & kerekitésének is tekintheto:

& =nd, ha (n—-1)0<€&<nd, neZ

P(¢5 = n8) = P((n— 1)6 < € < nd) = /f 5f(nd),

(n—1)6

ahol m,, < f (nd) < M, azaz a minimum és a maximum kozotti érték

az adott intervallumon.

“+o0
S 67no)n(sf(nd)) =

n=—oo

+oo
~Ind— > §f(nd)n(f(nd)),

n=—oo
mert
Ha 6 — 0, akkor —Ind — 400, ezért

lim(H (&) +1n0) = /f )In f(z)de = H(E).
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Példa: Legyen ¢ a 0,9) intervallumon egyenletes eloszlasu. Ekkor
H(E) = I,

azaz jOl lathatd, hogy a H (&) lehet negativ is.

Megjegyzés: Az entrépia diszkrét esetben a bizonytalansdgot mé-
ri, mig folytonos esetben csak a bizonytalansag valtozasat.

Néhany fogalom folytonos esetben:
Entrépia, mint varhaté érték: H(§) = E(—In f(£)).

Példa: 1. Exponencidlis eloszlasra: H(§) =1 —In A. 2. Normalis
eloszlasra: H(§) = 0.5+ In(ov/2m).

Egyiittes entrépia: H(&,nm) = E(—1n f(£,n)).
Példa: Normalis eloszlasra: H(&,n) =1+ In(2ro102v1 — 12).

Kolesonos informaciomennyiség:
I(§n) =FE (mM) :
§

Példa: Normélis eloszldsra: I(£,n) = —0.5In(1 — r?).

i -s(nf42)

I-divergencia:

Megjegyzés: D(n]|£) > 0.
Transzformacié: n = g(§).

Diszkrét esetben H(n) < H(&). Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha
g invertalhato.

Folytonos esetben H(n) < H(§) + E(In|g¢'(€)|). Egyenldség akkor és
csak akkor, ha ¢ invertalhato.
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Bizonyitas: Ha g invertalhaté, akkor a valdszintiségi valtozok tran-

szforméacigja alapjan

+oo
H(n) = - /fn(y)lnfn(y)dy:
T e
ey @) g
4 Felo I iy
Hee +oo
— /fg(m)lnff(x)dx—i_/fé(x)ln|g/(x)|dg;.

Maximum entrépia médszer (MEM):
Entrépia maximalizalas feltételek mellett.

Példa: 1. Pénzfeldobds: £ = P(fej). Feltétel: A stirtiségfiiggvény
0 a [0, 1] intervallumon kiviil. Kérdés: H (&) mikor lesz maximalis?

Az I-divergencia nemnegativitasa alapjan tetszoleges g striiségfiigg-

vény esetén

1 1
g(x)Ing(x)dx < g(z)In f(z 0=H(),
-/ [

ha & egyenletes eloszldsu a [0, 1] intervallumon.
Varhato érték feltételek:

A € valoszintliségi véltozo f strliségfliiggvényét nem ismerjiik. Vis-
zont adott, hogy

E(Qi(&)):aiv (i:1,2,...,n),

ahol a g; fiiggvények ismertek. Ekkor a MEM alapjan

f(@) Aexp< ZAzgz )
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ahol a \; értékeket meghatirozzak az adott varhaté értékek, mig az A
értéke abbdl adodik, hogy f stirtiségfiiggvény.

Bizonyitas: Ha f(z) ebben a formdban adott, akkor
n
E(nf(¢)=mA-> \a.
i=1
Mas strtiségfiiggvény esetén az I-divergencia alapjan:

~E(Ing(§)) <> Xia; —In A,
=1

20



Fegyverneki Sandor: Informaciéelmélet

FUGGELEK
F1. VALOSZINUSEGSZAMITAS

1.Definicio: Egy véletlen kisérlet lehetséges eredményeinek Osszesé-
gét minta térmek nevezziik. Jele: . Az Q) elemeit elemi eseményeknek

nevezzik.

2.Definiciéo: Az Q) részhalmazainak egy F rendszerét o-algebrdnak

nevezzik, ha
(1) Q e F,
(2) A e F, akkor A € F,
(3) A1, Ay,... € F,akkor AyUAU... € F.
Az F elemeit pedig eseményeknek nevezziik.
Megjegyzés: Ha A, B € F, akkor AN B € F.

3.Definicié: Az Q-t szokds biztos eseménynek, az (-t pedig lehetetlen
eseménynek nevezni. Tovabba, az A esemény bekovetkezik, ha a kisérlet

eredménye eleme az A halmaznak.

Megjegyzés: Az AUB esemény bekovetkezik, ha legalabb az egyik
kozuluk bekovetkezik, mig az A N B esemény akkor kovetkezik be, ha
mind a ketté bekovetkezik.

4.Definicié: A P : F — R nemnegativ leképezést valdszinliségnek

nevezzik, ha

(1) P() =1,

o1
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(2) AN B =0, akkor P(AU B) = P(A) + P(B),

(3) A1, As, ... egymast kolesonosen kizard események (azaz A; N
Aj=0,hai<jési,j=1,2,...), akkor

P JA)=> P
=1 =1

1.LEMMA: (1) P( Z) —1— P(A).
(2) P(0) =
(3) P(B\A) = P(B) — P(AN B).
(4) Ha A C B, akkor P(A) < P(B).
(5) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
1.TETEL: (Poincaré) Az Ay, A,,..., A,, eseményekre

n n k
P(JA) =2 (=0 > P4
1=1 k=1 11 <i9<...<tp 7j=1
ahol az Osszegzést az Osszes lehetséges {i1,i2,...,ix} C {1,2,...,n} es-

etre tekintjik.

5.Definicié: Az A esemény B feltétel melletti feltételes valdszini-

ségének nevezzik a

P(A|B) = %

mennyiséget, ha P(B) > 0.

Megjegyzés: A P(:|B) : F — R leképezés tényleg valésziniiség.
n—1

2.LEMMA: Ha az Ay, As,..., A, eseményrendszerre P( ﬂ A;) >0,
i=1
akkor

P(() Ai) = P(A1)P(A3|Ay).. . P(A,|A1 N Ay NN Aply).
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6.Definicié: Az A, As, ... eseményrendszert teljes eseményrendszer-

nek nevezziik, ha A;NA; =0, hai<jési,j=1,2,...,6és UAZ-:Q.
i=1

2.TETEL: Ha Ay, A,,... teljes esményrendszer és P(A;) > 0, ha i =
1,2,..., akkor tetszdleges B esemény esetén

P(B) = 3" P(BIA)P(A,).
=1

3. TETEL: (Bayes) Ha A1, Ao, ... teljes esményrendszer és P(A;) > 0,
hai=1,2,..., akkor tetszOleges pozitiv valésziniiségii B esemény esetén

_ P(B|Ay)P(4)
P(Ay|B) = S P(BJA;)P(A:)

Megjegyzés: A Bayes-tételhez kapcsoloddéan bevezethetjiik a ko-
vetkez6 elnevezéseket: P(A;) az in. a-priori val6szintiség és P(A;|A) az

un. a-posteriori valésziniiség.

7.Definicié: Az A és B eseményt sztochasztikusan fiuiggetlennek nevez-
ziik, ha
P(ANB) = P(A)P(B).

Az Ay, Ao, ..., A, eseményeket pdronként sztochasztikusan fiiggetlennek
nevezzik, ha

P(A;NAj) = P(A)P(A;) (1<i<j<n).

Az Ay, As, ..., A, eseményeket teljesen sztochasztikusan fiiggetlennek ne-
vezzik, ha
P(A;,N...NA;,)=P(A;)...P(4;,)

(1§i1<...<ik§n, QSI{ZSR)

Az {A1, Ay, ..., Ay} és {B1, Ba,. .., By} eseményrendszereket

sztochasztikusan fiuggetlennek nevezzik, ha
P(A; N B;) = P(4;)P(B;)
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(1<i<n, 1<j<m).

Példa: Ha az A és B események fliggetlenek, akkor A és B, A és
B és A és B is fiiggetlenck, azaz az {A, A} és {B, B} eseményrend-
szerek is fliggetlenek.

3.LEMMA: Ha A, Aq,..., A, figgetlen események és P(A;) <1 (i =

1,2,...,n), akkor P(|_J A;) < 1.
i=1
Bizonyitas:

n

= P( .UAi ):l—P(UAi)Zl—P(m Ai)=1-]]P(4).

=1

8.Definicié: A £ :— R leképezést diszkrét valdsziniiségi vdltozonak
nevezzik, ha £(Q) = {x1,x2,...} lehetséges értékek halmaza legfeljebb

megszamlalhatéan végtelen szadmossagu és

¢ Nz) ={wwe, () =z)eF(i=12,...).

9.Definicié: A {p; = P(6"Y(z;)),i = 1,2,...} szdmok Osszességét a &

valészintiiségi valtozo eloszldsanak nevezziik.

0o
10.Definicié: A Z:cipi mennyiséget varhaté értéknek nevezziik, ha
. i=1

Z || pi < +o00. Jele: E().

i=1

11.Definicié:  Bernoulli kisérletsorozatnak nevezziik, ha adott A € F
és egymastdl fliggetleniil, azonos koriillmények kozott elvégezziik ugya-
nazt a kisérletet, s "csak” azt figyeljiik, hogy az A esemény bekovetke-
zett-e vagy sem.
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F2. KONVEX FUGGVENYEK

k1.Definicié: Legyen U egy intervallum (zart, nyilt, félig zért). Az
f U — R konvex fiiggvény, ha

f(Aa+ pb) < Af(a) + pf(b),

ahola,be U AN+u=1,A>0és u>0.

k2. TETEL: 1. Ha f és g konvex fiiggvény és a« > 0, 3 > 0, akkor
af + (g szintén konvex.

2. Véges sok konvex fliggvény Osszege is konvex.

3. Konvex fliggvények egy konvergens sorozatédnak a (pontonkénti)

hatara is konvex.

4. Ha f : U — R konvex fliggvény és a < x < b, akkor

f0) = fla) _ f(b) — f(z)

T —a b—a - b—=x

Ha f szigorian konvex, akkor az egyenlétlenségek is azok.

5. Ha f : U — R konvex fliggvény és a < ¢ < b, akkor létezik a bal-
és jobboldali derivalt minden c esetén. Tovabbd, f'_ és f', monoton

nemcsokkend és
() < (o).

Ezenkivil minden x € U esetén

f@) = fle)+f(x—c), flx)=fle)+f(c)(@—c),

azaz a konvex fiiggvény minden pontjdhoz létezik egyenes ( amely az
adott ponton keresztiil megy), amely a gorbe alatt marad vagy legfeljebb

érinti azt.

6. Az f: U — R konvex fiiggvény folytonos az intervallum minden
bels6é pontjaban.
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7. Legyen U nyilt és f kétszer differencidlhatd, akkor f konvex
akkor és csak akkor, ha f” > 0 minden xz € U.

k3. TETEL: (Jensen-egyenl6tlenség) Ha f konvex fliggvény és &
olyan valdszintiségi valtozd, amelyre 1étezik E(f(£)) és f(E(E)), akkor

E(f(&) = f(E()).

Bizonyitas: Legyen L a tamasztoegyenes az f fiiggvényhez az
(B(), F(E(€))) pontban, akkor

E(f(€)) = E(L(E)) = L(E(S)) = f(E(£))-

Megjegyzés: E(§?) > E*(€).
Az zlnzx fliggvény vizsgalata:

Az f(x) = zlnz csak x > 0 esetén értelmezett, viszont folytonosan
kiterjesztheto az x = 0 esetre, azaz ha x — 0, akkor 1étezik f hatarértéke.

f'(z) = 1+ Inz, amibél ldthaté, hogy x < et esetén f'(x) < 0,
azaz f monoton csokkend a (0,e~!) szakaszon. Tovabb4,

2 —-2)-1 -2 2
l<Ync Wizl _n-2 2 ),

2
n n vn Jn'

igy
li Vn = 1.
L, Y
Tehat .
li Inz= lim —ln—= lim —InYn=0.
Aporine = lim Sl = tn —tndn

kj. ALLITAS:

1
l1——<Ilnx<zx-1.
x
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Bizonyitas: Az Inz fliggvény konkav, igy az x = 1 helyen felirt
tamaszto egyenesre igaz, hogy

Inz <z-1,

1
egyenldség csak x = 1 esetén. Tovabba, ha x > 0, akkor — > 0 is teljestil,
x

azaz 11
In— < ——1,
r T
ami ekvivalens azzal, hogy
1
Inz>1-——.
x

k5. ALLITAS: Ha {a, > 0} sorozat és a, — a, akkor

1 n
lim _5 ar —a ¢és
n—>+oonk

k6. ALLITAS:

lim
n—-+00o

k7.ALLITAS: (Aszimptotikus Stirling-formula)

. Inn!
lim —— =
n—+oo nlnn —n
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