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Az entrodpia tulajdonsagai

1. Az n elem( halmazon egyenletes eloszlas
entropiaja, A(n)=H( 1/n, 1/n, ... 1/n)=log, n

2. A két elemd eloszlasok (p, 1-p) jellemzése

H(pl-p)=—p log,—(1-p)log,(1-p)

H(p,l—p)SH(%,%j:L egyenlo csak p:%

. 1
H(pl-p) szigorGan monoton névekvé [0, 5}

., . |1
szigorian monoton csokkeno [5 : 1}.
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1.2 Entropy: an introduction 19
Entpy borp b 1)

Figure 1.5

Tb; graph of 1(p) is plotted in Figure 1.4, Observe that the graph is concave as

d—n(p) = —(loge)/[p(1 - p)] < 0. See Figure 1.4.
The graph of the entropy of a three-point distribution

N3(p.q) = —plogp —glogg— (1 - p—g)log(l - p—4q)




Az entrodpia tulajdonsagai

3. H(pl,...,pn)ﬁ H(llj = A(n)z log, n
n n

Egyenl8ség csak p=1/n, i=1,...,n teljesul.
Bizonyitas: Tegylk fel, hogy 3 p, ,=p,.

Az elagazasi szabaly
Hp,, ... pyolpr Py) =

pn-l pn
pn-1+pn pn-1+pn

H(p,p, ....p.,tp,) + .+ p,) H

1 1
<H(p,py --» Pyt P,)+ 0.+ D) H(E’ 5)

Az eloszlas kiegyenlitése felé torténd valtozas, (elmozdulas az
egyenletes eloszlas felé), noveli az entropiat
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Az entrodpia tulajdonsagai

. Valoszinusegl
valtozok entrdpidja:
Definicio:
valdszinlség-
eloszlasok
entropiadja

P( =xl.), i=1,...n, §eloszlésaZP(§=xl.)=1

i=1
P(77 = yj>, j=1,...,m,n eloszlasa Zn:P(n = yi):l
i=1

(€,n) egyittes eloszlasa, p, = P(f =x,n=y, )
A teljes valdszinliség tétele alapjan :

m

P(éf:xl.):ZP(é‘:xi,n =yj),i=1 ..... n
P(n=yj)=iP(§=x,~,n =y,)j=lom

P(é::xlﬂ?=J’j)=P(77=yj)P(§=xi‘77=J’j):
A ¢ feltételeseloszlasa,n =y, feltctel szerint,
P(ézxi’n:yj) P((f:xi:ﬁzyj)

P(77=J’j) iP(§=X,-,77:yj)

77=y,-)=

P(gzxi




Az entrodpia tulajdonsagai

Az el6bbiek szerint az egyes eloszlasok entrépiajat
véve

H(£)=-Y, P(&=x)log, P(E =x )i=1,...n

H(f,ﬁ):—' i P(ff:xlwﬂZyj)ZngP(‘f:xi,Uzyj),

i=1 j=I

H(ff,??:yj):— P(é::xi

i=1

S

’7:%‘)

n:yj)Ingp(Cf:xi
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Az entrodpia tulajdonsagai

I. TEtElZ K |ugget|en va|oszmuseg| va|tozoE egyuttes entroplaja az egyes

valtozdk entrdpiajanak 6sszege:
Bizonyitas: Ha n, € val. valtozdk. Fliggetlenek, akkor

P(é::xi’n:yj)ZP(é::xi)P(nzyi)

H(E7)==3"3 P(e =x)P(n = y, Jlog, P(& = x,)+log, P( = y,)]=

i=1 j=1

_Zp(i =xi)2p(f7 =y, )log, P(n =y,-)—Zm:P(77 = 3)Y P& = log, P(¢ =x,)=

j=l1 \i=1

() ’ H(g)

H(n)+H(¢)




Az entropia tulajdonsagai
2. Tétel:

yete; Az egyen|oseg a ’Fuggeﬂenseg szuRseges es e|egseges
feltétele :

H(&,n)< Hn)+ H(E)

Az egyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha ¢, n fuggetlenek.
(Az entropia additivitasa a fuggetlenség karakterisztikus
tulajdonsaga)

Bizonyitas: a feltételes entropia egy altalanosabb
tulajdonsagabdl kovetkezik. H(é[n).

Kérdés: Mennyi bizonytalansag marad atlagosan &-re
nézve, ha lehetdséglink lesz n el6zetes
megfigyelésére. A teljes bizonytalansagbdl H(¢ n),

H(n) ismert, tisztazott; ¢, megfigyelése elbtt, tehat
marad H(&n) - H(n)
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Az entrodpia tulajdonsagai

2.Tétel:

Ha az elagazasi szabaly alapjan — n megfigyeléséig visszik az elagazast — az elagazas
utani részt tekintjuk é-nek, az n megfigyelése utan megmaradé atlagos
bizonytalansaganak.

Az elagazasi szabaly szerint

H(f,n)=H(77)+Zm;P(77 =y H(En=y))

Tehat mindkét uton ugyanazt kapjuk.
Definicid: A & valdszinlségi valtozd n szerinti feltételes entropiadja,

H(&n)= H(&n)-H(n)= Zm:P(n =y, H(gn=y,)

Jj=1

Molndr Balint, Benczur Andras 10



Az entrodpia tulajdonsagai
2. Tétel:

A H(¢| n =y) kifejtve
(6) (5‘77) ZP(U J/])Z (5 il yj)logzp(cf:xi’n:yf):

Plp=y,) Pln=y,)

P@=y)
HEn) =+ > Ple=x,n=1y.) J
(5‘77) ;; (5 X;»1 J’/)ng P(ég:XiJ]:yj)
(A fenti formulat hasznaljuk alemma bizonyitasara)

PlE=x.n=y,
Ple=xln=y )= @;GLZ)%)

A 2. tétel atirasa a feltételes entrdpiara nézve, az egyenl6tlenség mindkét oldalabdl

H(n) levonasaval

(& n)< Hn)+ H(E) = H(Ey)< H(E)
2" tétel: H (cf‘n)ﬁ H (cf) egyvenlo < ha & és n fiiggetlenek

A 2’. Altalanosabb egyenl6tlenséget bizonyitunk
3. Tétel

Molndr Balint, Benczur Andras 11



Az entropia tulajdonsagai
3. Tétel

A 2’tételnél altalanosabb egyenldtlenséget bizonyitunk
3. Tétel

H(&ln)< H(E|f () és az egyenls
akkor es csak akkor teljesul,
ha V x,y,z-re,ha f(y)=z-re fennall

PlE=xn=y)=P(E=xf(n)=2)

Molndr Balint, Benczur Andras 12



Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel

Bizonyitas: szukséglink van f(n), (¢, f(n))
eloszlasara.




Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel

Irjuk fel H(E[f( n) ) feltételes entrépiat (6) szerint

()= XX P =)= g o VIS

( S Pp=y)

P = X, — l , f(y)=z
2.2 2 PlE=xn=ylog, <o

Molndr Balint, Benczur Andras 14



Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel

Hasonldan H(é[n ) felirasat végezzik x,z, f(y)=z, bontasban
> Pn=y)

7 _ = x,17 = y)log, f(»)=z
s PR et

f(y)=z

Elegendd az x,z 6sszegzésen belili tagokat 6sszehasonlitani. Az
0sszehasonlitandd formulak alakja®?

>0, by, by, ..., b>0, a=2._,"a, b=2._,"b,

allazlclll a I

n ; ) b
Zailogz— es a log , —,
: a

Molndr Balint, Benczur Andras 15



Az entrodpia tulajdonsagai
3. Tétel - Lemma

Lemma

Za log221<azlog2 , a= Za b= Zb

EgyenlGség csak b/a=b/a esetén, all fenn
Bizonyitas: a log, x fuggvény konvexitasa miatt

Molndr Balint, Benczur Andras 16
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Az entrdpia tulajdonsagai
3. Tétel - Lemma

log, y<log,x+C. (y —x)- --ésegyenlo csak x = y
9

log, b, <log, b +C, [bi — bj,és egyenlo csak b _

da. A g da. d da.

l l l

Q | o~

szorozva a,—vel 0sszegezve

Zn:al. lagzgﬁ Zn:al. log22+Cb(Zn:ai[bi — bj] =
i=1 i=1 a \ =l

Aa. a. d

l l

alog2é+Cb b, — a.é :alogzé
- a

a Ll=1 . a 18

a [«




Az entrdpia tulajdonsagai
3. Tétel

Lemma miatt

H(¢ln)< H(E)/ (7))

Es egyenl8ség csak akkor. ha V z-re teljesil a
lemma azaz f(y)=z-n

Pln=y) _ f@zj(ﬂ =)

P(¢=xn=y) Y. P(=xn=y)

f(y)=z




Az entrdpia tulajdonsagai
3. Tetel-2. Tétel

3. Tétel kovetkezménye a 2. tétel az f(y) = c fuggvényre

Es egyenl8ség csak akkor. ha V z-re teljesiil a
lemma azaz f(y)=z-n

H(Eln)< H(E f(n))=P(f ()= c)H(E f(n)=c)= H(Z)

= &

Pé=xn=y) PE=xfln)=c) . _
P(77=77y)y ) P(f(77=776)) - Plg=c)

Tehat fliggetlenek (az egyenldség szukséges és
elégséges feltétele.
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Az entrdpia tulajdonsagai
2. Tétel

2. Tétel :
H(g)¢. &)< H(g|2)
= & ha P(§3 =x3|§1 =X,,6, =x2)=P(§3 =x3|§2 =x2) VX, X, X,

Bizonyitas :

J(x X, J=x, valasztassal

H/_/

mult

H[é S gJ<H(§3f(§1’§2))H(§3§2)

jovo
= < ha

P(é:_v, :x3|§1 =X, 5, :xz):P(é =x3|f(§1,§2)=x2)=




Az entrdpia tulajdonsagai
2’. Tétel Altaldnosan megfogalmazva

Markov lanc tulajdonsag

HIE =x|& =%, & =3, )< HE = x[é, =x,)
= & ha P(ft :xr‘é =Xp,e 06 :xt—l):P(é :x3‘§t—1 :xt—l)

V' XX, X,




Az entrdpia tulajdonsagai
2", Tétel

2’. Tetel :

, a legnagyobb a bizonytalansag a jovOre, akkor
van ha csak a jelent ismerem és a multat

’)

nem

Markov lanc tulajdonsag: ,a jelen ismeretében a
mult és a jovo fuggetlen”

»A jovo a multtol csak a jelenen keresztul fugg”
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Konvexitas
definicidja

Af(z1) + (1 — A) f(z2)
Centre of gravity

G|

I 1, IE
I = ..:!’L."L'| +{l - .-:\}Iz



Matematikai illusztracio
A lemma kovetkezményei

1) Zn a; log zb—is a log 2b—
=1 a

a .

1

Zn pizl:zn q, =1Vi—-—vre,p,,q,2 0
i=1

i=1
Z p . log ZLSUog 21—=0
i=1 ;

1

_(Z p, log 2pij_(_z p, log 2Qijgo
i=1 i=1

g, pP,)<S =Y p,log ,q,
i=1

(z)ai:pi’bizl’ b = n

> p,log , p;' <llg ,—=1log ,n
i=1

Az egyenletes eloszlas entrépiaja maximalis




Matematikai kitéro —
A valoszinlségszamitas alapfogalmairol

Elméleti 6sszefoglalo
AB,,B,,.., B, események teljes eseményrendszert alkotnak, haB ;+ B, +...+ B =0

ésB;-B;=J,haiz (i=1,2,..,n;j=1,2,..,n).

[Masképpen P(B ; )+...+P(B ,)=1 ésP(B;-B;)=0]

A teljes valdszinlség tétele

HaaB,,B,,.. B, események teljes eseményrendszert alkotnak, és P( B )0

(i=1, 2, ...,n ), akkor tetsz6leges A esemény valdszinliségére érvényes a kovetkez6:
P(A)=P(A|B;)-P(B;)+P(A[B,)P(B,)+.+P(A[ B, )P(B, )=} P(A[B;)P(B;).

i=1..n

A Bayes-tétel
HaaB,, B,, .. B,k események teljes eseményrendszert alkotnak, és P( B ; )20
(i=1, 2, ...,n ), tovabba A tetsz6leges olyan esemény, amelyre P( A )20 , akkor

P(B;|A)=P(AlB)P(B;)/% ;. ,P(A]B;)P(B;).
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