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Bevezetés

Ez a példatar 134 feladatot tartalmaz az algoritmusok vilagabol. Mindegyik
feladatra részletes megoldast adunk. A feladatok dont6 tobbsége az infor-
matikus BSc és MSc hallgatok szaméra tartott algoritmuselmélet kurzusok
anyagahoz kapcsolddik. Ezek a kurzusok rendszerint érinti az alabbi témakat,
ezek ismeretét feltételezziik az olvasorol.

Aszimptotikus jel6lések.

Beillesztéses rendezés. Osszefésiiléses rendezés.

Lancolt listak. Binaris keres6fak. Piros-fekete fak.

Dinamikus programozés.

Mohé modszer.

Grafok abrazolasa szomszédsagi listakkal és szomszédsagi matrixszal.
Szélességi bejaras. Mélységi bejaras.

Legrovidebb utak. Dijkstra algoritmus. Bellmann-Ford algoritmus.
Floyd-Warshall algoritmus.

Minimalis koltségi feszitéfak. Prim algoritmus. Kruskal algoritmus.

Halozatok és folyamok. Ford-Fulkerson algoritmus. A maximalis fo-
lyam — minimalis vagas tétel. Egészértékiiség.

NP-teljesség. A SAT és a 3SAT nyelv.

A feladatokat hat téma koré csoportositottuk: keresés és rendezés, adat-
szerkezetek, dinamikus programozés és moh6 modszer, grafalgoritmusok, fo-
lyamok és parositasok, NP-teljesség és kozelits algoritmusok. A feladatokat,
illetve azok oOtleteit az irodalomjegyzékben felsorolt tankonyvekbdl és az in-
ternetrdl gytjtottiik.



A példatarat leginkabb informatikus és matematikus egyetemi hallgatok-
nak ajanljuk, de érdekl6dé kozépiskolasok is haszonnal forgathatjak, kiiléno-
sen ha programozas versenyekre késziilnek.

Szeretnék koszonetet mondani Fekete Istvannak, amiért elvallalta a kéz-
irat lektoralasat, és értékes tanacsaival jelentGsen hozzajarult annak jobba
tételéhez. Szeretnék még koszonetet mondani Bene Katalinnak a hasznos
beszélgetésekért, amelyeket a feladatokrol folytattunk.



Keresés és rendezés

Binaris keresés

Feladat.
Adott valés szamok egy monoton novekvéen rendezett A[l : n] témbje. Fel-
adatunk annak eldontése, hogy egy v szam el6fordul-e A elemei kozott. Igen-
16 valasz esetén a v elem A-beli helye is érdekel benniinket. Egy lehetséges
megoldéas a kdvetkezd.

Elgszor A kozépso elemével, legyen ez A[k|, hasonlitjuk Ossze v-t. Ha
v = Alk], akkor kész vagyunk. Ha viszont v # A[k], akkor a v elemet elég az
A[l], ..., Alk—1] vagy az A[k+1], ..., An] elemek kozott keresni attol fiiggs-
en, hogy v < A[k| vagy v > A[k]. Tehat egyetlen kérdéssel vagy megtalaljuk
v-t, vagy visszavezetjiik a feladatot egy feleakkora méretii feladatra. Az el-
jarast addig ismételjiik, amig a felezés lehetséges. A modszer neve binaris
keresés.

(A) Irjuk meg a binaris keresés algoritmust rekurziv és iterativ formaban is!

(B) Mutassuk meg, hogy az algoritmus koltsége O(logn).

Megoldas.
(A) Lassuk elGszor a rekurziv valtozatot. Az eljarast az (A, v, 1,n) paramé-
terekkel kell meghivni.

RekurzivBinarisKeresés(A,v,i,j)
if i>j then return nil
kozépso=[(i+j)/2]
if A[kozépsdl=v
then
return kozépsd
else
if A[kozépsdl>v
then return RekurzivBinadrisKeresés(A,v,i,kozépsd-1)
else return RekurzivBindrisKeresés(A,v,kézépsd+1,j)



Itt [(i + j)/2] szokasos modon az (i + j)/2 kifejezés értékének egészrészét
jeloli. J6jjon ezutan az iterativ valtozat.

IterativBinirisKeresés(A,n,v)
i=1
j=n
while i<=j do
kozéps6=[(i+j) /2]
if A[kozépsd]=v
then
return kozépsd
else
if A[kozépsdl>v
then j=kozépsd-1
else i=k0zépsd+1
return nil

(B) Jeldlje a keresés soran egyre csokken méreti résztomboket rendre Ay, As,
A Ttt Ay maga az A[l @ n] tomb, az A; résztombrél pedig feltessziik,
hogy nem iires és a kdzépsé elemével torténd osszehasonlitas mar megvalaszol-
ja a "v benne van-e az A tombben" kérdést. A felhasznalt 6sszehasonlitasok
szama igy Osszesen j. Az |A;q| < |Ai]/2 egyenlGtlenségek Osszefiizésével
kapjuk, hogy

[Ajl < TAl/2 < A2l /22 < <A /272 < LAY /27H = /270

(természetesen |A;| az A; résztomb elemszamat jeloli). Ezt Osszevetve az
|A;j| = 1 egyenldtlenséggel n/29~1 > 1, illetve atrendezve j < logyn + 1
adodik.

Két rendezett tomb kozéps6 eleme

Feladat.

Legyenek A[l : n] és B[l : n] monoton névekvGen rendezett tombok. Tegyiik
fel, hogy A és B Gsszesen 2n eleme mind kiilonb6z6. Adjunk O(logn) koltségi
algoritmust, amely A és B 0sszesen 2n eleme koziil meghatéarozza az n-ediket!

Megoldas.
Tegyiik fel, hogy az n-edik elem az A tombben van, mondjuk annak k-adik
eleme.



Legyen el6szor k < n. Ekkor az A tomb k — 1 eleme kisebb, mint A[k],
és n — k eleme nagyobb, mint A[k]. Tudjuk tovabba, hogy A és B Osszesen
2n eleme koziil n — 1 kisebb, mint A[k|, és n nagyobb, mint A[k]. Ezért
ebben az esetben a B tomb (n — 1) — (k — 1) = n — k eleme kisebb, mint
Alk], és n — (n — k) = k eleme nagyobb, mint A[k]. A B témb rendezettsége
miatt igy B[n — k] < A[k] < B[n — k + 1]. Vegyiik észre azt is, hogy ha
1 <K <k, akkor A[K'] < A[k] ésn—k <n—Fk, igy A[k'] < A[k] < Bn—F].
Hasonléan, ha k < k" < n, akkor A[k] < A[k"] ésn—k'+1 <n—k+1, igy
Bln — k" + 1] < A[k] < A[E"].

Hatra van még a k = n eset. Ekkor vilagos modon A[k] < B([1], tovabba
minden 1 < & < k esetén A[k'] < B[n — k'].

Mindezek alapjan binaris kereséssel eldonthetjiikk, hogy az A tombben
van-e olyan A[k] elem, amelyre vagy k < n és Bln—k] < A[k] < Bln—k+1],
vagy pedig k = n és Alk] < BJ[1]; ha talalunk ilyen A[k]-t, akkor az lesz az
n-edik elem. Ha nincs ilyen A[k], akkor az n-edik elem sziikségképpen a B
tombben van. A B témbben ugyancsak binaris kereséssel taldlhatunk olyan
Blk] elemet, amelyre vagy k < n és Aln — k] < B[k] < A[n — k + 1], vagy
pedig k = n és Blk] < A[l]; ekkor Blk] lesz az n-edik elem.

KozépsGElem(X,Y,1,h)
if 1>h
then
return nil
else
k=[(1+h) /2]
if k=n
then
if X[k]<Y[1]
then return X[k]
else return nil
else
if Y[n-k]<X[k] AND X[k]<Y[n-k+1]
then
return X[k]
else
if X[k]<Y[n-k]
then return KézépsdElem(X,Y,k+1,h)
else return KozépsS6Elem(X,Y,1,k-1)



KétTombKozépsGEleme (A,B,n)
kozéps6=KozépsdElem(A,B,1,n)

if k6zépsd=nil then k6zéps6=KozépsGElem(B,A,1,n)
return koézépsd

A binaris keresések koltsége O(logn), igy az algoritmus teljes koltsége
O(logn).

Barkochba

Feladat.
Az 1, 2, 3, ..., 16 szamok koziil kell kitalalni egyet barkochba kérdésekkel.
Egy ilyen kérdés a kovetkezd:

"A gondolt szam a H halmazban van?"

(A) Legalabb hany kérdésre van sziikség ahhoz, hogy kitalaljuk a gondolt
szamot?

(B) Tegyiik fel, hogy a kérdéseinket elgre le kell irni, és nincs befolyésunk arra,
hogy a gondol6 milyen sorrendben nézi és valaszolja meg azokat. Legalabb
hany kérdésre van sziikség ekkor ahhoz, hogy kitalaljuk a gondolt szamot?

(C) Tegyiik fel, hogy a kérdéseinket elére le kell irni, és nincs befolyasunk
arra, hogy a gondol6 milyen sorrendben nézi és valaszolja meg azokat. Hany
kérdéssel tudjuk biztosan kitalalni a gondolt szidmot, ha el6fordulhat, hogy
az egyik valasz elvész, miel6tt eljutna hozzank?

(D) Tegyiik fel, hogy a kérdéseinket el6re le kell irni, és nincs befolyasunk
arra, hogy a gondol6 milyen sorrendben nézi és valaszolja meg azokat. Hany
kérdéssel tudjuk biztosan kitaladlni a gondolt szamot, ha el6fordulhat, hogy
egyszer téves valaszt kapunk?

Megoldas.

(A) Egy-egy kérdés a szoba jov6 szamok halmazat két részhalmazra bontja:
az egyikben azok a szamok lesznek, amelyek esetén a kérdésre "igen" vélaszt
kapunk (amennyiben az a gondolt szam), a masikban pedig azok, amelyek
esetén a valasz "nem". "Rossz esetben" olyan valaszt kapunk, amely azt
mutatja, hogy a gondolt szdm abban a részhalmazban van, amelyik elem-
szama legalabb akkora, mint a masiké. Ezért ha minimélis szamu kérdéssel
szeretnénk kitalalni a gondolt szdmot, akkor nem tehetiink jobbat, mint-
hogy kérdéseinkkel egyméas utan megfelezziik a lehetGségeket. Négy kérdés
mindenképp sziikséges a kitalalashoz, és ennyi elég is (v6. binaris keresés).
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(B) Most is sziikség van legalabb négy kérdésre. Megmutatjuk, hogy ennyi
elég is. Ehhez azt kell elérniink, hogy a kovetkez6 kérdés az el6zére adott
barmely vélasz esetén megfelezze a lehetGségeket. Az alabbi megoldéas négy
kérdésében a halmazok a kévetkezdk:

1. halmaz 911011 (12|13 |14 |15 16
2. halmaz 516|718 13114 15|16
3. halmaz 314 718 11 | 12 15| 16
4. halmaz 2 4 6 8 10 12 14 16

Ehhez a megoldashoz példaul a kdévetkezd gondolatmenettel juthatunk
el. Irjuk fel a gondolt szamnal eggyel kisebb szamot kettes szamrendszerben
négy jeggyel (potoljuk az elejét nulldkkal, ha sziikséges). Ezek a felirasok a
kovetkezd tablazat oszlopaiban lathatok.

n 112134567 |8[9(10]11 (1213|1415 16
n—11011]2|3[4|5]6|7[89|10]|11]12]13]14]15
l.sor{O/0O|O|O]OjOJO}]O}2} 1|1 1 }1]1|1]1
2.sor |[O(O0O]O}2}1}141j0]jO0O OO0} 1 |1]1
3.sor |O|O(1 /10|01 |1T /00| 1T |1T]001]1
4. sor |01 (01 0|1 }jO0(1 01T O] T |0 1T}]0]1

Kérdéseink ezek utan a kovetkezsk:

1. Az igy kapott szam balrol (a tablazatban feliilr6l) szamitott elsg je-
gye 17

2. Az igy kapott szdm balrol (a tablazatban feliilrgl) szamitott masodik
jegye 17

3. Az igy kapott szam balrol (a tablazatban felilrdl) szamitott harmadik
jegye 17

4. Az igy kapott szam balrdl (a tablazatban feliilrgl) szamitott negyedik
jegye 17

A négy valasz alapjan megkapjuk a gondolt szamnal eggyel kisebb szam

kettes szamrendszerbeli alakjat, igy ki tudjuk talalni a gondolt szamot.
Vegyiik észre, hogy tablazatunk (als6) négy sora megfelel az elsé konst-

rukcidbeli négy kérdésnek. Az adott sorban az n — 1 szamnak megfelel
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oszlopban pontosan akkor all 1, ha n benne van az els6 konstrukcié megfelels
kérdésében szereplé halmazban.

(C) Ot kérdés nyilvan sziikséges. Megmutatjuk, hogy ennyi elég is. Ot meg-
felels kérdés a kovetkezGképpen adhaté meg. Most 16 db olyan 5 hossztsagi
0 — 1 sorozatot keresiink, amelyek koziil barmelyik kett6 legalabb két helyen
eltér egymastol. Ha ugyanis az egyik kérdésre nem érkezik valasz, azaz a so-
rozatokban az egyik helyen all6 elem eltiinik, akkor tovabbra is 16 kiilénb6z6
sorozatot kell kapnunk. Ez felel meg annak, hogy a négy megmaradt kér-
désre adott valaszbol minden esetben kitalalhaté a gondolt szam. Az alabbi
tablazat oszlopaiba 16 megfelels sorozatot irtunk be.

112134567 |8[9(10]11 (1213|1415 16
l.sor{O|O]O|O]OjOJO]O}2} T |11 }1]1|1]1
2.sor {O(O0O]|O}2}1}1)1]j0]j0O 001 1 |1]1
.sor |OjO(1 /10|01 (1 /001|100 1]1
4.sor |O|10}10}1/0}1|0} 1T }0]1|0|1]0]|1
S.sor |O(1/1}j0|1}j0(0y2|1j0 0} 12 ]0 1 |1]O0

Vegyiik észre, hogy az utolsé sor az el6zGekhez hozzatett paritasjelzs-bit.
Az 5 kérdés az 5 sorbol olvashatd ki. Fgy kérdés azokra a szamokra kérdez
ra, amelyek oszlopaban az adott sorban 1 all. Az 6t kérdésben a halmazok a
kovetkezdk:

1. halmaz 911011 (12|13 |14 |15 |16
2. halmaz 516|718 13114115 |16
3. halmaz 314 718 11 ] 12 15| 16
4. halmaz 2 4 6 8 10 12 14 16
5. halmaz 213 5 819 12 14 | 15

Az 6t kérdés koziil az els6 négy megegyezik a feladat el6z6 valtozataban konst-
rualt négy kérdéssel, az 6todik pedig azokra a szamokra kérdez ra, amelyekre
addig paratlan sokszor kérdeztiink ra. Igy Gsszességében minden szamra pa-
ros sokszor kérdeziink ra, tehat ha mind az 0t kérdésre kapnank valaszt,
akkor paros sok "igen'"-t hallanank. Ezért, ha egy vélasz hianyzik, akkor az
kitalalhato a tobbi négybdl.

(D) Elgszor vizsgaljuk meg, hogy legalabb hany kérdésre van sziikség! Tegyiik
fel, hogy k el6re leirt kérdéssel ki lehet taldlni a gondolt szamot. Tekintsiik
ezt a k kérdést, és valasszuk ki a 16 szam egyikét, mintha az lenne a gondolt
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szam. Valaszoljuk meg a k db kérdést hazugsag nélkiil. Irjunk l-est az
"igen", O-t a "nem" valasz helyett. Igy egy k hosszisagi 0 — 1 sorozatot
kapunk, amit a kivalasztott szam kodjanak fogunk nevezni.

Ha a vélaszol6 egyszer hazudik, akkor nem a szdm kodjat kapjuk, hanem
egy olyan sorozatot, amely egy helyen kiilonbozik a szam kodjatol. Az ilyen
sorozatokat a szam alkodjanak fogjuk nevezni. Alkodbol éppen k darab van,
mert a k kérdésbdl egyre kaphatunk rossz véalaszt, és mindegyik kérdésre
egyféle rossz valasz johet.

A 16 szamhoz 16 kod és 16k alkod tartozik. Ezeknek mind kiilénbozéek-
nek kell lenni, mert ha volna koztiik két egyforma, akkor az annak a 0 — 1
sorozatnak megfelel§ valaszok esetén nem tudnank kitalalni a gondolt sza-
mot. Osszesen 2 darab k hosszii 0 — 1 sorozat van, igy biztosan teljesiil
a 16(k + 1) < 2% egyenl6tlenség. A két oldal értékét & = 1,2,... esetén
tablazatban rtuk fel:

k 11213145 6 7 8
16(k+1) | 32|48 |64 80|96 | 112 | 128 | 144
2k 2 4] 811632 64 | 128 | 256

Lathato, hogy az egyenlStlenség k = 7 esetén teljesiil elGszor. Tehat 7 el6re
leirt kérdésre mindenképp sziikség van.

Megmutatjuk, hogy 7 elére leirt kérdéssel megoldhato a feladat. Ehhez 16
db olyan 7 hosszisagt 0 — 1 sorozatot kell megadni, amelyek koziil barmelyik
kettd legalabb harom helyen eltér egymastol. Ekkor a 16 kod és 16 x 7
alkod mind kiilonb6z6 lesz, hiszen ha két kiilonb6z6 kodhoz tartozéd alkod
megegyezik, akkor a két kod csak két helyen térhet el egymastol.

A kovetkezGképpen jarunk el. A 0000000 sorozattol kezdve mindig a lexi-
kografikusan legkisebb olyan sorozatot keressiik, amelyik az 6sszes korabban
mar kivalasztott sorozattol legalabb 3 helyen kiilonbozik. Az eredményiil
kapott 16 db 0 — 1 sorozat az alabbi tablazat oszlopaiban lathato:

112134567 |8[9(10]11 (1213|1415 16
l.sor{0/0O0jO|OjOjOJO]O}2} 1T |1 1 }1]1|1]1
2.sor |O(O0O]|O}2}1}141]j0]jO0O OO0 1 1 |1]1
.sor |O|O(1 120|011 /00 1| 1|00 1]1
4. sor |O|O1}1f1}|1/0j0|2}1T}0]0|0|0]|1]|1
S.sor [O(1|0|1|O0|1(0)1T]0] 1T 01T |0 1]0]1
6.sor|O|1 (011|010 O0 | 1T |00 1]0]1
7.sor |[O(1/1]0|0O}1}(1/0j1T]O0O 01T |1 ,0]0]1
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A 7 kérdés a 7 sorbol olvashaté ki. Egy kérdés azokra a szamokra kérdez ré,
amelyek oszlopaban az adott sorban 1 all. A hét kérdésben a halmazok a
kovetkezsk:

1. halmaz 911011 (12|13 |14 |15 |16
2. halmaz 216|718 13114 15|16
3. halmaz 314 718 11 ] 12 15| 16
4. halmaz 314156 9110 15 ] 16
5. halmaz 2 4 6 8 10 12 14 16
6. halmaz 2 415 7 9 11 14 16
7. halmaz 213 67 9 12 113 16

Hamis érme

Feladat.

Van 27 érménk, koziiliikk egy hamis, konnyebb a tobbinél. Feladat egy kétkara
mérleget hasznilva minél kevesebb méréssel meghatarozni, hogy melyik a
hamis érme.

Megoldas.

El6szor osszuk harom darab 9 elemi csoportba az érméket. Két csoportot
hasonlitsunk 6ssze. Ha az egyik csoport konnyebb a masiknal, akkor abban
van a hamis érme, ha egyenlSk, akkor a harmadikban. Ezek utan 9 érme
koziil kell kivalasztani a hamisat. Osszuk harom darab 3 elemii csoportba az
érméket. Két csoportot hasonlitsunk 6ssze. Ha az egyik csoport konnyebb a
mésiknél, akkor abban van a hamis érme, ha egyenl6k, akkor a harmadikban.
Végiil 3 érme koziil kell kivadlasztani a hamisat. Hasonlitsunk 0ssze két érmét.
Ha az egyik konnyebb, akkor az a hamis, ha egyenlsk, akkor a harmadik. Igy
harom mérés elegend6 a hamis érme meghatarozasahoz.

Ceruzaelemek

Feladat.

Micimacko mézdetektora két ceruzaelemmel miikodik. A fiokban 8 egyforma
tipust elem van, ezek koziil 4 vadonatij, 4 viszont méar lemeriilt. Az elemek
sajnos Osszekeveredtek. Micimack6 éppen hasznélni szeretné a mézdetek-
tort. Jobb lehetGség hijan kivalaszt két elemet, beteszi a mézdetektorba, és
megnézi, hogy a késziilék bekapcsolodik-e. Legalabb hany probélkozasra van
sziikség a mézdetektor miikodésbe hozasahoz?
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Megoldas.

Az egyszertiség kedvéért legyen az elemek halmaza {1,2,3,4,5,6,7,8}. El6-
szor vegyiik az 1,2, 3 elemeket, és probaljuk ki mindegyiket mindegyikkel.
Ha a mézdetektor nem kapcsolodik be egyik probéalkozasra sem, akkor az
1,2, 3 elemek koziil legaldbb ketts lemeriilt. FEzutan vegyiik a 4,5,6 eleme-
ket, és probaljuk ki mindegyiket mindegyikkel. Ha a mézdetektor nem kap-
csolodik be egyik probalkozasra sem, akkor a 4,5, 6 elemek koziil is legalabb
ketts lemeriilt. Ha tehat eddig nem kapcsolédott be a mézdetektor, akkor
1,2,3,4,5,6 elemek koziil legalabb négy lemeriilt, kovetkezésképpen a 7,8
elemek ujak, igy ezeket betéve a késziilékbe az sziikségképpen bekapcsolodik.
Ez a legrosszabb esetben is hét probalkozas.

Megmutatjuk, hogy hétnél kevesebb probélkozas altalaban nem elég. In-
direkt tegyiik fel, hogy van olyan eljaras, amely minden esetben legfeljebb
hat probalkozas utan miikodésbe hozza a mézdetektort. Tekintsiik azt a gra-
fot, amelynek cstcsai az elemek, két csiics kozott pedig akkor megy él, ha
az adott elempéart az eljaras soran valamikor kiprobaljuk. Ennek a grafnak
nyolc csicsa és legfeljebb hat éle van, tovabba nyilvan nem tartalmaz négy
olyan csticsot, amelyek koziil semelyik kettd nincs 6sszekotve (négy csucsu
tires grafot), mert ha torténetesen ezek az 4j elemek, akkor ezekbdl semelyik
kett6t nem probaltuk ki, igy a késziilek az eljaras sordn nem kapcsolddott
be. Hogy néz ki ennek a grafnak a komplementere? A csticsok szama nyolc,
az ¢élek szama legalabb 22, és a graf nem tartalmaz négy csicsu teljes gra-
fot. Ez viszont ellentmond Turan tételének (Id. az utolsé fejezetben): ha
egy nyolc cstucsu graf nem tartalmaz négy csicsu teljes grafot, akkor éleinek
szama legfeljebb 21.

Csuprok

Feladat.

Micimacko 63 fiokba osztotta szét a mézescsuprait dgy, hogy a k-adik fi-
Okba éppen k csupor van (k = 1,2,...,63). Adjunk optimalis lépésszamu
modszert az 6sszes fiok kiiiritésére, ha egy megengedett 1épés a kdvetkezs:
jeloljiink ki tetszoleges szamu fiokot, és mindegyikbdl vegyiink ki ugyanannyi
meézescsuprot!

Megoldas.
Vegyiik észre, hogy ha menet kozben létrejon két vagy tobb olyan fiok, ame-
lyek ugyanannyi csuprot tartalmaznak, akkor a tovabbiakban ezek a fikok
egyiitt kezelhetok.

Az els6 lépésben minden olyan fiokbol, amelyben legalabb 32 csupor
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van, vegylink ki 32 csuprot. Ezutén a nem iires fiokokban a csuprok szama
1,2,...,31. A masodik lépésben minden olyan fiokbél, amelyben legalabb 16
csupor van, vegyiink ki 16 csuprot. Ezutan a nem iires fiokokban a csuprok
szama 1,2,...,15. A harmadik lépésben minden olyan fiokbol, amelyben
legalabb 8 csupor van, vegyiink ki 8 csuprot. Ezutan a nem iires fickokban
a csuprok szama 1,2,...,7. Igy folytatva 6 lépésben kiiiriil az dsszes fiok.

Megmutatjuk, hogy 6-nal kevesebb 1épés nem elég. Tekintsiink egy tetszd-
leges modszert, és tegyiik fel, hogy ez t 1épésben iiriti ki a fiokokat. Minden
0 <7 < tesetén jelolje s; az i-edik lépés utan a nem iires fickokban eléforduld
kiilonb6z6 csuporszamok szamat. Most sqg = 63 és s; = 0.

Legyen 1 < ¢ < t, és tegyiik fel, hogy az i-edik lépésben kivalasztott
fiokokban el6fordulé kiilonb6z6 csuporszamok szama s. Ezekben a fibkokban
az i-edik lépés utan is s kiilénb6z6 csuporszam fog el6fordulni, igaz kozottiik
a 0 is szerepelhet. Ebbdl kovetkezik, hogy

s; = s— 1.

Masrészt azokban a fiokokban, amelyeket nem valasztottunk ki az i-edik
lépésben, az el6forduld kiilénb6z6 csuporszamok szama legalabb s;_; — s.

Igy
8; = 8i—1— S.

Osszeadva a két egyenldtlenséget
28; 2 si-1 — 1,
illetve atrendezve
sio1 <28+ 1
adodik. Egy kis szamoléas kovetkezik:
63 = s < 1+ 25
ST+2(1+2sy) =1+2+ 2%,
<T+2+2%(1+2s3) =1+2+22+2%3 < -
<1+2422 4 271 4 20,

=1+2+22+.. 4271
=2 1.

Ez azt jelenti, hogy 2! > 64, ennélfogva t > 6.
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Hanoi tornyai

Feladat.

Egy talapzatba harom fiiggGleges rud van rogzitve. A rudak egyikén n kiilon-
b6z atmérsjd, kozépen kifart korong helyezkedik el, alulrél felfelé csokkend
sorrendben.

Egy lépésben valamelyik rid legfels6 korongjat attehetjiik egy iires rudra
vagy egy masik rudon levé korongok tetejére, ha ezzel nagyobb atmérdji
korong nem keriil kisebb atmérdjii folé. A feladat az 6sszes korong athelyezése
egy masik ridra a fenti szabaly betartasaval; a korongok a mésik rudon is
alulrol felfelé az dtmérdjiik szerint csokkend sorrendben vannak. Legalabb
hany lépés sziikséges ehhez?

Megoldas.

A rudakra elsG, méasodik és harmadik sorszdmmal fogunk hivatkozni. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehet§, hogy az els6 riudrol a méasodik
radra akarjuk dthelyezni a korongokat. Egy lehetséges megoldas a kdvetkezd.
Ha n = 1, akkor egyszertien tegyiik at a korongot az els6 radrol a masodikra.
Ha pedig n > 2, akkor jarjunk el az alabbi médon.

(1) Helyezziik at az els6 rad fels6 n — 1 korongjat (rekurzivan) a harmadik
rudra.

(2) Tegyiik at a legnagyobb korongot az els6rél a méasodik radra.

(3) Helyezziik at a harmadik radon levé n — 1 korongot (rekurzivan) a
maésodik radra, a legnagyobb korong folé.

Lassuk az algoritmust ezek utéan. Az algoritmust az (n, 1,2, 3) paraméte-
rekkel kell meghivni.

HanoiTornyai(i,honnan,hova,felhasznalaséaval)
if i=1
then
print honnan & ’-->’ & hova
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else
HanoiTornyai(i-1,honnan,felhasznalasaval,hova)
print honnan & ’-->’ & hova
HanoiTornyai(i-1,felhasznadlasaval,hova,honnan)

Jelolje T'(n) az algoritmus 1épésszamat n korong athelyezése esetén. Nyil-
van T'(1) = 1. Legyen ezutan n > 2. Az els6 fazis, amikor az elsé rad felss
n — 1 korongjat athelyezziik a harmadik radra, T'(n — 1) 1épés. A masodik
fazis, amikor a legnagyobb korongot az els6rél a masodik ridra helyezziik at,
egy lépés. A harmadik fazis, amikor a harmadik ridon levé n — 1 korongot
athelyezziik a masodik rudra, ismét T'(n — 1) 1épés. Ebbdl kovetkezik, hogy
T(n) =2T(n — 1) + 1 minden n > 2 egész szamra. Osszefoglalva

,Nm:{l han=1,

2I'n—1)+1 han>2.
A rekurziv formulat kifejtve

T(n)=1+2T(n—1)
=1+2(1+2T(n—2))
=14+2+4+4T(n —2)
—1+2+4(1+2T(n—3))
—1+2+4+8T(n—3)
—1+2+4+8(1+2T(n—4))
=14+2+4+8+16T(n—4)

=1+4+2+4+--4+2"24+2"'T(1)
=1+2+4+---+2" 24271

2" —1
= =2"-1
2—-1

Megmutatjuk, hogy az altalunk talalt algoritmusnal nincs hatékonyabb
eljaras. Jelolje T*(n) a minimalis lépésszamot, amely n korong egyik radrol
egy masikra torténd athelyezéséhez sziikséges. Nyilvan 7%(1) = 1. Tegyiik fel
ezutéan, hogy n > 2 korongot szeretnénk athelyezni az els6 radrol a masodik-
ra. Valamelyik lépésben nyilvan at kell helyezniink a legnagyobb korongot az
els6 rudrol egy masikra, mondjuk a masodikra. Hogy ezt megtehessiik, nyil-
van az 0sszes tobbi korongnak a harmadik riadon kell lenni. Ekkor viszont ezt
az n— 1 korongot el6zéleg at kellett helyezni az elsé radrol a harmadikra, ami
legalabb T*(n — 1) lépés. Hasonloan, miutan a legnagyobb korong a végsé
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helyére keriil, ismét legalabb T*(n — 1) 1épés sziikséges ahhoz, hogy a tobbi
korongot f6lé helyezziik. Ebb6l kovetkezik, hogy T*(n) > 27*(n—1)+ 1 min-
den n > 2 egész szamra. Innen régton adodik, hogy 7*(n) > T'(n) minden n
pozitiv egész szamra.

Csere

Feladat.

Célunk az A[l : n| tomb A[l : k] és Alk+ 1 : n] részeinek felcserélése. Oldjuk
meg ezt a feladatot csupan konstans méreti segédmemoriat hasznalva O(n)
koltséggel!

Megoldas.
Egy lehetséges rekurziv megoldas a kovetkezs.

e Ha az A[l : k] és az Alk + 1 : n] részek ugyanolyan méretiiek, akkor
egyszertien cseréljiik fel a két részt.

e Ha az A[l : k| rész mérete kisebb, mint az A[k + 1 : n| részé, akkor
cseréljiik fel az A[l : k| részt az azzal megegyez6 méretti A[k + 1 : 2k]
résszel, majd (rekurzivan) cseréljiik fel az aj Alk + 1 : 2k| részt az
A2k 4 1 : n] résszel.

e Ha az A[l : k] rész mérete nagyobb, mint az A[k + 1 : n] részé, akkor
cseréljiik fel az A2k — n + 1 : k] részt az azzal megegyezd méreti
Alk + 1 : n] résszel, majd (rekurzivan) cseréljiik fel az A[l : 2k — n]
részt az 4j A2k —n + 1 : k| résszel.

EgyenléRészeketFelcserél(A,i,1,]j)
for s=1 to 1-i+1 do
Csere(A[i+s-1],A[1+s])

Felcserél(A,i,1,j)
if 1-i+1=j-1
then
EgyenloRészeketFelcserél(A,i,1,j)
else
if 1-i+1<j-1
then
EgyenlGRészeketFelcserél(A,i,1,21-i+1)
Felcserél(A,1+1,21-i+1,j)
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else
Egyenl6RészeketFelcserél(A,21-j+1,1,7)
Felcserél(A,i,21-j,1)

Felcserél(A,1,k,n)

Mennyi az eljaras soran végrehajtott elemcserék szama? Vegyiik észre,
hogy minden cserével a témb legalabb egy eleme a helyére keriil. Ebbdl
kovetkezik, hogy a cserék szama legfeljebb n.

A feladat meglepGen egyszeri modon is megoldhat6. ElGszor forditsuk
meg az elemek sorrendjét az A[l : k| résztombben, majd az Alk + 1 : n]
résztombben, végiil az egész A[l : n| tombben.

SorrendetFordit(4,i,j)
if i<j then
for 1=1 to [(j-i+1)/2] do
csere(A[i+1-1],A[j-1+1])

Felcserél(A,n,k)
SorrendetFordit(A,1,k)
SorrendetFordit (A,k+1,n)
SorrendetFordit(A,1,n)

Ot szam rendezése

Feladat.
Mutassuk meg, hogy 6t szdm rendezhets 7 &sszehasonlitassal!

Megoldas.

Jelolje a rendezendd elemeket a, b, c,d,e. ElGszor hasonlitsuk Gssze az a és
b, illetve a ¢ és d elemeket. Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetd,
hogy az eredmény a < b és ¢ < d. A kovetkezs 1épésben hasonlitsuk Ossze
a b és d elemeket. Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy az
eredmény b < d. Eddig 0sszesen harom oOsszehasonlitast végeztiink. Ezutan
az e elemet az a, b, d elemek kozé két 6sszehasonlitas felhasznalasaval beszir-
hatjuk: el6szor a kdzéps6 elemmel, majd az eredménytdl fliiggéen a szélsGk
valamelyikével hasonlitjuk 6ssze e-t. Mivel mar tudjuk, hogy ¢ < d, végiil a
c elemet d < e esetén az a, b elemek kozé, kiilonben pedig vagy az e, a, b vagy
az a,e,b vagy az a,b, e elemek kozé kell besztirni. Ehhez ismét elegend6 két
Osszehasonlités.
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Buborék rendezés

Feladat.
Feladatunk az A[l : n| tomb rendezése. Egy lehetséges megoldés a kovetke-
76. A témb végérdl indulva a rosszul allé6 szomszédos elemeket cserélgetve
eljutunk a tomb elejéig. Ekkor a legkisebb elem(ek egyike) A[l]-ben van.
Utana ismételjiik ezt az A[2 : n| résztombre, majd az A[3 : n| résztombre,
sth. Végiil A rendezett lesz. A modszer neve buborék rendezés.

Irjuk meg a buborék rendezés algoritmust!

Megoldas.

BuborékRendezés (A,n)
for i=1 to n-1 do
for j=n downto i+l do
if A[jI<A[j-1] then Csere(A[j]1,A[j-11)

A legrosszabb esetben n(n—1)/2 az dsszehasonlitasok, és ugyanennyi a cserék
szama (ez akkor fordul el6, ha a témb kezdetben csokkenden rendezett).

Javitott buborék rendezés

Feladat.
Vegyiik észre, hogy ha a buborék rendezés kiils§ ciklusanak egy iteracioja
sordn egyetlen cserét sem hajtottunk végre, akkor felesleges minden tovabbi
Osszehasonlitas, a tomb rendezett. St ennél kicsit tobb is igaz: a kiils6 ciklus
egy iteracidja utan az iteraci6 soran utolsoénak végrehajtott csere helyétdl
balra es6 rész kész, igy ezutan elég a jobbra esé résszel foglalkozni.

Irjuk meg a buborék rendezés algoritmusnak az el6bbi észrevételt kihasz-
nalo javitott valtozatat!

Megoldas.

JavitottBuborékRendezés (A ,n)
i=1
while i<=n-1 do
s=n
for j=n downto i+l do
if A[j1<A[j-1] then
Csere(A[j],A[j-11)
5=
i=s
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A legrosszabb esetben most is n(n — 1)/2 az Gsszehasonlitasok, és ugyan-
ennyi a cserék szama (ez akkor fordul elg, ha a tomb kezdetben csokkenGen
rendezett).

Nem rekurziv osszefésiiléses rendezés

Feladat.
Irjuk meg az Osszefésiilés rendezés algoritmust iterativ forméaban!

Osszefésiilés(A,p,q,r)
k=q-p+1
l=r-q
for i=1 to k do
B[i]=A[p+i-1]
for j=1 to 1 do
C[j1=Alq+j]
B[k+1]=INFINITY
C[1+1]=INFINITY
i=1 : j=1
for m=p to r do
if B[il<=C[j]
then
Alm]=BI[il
i=i+l
else
A[m]=C[j]
j=j+1

RekurzivOsszefésiilésesRendezés (A,p,r)

1f p<r then
q=L(p+r) /2]
RekurzivOsszefésiilésesRendezés(A,p,q)
RekurzivOsszefésiilésesRendezés(A,q+1,r)
Osszefésiilés(A,p,q,r)

RekurzivOsszefésiilésesRendezés(A,1,n)

Megoldas.

Els lépésben az A[l : n] tombben szomszédos parokat rendezziik. Utdna a
méar rendezett szomszédos parokbol rendezett négyeseket alakitunk ki 6ssze-
fésiiléssel (ugyanazt az eljarast hasznalva, mint a rekurziv valtozat), majd
ezekbdl rendezett nyolcasokat, és igy tovabb. A koltség itt is O(nlogn).
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IterativOsszefésiilésesRendezés (A,n)
1=2
while i<2*n do
r=0
while r<n do
p=r+l
r=r+i
g=L(p+r) /2]
if q<n then
r=min(r,n)
ﬁsszefésﬁlés(A,p,q,r)
1=2%1

Osszefésiilés variacio

Feladat.
Irjuk meg az Gsszefésiilés algoritmust a tombok végére beszurt segédelemek
hasznalata nélkil!

Megoldas.
A B[1: k] és C[1 : 1] tomboket fésiiljiik ossze az A[l : k + ] tombbe.

Osszefésiilés(B,k,C,1,A,k+1)
i=1
j=1
m=0
while i<=k AND j<=1 do
m=m+1
if B[il<=C[j]
then
A[m]=B[i]
i=i+l
else
Alm]=C[j]
j=j+1
while i<=k do
m=m+1
A[m]=B[i]
i=i+l
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while j<=1 do
m=m+1
Alm]=C[j]
j=j+1

Adott 0sszeg keresése

Feladat.

Adott egész szamoknak egy A[l : n| tombje és egy b egész szam. Adjunk
O(nlogn) koltségi algoritmust, amely eldonti, hogy van-e két olyan eleme a
tombnek, amelyek Osszege éppen b.

Megoldas.

Rendezziik elészor az A[l : n] témbot mondjuk Gsszefésiiléses rendezéssel!
Ezek utan egymas utan minden egyes 1 < ¢ < n — 1 indexre binaris keresés-
sel ellendrizziik, hogy a b — A[i] szam benne van-e a (rendezett) Ali + 1 : n]
résztombben. Ha valamikor taldlunk ilyen elemet, akkor megallunk, és a kér-
désre "igen" a valasz. Egyébként nincs két olyan eleme a tombnek, amelyek
Osszege b.

Jegyezziik meg, hogy az i-edik iteracioban, amikor a b — A[i] értéket ke-
ressiik, nem kell torédniink az A[1 : i| résztémb elemeivel. Valoban, ha lenne
olyan j < i index, amelyre A[j] + A[i] = b, akkor az eljaras mar a j-edik
iteracioban befejez6dott volna, amikor is A[j]-hez kerestiik a b— A[j] értéket.

Az Gsszefésiiléses rendezés koltsége O(nlogn). Az egyes binaris keresések
koltsége O(logn), igy a keresések 6sszkoltsége szintén O(nlogn). Ennélfogva
az algoritmus teljes koltsége O(nlogn).

Inverzidok szama

Feladat.

Adott kiilonb6z6 szamoknak egy A[l : n] tombje. Azt mondjuk, hogy vala-
mely 1 < i< j < nesetén az (i,7) par az A egy inverzidja, ha Ali] > A[j].
(A) Soroljuk fel a (2,3,8,6,1) tomb inverzioit!

(B) Az Al : n] tomb inverzidinak szdma mikor maximalis?

(C) Mi a kapcsolat a beillesztéses rendezés koltsége és a rendezendd tomb
inverzidinak szama kozott?
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BeillesztésesRendezés(A,n)
for j=2 to n do
s=A[j]
i=j-1
while i>0 AND A[il>s do
A[i+1]=A[i]
i=i-1
Ali+1]=s

(D) Adjunk O(nlogn) koltségii algoritmust, amely meghatéarozza az A[l : n|
tomb inverzidinak szamat!

Megoldas.
(A) Ot inverzi6 van:

(1,5),(2,5),(3,4),(3,5),(4,5).

(B) Az inverziok szama legfeljebb annyi, mint a lehetséges indexparok szama,

vagyis
n
5 )

Ha a téomb monoton csékkenden rendezett, akkor az inverziok szama éppen
ennyi.

(C) A beillesztéses rendezés koltsége O(n + I), ahol I a rendezends t6mb
inverzi6dinak szama. Fz a kovetkezGképpen lathaté be. A while ciklusok kolt-
ségét nem szamitva az algoritmus koltsége O(n). A while ciklusok minden
iteraciojaban pontosan egy inverzié megsziinik. Mire az algoritmus befejezs-
dik, egyetlen inverzi6 sem marad. Ez csak gy lehet, ha a while ciklusokbeli
iteraciok szama Osszesen éppen I. Ezért az algoritmus teljes koltsége O(n—+1).

(D) Modositsuk a rekurziv dsszefésiiléses rendezés algoritmust a kovetkezo-
képpen.

InverzitkSzamaOsszefésiiléssel (A,p,q,T)
k=q-p+1
l=r-q
for i=1 to k do
B[i]=A[p+i-1]
for j=1 to 1 do
C[j1=A[qg+j]
B[k+1]=INFINITY
C[1+1]=INFINITY
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i=1
j=1
inv=0
for m=p to r do
if B[i]<C[j]
then
A[m]=B[i]
i=i+l
else
Alm]=C[j]
inv=inv+k-i+1
J=i+t
return inv

InverzidkSzama(A,p,r)
inv=0
if p<r then
g=L(p+r) /2]
inv=inv+InverzidkSzama(A,p,q)
inv=inv+InverzidkSzama(A,q+1,r)
inv=inv+InverzidkSzamalsszefésiiléssel(A,p,q,T)
return inv

InverzidkSzama(A,1,n)

Elgszor az A[l : n| tombot az A[l : q| és az A[g + 1 : n] résztombdkre
bontjuk, ahol ¢ = [(n+1)/2], és rekurzivan meghatérozzuk az egyes résztom-
bok inverzioszamat. Ezutan kovetkezik azon (i', j') inverziok osszeszamlélasa,
amelyekre 1 < 7/ < ¢ < j' < n. Ezt valositja meg az InverzidkSzamaOssze-
fésiiléssel eljaras. Jegyezziik meg, hogy mire az eljards meghivasra keriil,
az A[l: q] és az Alg+ 1 : n] résztombok mar rendezettek.

Belatjuk az InverziékSzamaOsszefésiiléssel eljaras helyességét. Te-
gyiik fel, hogy az eljaras soran éppen az Alp : q] résztomb A[i'] és az Alg+1 : 7]
résztomb A[j'] értékének Gsszehasonlitasanal tartunk, ahol p < i’ < ¢ < j' <
r. Azt is tegyiik fel, hogy mar minden olyan inverziot felderitettiink, amely-
nek az elsé komponense p és i/ — 1 kozott van, vagy a méasodik komponense
g+ 1és i — 1 kozott.

e Ha A[/'] < Alj'], akkor A[j'] < A[j'+1] < --- < A[n] miatt nincs olyan
eddig nem latott inverzi6, amelynek elsé komponense ', igy ennél a
lépésnél a felderitett inverziok szama nem nd.
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e Ha A[/'] > A[j'], akkor Alg] > --- > A[/' + 1] > A[i] miatt (¢, 7),
(" +1,5"),...,(q,5") eddig nem latott 0j inverziok, igy ennél a lépésnél
a felderitett inverziok szama (q — i’ + 1)-gyel né.

Innen az InverzidkSzamaOsszefésiiléssel eljaras helyessége adodik.
Az algoritmus teljes koltsége az Osszefésiiléses rendezéséhez hasonldan
O(nlogn).

Majdnem rendezett tomb

Feladat.

Adott kiilonb6z6 szamoknak egy novekvGen rendezett A[l : n] tombje. A
tomb elemeit valaki megkeveri, de csak annyira, hogy minden egyes elem 1j
helye az eredetitdl legfeljebb k tavolsagra esik. Adjunk hatékony algoritmust
az eredeti allapot helyreallitasara!

Megoldas.

A megkevert tomb szerkezetére vonatkozé kulcsészrevétel a kovetkezs: bar-
mely A[i] elem indexe legfeljebb 4k — 2 inverziéban szerepelhet; az inverzi6
mésik tagja sziikségképpen az

i 2%k 10— 2%+, i 2% 20+ 2% 1

indexek koziil keriil ki.

1 —k 7 i+ k
1—2k+1 1 —k+1 i+ k-1 142k —1

gy a megkevert tomb inverzidinak szama legfeljebb n(4k — 2).

Rendezziik most a megkevert tombot beillesztéses rendezéssel. Ennek
koltsége O(n + I), ahol I a t6mb inverzidinak szama. Itt [ = O(nk), igy a
visszarendezés koltsége O(nk).

A feladat megoldhato O(nlog k) koltséggel is. Az egyszertiség kedvéért
tegyiik fel, hogy n oszthato 2k-val. A megkevert témb szerkezetére vonatkozo
fenti kulcsészrevételbdl kovetkezik, hogy az alabbi ¢ = 2k darab (rész)témb
rendezett:

Ay = (A[1], A2k + 1], Ak + 1],..., Aln — (2k — 1)]),
Ay = (A[2], A2k + 2], A[dk + 2],..., Aln — (2k — 2)]),
4= (A[2k], A4k], A[6K],. .., A[n)).
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A visszarendezéshez ezért elég az Ay, Ao, ..., A; tomboket Gsszefésiilni. En-
nek egy hatékony megvalositasa a kovetkezs. Elsé menetben Gsszefésiiljiik az
Ay és Ay tomboket az Ao tombbe, az Az és A4 tomboket az As, témbbe, és
igy tovabb. Masodik menetben Osszefésiiljiik Ao és Az tomboket az Ajozy
tombbe, az Asg és Azg tomboket az Asgrs tombbe, és igy tovabb. Folytassuk
ezt amig van legalabb két témb.

Vilagos, hogy az eljaras [log k] menet utéan befejezédik. Egy menetben
az Osszefésiilések koltsége O(n), igy az eljaras teljes koltsége O(nlogk).

Mobdositas rendezett tombben

Feladat.

A monoton novekvGen rendezett A[l : n] tomb k darab elemét valaki meg-
valtoztatta. A valtoztatasok helyeit nem ismerjiik. Adjunk O(n + klogk)
koltségl algoritmust az igy modositott tomb rendezésére!

Megoldas.
Vegyiink fel két segédtombot, jelolje ezeket R és S, és osszuk szét az A t6mb
elemeit R és S kozott a kdvetkezSképpen:

Szétoszt(A,n)
j=0 : 1=0
for i=1 to n do
if j=0
then
j=j+1
R[j1=A[i]
else
if R[jI<=A[i]
then
j=j+1
R[j1=A[i]
else
1=1+2
S[1]1=AT[i]
S[1-11=R[j]
j=3-1
return R,j,S,1

El6szor is vegyiik észre, hogy az R tomb monoton novekvGen rendezett.
Tekintsiik ezutan az S tombo6t. Az S tombbe paroséval keriilnek az elemek,
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mindig egy olyan (A[h], A[i]) par, amelyre h < i és A[h] > A[i]. Mivel az A
tomb eredetileg monoton névekvéen rendezett volt, egy ilyen par csak akkor
jelenhet meg, ha az A[h] és Ali] elemek koziil legalabb az egyik megvaltozott.
Feltételiink szerint k elem valtozott meg, ezért legfeljebb k ilyen par lehet az
S témbben.

Az algoritmus ezek utan a kovetkezé. Az A tomb szétosztasa utéan ren-
dezziik az S tombot, majd fésiiljiik Gssze a rendezett R és S tomboket.

A szétosztés koltsége O(n), az S tomb rendezéséé O(klog k), az Osszefé-
siilésé pedig ismét O(n). Igy az algoritmus teljes kéltsége O(n + klog k).

Gyorsrendezés

Feladat.

Adott kiilonb6z6 szamoknak egy A[l : n| témbje. A tomb rendezésére egy
lehetséges modszer a kévetkezd. Vegyiik a tomb egy véletlen elemét. Mozgas-
suk a tomb elejére az ennél kisebb, a végére pedig az ennél nagyobb elemeket,
majd a kivalasztott elemet helyezziik el a nala kisebbek, illetve a nala na-
gyobbak kozé. Ezzel a kivalasztott elem a rendezés szerinti helyére keriil.
Rendezziik ezutan a kivalasztott elem el6tti és mogotti résztomboket kiilon-
kiilén rekurziv moédon. A moédszer neve gyorsrendezés.

(A) Irjuk meg a particionalé eljarast és a rendezd algoritmust!
(B) Mutassuk meg, hogy az algoritmus Gsszehasonlitasok szamaban mért
koltségének varhato értéke O(nlogn).

Megoldas.

(A) Lassuk elGszor a particionalé eljarast, amely az Alp : r] résztombot
rendezi at helyben. Az eljaras a véletlen particionalo elem (&trendezés utani)
indexével tér vissza. Az Osszehasonlitdsok szama r — p.

Particionilas(A,p,r)
i=Random(p,r)
csere(A[i],A[r])
i=p-1
for j=p to r-1 do
if A[jI<A[r] then
i=i+1
csere(A[i],A[;])
csere(A[i+1]1,A[r])
return i+l
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Ezutan j6jjon a rendezé algoritmus. Az algoritmust az (A, 1,n) paraméte-
rekkel kell meghivni.

Gyorsrendezés (A,p,r)

if p<r then
g=Particionalas(A,p,r)
Gyorsrendezés(A,p,q-1)
Gyorsrendezés (A,q+1,r)

Vegyiik észre, hogy a rekurzidé mélysége a legrosszabb esetben itt a témb
méretében linearis. A kovetkez§ valtozatban a rekurzidé mélysége a tdmb
méretében logaritmikus a legrosszabb esetben is. Az algoritmust az (A, 1,n)
paraméterekkel kell meghivni.

MédositottGyorsrendezés(A,p,r)
while p<r do
q=Particiondlas(A,p,r)
if g-p<r-q
then
MédositottGyorsrendezés(A,p,q-1)
p=q+1
else
MédositottGyorsrendezés(A,q+1l,r)
r=q-1

(B) Nem megy az altalanossag rovasara, ha azt gondoljuk, hogy a rende-
zendG elemek az 1,2, ..., n egész szamok. Jelolje T'(n) az Gsszehasonlitasok
szamanak varhato6 értékét. Nyilvan 7(0) = T'(1) = 0.

Legyen T'(n,j) az Osszehasonlitasok szaméanak varhato értéke abban az
esetben, amikor a legelGszor valasztott particionalo elem éppen j. Vilagos,

hogy
T(n,j)=n—-14+T(G—-1)+T(n—7).

A particionald elem véletlen véalasztasanak koszonhetGen

T(n)=—-(Tn1)+Tn,2)+---+T(n,n—1)+T(n,n)).

SRS

Innen az el6z6 Osszefiiggéseket felhasznélva kikiiszobolhetjiik a T'(n, j) meny-
nyiségeket:

ﬂm:n—1+%UﬂD+HD+TQ%H“+TM—D)
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Szorozzuk be mindkét oldalt n-nel:
nl'(n)=n(n—-1)+2(T0)+T(1)+T(2)+---+T(n—-1)),
majd irjuk fel ugyanezt a formulat n — 1 esetén is:
m—1)Tn—-1)=n-1)n-2)+2(T0)+TQ)+T2)+---+T(n—2)).
A két formulat egymasbol kivonva kapjuk, hogy
nT(n)—(n—1)Tn—-1)=2(n—1)+2T(n — 1),

illetve atrendezve
T(n) Tn-1) 2(n-1)
— 4 )
n+1 n n(n+1)

Noveljiik a jobb oldal masodik tagjat:

T Tn—1 2
() _Tw-1) 2
n+1 n n

Ezt ismételten onmagaba helyettesitve azt nyerjiik, hogy

T 2 Tn-1
() _2, Th-1)
n+1 n n
2 2 T(n—2)
< —+4+ +
n n-—1 n—1
<2+ 2 n 2 T(n—3)
n n—1 n-—2 n—2
<2—i— 2 + 2 + - +2+T(1)
n n—1 n-—2 2 2
—2—1— 2 + 2 + —1—2
n n—1 n-2 2
Innen
1+1+ -I— + =1
273 n

(Riemann als6 kozelits 6sszeg) felhasznalasaval
T(n) = O(nlogn)
adodik.

Megjegyezziik, hogy 6sszehasonlitasok szamanak varhato értékére T'(n) <
1.39nlogn is igazolhato.
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Csavarok és anyak

Feladat.
Adott egy dobozban n kiilonbéz6 méreti csavar, egy masik dobozban pe-
dig a hozzajuk ill6 anydk. Sajnos sem a csavarokat nem tudjuk egymassal
Osszehasonlitani, sem az anyakat. Azt tudjuk csak kiprobalni, hogy egy csa-
var kiils6 atmérgje kisebb, nagyobb vagy egyenls egy anya bels6 atmérgjénél
(megprobaljuk az anyat racsavarni a csavarra).

Adjunk hatékony randomizalt algoritmust az egymasnak megfelel6 csa-
varok és anyék Osszeparositasara! Az algoritmus Osszehasonlitdsokban mért
koltségének varhato értéke O(nlogn) legyen!

Megoldas.

Valasszunk véletlenszertien egy c csavart. Keressiilk meg a ¢ csavarhoz illg
a anyat, ekdzben vilogassuk szét a tobbi anyat az a anyanél kisebbekre és
nagyobbakra (az el6z6 feladat particionalo eljarasdhoz hasonlo modon). Ez
n darab Osszehasonlitds. Az a anya segitségével valogassuk szét a csavarokat
is a ¢ csavarnal kisebbekre és nagyobbakra. Ez tovabbi n — 1 darab Osszeha-
sonlitas. Igy az 6sszehasonlitasok szama Gsszesen 2n — 1. Ezutan rekurzivan
parositsuk a c-nél kisebb csavarokat az a-nal kisebb anyékkal, illetve a c-nél
nagyobb csavarokat az a-nal nagyobb anyakkal.

Elemezziik az algoritmus (Gsszehasonlitdsokban mért) koltségét. Nem
megy az altalanossag rovasara, ha azt gondoljuk, hogy a csavarok atméréi az
1,2,...,n egész szamok. Jeldlje T'(n) az 6sszehasonlitasok szamanak varhato
értékét. Nyilvan 7°(0) = T'(1) = 0.

Legyen T'(n,j) az Osszehasonlitasok szaméanak varhato értéke abban az
esetben, amikor a legelGszor valasztott csavar éppen a j atmérdjda. Vilagos,

hogy
T(n,j)=2n—14+T(j—1)+T(n—j).

A csavar véletlen valasztasanak koszonhetSen

T(n)=—-Tn1)+Tn,2)+--+T(n,n—1)+T(n,n)).

S|

Innen az el6z6 Osszefiiggéseket felhasznélva kikiiszobolhetjitk a T'(n, j) meny-
nyiségeket:

T(n) = 2n — 1+ = (T(0) + T(1) + T(2) + -+ T(n — 1))
Szorozzuk be mindkét oldalt n-nel:
nlT'(n)=n2n—-1)+2(TO0)+T1)+T2)+---+T(n—-1)),
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majd irjuk fel ugyanezt a formulat n — 1 esetén is:

n=1DTn-1)=mn-1)2n-=3)+2(T0)+T(1)+T2)+---+T(n—2)).

A két formulat egymasbol kivonva kapjuk, hogy
nT(n)—(n—1)Tn-1)=4n—-3+2T(n —1),

illetve atrendezve

T(n) _T<n_1)+ 4n — 3
n+l  n nn+1)
Noveljiik a jobb oldal masodik tagjat:
T T(n—1 4
(W _T-1) 4

n+1 n n

Ezt ismételten onmagaba helyettesitve azt nyerjiik, hogy

T(n) <4+T(n—1)
n+1

Innen
1 1 1 1 " dx
S I I — =Inn
2 3 n—1 n 1 T

(Riemann als6 kozelits osszeg) felhasznélasaval
T(n) = O(nlogn)

adodik.

Binaris szamok rendezése

Feladat.
Adott d jegyi binaris szamok egy A[l : n] témbje. Tervezziink O(nd) kolt-
ségli algoritmust a tomb rendezésére!
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Megoldas.
Mozgassuk elészor a tomb elejére azokat a binaris szamokat, amelyek 297!
helyiértékén 0 all, a végére pedig azokat, amelyeknek 1. Az igy kialakult
két résztombben kiilon-kiilon mozgassuk a résztomb elejére azokat a binéris
szamokat, amelyek 2972 helyiértékén 0 all, a végére pedig azokat, amelyeknek
1, és igy tovabb.

Az algoritmus ezek utan a kovetkez6. A Bit(x,i) fiiggvény egy = bina-
ris szam 20! helyiértékén allo szamjegyét adja vissza konstans idében. Az
algoritmust az (A, d, 1,n) paraméterekkel kell meghivni.

BinAdrisSzamokRendezése(A,i,1,h)
if i>0 AND h>1 then
j=1
k=h
while j<k do
while j<k AND Bit(A[j],i)=0 do
j=i+1
while j<k AND Bit(A[k],i)=1 do
k=k-1
if j<k then
Csere(A[j],A[k])
j=i+1
k=k-1
if Bit(A[j],i)=1 then
j=j-1
BindrisSzamokRendezése(A,i-1,1,3j)
BinarisSzamokRendezése(A,i-1,j+1,h)

Maximalis novekedés

Feladat.

Adott valés szamoknak egy A[l : n] témbje. Adjunk hatékony algoritmust,
amely meghataroz két olyan 1 < ¢ < j < n indexet, amelyekre A[j] — Alf]
maximalis!

Megoldas.
A megoldés alapétlete a kovetkezs. Bontsuk fel az A[1 : n] t6mbot az A[l : m)|
és Alm + 1 : n] résztémbdokre, ahol m = [(n +1)/2].

(1) Rekurzivan keressiink olyan 1 < i < j < m indexeket, amelyekre
Alj] — Ali] maximalis az A[l : m] résztémbon.
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(2) Rekurzivan keressiink olyan m + 1 < i < j < n indexeket, amelyekre
Alj] — Ali] maximalis az A[m + 1 : n] résztdmbon.

(3) Vizsgaljuk meg, hogy mely 1 < i < m < j < nindexekre lesz A[j]— Ali]
maximalis. Viladgos, hogy itt az optimumot azok az ¢ és j indexek
adjak, amelyekre A[i| az A[l : m| résztomb egy minimalis, A[j] pedig
az Alm + 1 : n] résztémb egy maximalis eleme.

A harom részfeladat megoldéasa kozott nyilvan szerepel az eredeti probléma
megoldasa is; valasszuk tehat azt a megoldast, amelyre A[j] — A[i] maximalis.

Lassuk az algoritmust ezek utan. Az algoritmust az (A, 1,n) paraméte-
rekkel kell meghivni.

MaximilisNovekedés(A,1,r)

if 1=r then return (1,1)

m=[(1+r) /2]

(x,x’)=MaximdlisN6vekedés(A,1,m)

(y,y’)=MaximalisNo6vekedés(A,m+1,r)

z=MinimumKivalasztas(A,1l,m)

z’=MaximumKivalasztas(A,m+1,r)

if Alx’]-A[x]>=Aly’]-Aly] AND A[x’]-A[x]>=A[z’]-A[z]
then return (x,x’)

if Aly’]1-Alyl>=A[x’]1-A[x] AND Aly’]1-Alyl>=A[z’]1-A[z]
then return (y,y’)

if A[z’]-A[z]>=A[x’]1-A[x] AND A[z’]1-A[z]>=Al[y’]1-Aly]
then return (z,z’)

A MaximalisNovekedés(A,l,r) eljaras az (i,j) értékekkel tér vissza,
ahol | < i < j < r olyan indexek, amelyekre A[j] — Ali] maximalis az A[l : 7]
résztombon. A MinimumKivalasztas(A,1l,m) eljards az A[l : m| résztéomb
egy minimalis elemének indexével, a MaximumKivalasztas(A,m+1,r) eljaras
pedig az A[m + 1 : r| résztomb egy maximalis elemének indexével tér vissza.

Az utobbi két eljaras koltsége a résztombok elemszaméaban linearis. Az
algoritmus koltségére igy a

T(|n/2])+T([n/2])+O(n) han>1,
7 ={ 6] b1

rekurziv képlet adodik. Az egyszertiség kedvéért legyen n = 2F. Ekkor
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alkalmas c; és ¢y pozitiv konstansokkal

T(n) < an+2T(n/2)

< en +2(ei(n)2) + 2T (n/2?%))

c1 - 2n + 2°T(n/2%)

< 2n 4 2%(er(n/22) + 2T(n/2%))
=c-3n+2T(n/2%) < -+

< -kn+2"T(n/2%)

= cinlogyn +nT'(1)

< cnlogyn + con.

Innen

T(n) = O(nlogn).

Az algoritmus gyenge pontja az A[l : m| résztomb minimuménak és az
Alm—+1: r| résztomb maximuménak a meghatéarozasa; ehhez végiglépkediink
a résztombokon, aminek koltsége aranyos a résztombok elemszamaval. Ve-
gyiik észre, hogy ez igazabol felesleges, az A[l : m| résztémb minimumanak
és az Alm + 1 : r] résztomb maximuménak a meghatarozasa rekurzivan is
torténhet.

Lassuk az algoritmus ezen valtozatat. Az algoritmust az (A, 1,n) para-
méterekkel kell meghivni.

JavitottMaximalisNovekedés(A,1l,r)

if 1=r then return (1,1,1,1)

m=[(1+r) /2]

(x,x?,1_min,1_max)=JavitottMaximidlisNovekedés(A,1l,m)

(y,y’,r_min,r_max)=JavitottMaximdlisNovekedés(A,m+1,r)

z=1_min

Z’=r_max

if Alx’]-A[x]>=Aly’]-Aly] AND A[x’]-A[x]>=A[z’]-A[z]
then return (x,x’,min(l_min,r_min) ,max(l_max,r_max))

if Aly’]-Alyl>=A[x’]1-Alx] AND Aly’]1-Alyl>=A[z’]-A[z]
then return (y,y’,min(l_min,r_min),max(1l_max,r_max))

if A[z’]-A[z]>=A[x’]-A[x] AND A[z’]-A[z]>=Aly’]-Aly]
then return (z,z’,min(l_min,r_min) ,max(1l_max,r_max))

A JavitottMaximdlisNovekedés (A,1l,r) eljaras az (7, j, min, max) érté-
kekkel tér vissza, ahol [ < i < j < r olyan indexek, amelyekre A[j] — Ai
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maximalis az A[l : r] résztéombon, tovabba min és max az A[l : 7] résztémb
egy minimalis, illetve egy maximalis elemének indexe.
Most az algoritmus koltségére a

T([n/2])+T(n/2])+0O(1) han>1,
T(n) = { O(1) han=1

rekurziv képlet adodik. Az egyszeriiség kedvéért legyen ismét n = 2. Ekkor
alkalmas c; és ¢y pozitiv konstansokkal

T(n) < ¢ + 2T(n/2)
< e +2(cy +2T(n)2%))
1+ 2¢; 4 2°T(n/2%)
<+ 2c1 + 2% (e + 2T (n/2%))
=, +2¢; + 2%c; + 2°T(n/2°) <
<o+ 20 + 2% + -+ 25 ey 4 2T (n ) 2F)
=c (1 +2+22 4 -+ 281 4 28T (n/2F)
= (2" - 1)+ QkT(n/Qk)
=c(n—1)+nT(1)
<c(n—1)+cn

=(c1+c)n —c.

Innen

Legkozelebbi pontpar

Feladat.
Adott egy P = {p1,ps,...,pn} ponthalmaz a sikon. Szokisos modon, a
pi = (4, yi) és p; = (x;,y,) pontok tavolsaga

\/(%‘ —x)? + (v — y;)*.

Adjunk hatékony algoritmust a két legkozelebbi pont meghatarozasara (ha
tobb ilyen par is van, akkor megelégsziink az egyikkel)!

Megoldas.
A legegyszeriibb megkozelitési mod a kovetkezd: nézziik végig az Osszes pont-
part, és valasszuk ki hol lesz a tavolsag (négyzete) minimalis.
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dist(p,q)
return (q.x-p.x)"2+(q.y-p.y)"2;

LegkozelebbiPontpar (P,n)
min_dist=INFINITY
for i=1 to n-1 do
for j=i+l1 to n do
d=dist(P[i],P[j])
if d<min_dist then
min_dist=d
min_i=i
min_j=j
return (P[min_i],P[min_j])

Az algoritmus koltsége aranyos a pontparok szaméval, ami

(721) _ w = 0(n?).

A kovetkezSkben a legkdzelebbi pontpar meghatarozasara egy oszd meg
és uralkodj algoritmust ismertetiink, amelynek kéltsége O(nlogn). Ez joval
kedvezGbb, mint az el6z6 algoritmus koltsége.

Minden rekurziv hivasnal atadasra keriilnek a P ponthalmaz egy Q rész-
halmazanak pontjai egy, az x koordinatak szerint monoton névekvéen rende-
zett X tombben (azonos x koordinataju pontok esetén a kisebb y koordiné-
taju jon elgbb), valamint egy, az y koordinatak szerint monoton névekvéen
rendezett Y tombben (azonos y koordinataju pontok esetén a kisebb z ko-
ordinataju jon elébb). Hogy ne kelljen minden egyes rekurziv hivas el6tt
rendezésre pazarolni az id6t, mar az algoritmus elején elGallitjuk P pont-
jainak az x, illetve az y koordin&tak szerint monoton névekvGen rendezett
tombjeit, igy a rekurziv hivasok el6tt csak kivalogatasokat kell végezni.

Egy adott rekurziv 1épés a kovetkezs. Ha |Q| < 3, akkor paronkénti vizs-
galattal hatdrozzuk meg a minimalis tavolsagot. Természetesen az érdekes
eset, amikor |Q| > 3, ilyenkor az alabbiak szerint jarunk el.

ElGszor egy olyan £ fiigg6leges egyenest keresiink, amely Q-t két olyan Qj,
és Qg részre osztja, amelyekre

o [Qu] = []Q]/2] és [Qr| = []Q1/2],
e O; minden pontja az ¢ egyenes bal oldalan van vagy illeszkedik ¢-re,

e Op minden pontja az ¢ egyenes jobb oldalan van vagy illeszkedik /-re.
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Vélogassuk szét a pontokat az X tombbdl az X és X témbokbe: Xj-be
keriiljenek a Q;-beli pontok, Xz-be pedig a Qg-beliek. Az X}, és Xz tombok
is rendezettek az x koordindtak szerint. Valogassuk szét a pontokat az YV
tombbdl is az Yy, és Yr tombokbe: Yi-be keriiljenek a Q-beli pontok, Yi-
be pedig a Qg-beliek. Az Y} és Yi tombok is rendezettek az y koordinatak
szerint.

Ezutan keressiik meg rekurzivan a Qp és Qi halmazokban a legkozelebbi
pontpart. Az els6 hivas bemenete az X, és Y7, tombok, mig a masodik hivasé
az Xp és Yr tombok. Legyen Qp-ben, illetve Qgr-ben a minimalis tavolsig
dr, illetve dg, és legyen § = min(dy,dg). Most a legkbzelebbi pontpér

e vagy az egyik rekurziv hivas altal megtalalt o tavolsagu péros,

e vagy egy olyan par, amelynek egyik pontja Qp-ben, a masik Qg-ben
van.

A kovetkez6 lépés annak meghatarozasa, hogy ez utobbi parok kozott
van-e olyan, amelyben a pontok tavolsdga kisebb, mint §. Vegyiik észre,
hogy ha van ilyen par, akkor annak egyik pontja sem lehet §-nal nagyobb
tavolsagra (-t6l. Véalogassuk ki az Y tombbdl azokat a pontokat, amelyek
(-t61 mért tavolsaga legfeljebb 6. Jelolje a kapott tombot Y. Az Y’ t6mb is
rendezett az y koordinaték szerint.

Most minden egyes p € Y’ ponthoz keressiik meg Y’ azon pontjait, me-
lyek p-t6l mért tavolsaga legfeljebb ¢, és amelyek a p-n 4tmend vizszintes
egyenesen vagy az folott vannak. Nem nehéz latni, hogy legfeljebb 7 ilyen
pont johet szamitasba. Valoban, ha i < j és Y'[i] valamint Y'[j] tavolsaga
legfeljebb ¢, akkor ez a két pont az abran lathatd 6 x 26 oldala téglalapban
van.

y'[i]

Am a téglalapban 1év6 8 kis négyzet egyikében sem lehet egynél t6bb pont
Y'-bol (az ¢ egyenesen 1évs Qp-beli pontokat a bal oldali, a Qg-beli pontokat
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pedig a jobb oldali kis négyzetekbe sorolva), hiszen egy ilyen kis négyzet
Atmérdje 5\/5/2 < J. Innen az allitas adodik.

Igy minden p € Y’ pontra elég kiszamolni p tavolsagat az Y’-ben utana
kovetkezG 7 ponttol. Az igy kapott tavolsdgok minimuma legyen ¢’. Vilagos,
hogy ha ¢" < §, akkor Q-ban a minimalis tavolsag ¢, egyébként a minimalis
tavolsag 0.

Jelolje T'(n) a koltséget a kezdeti elérendezések nélkiil egy n elemii pont-
halmaz esetén. A rekurziv hivasok koltsége T'([n/2]) + T'(|n/2]), ehhez jon
még az Xy, Xg, Yy, Yr és Y’ rendezett tombok meghatarozasanak, illetve ¢’
kiszamitasanak koltsége. Ez utobbi miiveletek koltsége O(n), igy a koltségre
az el6rendezések nélkiil a

T([n/2]) + T([n/2)) + O(n) han >3,
Tn) = { O(1) han < 3.

rekurziv képlet adodik. Lényegében ugyanezzel a rekurziv képletettel talal-
koztunk a maximélis ndvekedésrél szolo feladatnél, az ottani gondolatmenet
szerint ennek megoldéasa

T(n) = O(nlogn).

Mivel az elérendezések is megvalosithatok O(nlogn) koltséggel (példaul Gsz-
szefésiiléses rendezést hasznalva), ezért az algoritmus teljes koltsége szintén
O(nlogn).

Legkisebb és legnagyobb elem

Feladat.
Adjunk hatékony algoritmust, amely meghatarozza egy n elemid témb legki-
sebb és legnagyobb elemét!

Megoldas.

Ha kiilon keressiik a minimumot és a maximumot, akkor Gsszesen 2n — 2
Osszehasonlitassal célt ériink. Azonban ennél joval kevesebb Gsszehasonlitas
is elég!

Elemek helyett elemparokkal fogunk dolgozni. A bemeneti elemparokat
elgszor egymassal hasonlitjuk 6ssze. Ezutan a minimum a kisebbek, a maxi-
mum a nagyobbak koziil keriil ki.

Ha n péaros, a minimum és a maximum kezdeti értékét az elsé két elem
Osszehasonlitdsa utan allitjuk be. Ha n paratlan, a minimum és a maximum
kezdeti értéke is az els6 elem.
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Az 6sszehasonlitasok szama péaros n esetén
n/2+2(n/2—-1)=3n/2 -2,
paratlan n esetén
(n—1)/24+2(n—-1)/2=3(n—1)/2,
ami mindkét esetben legfeljebb 3[n/2].

Masodik legnagyobb elem

Feladat.

Mutassuk meg, hogy egy n elemd tomb mésodik legnagyobb elemének meg-
hatarozasahoz n + [log, n] — 2 Gsszehasonlitas elegendd! Feltehetjiik, hogy
az elemek mind kiilénb6zdk.

Megoldas.
Allitsuk az elemeket parokba, hasonlitsuk ssze a parok tagjait, majd a na-
gyobbnak adodott elemekkel jarjunk el ugyanigy. Végiil [log, n| menetben
kideriil, hogy melyik a legnagyobb elem. Osszesen n — 1 sszehasonlitast vég-
ziink, mivel a legnagyobbikon kiviil minden elem pontosan egyszer bizonyul
az Osszehasonlitasok soran kisebbik elemnek.

A maésodik legnagyobb elem nyilvan azon elemek kozott van, amelyek csak
a legnagyobb elemmel torténé osszehasonlitasok soran bizonyultak kisebbik
elemnek. Ilyen jelltekbdl [log, n] van, koziiliik [log, n|—1 6sszehasonlitassal
eldonthetd, hogy melyik a legnagyobb.

Ot szam koziil a kozépss

Feladat.
Mutassuk meg, hogy kiilonb6zs szamok egy A[l : 5] tombjének elemei koziil
a kozépsd 6 Osszehasonlitassal meghatérozhato!

Megoldas.

KozépsSElem(A)

if A[2]<A[1] then Csere(A[1],A[2])

if A[4]1<A[3] then Csere(A[3]1,A[4])

if A[3]<A[1] then
Csere(A[1],A[31)
Csere(A[2],A[4])

if A[5]<A[2] then Csere(A[2],A[5])
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if A[3]<A[2] then
Csere (A[2],A[3])
Csere(A[5],A[4])
if A[5]<A[3] then Csere(A[3],A[5])
return A[3]

Az elsé harom Osszehasonlitds (és esetleges cserék) utan A[l] < A[2],
A[3] < A[4] és A[1] < A[3]. Ennélfogva A[1] biztos kisebb, mint A[2], A[3]
és A[4], igy kozépss elemként nem johet szoba. Marad tehat négy elem,
amelyek koziil a masodikat kell kivalasztani. Raadasul itt azt is tudjuk, hogy
A[3] < A[4].

A kovetkezs két Osszehasonlitas (és esetleges cserék) utan A[2] < A[5],
A[3] < A[4] és A[2] < A[3]. Ennélfogva A[2] biztos kisebb, mint A[3], A[4] és
A[5], igy méasodik elemként nem johet szoba, tovabba A[4] biztos nagyobb,
mint A[2] és A[3], igy masodik elemként szintén nem johet szoba. Marad
tehat A[3] és A[5], melyek koziil a kisebb a keresett elem.

A hatodik Gsszehasonlitas (és esetleges csere) utan A[3] a keresett elem.

A k-adik elem kivalasztasa

Feladat.
Adott kiilonb6z6 valos szamok egy A[l : n| tombje és egy 1 < k < n egész.
Hatarozzuk meg a tomb k-adik elemét! Az eljaras koltsége O(n) legyen!

Megoldas.

El6szor egy olyan modszert ismertetiink, amelynél az Gsszehasonlitasok szé-
méanak varhato értéke O(n). Hivjuk meg az A[l : n] tombre a Particionalés
eljarast, amelyet a gyorsrendezés is haszndl. Legyen j a véletlen particionalo
elem (atrendezés utani) indexe, ezzel tér vissza a Particiondlés eljaras.

e Ha j = k, akkor kész vagyunk, a k-adik elem A[j].

e Ha j > k, akkor a k-adik elemet az A[l : j — 1] résztombben keressiik
tovabb rekurzivan, szintén mint k-adik elemet.

e Ha j < k, akkor a k-adik elemet az A[j + 1 : n] résztdmbben keressiik
tovabb rekurzivan, de most mint (k — j)-edik elemet, hiszen tudjuk,
hogy az A[l : j] résztémb minden eleme megel6zi a k-adik elemet.

Lassuk az algoritmust ezek utan. Az algoritmust az (A, 1,n, k) paramé-
terekkel kell meghivni, és a tomb k-adik elemét adja vissza.
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Kivalaszt(A,p,r,1i)
if p=r then return A[p]
g=Particionalas(A,p,r)
s=q-p+1
if i=s
then
return A[q]
else
if i<s
then return Kivalaszt(A,p,q-1,1)
else return Kivalaszt(A,q+l,r,i-s)

Jelolje T'(n, k) az algoritmus Gsszehasonlitasok szamaban mért koltségé-
nek varhato értékét. Nyilvan T'(1,1) = 0. Ha pedig n > 1, akkor a partici-
onalo elem véletlen valasztasanak koszonhetGen fennéll a kdvetkezs rekurziv
Osszefiiggés:

T(nk)=n—1+= (ZTH—], -+ > T(j—l,k)).

j=k+1

Teljes indukcioval belatjuk, hogy T'(n,k) < 4n. Ez nyilvan igaz, ha n = 1.
Nagyobb n-ekre pedig az indukcios feltevést hasznalva

> (n—j)+ Z(j—l))

k=1 -1
:n—l—l—% (k—l)n—22j+2j>
:n—L+%(k—Dn—%—1%+0%;Mv
:n—l—f—% (k—l)(n—k‘)%—@).
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A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség szerint

igy

<k—1>+<n—k>)2: (n—1)?

(== 0 < (B2 L

4 2
(n—1)*
n

<4(n—1) < 4n.

T(n,k:)gn—1+%(<n_1)2+(“—1)n)

=n—1+ +2(n—1)

A kovetkezd eljarasnal az Osszehasonlitasok szama legrosszabb esetben is

O(n).

(1)

(2)

(3)

Ha n < 25, akkor a halmaz k-adik elemét az elemeket rendezve hataroz-
zuk meg. Ehhez 12n Gsszehasonlitas béven elég (pl. buborék rendezés).

Tegyiik fel, hogy n > 25. Az n elemet 6tds csoportokba soroljuk,
elhagyva az esetleg kimarad6 1 — 4 elemet. A csoportok szama [n/5].

Minden 6t6s csoportnak meghatarozzuk a rendezés szerinti kozépsé ele-
mét. Ez az el6z6 feladat szerint csoportonként legfeljebb 6 6sszehason-
litast igényel, igy itt a koltség legfeljebb 6[n/5].

Az imént meghatarozott [n/5] kozépss elem koziil a kivalasztési elja-
rasunkkal rekurzivan meghatarozzuk a kézéps6 elemet. Ez az M elem
nem kisebb azon 6t6s csoportok harom legkisebb eleménél, melyek ko-
7éps6 elemei nem nagyobbak M-nél. Ezek szdéma nyilvan legalabb

3[([n/5] +1)/2] = 3[(n + 5)/10].
Konnyt ellenGrizni, hogy
3[(n+5)/10] > [n/4],

ha n > 25. Igy ha n > 25, akkor M nagyobb legalabb [n/4] elemnél.
Hasonloan adodik, hogy ha n > 25, akkor M kisebb legalabb [n/4]
elemnél.
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(5) A gyorsrendezésnél is hasznalt modszerrel rendezziik 4t az A tombot
ugy, hogy eldl legyenek az M-nél kisebb, hatul pedig az M-nél nagyobb
elemek. Ez n—1 6sszehasonlitast igényel. Jelolje A’ és A” az A témbnek
az M elem el6tti, illetve az M elem uténi részét. Az elGzGek szerint az
A" és A" résztombok elemszama legalabb [n/4].

(6) Ha k = |A'| + 1, akkor a k-adik elem éppen M. Ha k < |A’|, akkor a
kivalasztési eljarasunkkal rekurzivan keressiik meg A’-ben a k-adik ele-
met. Végiil ha k > |A’|+1, akkor ismét csak a kivalasztasi eljarasunkkal
rekurzivan keressiik meg A”-ben a (k — |A’| — 1)-edik elemet.

Jelolje T'(n) az Osszehasonlitasok szamat n elem és tetszdleges k mellett.
Vilagos, hogy az algoritmus koltségére fennall a

12n ha n < 24,
T(n) < { n -+ 6[n/5] + T([n/5)) + T(3n/4) han > 24

rekurziv Osszefiiggés. Innen teljes indukcioval adodik, hogy T'(n) < 44n.
Ez nyilvan igaz, ha n < 24. Nagyobb n-ekre pedig az indukcios feltevést
hasznalva

T(n) <n+6[n/5+ T([n/5]) + T([3n/4])
< n+6[n/5] + 44[n/5] + 44[3n /4]
<n+6-n/5+44-n/5+44-3n/4
=20n/20 46 -4n/20 + 44 - 4n/20 + 44 - 15n/20
=44 -20n/20 = 44n.

Fovezeték tervezése

Feladat.

Egy olajvallalat olyan f6vezetéket tervez, amelyik egy n kutat mikodtetd
olajmezGt szel at keletrdl nyugat felé. Mindegyik kut északrol vagy délrsl
kozvetlen csével, a legrovidebb tton csatlakozik a f6vezetékhez.
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A kutak z és y koordinatait ismerve, adjunk linearis koltségii algoritmust
a févezeték optimélis helyének meghatarozasara, amikor is a bekotd csovek

hosszanak az 0sszege minimalis! Feltehetjiik, hogy az x, illetve az y koordi-
natak mind kiilonbozok.

Megoldas.
El6szor azzal az esettel foglalkozunk, amikor n = 2k + 1 paratlan szam.
Megmutatjuk, hogy ekkor az optimélis f6vezeték illeszkedik arra az O kutra,
amelynek y koordinataja a (k + 1)-edik a kutak y koordinatai kozott.
Jelolje s a bekotd csovek hosszdnak Gsszegét abban a helyzetben, amikor
a f6vezeték illeszkedik az O kutra. Tekintsiink most egy olyan helyzetet,
amikor a févezeték az el6z6 helyzettsl d > 0 tavolsdgra van, mondjuk észak
felé (a masik eset hasonloan intézhetd el). Jelolje s” a bekots csovek hosszanak
Osszegét ebben a helyzetben. Az O kutnak, tovabba az O alatt levs k kiatnak
a bekotd csove d-vel névekedett az el6zd helyzethez képest. Azok a kutak,
amelyek bekots csove révidebb lett az el6z6 helyzethez képest, mind az O kat
folott vannak, igy szamuk legfeljebb k. Ezen kutak bekdts csovének hossza
nyilvan legfeljebb d-vel csokkenhetett. Kovetkezésképpen

§>2s+(k+1)d—kd=s+d>s,

azaz a bekots csévek hosszanak Gsszege most nagyobb az el6z6 helyzethez
képest. Ebbdl kovetkezik az allités.

Ezutan nézziik azt az esetet, amikor n = 2k paros szam. Megmutatjuk,
hogy ekkor az optimalis févezeték azon O’ és O” kutak kézott halad (beleértve
azt a helyzetet is, amikor valamelyikre illeszkedik), amelyek y koordinéatéi a
k-adik, illetve a (k + 1)-edik a kutak y koordinatai kozott.
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Jelolje s a bekoto csovek hosszanak 0sszegét egy olyan a helyzetben, ami-
kor a f6vezeték az O’ és O” kutak kozott halad (beleértve azt a helyzetet is,
amikor valamelyikre illeszkedik). Tekintsiink egy olyan helyzetet, amikor a
fovezeték az el6z6 helyzettsl d > 0 tavolsidgra van, de még mindig az O és
O" kutak kozott. Vilagos, hogy ekkor k kut bekotd csévének hossza d-vel
novekedett, és ugyanennyi kut bekotd csévének hossza d-vel csdkkent, igy a
bekots csovek hosszénak Osszege s maradt. Ennélfogva barmely févezeték,
amely az O’ és O” kutak kozott halad (beleértve azt a helyzetet is, ami-
kor valamelyikre illeszkedik) a bek6ts csovek dsszhosszanak szempontjabol
egyforman jo.

Mikor a févezeték illeszkedik az O” kitra, a bekotd csovek hosszanak
Osszege s. Tekintsiink most egy olyan helyzetet, amikor a févezeték ettdl
helyzettSl d > 0 tavolsagra van észak felé. Jelolje s’ a bekotd csévek hossza-
nak Osszegét ez utobbi helyzetben. Az O” kiatnak, tovabba az O” alatt levd
k kutnak a bekdts csove d-vel ndvekedett az el6z6 helyzethez képest. Azok a
kutak, amelyek bekots cséve révidebb lett az el6z6 helyzethez képest, mind
az O" kat folott vannak, igy szamuk legfeljebb & — 1. Ezen kutak bekots
csovének hossza nyilvan legfeljebb d-vel csokkenhetett. Kovetkezésképpen

§>2s+(k+1)d—(k—1)d=s+2d> s,

azaz a bekots csévek hosszanak Gsszege most nagyobb az el6z6 helyzethez
képest.

Hasonloan, mikor a févezeték illeszkedik az O’ kutra, a bekots csovek
hosszédnak Osszege szintén s. Tekintsiink most egy olyan helyzetet, amikor a
fovezeték ettdl helyzettsl d > 0 tavolsagra van dél felé. Jeldlje s’ a bekots
csovek hosszanak Osszegét ez utobbi helyzetben. Az O katnak, tovabba az
O’ 1616t levs k katnak a bekots csove d-vel novekedett az el6z6 helyzethez
képest. Azok a kutak, amelyek bek6ts csove rovidebb lett az el6z6 hely-
zethez képest, mind az O" kut alatt vannak, igy szamuk legfeljebb & — 1.
Ezen kutak bekotd csovének hossza nyilvan legfeljebb d-vel csokkenhetett.
Kovetkezésképpen

s>2s+(k+1)d—(k—1)d=s+2d>s,

azaz a bekotd csovek hosszanak Osszege most is nagyobb az el6z6 helyzethez
képest. Ebbél kovetkezik az allités.

Mindezek alapjan a févezeték optimélis helyének megtalalasdhoz paratlan
n esetén elég azt a kutat megtalalni, amelynek y koordinatija az Osszes kit
y koordinatai koziil a kdzépsd, illetve paros n esetén azt a két kutat, amelyek
y koordinatai az Osszes kit y koordinatai koziil a kozépsék. Ennek koltsége
a k-adik elem meghatarozasara szolgalo algoritmussal O(n).
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Tobbségi elem

Feladat.

Ha egy A[l : n| tombben van olyan elem, amely t&bb, mint n/2 példanyban
fordul eld, akkor azt a tomb tobbségi elemének nevezziik (nyilvanvalo, hogy
legfeljebb egy tobbségi elem lehet egy tombben). A tomb elemei nem feltét-
leniil egy rendezett halmazbol valok, ezért csak azt tudjuk ellenérizni, hogy
két elem megegyezik-e, mas tipusa Osszehasonlitdsokat nem tudunk végezni.
Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy a témb tartalmaz-e
tObbségi elemet!

Megoldas.

Vegyiik észre, hogy ha n > 3, és az A[l : n| tdmbben van tobbségi elem,
tovabba A[1] # A[2], akkor az A[3 : n| résztémbben is van tobbségi elem,
és az megegyezik az A[l : n| tomb tobbségi elemével. Ez a kovetkezSképpen
lathato be. Tegyiik fel, hogy egy z elem k& > n/2 példanyban fordul el§ az
A[l : n] tombben. Most két eset van.

e Ha az x elem nem egyezik meg az A[1] és az A[2] elemek egyikével sem,
akkor az x elem k > n/2 > (n — 2)/2 példanyban fordul el6 az A[3 : n]
résztombben, igy az A[3 : n| résztémbben is tobbségi elem.

e Ha az x elem az A[l] és az A[2] elemek koziil pontosan az egyikkel
egyezik meg, akkor az x elem k —1 > n/2 —1 = (n — 2)/2 példanyban
fordul el6 az A[3 : n| résztémbben, igy az A[3 : n| résztombben is
tobbségi elem.

Az alabbi algoritmus O(n) koltséggel taldlja meg a tomb tobbségi elemét,
ha létezik.

TébbségiElem(A)
1=0
j=1
while j<=n do
if A[jl<>A[i+1] then
i=1+2
Csere(A[j],A[i])
j=i*1
if i=n
then
return nil

48



else
s=0
for k=1 to n do
if A[k]=A[i+1] then s=s+1
if s>n/2
then return A[i+1]
else return nil

Az els6 (while) ciklus lesztikiti a keresést legfeljebb egyetlen jeloltre. Je-
gyezzilk meg, hogy a while ciklus minden iteracios lépésének végrehajtésa
utan teljesiilnek a kovetkezdk:

e az A[l : ] résztomb egymastol kiilonbozs elemekbdl allo parokbol all,
e az A[i +1,j — 1] résztombben azonos elemek vannak.

Ezutéan ellendrizziik, hogy i < n esetén a talalt jelolt, az A[i+1] elem, valoban
tobb, mint n/2 példanyban fordul el a témbben.
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Adatszerkezetek

Verem

Feladat.

A verem olyan adatszerkezet, amelybdl a legutoljara beérkezett elemet torol-
hetjiik, igy a verem utolsoéként be, elséként ki stratégiat valosit meg. Hogyan
valosithato meg egy verem egyetlen V|1 : n] tombben? A miveletek koltsége

O(1) legyen!

Megoldas.
A vermeken értelmezett Beszir mivelet neve Verembe, az argumentum nél-
kiili Térol miivelet neve pedig Verembdl.

Egy legfeljebb n elemet tartalmazo verem a kovetkez6képpen valosithato
meg egy V[l : n| tombbel. A tomb teteje[V] attribituma a verembe legutol-
jara betett elem indexe. A verem a V[1],V[2],..., V]teteje[V]] elemekbd]
all, amelyek koziil V[1] a verem legalso, V[teteje[V]] pedig a legfelss eleme.
Kezdetben teteje[V] = 0.

Ha teteje[V] = 0, akkor a verem nem tartalmaz elemet és iiresnek nevez-
ziik. Az Ures? lekérdezé miivelettel megallapithato, hogy egy verem iires-e.
Ha iires verembdl probalunk elemet kivenni, akkor azt mondjuk, hogy a ve-
rem alulcsordul; ezt altalaban hibanak tekintjiik. Ha teteje[V] = n, akkor
a verem tele van. A Tele? lekérdezd miivelettel megallapithato, hogy egy
verem tele van-e. Ha tele lévé verembe probalunk elemet besztrni, akkor azt
mondjuk, hogy a verem tulcsordul; altalaban ezt is hibanak tekintjiik.

Ures? (V)

if tetejel[V]=0
then return igaz
else return hamis

Tele? (V)
if tetejel[V]l=n
then return igaz
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else return hamis

Verembe (V,x)
if Tele?(V)
then
error "tulcsordulas"
else
teteje[V]=teteje[V]+1
V[tetejel[V]]=x

A mivelet megvalositasanak koltsége nyilvan O(1).

Verembdl (V)
if Ures?(V)
then
error "alulcsordulas"
else
x=V[tetejel[V]]
teteje[V]=tetejel[V]-1
return x

A mitvelet megvalositasanak koltsége itt is nyilvan O(1).

Sor

Feladat.
A sor olyan adatszerkezet, amelybdl a legrégebben beérkezett elemet lehet
torolni, igy a sor els6ként be, els6ként ki stratégiat valosit meg. Hogyan

valosithatoé meg egy sor egyetlen S[1 : n] tombben? A miveletek koltsége
O(1) legyen!

Megoldas.
A sorokon értelmezett Beszir mivelet neve Sorba, az argumentum nélkiili
Tors6l mivelet neve pedig Sorbdl.

Egy legfeljebb n elemet tartalmazo sor a kovetkezSképpen valosithato
meg egy S[1 : n| tombbel. A tomb eleje[S] attribituma a sor elsé elemét
indexeli, a vége[S] attribitum pedig annak a helynek az indexe, amelyre a
legkdzelebb beérkezd elemet el fogjuk helyezni. A sorban az elemek rendre
az eleje]S], eleje[S]+ 1, ..., vége[S] — 1 indexi helyeket foglaljak el a ciklikus
elrendezés szabdlya szerint: a tomb végére érve az n-edik hely utén az elsé
kovetkezik. Kezdetben elejeS] = vége[S] = 1.
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Az alul- illetve tulcsordulasbol adédé hibak kezelésének megkonnyitésére
bevezetjiik a hossz[S] attribtitumot, amelyben a sorban 16v§ elemek szaméat
taroljuk. Kezdetben hossz[S] = 0.

Sorba(S,x)
if hossz[S]=n
then
error "tidlcsordulas"
else

Slvégel[S]ll=x
if végel[S]l=n

then vége[S]=1

else végel[S]=vége[S]+1
hossz[S]=hossz[S]+1

A mitvelet megvalositasanak koltsége nyilvan O(1).

Sorbb1(S)
if hossz[S]1=0
then
error "alulcsordulas"
else

x=S[eleje[S]]
if elejelS]=n
then eleje[S]=1
else eleje[S]=eleje[S]+1
hossz[S]=hossz[S]-1
return x

A mivelet megvalositasanak koltsége itt is nyilvan O(1).

Két verem

Feladat.

Hogyan valosithato meg két verem egyetlen V|1 : n] témbben ugy, hogy egyik
verem se csorduljon til addig, amig egyiittes elemszdmuk nem haladja meg
n-et? A miveletek koltsége tovabbra is O(1) legyen!

Megoldas.
A Beszir miiveletek neve EgyikVerembe és MasikVerembe, az argumentum
nélkiili Torol miveletek neve pedig EgyikVerembdl és MasikVerembdl lesz.
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A t6mb EgyikVeremTeteje[V], illetve MdasikVeremTeteje[V] attributumai
az egyik, illetve a masik verembe legutoljara betett elem indexe. Az egyik
verem a V[1],V[2],..., V[EgyikVeremTeteje[ V]| elemekbdl all, amelyek koziil
V[1] a verem legalso eleme, V[EgyikVeremTeteje[V]| a verem legfelss eleme.
A maésik verem a Vn|,Vin —1],..., V[MdsikVeremTeteje[V]] elemekbdl &ll,
amelyek koziil V[n| a verem legalsé eleme, V[MdsikVeremTeteje[V]] a verem
legfelsé eleme.

Ha EgyikVeremTeteje[V] = 0, akkor az egyik verem nem tartalmaz elemet
és iiresnek nevezziik. Az EgyikVeremUres? lekérdezd mivelettel megéllapit-
hato, hogy az egyik verem iires-e. Ha MdsikVeremTeteje[V]| = n+ 1, akkor a
mésik verem nem tartalmaz elemet és iiresnek nevezziik. A MasikVeremUres?
lekérdezd miivelettel megéllapithato, hogy a mésik verem iires-e.

Ha EgyikVeremTeteje[V] = MdsikVeremTeteje[V]—1, akkor a vermek tele
vannak. A Tele? lekérdez6 miivelettel megallapithato, hogy a vermek tele
vannak-e.

Kezdetben EgyikVeremTeteje[V] = 0 és MasikVeremTeteje[V] = n + 1.

EgyikVeremUres? (V)

if EgyikVeremTeteje[V]=0
then return igaz
else return hamis

MasikVeremUres? (V)

if MasikVeremTeteje[V]=n+1
then return igaz
else return hamis

Tele?(V)

if EgyikVeremTeteje[V]=MasikVeremTetejel[V]-1
then return igaz
else return hamis

EgyikVerembe (V,x)
if Tele?(V)
then
error "tulcsordulas"
else
EgyikVeremTeteje [V]=EgyikVeremTeteje [V]+1
V[EgyikVeremTeteje[V]]=x
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MasikVerembe (V,x)
if Tele?(V)
then
error "tulcsordulas"
else
MasikVeremTeteje [V]=MasikVeremTeteje[V]-1
V[MasikVeremTeteje[V]]=x

EgyikVerembdl (V)
if EgyikVeremUres? (V)
then
error "alulcsordulés"
else
x=V[EgyikVeremTeteje[V]]
EgyikVeremTeteje[V]=EgyikVeremTeteje[V]-1
return x

MasikVerembd&1 (V)
if MasikVeremUres? (V)
then
error "alulcsordulas"
else
x=V[MasikVeremTeteje[V]]
MasikVeremTeteje[V]=MasikVeremTeteje [V]+1
return x

A miiveletek megvalositasanak koltsége nyilvan O(1).

Kétvégi sor

Feladat.

A kétvégi sor olyan adatszerkezet, amelynek mindkét végén lehet elemet be-
szirni és elemet torolni is. Hogyan valosithatd meg egy kétvégi sor egyetlen
S[1:n] tombben? A miiveletek koltsége O(1) legyen!

Megoldas.
A Beszir miiveletek neve SorElejére, illetve SorVégére, mig az argumen-
tum nélkiili Torol miiveletek neve SorElejérdl, illetve SorVégérsl lesz.

A tomb eleje[S] attributuma annak a helynek az indexe, amelyre a legko-
zelebbi SorElejére miivelettel beérkezd elemet el fogjuk helyezni. A tomb
vége|S] attributuma pedig annak a helynek az indexe, amelyre a legkizelebbi
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SorVeégére miivelettel beérkezs elemet el fogjuk helyezni. A kétvégi sorban
az elemek rendre az eleje[S] + 1, eleje[S] + 2,. .., vége[S] — 1 indexi helye-
ket foglaljak el a ciklikus elrendezés szabdlya szerint: a tomb végére érve az
n-edik hely utan az els6 kovetkezik. Kezdetben eleje[S] = vége[S] = 1.

Az alul- illetve tulcsordulasbél adodé hibak kezelésének megkonnyitésére
bevezetjiik a hossz[S] attributumot, amelyben a sorban 16v elemek szaméat
taroljuk.

SorElejére(S,x)
if hossz[S]=n
then
error "tidlcsordulas"
else
Sleleje[S]]=x
if elejelS]=1
then eleje[S]=n
else eleje[S]=eleje[S]-1
hossz[S]=hossz[S]+1

SorVégére(S,x)
if hossz[S]=n
then
error "tidlcsordulas"
else
Slvégel[S]ll=x
if végel[S]l=n
then vége[S]=1
else végel[S]=vége[S]+1
hossz[S]=hossz[S]+1

SorElejérs1l(S)
if hossz[S]=0
then
error "alulcsordulas"
else
if elejelS]=n
then eleje[S]=1
else eleje[S]=eleje[S]+1
hossz[S]=hossz[S]-1
return S[eleje[S]]

SorVégérsl(S)
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if hossz[S]=0
then
error "alulcsordulas"
else
if végel[Sl=1
then vége[S]=n
else vége[S]=vége[S]-1
hossz[S]=hossz[S]-1
return S[végel[S]]

A mivelet megvalositasanak koltsége nyilvan O(1).

Kupac (els6bbségi sor)

Feladat.
A kupac (els6bbségi sor) adatszerkezettel egy rendezett halmaz egy A véges
részhalmazat taroljuk. Két mivelet tartozik az adatszerkezethez:

e a rendezett halmaz egy elemének hozzavétele az A halmazhoz,
e az A halmaz minimalis elemének torlése.

Valositsuk meg minél hatékonyabban az adatszerkezetet! Az A halmaz ele-
meit egyetlen tombben téaroljuk!

Megoldas.

A kupac adatszerkezetet legegyszertibben gy képzelhetjiik el, mint egy olyan
teljes binaris fa, melyben a gyokeértdl eltekintve tetszéleges csiics eleme lega-
labb akkora, mint a csics sziil§jében 1évG elem. A teljes binaris fak levelei
legfeljebb két szinten, a legalson és esetleg a felette 1évén helyezkednek el, és
legfeljebb egy kivételével minden nem levél csticsnak két gyereke van.
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Egy kupacméret|A] csucsu teljes binaris fa termeészetes modon abrazolhato
egy A[l : kupacméret[A]] témbben: A[1] a gyokérben 1évs elem, A[2] és A[3]
a gyokér bal, illetve jobb gyerekében 1évé elemek, A[4] és A[5] a gyokér bal
gyerekének bal, illetve jobb gyerekében 16vs elemek, A[6] és A[7] a gyokér
jobb gyerekének bal, illetve jobb gyerekében lévé elemek, és igy tovabb, &l-
talanosan, egy csicsban, illetve annak bal és jobb gyerekében 16v6 elemek a
tomb ¢, illetve 27 és 2¢ + 1 indexid helyén taladlhatok. A teljes binaris fakra
fent megfogalmazott kupac tulajdonsag a tombben azt jelenti, hogy min-
den 2 < i < kupacméret[A] indexre Afi] > A[[i/2]]. Ime az el6z6 példanak
megfelel§ tomb:

123 45 6 7 8 910

1[3[5]4]6]s[6[s]7]9]

Foglaljunk le egy A[l : mazkupacméret[A]] tombot az adatszerkezetnek,
ahol mazkupacméret|A] egy észszert fels§ korlat a kupac elemszamara. Az A
tombnek mindig csak egy A[l : kupacméret[A]] résztombjét hasznaljuk a ku-
pac tarolasara, ahol kupacméret[A] a kupac aktudlis elemszama. Kezdetben
kupacméret| A] = 0.

Mivel t6bb alkalmazasnal is elGjon, elGszor azt vizsgaljuk, hogy miképpen
tudunk az A[l : kupacméret[A]] tombben tetszélegesen elhelyezett elemekbdl
kupacot épiteni. A tombot az el6bb ismertetett moédon teljes binaris fanak
képzelve, legyen f a fa egy csicsa, fi és fo az f bal, illetve jobb gyereke.
Tegyiik fel, hogy a kupac épitésénél pillanatnyilag ott tartunk, amikor az
f1 és fo gyokerd résztfik mar kupacok. Ha az f gyoOkerd részfa nem kupac,
akkor sziikségképpen az f cstucs eleme nagyobb, mint az f; vagy az fy csics
eleme. Ha f; eleme kisebb, mint fy eleme, akkor az f cstcs elemét cseréljiik
fel az f; csics elemével, és hivjuk meg rekurzivan ugyanezt az eljarast az
f1 gyokerii részfara. Ellenkez6 esetben az f cstics elemét cseréljiik fel az f,
csics elemével, és hivjuk meg rekurzivan ugyanezt az eljarast az fo gyokertd
részfara. Az eljaras végrehajtasa utan nyilvan mar az f gyokeri részfara is
teljesiilni fog a kupac tulajdonsag.

Kupacol(A,i)

1=2i

r=2i+1

if 1<=kupacméret[A] AND A[11<A[i]
then legkisebb=1
else legkisebb=i

if r<=kupacméret[A] AND A[r]<A[legkisebb]
then legkisebb=r
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if legkisebb<>i then
csere(A[i],A[legkisebb])
Kupacol(A,legkisebb)

Ezek utan a kupacépités algoritmusa mér egyszerti: a fa csicsaira lentrdl
felfelé, szintenként jobbrol balra haladva hivjuk meg a Kupacol eljarast.

KupacotEpit (A)
for i=kupacméret[A] downto 1 do
Kupacol(A,i)

Megjegyezziik, hogy a [kupacméret[A]/2]-nél nagyobb indexii csucsok levelek,
ezért az ¢ ciklusvaltozé gond nélkiil indulhat ett6l az indextdl is.

Probaljuk megbecsiilni egy n elemt kupac épitésének (Gsszehasonlitasok-
ban meért) koltségét! Legyen a teljes binaris fa szintjeinek szama [ (az elsd
szint az, ahol a gyokér van). Mivel a fa levelei az utols6 két szinten he-
lyezkednek el, ezért 2°=' < n. Ebbdl specidlisan azonnal kovetkezik, hogy
[ < 1+1logyn. Minden 1 < i < [ esetén az i-edik szinten legfeljebb 20!
cstics lehet, és az ezen a szinten elhelyezkedd csticsokra a Kupacol eljaras (a
rekurziv hivasokkal egyiitt) legfeljebb 2(I — 4) 6sszehasonlitist végez. Igy az
egész algoritmus soran az Osszehasonlitasok szama legfeljebb

l l

D2 -2t =) (1-i)2h

i=1 =1

A j=1—i(azaz i = [ — j) helyettesités utan az 6sszehasonlitasok szama igy
becsiilhet6:

-1 -1 j
ol—j __ ol J

227 =23 5

7=0 7=0

minden [ pozitiv egész szamra. Ha [ = 1, akkor ez trividlisan teljesiil. Legyen
ezutan [ > 1 és tegyiik fel, hogy minden [-nél kisebb pozitiv egészre igaz az
allitas. Most hasznalva az indukcios feltevést

-1 .
j Io1—1 2 —1+1 [+1
Z—-:Q—ﬁ S =27 T =2

9 9 91—1 -7 gl-1-
7=0
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Innen az 6sszehasonlitdsok szamara a 211 < 4n felsé korlat adodik.

Kovetkezzenek az adatszerkezethez tartozé miiveletek! Lassuk elGszor a
minimalis elemet torls eljarast! Vilagos, hogy a minimalis elem a fa gyokeré-
ben van. Toroljiik a kupacbol ezt az elemet, tegyiik a gyokérbe a fa legalsé
szintjének legjobboldalibb csticsdban tarolt elemet, toroljiik magat a cstcsot,
majd a kupac tulajdonsag helyreallitisdhoz hivjuk meg a gyokérre a Kupacol
eljarast. A koltség nyilvan O(logn) egy n elemi kupac esetén.

Mint6rsl (A)

if kupacméret[A]=0 then
error "alulcsordulas"

min=A[1]

A[1]=A[kupacméret [A]]

kupacméret [A]=kupacméret [A]-1

Kupacol(A,1)

return min

Lassuk ezutan az 4j elemet beszuro eljaras! Adjunk egy 10j levelet a fahoz
iigyelve a teljesség megtartasara. Tegyiik ebbe a levélbe az 4j elemet, majd az
1j elem felfelé mozgatasaval allitsuk helyre a kupac tulajdonsagot. A koltség
itt is nyilvan O(logn) egy n elemii kupac esetén.

Beszlr (A,djelem)

if kupacméret[A]=maxkupacméret[A] then
error "tdlcsordulas"

kupacméret [A]=kupacméret [A]+1

i=kupacméret [A]

Ali]=tjelem

while i>1 AND A[[i/2]11>A[i] do
csere(A[i],A[[1/211)
i=[i/2]

Megjegyezziik, hogy a kupac adatszerkezet lehetGséget ad arra is, hogy
egy n elemi tombot konstans méretl segédmemoriat hasznalva O(nlogn)
koltséggel rendezziink.

Kupacrendezés (A)

KupacotEpit (A)

n=kupacméret [A]

for i=n downto 2 do
csere(A[1],A[iD)
kupacméret [A]=kupacméret [A]-1
Kupacol(A,1)
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Lancolt lista megforditasa

Feladat.

Adjunk olyan nem rekurziv eljarast, amely csupan konstans méretii segédme-
moriat hasznalva O(n) koltséggel megfordit egy n elemii egyszeresen lancolt
listat!

Megoldas.
Az egyszeresen lancolt listakban az elemek a kulcs mezd mellett egyetlen
mutatd mezGt tartalmaznak, amelyet kdv azonosit. A lista egy x eleme esetén
kév|x] az x rdkovetkezGjére mutat a listaAban. Ha kov[z]| = nil, akkor az x
elemnek nincs rdkovetkezGje, vagyis x a lista utolso eleme.

A listanak egyetlen attribiituma van, az elsg elemre mutaté fej[ L] pointer.
Ha fej|L] = nil, akkor a lista iires.

A kovetkez§ eljaras egyméas utan torli az elemeket az L lista elejérdl,
¢és beszirja az S lista elejére (az S lista kezdetben iires). Végiil a fej[L]
attributum értékét fej[S]-re allitja.

LancoltListatFordit (L)

fej[S]=nil

while fej[Ll<>nil do
x=fej[L]
fej[L]l=kov[x]
kov[x]=fej[S]
fej[Sl=x

fej[L]=fej[S]

Az eljaras koltsége nyilvan O(n).

Lancolt lista rendezése

Feladat.
Adjunk olyan eljarast, amely csupan konstans méreti segédmemoriat hasz-
nalva O(n?) koltséggel rendez egy n elemii egyszeresen lancolt listat!

Megoldas.

A kovetkezd eljaras egymés utan torli az elemeket az L lista elejérdl, és
beszirja az S listaba a beillesztéses rendezésnél latottakhoz hasonlé médon
(az S lista kezdetben iires). Végiil a fej[L] attribatum értékét fej[S]-re allitja.
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LancoltListatRendez (L)
fej[S]=nil
while fej[Ll<>nil do
x=fej[L]
fej[L]=kov[x]
y=fej[s]
if y=nil
then
kov[x]=nil
fejl[Sl=x
else
if kulcs([x]<=kulcs[y]
then
kov[x]=y
fej[S]l=x
else
while kov[yl<>nil AND kulcs[kov[yll<kulcs[x] do
y=kov [y]
kov [x]=kov[y]
kovlyl=x
fejlL]l=fej[S]

Az eljaras koltsége nyilvan O(n?).

Ugralo lista

Feladat.

Egy n elemi rendezett lancolt listaAban egy elem megkereséséhez a lista Osszes
elemének vizsgalatara sziikség lehet. Ha a lancolast megvaldsitd pointereken
feliil minden mésodik elembél egy pointer két elemmel el6bbre mutat, akkor a
keresésnél elég legfeljebb [(n+1)/2] elemet megvizsgalni. Ha ezen kiviil még
minden negyedik elembdl egy pointer négy elemmel el6bbre mutat, akkor a
keresésnél elég legfeljebb [(n + 1)/4] + 1 elemet megvizsgilni. Altalaban,
ha a lancolast megvalositod pointereken feliil minden 2‘-edik elemben elhelye-
ziink egy 2° elemmel el6bbre mutaté pointert (i = 1,2, ..., [log,n]), akkor a
keresésnél elég legfeljebb [log,(n + 1)] elemet megvizsgalni. Jegyezziik meg,
hogy mindehhez a pointerek szamat csupan kétszeresére noveltiik.

29 >
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Ebben az adatszerkezetben a keresés miivelet gyorsan megvalosithato, azon-
ban a beszirassal és a torléssel gondok vannak.

Egy olyan elemet, amelynek pontosan k eléremutaté pointere van k£ ma-
gassagli elemnek fogunk nevezni. Vilagos, hogy ha minden 2i-edik elem tar-
talmaz egy 2 elemmel el6bbre mutato pointert (i = 0,1,. .., [log, n]), akkor
az elemek 50%-anak egy a magassaga, 25%-anak kettd, 12, 5%-anak harom,
és igy tovabb. Mi lenne, ha az elemek magassagat véletlenszertien valasz-
tanank meg, csupan arra iigyelnénk, hogy a fenti aranyok megmaradjanak?
Persze ekkor egy legalabb ¢ magassagi elemnek az (alulrol szamitott) i-edik
eléremutato pointere altaldban nem 2°~! elemmel mutatna elére, hanem a
listaban utana kovetkezs, legalabb ¢ magassagi elemre. Az adatszerkezet
neve ugralo lista.

26— R nil

= A = ) = Ll = I = B = T = B = S =S T

Tegyiik fel, hogy az elemek kulcsai kiilonbo6zék. Implementéljuk az ugraléd
lista keresés, besziras és torlés miiveleteit! A miveletek koltségének varhato
értéke O(logn) legyen n elemt ugralo lista esetén!

Megoldas.

Egy elem magassagat véletlenszeriien valasztjuk meg mikor beszirjuk, az
adatszerkezet aktuélis elemszamara vald tekintet nélkiil. Egy k& magassé-
gt elemnek k eléremutatd pointere van, ezeket 1-t6l k-ig indexeljiik, alulrol
felfelé. Latni fogjuk, hogy egy elem magassagat nem sziikséges az elemben
tarolni. A lista legnagyobb magassagiu elemének magassagat a lista magas-
saganak nevezziik. Az iires lista magassaga megallapodas szerint 1. Progra-
mozastechnikai okbél a lista magassagat feliilr6l korlatozzuk egy alkalmasan
megvalasztott MaxMagassag konstanssal. Ennek értéke altalaban log, IV, ahol
N egy észszert kettGhatvany fels6 korlat a lista elemszamaéra.

A lista listafej attribitumanak MaxMagassdg szami pointere van, ezek
1-t6] MaxMagassag-ig vannak indexelve, szintén alulrol felfelé. Azok a poin-
terek, amelyek a lista magassiganal nagyobb indextiek nil-re mutatnak.

Allokdlunk még egy nil elemet, amelynek kulcsa nagyobb minden legalis
kulcsnél. Az ugral6 lista minden szintje nil-ben végzddik. Kezdetben az
ugrélo lista magassaga 1 és a listafej minden pointere nil-re mutat.

A keresés megvalositisa egyszeri: egy adott szinten a pointerek mentén
addig lépkediink, hogy éppen ne ugorjuk at a keresett elemet, amikor ez mar
nem lehetséges, az adott ponttol ugyanezt egy szinttel lejjebb folytatjuk.
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Keresés(lista,kulcs)
x=lista.listafe]
for i=lista.magassadg downto 1 do

while x.kévetkezd[i] .kulcs<kulcs do

x=x.kovetkezd[il]

{ha a kulcs a listéban van, épp eldtte allunk legalul}
x=x.kovetkezd[1]
if x.kulcs=kulcs

then return x

else error "a kulcs nincs a listéban"

Beszuréas és torlés esetén elGszor kereslink, majd a mutatokat manipu-
laljuk. Mindkét eljaras felhasznal egy aktualizal[1:MaxMagassag] vek-
tort (lokalis valtozo), ennek i-edik koordinataja egy pointer, amely a beszi-
ras/torlés helyétsl balra, azon beliil a legjobboldalibb, legalabb i magassagu
elemre mutat.

keresési 1t <
R aktualizal

5 [ -
23] 4 I 29 %;figg(giwg;qgg_ 37 %i;/‘ k } f;;{%giiz 15 #--{461.q.

Itt épp (mondjuk) a 39 kulcst elem beszirasa vagy a 41 kulcst elem torlése
zajlik.

Ha a besziiras olyan elemet generél, amelynek magassaga nagyobb, mint
az aktualis listamagassag, a listamagassagot névelni kell, valamint iniciali-
zalni kell a aktualizal vektor megfelel§ részét. A torlés utan ellenGrizni
kell, hogy nem a lista maximalis magassagu elemét toroltiik-e; ha igen, a
listamagassagot cstkkenteni kell.

Lassuk el6szor a beszurés eljarast.

Beszir(lista,kulcs, érték)
x=lista.listafe]
for i=lista.magassag downto 1 do
while x.kovetkezd[i] .kulcs<kulcs do
x=x.kovetkezd[il]
aktualizall[i]l=x
x=x.ko6vetkez3[1]
if x.kulcs=kulcs
then
X.érték=érték
else
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ijmagassag=VéletlenMagassag()
if djmagassag>lista.magassag then
for i=lista.magassag+l to ujmagassag do
aktualizal[i]=1lista.listafe]
lista.magassdg=tjmagassag
x=ElemetLétrehoz(ijmagassag,kulcs,érték)
for i=1 to ujmagassag do
x.kovetkezd[il=aktualizal[i] .kovetkezd[i]
aktualizal[i] .kovetkezd[i]l=x

Egy adossdgunk van:

VéletlenMagassag()

ijmagassag=1

while Gjmagassag<MaxMagassag AND Random()<1/2 do
ijmagassag=utjmagassag+l

return 4jmagassag

Vilagos, hogy ily médon, elvarasainknak megfelelGen, a legaldbb ¢ magassagi
csucsok fele legalabb 7 + 1 magassagu lesz.
J6jjon ezek utan a torlés eljaras.

Torol(lista,kulcs)
x=lista.listafe]
for i=lista.magassadg downto 1 do
while x.kovetkez§[i].kulcs<kulcs do
x=x.kovetkezd[i]
aktualizall[i]=x
x=x.kovetkezg [1]
1f x.kulcs=kulcs then
for i=1 to lista.magassag do
if aktualizal[i].kovetkezd[i]<>x then break
aktualizal[i] .kovetkezd[i]=x.kovetkezd[i]
ElemetFelszabadit (x)
while lista.magassag>1 AND
lista.listafej.kovetkezf[lista.magassagl=nil do
lista.magassag=lista.magassag-1

A besziras és torlés eljarasok koltsége nyilvan aranyos egy adott elem
megkeresésének koltségével, ezért elég a keresés eljaras koltségével foglalkoz-
ni. Egy adott elem megkeresésének koltsége aranyos a bejart keresési ut
hosszaval (az Osszehasonlitasok szama ennél eggyel nagyobb).
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Egy ugralo lista szerkezete csak az elemek szaméatol és egy véletlenszam
generator altal meghatarozott értékektdl fiigg, az ugralo listat elGallitd mi-
veletek sorozata nem szamit. Feltessziik, hogy a felhasznélénak nincs hoz-
zéférése az elemek magassag értékeihez (pl. egy rosszakaré nem tudja az
egynél nagyobb magassagi elemeket csak gy torolni). A bejart keresési ut
hosszanak varhato értékére adunk felsé becslést.

Roviden atismételjiik a sziikséges valoszintiségszamitasi fogalmakat. Az
X és Y nem negativ, fiiggetlen valoszintiségi valtozokra hasznélni fogjuk az
alabbi jeloléseket:

X =prob Y <= Vu, Prob{X > u} = Prob{Y > u},
X <prob Y <= Vu, Prob{X > u} < Prob{Y > u}.

Ismert, hogy ha X <o Y, akkor varhato értékeikre is E(X) < E(Y).

Legyen t pozitiv egész szam, p pedig egy valoszintiség. Jeldlje B(t,p) azt
a valoszintiségi valtozot, melynek értéke t fiiggetlen kisérlet sorozataban a
sikerek szama, ahol a siker valdszintisége minden kisérletnél p. Ismert, hogy
E(B(t,p)) = tp.

Legyen s pozitiv egész szam, p pedig egy valdszintiség. Jelolje N B(s, p)
azt a valoszintiségi valtozot, melynek értéke fliggetlen kisérletek sorozataban
az s-edik siker bekovetkezte el6tti kudarcok szama, ahol a siker valoszintisége
minden kisérletnél p. Ismert, hogy E(NB(s,p)) = s(1 —p)/p.

A keresési Ut hosszanak megallapitasahoz a keresési it mentén visszafelé
fogunk lépkedni, mindig egyet fel vagy egyet balra. Bar a lista elemeinek a
magassagai a keresés végrehajtasakor méar rogzitettek, ugy fogunk csinalni,
mintha egy elem magassaga csak akkor hatarozédna meg, mikor a keresési
aton visszafelé haladva éppen athaladunk rajta.

A mégikus konstansok elkeriilése érdekében az elemzés soran élni fogunk
azzal az altalanositassal, hogy a VéletlenMagassag() eljaras ciklusmagja-
ban a magassag novelésének valosziniisége 1/2 helyett p.

A keresési uton visszafelé haladva egy adott pillanatban a helyzet a ko-
vetkezG: egy x elem i-edik el6re mutaté pointerénél vagyunk, semmit nem
tudunk az x-t6l balra 1év6 elemek magassagairdl és x magassagardl is csak
annyit tudunk, hogy az legalabb 1.

Tegyiik fel, hogy x nem a listafej. Ez biztosithato, ha a listat ideiglenesen
kiterjesztjiik bal oldali irAnyban a végtelenbe.

e Ha az = elem magassaga ¢, akkor a keresési tton visszafelé haladva
balra fogunk lépni.

e Ha az x elem magassidga nagyobb, mint ¢, akkor a keresési titon vissza-
felé haladva felfelé¢ fogunk lépni.
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Annak a valoszintisége, hogy a masodik eset all fenn nyilvan p.
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Egy végtelen listaban a balra mené lépések szama, amelyeket az eltt
tesziink, hogy egy szinttel feljebb 1épnénk, a "kudarcok" szama (bal olda-
li szituacio) az els6 "siker" (jobb oldali szituacio) el6tt, fiiggetlen kisérletek
olyan sorozataban, ahol a siker valoszintisége p. Ennélfogva a lépések szé-
ma, amig egy végtelen listdban egy szinttel feljebb keriiliink, a bevezetett
valoszintiségi jel6lést hasznélva,

=prob 1 -+ NB(l,p)

Analég modon a lépések szédma, amig egy végtelen listaban a legals6 szintrél
feljutunk az L(n)-edik szintre

=prob (L(n) — 1) + NB(L(n) — 1, p).

Mivel a lista nem végtelen, ezért a lépések szama, amig a legalsé szintrél
feljutunk az L(n)-edik szintre

Sprow (L(n) = 1) + NB(L(n) — 1,p).

Indoklasul itt elég arra hivatkozni, hogy ha elérjiik a listafejet, akkor egysze-
riien elkezdiink felfelé¢ 1épkedni, anélkiil, hogy egyetlen tovabbi balra 1épést
végrehajtanank.

Ha elértiink az L(n)-edik szintre, a hatra 1évs balra lépések szama nyilvan
legfeljebb annyi, mint a lista legalabb L(n) magassigi elemeinek szama.
Legyen L(n) = log;,,n. Ekkor a listiban 1év6 legalibb L(n) magassagi
elemek szama

=prob B(n,p"™~") = B(n,1/np).
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A héatra 1évs felfelé 1épések szamanak meghatarozasihoz legyen M egy n
elemi ugralo lista magassagahoz tartozo valoszintségi valtozd. Annak a va-
l6szintisége, hogy egy elem magassaga nagyobb, mint k nyilvan p*, igy

Prob{M >k} =1— (1 —p")™
A Bernoulli egyenlGtlenség szerint

ahonnan
Prob{M > k} < np" = pF~L(.

Hajtsuk végre az i = k — L(n) helyettesitést:
Prob{(M — L(n)) > i} < p".
Most vegyiik észre, hogy
Prob{(NB(1,1 —p)+1) > i} = p".

Innen kovetkezik, hogy M — L(n), vagyis az L(n)-edik szint elérése uténi
felfelé lépések szama
<prob NB(]., 1-— p) + 1.

Ennélfogva az L(n)-edik szint elérése utani balra és felfelé lépések szama
osszesen
<prob B(n,1/np) + NB(1,1 —p) + 1.

Mindent Gsszevetve a teljes keresési it hossza
Sprob (L(n) —1) + NB(L(n) — 1,p) + B(n,1/np) + NB(1,1 - p) + 1.
Ennek varhato értéke

Ly —1p B =00=p) 1 p L) 1
P p l-—p P IL—p

ami p = 1/2 esetén 2log, n + 2.

Binaris fak levelei

Feladat.
Mutassuk meg, hogy egy binaris fa levél csiicsainak szama eggyel nagyobb,
mint azoké, amelyeknek két gyerekiik van!
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Megoldas.
Az allitast a binaris fa csicsszamara vonatkozoé teljes indukcidval bizonyitjuk.
Tekintsiink egy n csticsi T' binaris fat. Jelolje I[(T') a levél csticsok szamat,
b(t) pedig azokét, amelyeknek két gyerekiik van.
Ha n = 1, akkor az allitas trividlisan igaz. Legyen ezutan n > 1, és legyen
v a fa egy levél csticsa. Mivel a fanak egynél tobb csticsa van, ezért v nem a
gyokér, kovetkezésképpen van sziilGje. Jelolje a v cstcs sziil6jét w.
Tekintsiik most azt a T” fat, amelyet T-b6l a v levél (és a ra illeszkedd él)
torlésével kapunk.

e Ha wu-nak v volt az egyetlen gyereke T-ben, akkor u levél csics lesz a
T' faban, igy I(T") = I(T') és b(T") = b(T). Alkalmazva az indukcios
feltevést T'-re, az allitas adodik.

e Ha u-nak két gyereke volt T-ben, akkor u-bol nem lesz levél cstucs T7-

ben, ugyanakkor nem marad olyan cstcs sem, amelynek két gyereke
van. Igy ekkor I(T") = I(T') — 1 és b(T") = b(T) — 1. Alkalmazva az
indukcios feltevést T"-re, az allitads ismét adodik.

Keresési sorozatok

Feladat.

Egy binaris kereséfa kulcsai az 1 és 1000 kozotti egész szamok koziil valok.
A faban a 363 kulcsot akarjuk megkeresni. Az alabbi sorozatok koziil melyek
nem lehetnek keresési sorozatok?

A) 2,252, 401, 398, 330, 344, 397, 363.

B) 924, 220, 911, 244, 898, 258, 362, 363.

D

(A)

(B)

(C) 925, 202, 911, 240, 912, 245, 363.

(D) 2, 399, 387, 219, 266, 382, 381, 278, 363.
(E)

E) 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363.

Megoldas.
(A) Igen.

(B) Igen.

(C) Nem. Miutéan a 911 kulesnal balra mentiink, nem talalkozhattunk a nala
nagyobb 912 kulccsal.
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(D) Igen.

(E) Nem. Miutan a 347 kulcsnél jobbra mentiink, nem taldlkozhattunk a
nala kisebb 299 kulccsal.

El6z6 és kovetkez6 elem binaris keres6fakban

Feladat.
(A) Mutassuk meg, hogy ha egy binaris kerestfa valamely csicsanak van bal
oldali gyereke, akkor a megel6zGjének nincs jobb oldali gyereke!

(B) Mutassuk meg, hogy ha egy binaris keres6fa valamely csiucsanak van jobb
oldali gyereke, akkor a rakévetkez&jének nincs bal oldali gyereke!

(C) Mutassuk meg, hogy ha egy binaris kerestfa valamely csticsanak van bal
oldali gyereke, akkor a megel6zGje a cstucs bal oldali részfajanak a maximalis
eleme!

(D) Mutassuk meg, hogy ha egy binaris kerestfa valamely csticsanak van
jobb oldali gyereke, akkor a rakovetkez&je a csiics jobb oldali részfajanak a
minimalis eleme!

(E) Mutassuk meg, hogy ha egy binaris kereséfa valamely cstcsanak nincs
bal oldali gyereke, akkor a megel6zGje a cstcs legalacsonyabban fekvé olyan
Gse, amelynek a csics jobb oldali leszarmazottja!

(F) Mutassuk meg, hogy ha egy binaris kereséfa valamely csicsanak nincs
jobb oldali gyereke, akkor a rakovetkezGje a csics legalacsonyabban fekve
olyan &se, amelynek a csics bal oldali leszarmazottja!

Megoldas.

(A) Legyen x a fa egy olyan csticsa, amelynek van bal oldali gyereke. A fa
inorder bejaradsaban az x csics bal oldali részfajanak cstucsai kézvetleniil x
elétt jonnek. Igy x megel6z6je a bal oldali részfaban van. Legyen s az x
csics megel6zGje. Most ha s-nek lenne jobb oldali gyereke, az az inorder
bejarasban s utan, de még x el6tt jonne, ellentmondva annak, hogy az x
cstcs megeldzGje s.

(B) Legyen x a fa egy olyan csucsa, amelynek van jobb oldali gyereke. A fa
inorder bejarasaban az x csics jobb oldali részfajanak cstcsai kozvetleniil x
utan jonnek. Igy x rakovetkezdje a jobb oldali részfaban van. Legyen s az
x csics rakdvetkezdje. Most ha s-nek lenne bal oldali gyereke, az az inorder
bejarasban x utan, de még s elGtt jonne, ellentmondva annak, hogy az x
csics rakdvetkezdje s.

(C) Legyen x a fa egy olyan cstcsa, amelynek van bal oldali gyereke. A fa
inorder bejardsdban az x cstcs bal oldali részfajanak cstcsai kozvetleniil x
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el6tt jonnek. Igy x megel6zGje a bal oldali részfaban van, nevezetesen annak
az inorder bejaras szerinti utolsé eleme, azaz a maximuma.

(D) Legyen z a fa egy olyan csicsa, amelynek van jobb oldali gyereke. A fa
inorder bejarasaban az x csics jobb oldali részfajanak csucsai kozvetleniil x
utan jonnek. Igy x rakovetkezSje a jobb oldali részfaban van, nevezetesen
annak az inorder bejarés szerinti els6 eleme, azaz a minimuma.

(E) Legyen z a fa egy olyan cstcsa, amelynek nincs bal oldali gyereke, és
legyen y az x csucs legalacsonyabban fekvs olyan Gse, amelynek z jobb oldali
leszarmazottja. Most az y cstcsnak van jobb oldali gyereke, igy (D) szerint
y rakovetkezGje y jobb oldali részfajanak a minimaélis eleme. Legyen 2’ az y
cstcs rakovetkezdije.

Indirekt tegytik fel, hogy 2’ # z. Legyen x és 2’ legalacsonyabban fekvd
koz6s Gse z. Ha z = x, akkor 2’ az = csics jobb oldali részfajaban van,
hiszen a bal oldali iires, igy a fa inorder bejardsaban x el¢bb jon, mint 2/,
ami ellentmondéas. Ha z # x, akkor a feltétel szerint x a z cstics bal oldali
részfajaban van, igy 2’ sziitkségképpen a jobb oldaliban vagy z = /. Am ekkor
a fa inorder bejarasaban x megint csak el6bb jon, mint 2z, ami ellentmondés.

Ebbdl kovetkezik, hogy az y cstics rakévetkezGje az x csics, és igy az x
cstics megelGzGje az y csics.

(F) Legyen x a fa egy olyan csicsa, amelynek nincs jobb oldali gyereke, és
legyen y az x csucs legalacsonyabban fekvé olyan Gse, amelynek x bal oldali
leszarmazottja. Most az y csticsnak van bal oldali gyereke, igy (C) szerint y
megelézéje y bal oldali részfajanak a maximalis eleme. Legyen 2’ az y csics
megelézdje.

Indirekt tegytik fel, hogy 2’ # z. Legyen x és 2’ legalacsonyabban fekvs
k6z6s 6se z. Ha z = x, akkor 2’ az x csics bal oldali részfajaban van, hiszen
a jobb oldali iires, igy a fa inorder bejarasaban x késébb jon, mint 2/, ami
ellentmondas. Ha z # x, akkor a feltétel szerint x a z cstcs jobb oldali
részfajaban van, igy o’ sziikségképpen a bal oldaliban vagy z = 2/. Am ekkor
a fa inorder bejarasdban x megint csak késébb jon, mint 2/, ami ellentmondés.

Ebbdl kovetkezik, hogy az y csiics megel6z6je az x csics, és igy az x csics
rakovetkez6je az y csics.

Forgatas

Feladat.

Mutassuk meg, hogy barmely, az 1,2,...,n kulcsokat tartalmazo n cstcsi
binaris keres¢fa forgatasokkal dtalakithaté barmely, szintén az 1,2, ... n kul-

csokat tartalmazo n cstucesi binaris keresGfaval
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x BalraForgat(T,x) Y

(0% -
JobbraForgat (T,y) 7
gy @ f
Azt is mutassuk meg, hogy O(n) forgatas mindig elég!

Megoldas.
El6szor megmutatjuk, hogy barmely n csicsa binéris kereséfa legfeljebb n—1
forgatassal atalakithato egy jobbra tart6 lanccé.

Kezdetben a fa jobb szélén haladé Gton van legalabb egy cstics, nevezete-
sen a fa gyokere. Ha a fa még nem egy jobbra tart6 lanc, akkor a fanak van
olyan z csicsa, amelynek y sziilGje a fa jobb szélén haladé uton van. Hivjuk
meg az y csicsra a jobbra forgato eljarast; ezutan mar x is rajta lesz a jobb
szélen haladé uton, mikozben onnan egyetlen cstcs sem tiinik el. Igy a forga-
tas eredményeként a fa jobb szélén halado Gt hossza eggyel ngtt. Ennélfogva
legfeljebb n — 1 jobbra forgatds utan mind az n csics a jobb szélen halado
uton lesz, vagyis a fa egy jobbra tarté lancca alakul.

Ezek utan egy T fat a kovetkezSképpen alakithatunk at egy 75 fava. A
T, fa jobbra forgatasok egy legfeljebb n — 1 elemd

(13"
sorozataval egy jobbra tarté lanccé alakithato. Hasonléan, a T, fa is jobbra

forgatasok egy legfeljebb n — 1 elemt

(2 (2 (2
(2,582, 3)

sorozataval egy jobbra tarté lancca alakithato. Jelolje a j§2),j§2), e ,jl(2)
jobbra forgatasoknak megfelel6 inverz balra forgatasokat rendre b(12), bg), ey
bl(2). A balra forgatasok

2 2 2
67,67, b))

sorozata a (71-bdl kapott) jobbra tarto lancot vilagos modon a Ty fava ala-
kitja. Igy a legfeljebb 2n — 2 elemi

(jg)ajél)a s >j;il)> 61(2)7 bl(i)la <. 7b§2))

forgatassorozat a T) fat a T, fava alakitja.
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Piros-fekete fak egyesitése

Feladat.

Legyenek Fi és F, piros-fekete fak. Tegyiik fel, hogy az Fy-ben szerepls
kulcsok mind nagyobbak az F'-ben szerepl kulcsoknal. Mutassuk meg, hogy
a két piros-fekete fa O(logn) koltséggel Osszeftizhets egyetlen piros-fekete
fava, ahol n a két faban szerepld kulcsok egyiittes szama!

Megoldas.
Ha F5 egyetlen kulcsot tartalmaz, akkor szurjuk be ezt a kulcsot Fi-be. En-
nek koltsége nyilvan O(logn).

Tegyiik fel ezutan, hogy F3 egynél tobb kulcsot tartalmaz. Keressiik meg
és toroljik F, legkisebb kulcst cstuicsat. Jelolje a tordlt csicsot x, a torlés
utan kapott piros-fekete fat pedig Fj.

Hatéarozzuk meg az F} fa gyokerének az fm(gyokér|F1]) és az Fj fa gyokeré-
nek az fm(gyokér|F3]) fekete-magassagat. Ehhez elég a gyokértdl egy tetszéle-
ges levélig vezets titon a fekete cstcsokat dsszeszamolni. Ha fm(gyokér|F]) =
fm(gyokér|F3)), akkor tekintsiik a kovetkezd piros-fekete fat. A fa gyokere le-
gyen az x csics, ennek szine legyen fekete; az x csics bal oldali részfaja legyen
F1, a jobb oldali részfaja pedig F5. Fz a fa nyilvan megfelel a kivinalmaknak.

Tegyiik fel ezutan, hogy fm(gyokér[Fi|) # fm(gydkér[Fs]). Legyen mond-
juk fm(gyokér[Fy]) > fm(gyokér[Fs]); a forditott eset hasonloan kezelhetd.
Az Fy faban a gyokértsl indulva, és rendiiletleniil jobb felé haladva keressiik
meg azt a fekete cstcsot, jelolje ezt a csicsot y, amelynek fekete-magassiaga
fm(gyokér|F3)). Jegyezziik meg, hogy a fenti tton az egymds utan kovet-
kez6 fekeke csiicsok fekete-magassaga egyesével csokken. Most az Fi fa y
gyokerd részfajat helyettesitsiik azzal a faval, amelynek gyokere az x csics,
ennek bal oldali részfaja az F) fa y gyokerii részfaja, jobb oldali részfaja
pedig F3. Legyen az x cstcs szine piros, és hivjuk meg az x csicsra a beszi-
ras eljaras piros-fekete tulajdonsagot helyreallito részét (igy, mintha csupan
az x csucsot szirtuk volna be a faba). Az igy kapott fa nyilvan megfelel a
kivanalmaknak.

Az x csics torlésének koltsége O(logn). Ugyanennyi fm(gydkér[Fy]) és
fm(gyokér|F3)) meghatarozasanak a koltsége is.

e Ha fm(gyokér[F1]) = fm(gyokér[Fs)), akkor az utolsé fazis konstans
koltségti.

e Ha fm(gyckér[Fi]) # fm(gyokér[Fs]), akkor meg kell még talalnunk
az y csucsot; ennek koltsége O(logn). Ezutén jon az y gyokerd rész-
fa lecserélése, ami konstans koltségli, majd a piros-fekete tulajdonsag
helyreallitasa, ami ismét O(logn) koltségi.
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Mindkét esetben az algoritmus teljes koltsége O(logn).

Még egyszer a k-adik elem kivalasztasarol

Feladat.

Valos szamok egy véges halmazat szeretnénk tarolni olyan adatszerkezettel,
amely a szokisos keres, beszur, torol midveleteken kiviil tAmogatja a hal-
maz k-adik elemének kivalasztasat. Valositsuk meg minél hatékonyabban az
adatszerkezetet!

Megoldas.

Az adatszerkezet egy olyan T piros-fekete fa, amelynek minden csicsaban egy
kiegészits informaciot tarolunk; a szokasos mezdkon kiviil minden z cstcs-
ban jelen van egy méret[z] mez6 is. Ez a mez6 az x gydkerd részfa nil[T)-
t61 kiilonbo6z6 csticsainak szamat tartalmazza, az = csicsot is beleértve. A
méret[nil[T]] = 0 konvenciot alkalmazva a kovetkezs azonossag azonnal ado-
dik:

méretx] = méret[ballx]] + méret[jobb[z]] + 1

a fa tetszéleges nil[T)-t6l kiilonb6z6 x csticsara.

Keressiik tehat a k-adik elemet. Ez a T fa inorder bejaras szerinti k-adik
eleme. Vegyiik észre, hogy a T gyokerében 1évG kulcsot megel6z§ kulcsok
szama méret[ballgyokér(T)|], igy r = méret[ballgyckér[T]]] + 1 nem mas, mint
a gyokérben 1év§ kules sorszama. Harom eset lehetséges.

e Ha r = k, akkor kész vagyunk, a k-adik elem a gyokérben van.

e Ha r > k, akkor a k-adik elemet a bal oldali résztfaban keressiik tovabb
rekurzivan, szintén mint k-adik elemet.

e Har < k, akkor a k-adik elemet a jobb oldali részfaban keressiik tovabb
rekurzivan, de most mint (k — r)-edik elemet, hiszen tudjuk, hogy a
bal oldali részfaban, illetve a gyokérben levs r kulcs megel6zi a k-adik
elemet.

Lassuk az algoritmust ezek utan. Az algoritmust a (gydkér|T], k) para-
méterekkel kell meghivni.

PF-Kivalaszt(x,1i)
r=méret[ball[x]]+1
if i=r
then
return x
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else
if i<r
then return PF-Kivalaszt(ballx],i)
else return PF-Kivalaszt(jobb[x],i-r)

Az algoritmus a k-adik elemre mutat6 pointerrel tér vissza.

Mivel minden rekurziv hivaskor egy szinttel alacsonyabbra keriiliink a
faban, ezért a PF-Kivalaszt algoritmus koltsége aranyos a fa magassagaval.
Ennélfogva a PF-Kivalaszt algoritmus koltsége O(logn), ha a fa n kulcsot
tartalmaz.

Hatra van még annak igazolasa, hogy a méret mez&k mind besziras, mind
torlés soran a miveletek aszimptotikus koltségének valtozasa nélkiil aktuali-
zalhatok. Tegyiik fel, hogy a kulcsok szdma n.

Piros-fekete fak esetén a besziras két menetben torténik. Az elsé menet-
ben a gyokértsl haladunk addig a csticsig, amelynek az 4j cstics a gyereke lesz.
A masodik menetben felfelé haladunk a faban, csiicsok szinét valtoztatgatjuk,
illetve forgatasokat végziink a piros-fekete tulajdonsag fenntartasa érdekében.
Az els6 menetben az aktualizalas csupan annyi, hogy minden olyan x cstcsra,
amelyen athaladunk, a méret|x] értéket eggyel megnoveljiik, az 4j csics méret
értékét pedig egyre allitjuk. Mivel a keresGuton O(logn) csucs van, igy itt a
potlolagos koltség O(logn). A masodik menetben a forgatasok okoznak csak
valtozast a piros-fekete fa szerkezetén. Azonban a forgatas lokalis mivelet,
csak anndl a két csiicsnal valtozik a méret érték, amely kapcsolat mentén
torténik a forgatas. Mivel legfeljebb két forgatast kell végezni piros-fekete
faba torténd beszurasnal, ezért a masodik menet potlolagos koltsége O(1).
fgy besztrasnal a méret értékek a mivelet aszimptotikus koltségének val-
tozasa nélkiil aktualizdlhatok, kovetkezésképpen a beszuras koltsége marad
O(logn).

A torlés algoritmus szintén két menetbdl all: az els6 menetben a tényle-
ges torlést hajtjuk végre, mig a masodikban csticsok szinét valtoztatgatjuk,
és legfeljebb harom forgatast végziink. Az els§ menetben a méret értékek
aktualizadlasa tgy torténik, hogy az eltavolitott y cstcstol a gyokérig felfelé
haladva az uton taldlhatd Osszes x csicsra a méret[z] értéket eggyel csok-
kentjiik. Mivel ezen az uton O(logn) cstics van, igy itt a potlolagos koltség
O(logn). A masodik menet pdtldlagos koltsége O(1), ahogy azt mér a beszu-
rasnal lattuk. Igy itt is igaz, hogy a méret értékek a miivelet aszimptotikus
koltségének valtozasa nélkiil aktualizalhatok, kovetkezésképpen a torlés kolt-
sége marad O(logn).
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Minimalis tavolsag

Feladat.

Valos szamok egy véges halmazat szeretnénk tarolni olyan adatszerkezettel,
amely a szokésos keres, beszir, torél miiveleteken kiviil tAmogatja a halmaz
két legkozelebbi elemének kivalasztasat, illetve azok tavolsdganak meghaté-
rozasat. Valositsuk meg minél hatékonyabban az adatszerkezetet!

Megoldas.

Az adatszerkezet egy olyan T piros-fekete fa, amelynek minden nil[T]-t8] kii-
16nb6z6 csticsdban harom kiegészité informaciot tarolunk; a szokasos mezd-
kon kiviil minden x csucsban jelen van egy min|x], egy maz|x] és egy mintdv[z]
mez6 is. Ezek a mez&k rendre az x gyokerd részfa legkisebb kulcsat, legna-
gyobb kulcsét, illetve két legkozelebbi elemének tavolsdgat tartalmazzak. Ha
x mindkét gyereke nil[T], akkor mintdv[x] = oo definici6 szerint. Vegyiik
észre, hogy a fa barmely nil[T]-t6] kiilonb6z6 x csicsdnak harom uj mezdGjére
a kovetkezok teljesiilnek:

minfz] :{ min|balx]] ha bal[z] # nil[T],
kules|x] kiilonben,
mazz] = { mazljobb[z]] ha jobb[x] # nil[T),
kules|x] kiilonben,
mintav[bal|x]] (0o ha bal[z] = nil[T)),
mintav]jobb[z|| (0o ha jobblx] = nil[T]),
kulesx] — maz[bal[z]] (oo ha ballx] = nil[T]),
minljobb[z]|| — kules[z] (oo ha jobb[x] = nil[T)).

mintav[z] = min

Ezek utdn a két legkozelebbi elem tévolsaga egyszeriien megkaphato: ez
nem mas mint a mintav|gyokér|T)] mez6 értéke. A mivelet koltsége O(1).

Az adatszerkezet tdmogatja két konkrét legkozelebbi elem meghataroza-
sat is. A gyokértdl indulva vizsgaljuk, hogy a mintav mezd értékét hogyan
kaptuk.

e Ha ez az érték megegyezik valamelyik részfa mintav mezGjének az ér-
tékével, akkor folytassuk a vizsgalatot rekurzivan ebben a részfaban.

e Ha viszont ez az érték a kulcs mezG és a bal oldali részfa legnagyobb
vagy a jobb oldali részfa legkisebb elemének a kiilénbsége, akkor egy
legkozelebbi elempér a kulcs mez6 értéke, és ez a maximum, illetve
minimum érték.

Az eljaras koltsége O(logn) ha a fa n kulcsot tartalmaz.
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Hatra van még annak igazolasa, hogy a min, maz és mintav mez6k mind
beszuras, mind torlés soran a miiveletek aszimptotikus koltségének valtozésa
nélkiil aktualizalhatok. Tegyiik fel, hogy a kulcsok szama n.

Piros-fekete fak esetén a besziras két menetben torténik: az elsé menet-
ben beillesztjiik az Gj x cstcsot a faba, mig a masodikban csicsok szinét
valtoztatgatjuk, és forgatdsokat végziink a piros-fekete tulajdonsag fenntar-
tasa érdekében. Az x csicsnal a hdrom 1) mezd értékének a beéallitasa nyil-
van konstans koltségi. Ezutan az x cstucstol a gydkérig felfelé haladva, az
Ut minden csticsanal aktualizaljuk a harom j mez6 értékét. Mivel ezen az
aton O(logn) cstics van, ezért az elsG menet potlolagos koltsége O(logn).
A masodik menetben csak a forgatasok okoznak valtozast a piros-fekete fa
szerkezetén. Azonban a forgatéas lokalis midvelet, csak annal a két csicsnal
valtoznak a min, max és mintav értékek, amely kapcsolat mentén torténik a
forgatas. Mivel legfeljebb két forgatést kell végezni piros-fekete faba torténd
beszurasndl, igy a masodik menet potlolagos koltsége O(1). Kovetkezéskép-
pen a besziras koltsége marad O(logn).

A torlés algoritmus szintén két menetbdl all: az els6 menetben a tényle-
ges torlést hajtjuk végre, mig a masodikban csticsok szinét valtoztatgatjuk,
és legfeljebb harom forgatast végziink. Az els6 menetben az eltavolitott y
csticstol a gyokérig felfelé haladva, az it minden csicsdnal aktualizaljuk az
1j mezdk értékét. Mivel ezen az uton O(logn) csics van, igy itt a potlolagos
koltség O(logn). A masodik menet potlolagos koltsége szintén O(1), ahogy
azt mar a beszurasnal lattuk. Kovetkezésképpen a torlés koltsége marad
O(logn).

UNIO-HOLVAN

Feladat.
Az UNIO-HOLVAN adatszerkezettel egy n elemii S halmaz olyan Uy, Us, . . .,
U,, részhalmazait taroljuk, amelyekre

UiﬂUj:(Z), hal#j,

valamint
UyuU,UJ---UU, =85,

az adatszerkezethez:
e UNIO(U;,U;) = ({U1, Us, ..., U} U{U; UU )\ {U;, U},
e HOLVAN(v) eredménye az S halmaz egy v elemére annak az U; hal-

maznak a neve, amely tartalmazza v-t.
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Valositsuk meg minél hatékonyabban az adatszerkezetet! Az adatszerkezet
tipikus alkalmazésainal tobb UNIO és HOLVAN miveletbsl allo lépéssort
hajtunk végre abbdl a kezdShelyzetbdl indulva, amelyben minden U; halmaz
egyelemid. A miiveletek implementélasanal mi is élhetiink ezzel a feltevéssel.

Megoldas.

Az adatszerkezetet legegyszertibben tgy képzelhetjiik el, hogy egy U; részhal-
maznak egy gyokeres, felfelé iranyitott fa felel meg. U; elemeit a fa csticsaiban
taroljuk, egy sziilémutatoval egyiitt (ami nil a gyokérnél). Egy részhalmaz
neve legyen az 6t dbrazold fa gyokere. A gyokérben nyilvantartjuk még a fa
méretét is. Ezek a fak természetes modon tarolhatok egy S elemeivel indexelt
tombben; ennek a v indexi eleme egy mutaté a v fabeli sziilgjére.

Az UNIO(U;, U;) miivelet megvalositdsa ezek utan a kovetkezs. Tegyiik
fel, hogy |U;| < |Ujl; csatoljuk hozza gyerekként az U; fa gyokerét az U, fa
gyoOkeréhez.

A HOLVAN(v) miivelet megvalositasa sem sokkal bonyolultabb. A v € S
elemet tartalmazo részhalmaz nevét, azaz a megfelel§ fa gyokerét, a sziil6khoz
mend mutatok végigkdvetésével talalhatjuk meg.

Tegyiik fel, hogy UNIO(U;, U;) hivésakor az U; és U; halmazok a gyoke-
reikkel adottak. Az UNIO kéltsége ekkor nyilvan O(1), hiszen a gydkereknél
adminisztraljuk a faik méretét, és csak a kisebbik fa gyokerének sziilomuta-
tojat kell beallitani.

A HOLVAN miivelet koltségének meghatarozasahoz vegyiik észre, hogy
amikor egy v cstics 4j gyokér ala keriil, akkor egy szinttel tavolodik a gyokér-
t6l, fajanak mérete pedig legalabb a duplajara né. Ezért v legfeljebb log, n
alkalommal keriilhet 14j gyokér ald, igy v-t6l a gyokérig vezets tton az élek
szama legfeljebb log, n. Innen azonnal adodik, hogy a HOLVAN kéltsége
O(logn).
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Dinamikus programozas és moho
modszer

Sakktabla

Feladat.

Tegyiik fel, hogy adott egy n x n-es sakktabla, és egy figura, amelyet a tabla
alsé sorabol kell eljuttatni a fels§ sorba gy, hogy minden mezérél csak a
kovetkezd harom mezére léphetiink:

e a pillanatnyi mez6 feletti mezore,

e a pillanatnyi mez§ felett 16v6 mez&t6l balra levé mezére, feltéve, hogy
nem a bal széls§ oszlopban allunk,

e a pillanatnyi mez6 felett 16v6 mez6tSl jobbra levé mezére, feltéve, hogy
nem a jobb sz¢lsé oszlopban allunk.

Ha az x mez6rél (megengedett modon) az y mezdre lépiink, akkor f(x,y)
forintot kapunk.

Adjunk hatékony algoritmust egy olyan Gt megtalédlasara, amely mentén
a lehetd legtobb pénzt gytjthetjiik be! Az als6 sor akdrmelyik mezdjérdl
indulhatunk, és a fels6 sor akdrmelyik mezGjére érkezhetiink.

Megoldas.

A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. Minden 1 < i, < n
esetén jelolje (i, j) a sakktabla i-edik soranak és j-edik oszlopanak a keresz-
tezédésében 1év6 mez6t. Tekintsiink most az (7, j) mezén végz6ds utak koziil
egy olyat, amely a lehets legtobb pénzt hozza. Jelolje ezt az utat P. Hai > 1,
akkor P-n sziikségképpen az (i —1, j') mez6rdl érkeziink meg az (i, j) mezére,
ahol j' € {j —1,j,7 + 1}. Vizsgaljuk meg P-nek az (i — 1, j') mezsig terjedd
P’ szakaszat. Allitjuk, hogy P’ az (i — 1,7') mezén végzéds utak koziil egy
legtobb pénzt hozo. Tegyiik fel, hogy ez nincs igy, azaz az (i — 1,j") me-
z6n végzGdd utak kozott van olyan P” at, amely tobb pénzt hoz, mint P’.
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Am ekkor a P ut P’ szakaszat P"-re cserélve egy olyan (i, j)-n végz6dd utat
kapunk, amely tobb pénzt hoz, mint P, ellentmondva P optimalitasanak.

Minden 1 < 4,5 < n esetén jelolje d[i, j| az (i,j) mezdén végz6ds utak
mentén begytjthetd pénz maximumat. Most d[1,j] = 0 minden 1 < 7 < n
esetén. Ha pedig ¢ > 1, akkor a fentiekkel 6sszhangban

dli,j] =max < d[i—1,j]+ f((i —1,7),(i,7))

Az egész sakktablan begytijthet§ pénz maximuma
max{d[n, j] [ 1<j < n}.

Annak érdekében, hogy a legtobb pénzt hozd utat is meg tudjuk adni
még egy jelolést vezetiink be. Minden 2 <7 < n és 1 < j < n esetén legyen
wli, j] az (i, 7) mezdén végzida, legtébb pénzt hozo tton az utolséd elGtti mezd
oszlopa.

Sakktabla(n,f)
for j=1 to n do
dl1,31=0
for i=2 to n do
for j=1 to n do
d[i,j]=-INFINITY
if j>1 then
dli,jl=dli-1,j-11+£((i-1,j-1),(1,3))
wli,jl=j-1
if dli-1,j1+£((i-1,3),(i,3))>d[i,]j] then
dli,jl=dli-1,j1+£(GE-1,3),(,3))
wli,jl=j
if j<n AND d[i-1,j+1]1+£((i-1,j+1),(i,j))>d[i,j] then
dli,jl=dli-1,j+11+£((-1,§+1), (1, 5))
wli,jl=j+1
opt=d[n,1]
t=1
for j=2 to n do
if opt<d[n,j] then
opt=d[n, j]
t=]
return d,w,opt,t
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A legtébb pénzt hozd utat a kiovetkezs rekurziv eljarassal hatérozhat-
juk meg. Az eljarast a (w,n,t) paraméterekkel kell meghivni, ahol t az az
1 < j < n index, amelyre d[n, j] maximalis.

LépésekNyomtatasa(w,i,j)
if i>1 then LépésekNyomtatasa(w,i-1,w[i,j])
print 1] (n 1 " , " J Il) "
A Sakktabla eljaras koltsége O(n?), a LépésekNyomtatasa eljarasé pedig
O(n).

Leghosszabb kozos részsorozat

Feladat.
Egy Z = (21, 29,...,2;) sorozat részsorozata egy X = (x1,29,...,T,) SO-
rozatnak, ha léteznek olyan 1 < 747 < i35 < --- < 4 < n indexek, hogy

minden 1 < j < k esetén z; = x;,. Azt mondjuk, hogy egy Z sorozat kozos
részsorozata az X és Y sorozatoknak, ha Z részsorozata X-nek és Y-nak is.
Adjunk hatékony algoritmust az X = (x1,29,...,2,) s Y = (y1,%2, .-, Ym)
sorozatok egy leghosszabb kozos részsorozatanak meghatarozasara!

Megoldas.
A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. Sziikségiink lesz a prefix
fogalmara. Az X = (z1,9,...,x,) sorozat X; = (x1, 22, ..., x;) részsoroza-

tat az X sorozat i-edik prefixének nevezziik tetszéleges 0 < i < n esetén.

Allitas. Legyen X = (z1,29,...,7,) ¢ Y = (y1,%2,...,Ym) két sorozat és
Z = (z1,29,...,2) ezek egy leghosszabb kozos részsorozata. Ekkor

(1) ha z, = ym, akkor zx = z, = ym és Zy_1 egy leghosszabb kozos
részsorozata X, _i-nek és Y,,_1-nek,

(2) ha x, # ym és zx # x,, akkor Z egy leghosszabb kozos részsorozata
X,_1-nek és Y-nak,

(3) ha x, # Ym és 2z # Ym, akkor Z egy leghosszabb kozos részsorozata
X-nek és Y,,_i-nek.

Bizonyitas.
(1) Ha z; # z,, akkor az z,, = y,, elemet hozzavehetnénk Z-hez, ami altal
X és Y egy k + 1 hosszu kozos részsorozatat kapnank, ellentmondés. Igy
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2k = Ty, = Ym. Viladgos, hogy Z;_ 1 koz0s részsorozata X,,_1-nek és Y, 1-nek.
Ha lenne ennél hosszabb kozos részsorozata X,_;-nek és Y,,_i1-nek, akkor
ehhez z-t hozzaftizve X-nek és Y-nak egy Z-nél hosszabb k6zos részsorozatat
kapnank, ami nem lehetséges. Igy Z,_ sziikségképpen egy leghosszabb kozos
részsorozata X,,_i-nek és Y,,_;1-nek.

(2) Ha 2y, # z,,, akkor Z koz0s részsorozata X, _1-nek és Y-nak. Ha X,,_;-nek
és Y-nak volna Z-nél hosszabb koz0s részsorozata, az Z-nél hosszabb kozos
részsorozata lenne X-nek és Y-nak is, ellentmondas.

(3) Ugyanigy, mint az elgbb.

Az el6z6 allitas szerint csak egy vagy két részfeladat van, amit meg kell
vizsgalni az X = (x1,29,...,2,) és Y = (Y1,¥2, ..., Ym) sorozatok egy leg-
hosszabb kozos részsorozatdnak megkeresésekor.

e Ha z, = y,,, akkor elég X,, 1 és Y,, 1 egy leghosszabb ko6z0s részso-
rozatat megtalalni, amelyhez az x, = y,, elemet csatolva X és Y egy
leghosszabb kozos részsorozatahoz jutunk.

e Ha x, # yn, akkor két részfeladatot kell megoldani: X, _; és Y, illet-
ve X és Y,,_1 egy-egy leghosszabb koz6s részsorozatat kell megkeresni.
Ezek koziil a hosszabb X-nek és Y-nak is egy leghosszabb kozos rész-
sorozata lesz.

Ezek utan az X; és Y sorozatok leghosszabb kozos részsorozatanak hosz-
szét jelolje cli, j] minden 0 < i < nés 0 < j < mesetén. Hai =0 vagy j =
0, azaz a sorozatok legalabb egyikének a hossza nulla, akkor természetesen
a leghosszabb kozos részsorozat hossza is nulla. A tobbi esetben a fenti
észrevétel igazit el. Mindent Gsszevetve a c|i, j]-re vonatkozo rekurziv képlet
a kovetkezd:

0 ha i =0 vagy 7 =0,
cli,jl=<¢ cfi—1,7—1]+1 hai,j > 0ész; =y,
max(c[i — 1, j],cli,j —1]) haid,j >0 és z; # y;.

Egy leghosszabb kozos részsorozat megtaldlasa érdekében még egy jelélést
vezetiink be. Minden 1 < i < n és 1< j < m esetén jelolje b[i, j] a ¢ téomb
azon elemének indexét, ahonnan cfi, j| értékének meghatarozasakor a legjobb
értéket kaptuk.

LeghosszabbKozosRészsorozat (X,n,Y,m)
for i=1 to n do

cl[i,0]=0
for j=0 to m do
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c[0,j1=0
for i=1 to n do
for j=1 to m do
if x;=y;
then
cli,jl=cli-1,j-11+1
bli,jl=(i-1,j-1)
else
if cl[i-1,jl>=cli,j-1]
then
cli,jl=cli-1,j]
bli,jl=>i-1,3)
else
cli,jl=cli,j-1]
bli,jl=(1i,j-1)
return c,b

A [0 : n,0 : m] tomb elemeit sorfolytonosan toltjiik ki, el6szor az elsd
sort balrol jobbra, aztan a méasodikat, és igy tovabb. A leghosszabb kozos
részsorozat hossza c[n, m]. Az eljaras koltsége nyilvan O(nm).

Az b tomb felhasznalasaval konnyt egy leghosszabb kozos részsorozatot
megtalalni: a b[n, m] elembdl indulva egyszertien csak végig kell haladni a
"mutatok" mentén a tombon. Amikor egy bz, j] elemrdl a bfi — 1,5 — 1]
elemre 1épiink, az azt jelenti, hogy az x; = y; elem benne van a leghosszabb
kozos részsorozatban. Ezzel a modszerrel a leghosszabb kozos részsorozat
elemeit forditott sorrendben kapjuk meg.

A kovetkez6 rekurziv eljaras a leghosszabb k6z0s részsorozat elemeit a
helyes, eredeti sorrendben nyomtatja ki. Az eljarast a (b, X, n, m) paraméte-
rekkel kell meghivni.

Nyomtat (b,X,1,j)
if i=0 OR j=0 then return
if bli,jl=(i-1,j-1)
then
Nyomtat (b,X,i-1,j-1)
print x;
else
if bli,jl=(i-1,7)
then Nyomtat(b,X,i-1,j)
else Nyomtat(b,X,i,j-1)
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Az eljaras koltsége O(n+m), hiszen minden rekurziv hivasnal ¢ és j legalabb
egyikének cstkken az értéke.

Leghosszabb monoton novekvé részsorozat

Feladat.
Adjunk hatékony algoritmust egy n elemi szamsorozat leghosszabb monoton
névekvé részsorozatdnak meghatarozasaral

Megoldas.
A feladat visszavezethets a leghosszabb koz0s részsorozat feladatra. Legyen
a bemeneti téomb T[1 : n]. Méasoljuk 4t a T témbo6t a T' tombbe, rendez-
ziik a T" tomb elemeit novekvs sorrendbe, végiil hatarozzuk meg T és T’
egy leghosszabb ko6z0s részsorozatit. Az eredmény éppen T egy leghosszabb
monoton novekve részsorozata.

A maésolas koltsége O(n), a rendezésé O(nlogn), a leghosszabb kézos
részsorozat meghatarozasaé pedig O(n?). Igy az algoritmus teljes koltsége

O(n?).

Mutatunk egy (szintén dinamikus programozas) direkt megoldast is. Le-
gyen megint T'[1 : n] a bemeneti tomb. ElGszor is vegyiik észre, hogy ha egy
T[j]-re végz6ds maximalis hosszisagn monoton névekvd részsorozat utolsd
el6tti tagja T'[i], akkor a sorozat T[i]-ig terjedd része maximalis hosszusagu a
T[i]-re végz6d6 monoton névekvs részsorozat kozott. Valoban, ha lenne en-
nél hosszabb T'[i]-re végz6dd monoton novekvs részsorozat, akkor az eredeti
sorozat T'[i]-ig terjedd részét erre cserélve egy az eredetinél hosszabb T'[j]-re
végz6dd monoton novekvs részsorozatot kapnank, ami ellentmondas.

Minden 0 < j < n esetén jeldlje I[j] a T[j]-re végz6d6 monoton névekve
részsorozatok elemszamanak a maximumat.

e Ha j =0, akkor [[j] = 0 definicio szerint.

e Ha 1l < j < n ésegy T[j]-re végz6d6 maximalis elemszami monoton
novekvd részsorozat utolso el6tti eleme T'[i], akkor az el6z6 megjegy-
zéssel Osszhangban [[j] = 1 + [[i]. Ha a T[j]-re végz6d6 maximalis
elemszamu monoton noévekvs részsorozatnak nincs utolsé elGtti eleme,

akkor természetesen [[j] = 1. Ez akkor fordul el6, ha T[j] kisebb az
osszes elGtte 1évG elemnél.

A fenti rekurziv egyenlet feltételezi, hogy ismerjiik i értékét, bar ez nem igaz.
Vizsgéljuk meg ezért az 0sszes lehetséget, és valasszuk ki a legjobbat. Igy

1] = 0 ha 57 =0,
D=V 1+ max{I[i] |0<i<j—16s T[] <T[j]} haj>o0.
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(A rekurziv egyenlet kompakt felirasa érdekében legyen T'[0] = —oo definicio
szerint.) A leghosszabb monoton névekvé részsorozat hossza

L =max{l[j] | 1 <j<n}

A leghosszabb monoton névekvs részsorozat megtalalasahoz még egy je-
16lést vezetiink be. Minden 1 < j < n esetén legyen b[j] egy T'[j]-re végz6dé
maximalis hossziisdgii monoton névekvd részsorozat utolsd elGtti elemének
az indexe. Legyen tovibba B egy leghosszabb monoton névekvé részsorozat
utols6 elemének az indexe.

LeghosszabbMonotonNovekvoRészsorozat (T,n)
1[0]=0
for i=1 to n do
j=0
for h=1 to i-1 do
if T[h]1<=T[i] AND 1[h]>1[j] then j=h
10i]1=1[j1+1
blil=j
L=1[1]
for i=2 to n do
if 1[i]>L then
L=1[i]
B=i
return 1,b,L,B

Egy leghosszabb monoton névekvs részsorozatot a kovetkezs rekurziv el-
jarassal hatarozhatunk meg. Az eljarast a (T, b, B) paraméterekkel kell meg-
hivni.

Nyomtat (T,b,1)

if i>0 then
Nyomtat (T,b,b[i])
print T[i]

A LeghosszabbMonotonNovekvdRészsorozat eljaras koltsége O(n?), a
Nyomtat eljarasé pedig O(n).
Erdés-Szekeres tétel

Feladat.
Mutassuk meg, hogy valos szamok tetszéleges n? + 1 elemi sorozatanak van
n + 1 elemi monoton csokkend vagy monoton névekvs részsorozatal
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Megoldas.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan n? + 1 elemi sorozat, amelynek nincs
n + 1 elem monoton névekvd, illetve monoton csokkend részsorozata sem.
Legyen (x1, %o, ..., x,2,1) egy ilyen sorozat.

Minden 1 < i < n? + 1 esetén rendeljiik hozza az x; elemhez az (a;, b;)
rendezett part, ahol a; a leghosszabb x;-vel kezd6d6 monoton nové, b; pedig
a leghosszabb x;-vel kezd6d6 monoton csokkend részsorozat hossza. Felte-
vésiink szerint 1 < a; < n és 1 < b; < n, igy a lehetséges (a;, b;) rendezett
parok szama n?. Mivel a sorozat elemszama ennél eggyel nagyobb, ezért a
skatulya elvvel 6sszhangban 1étezik a sorozatnak két olyan tagja, amelyekhez
ugyanazt a rendezett part rendeltiik. Legyen xz; és z; két ilyen tag, ahol
Jj <k.

Most vegylik észre, hogy ha x; < x4, akkor egy wxj-val kezd6dd leg-
hosszabb monoton névekvé részsorozat elsé eleme elé x;-t besztrva egy eggyel
hosszabb, x;-vel kezd6d6 monoton ndvekvs részsorozatot kapunk, ellent-
mondva annak, hogy az x;-vel, illetve z;-val kezd6d6 leghosszabb monoton
novekve részsorozatok ugyanolyan hosszuak.

Hasonl6an, ha x; > xy, akkor egy x;-val kezd6dé leghosszabb monoton
csokkend részsorozat els6 eleme elé x;-t besziurva egy eggyel hosszabb, x;-vel
kezd6d6 monoton csokkend részsorozatot kapunk, ellentmondva annak, hogy
az xj-vel, illetve xy-val kezd6d6 leghosszabb monoton csékkend részsorozatok
ugyanolyan hosszuak.

Szekvenciaillesztés

Feladat.
Tegyiik fel, hogy adottak az X = (z1,29,...,2m) é8Y = (y1,92,...,Yn) ka-
raktersorozatok. Tekintsiik az {1,2,...,m} és{1,2,..., n} halmazokat, ame-

lyekkel az X és Y karaktersorozatok pozicidit reprezentéljuk, és tekintsiik a
két halmaz egy M parositasat. Egy ilyen M parositast szekvenciaillesztésnek
neveziink, ha tetszéleges (i, 7), (i',7') € M és i < i’ esetén j < j'.

A szekvenciaillesztéseknek l1étezik egy elég természetes abrazolasi modja.
Tekintsiik példaul a gatcggcat és caatgtgaatc szekvenciakat és az

{(1,1),(2,3),(3,4),(5,5),(6,7),(7,8),(8,9),(9,10)}
szekvenciaillesztést. Ezt a kovetkez&képpen szemléltethetjiik:

g-atcg-gcat -
caat-gtgaatc
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Ugy is interpretalhatjuk ezt a képet, hogy a gatcggcat szekvenciatol eljut-
hatunk a caatgtgaatc szekvencidhoz, ha az els6 pozicion levs g karaktert
felcseréljiik a ¢ karakterre, majd az elsé pozicid utan beszirjuk az a karak-
tert, ezutan toroljiik a negyedik pozicion levé ¢ karaktert, majd az 6todik
pozicié utan beszirjuk a t karaktert, aztdn a hetedik poziciéon levs ¢ karak-
tert felcseréljiik az a karakterre, végiil a kilencedik pozicié utan beszurjuk a
c karaktert.

Legyen M egy szekvenciaillesztés az X és Y karaktersorozatok kozott.
Az M szekvenciaillesztés koltségét a kovetkezéképpen definidljuk.

e Létezik egy g > 0 konstans, amely a hézag koltségét reprezentalja. Az

sz

parban sem, felszamolunk g koltséget.

e Az abécé minden ("p","q") karakterparjahoz létezik egy c["p","q"] > 0
konstans, amely a "p" karakternek a "q" karakterhez parositasanak
koltségét reprezentalja (altalaban feltessziik, hogy ¢["p","p"] = 0 az
abécé tetszbleges "p" karakterére, bar ez nem sziikségszerti). Minden
(,7) € M parra felszamolunk c[z;, y;] koltséget.

Az M szekvenciaillesztés koltsége legyen ezek utan a fent definialt koltségek
Osszege.

Adjunk hatékony algoritmust az X és Y karaktersorozatok minimalis kolt-
ségli szekvenciaillesztésének meghatarozasara! Minél kisebb ez a koltség, an-
nal hasonlobbnak fogjuk tekinteni az X és Y karaktersorozatokat.

Megoldas.
A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. Sziikségiink lesz a prefix
fogalméara. Az X = (x1,2a,...,z,) karaktersorozat X; = (z1,z9,...,2;)

részsorozatat az X sorozat i-edik prefixének nevezziik tetszéleges 0 <7 < m
esetén.

Allitas. Legyen M optimalis szekvenciaillesztés az X és Y karaktersorozatok
kozott. Ekkor a kovetkezdk legalabb egyike fennéll:

(1) (m,n) € M,

(2) az X karaktersorozat m-edik pozicioja nem szerepel az M-beli parok
egyikében sem,

(3) az Y karaktersorozat m-edik pozicioja nem szerepel az M-beli parok
egyikében sem.
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Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy (m,n) & M és léteznek olyan i < m
és j < n pozitiv egészek, amelyekre (m,j) € M és (i,n) € M. Azonban
ez ellentmond a szekvenciaillesztés definiciojanak: itt (i,n), (m,j) € M és
1 < m, mikézben n > j. Innen az allitas adodik.

Allitas. Legyen M optimalis szekvenciaillesztés az X és Y karaktersorozatok
kozott.

(1) Ha (m,n) € M, akkor M \ {(m,n)} optimalis szekvenciaillesztés az
X,—1 és Y, _q prefixek kozott.

(2) Haaz X karaktersorozat m-edik pozicioja nem szerepel az M-beli parok
egyikében sem, akkor M optimalis szekvenciaillesztés az X, | prefix
és Y kozott.

(3) Ha az Y karaktersorozat n-edik pozicioja nem szerepel az M-beli parok
egyikében sem, akkor M optimdlis szekvenciaillesztés X és az Y,
prefix kozott.

Bizonyitas.

(1) Ha lenne M \ {(m,n)}-nél kisebb koltségii szekvenciaillesztés az X, 4
és Y, 1 prefixek kozott, akkor ehhez hozzavéve az (m,n) part egy M-nél
kisebb koéltségii szekvenciaillesztést kapnank X és Y kozott, ami ellentmond
M optimalitasanak.

(2) Ha lenne M-nél kisebb koltségii szekvenciaillesztés az X, ; prefix és Y
kozott, akkor ugyanez M-nél kisebb kéltségli szekvenciaillesztés lenne X és
Y kozott is, ami ellentmond M optimalitdsanak.

(3) Ha lenne M-nél kisebb koltségii szekvenciaillesztés X és az Y, prefix
kozott, akkor ugyanez M-nél kisebb kéltségli szekvenciaillesztés lenne X és
Y kozott is, ami ellentmond M optimalitdsanak.

Mit jelent ez?

e Ha az X és Y karaktersorozatok kozotti optimaélis szekvenciaillesztés
tartalmazza az (m,n) part, akkor az optimalis szekvenciaillesztés kolt-
sége nyilvan c[x,,, y,| plusz az X,,, 1 és Y,,_; prefixek kozotti optimalis
szekvenciaillesztés koltsége.

e Ha az X és Y karaktersorozatok kozotti optimaélis szekvenciaillesztés
egyik parjaban sem szerepel az X karaktersorozat m-edik pozicidja,
akkor az optimalis szekvenciaillesztés koltsége nyilvan g plusz az X,
prefix és Y kozotti optimélis szekvenciaillesztés koltsége.
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e Ha az X és Y karaktersorozatok kozotti optimalis szekvenciaillesztés
egyik parjaban sem szerepel az Y karaktersorozat n-edik pozicidja, ak-
kor az optimélis szekvenciaillesztés kdltsége nyilvan g plusz az X és az
Y, 1 prefix kozotti optimélis szekvenciaillesztés koltsége.

Az optimalis szekvenciaillesztés koltségének meghatiarozasanal mindharom
lehetGséget szamba kell venni és a legkisebb koltségiit valasztani nyilvanvalo
modon.

Jelolje ezek utan ali, j] az X; és Y; prefixek kozotti optimalis szekvencia-
illesztés koltségét minden 0 < i < més 0 < j < n esetén. Nyilvan afi, 0] = ig
és al0, 7] = jg minden 0 <7 < m és 0 < j < nesetén. A t6bbi esetben pedig
az el6z6 észrevétellel 6sszhangban

CZ[Z,]} = min<c[$iayj] + a[z - 17] - 1]7.9 + a[fl - 1,]},9 =+ a/[i7j - 1])

Egy minimalis koltségi szekvenciaillesztés megtalélasa érdekében még egy
jelolést vezetiink be. Minden 1 <7 < n és 1 < j < m esetén jelolje bz, j] az
a tomb azon elemének indexét, ahonnan afi, j] értékének meghatarozasakor
a legkisebb értéket kaptuk.

Szekvenciaillessztés(X,m,Y,n)
for i=0 to m do
ali,0]=ixg
for j=0 to n do
al0,jl=j*g
for i=1 to m do
for j=1 to n do
ali,jl=clx_i,y_jl+ali-1,]j-1]
bli,jl=(i-1,j-1)
if ali,jl>g+ali-1,j] then
ali,jl=gtali-1,j]
bli,jl=>i-1,7)
if ali,jl>g+tali,j-1] then
ali,jl=g+ali,j-1]
bli,jl=(1i,j-1)
return a,b

Az al0 : m,0 : n] tomb elemeit sorfolytonosan toltjiik ki, elGszor az elsd
sort balrél jobbra, aztan a masodikat, és igy tovabb. Az optimalis szekven-
ciaillesztés koltsége a[m, n]. Az eljaras koltsége nyilvan O(mn).

Az b tomb felhasznalasaval konnyi egy optimalis szekvenciaillesztést meg-
talalni: a bjm,n] elembdl indulva egyszertien csak végig kell haladni a "mu-
tatok" mentén a tombon. Amikor egy b[i, j| elemrdl a bfi — 1,5 — 1] elemre
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lépiink, az azt jelenti, hogy az (i, j) par hozzatartozik az optimalis szekven-
ciaillesztéshez. A kovetkez6 rekurziv eljaras az optimalis szekvenciaillesztés
elemeit nyomtatja ki. Az eljarast a (b, m,n) paraméterekkel kell meghivni.

Nyomtat (b,1i, j)
if i=0 OR j=0 then return
if bli,jl=(i-1,j-1)
then
Nyomtat (b,i-1,j-1)
print 7(; i 7’7 J ;)7
else
if bli,jl=(@i-1,3)
then Nyomtat(b,i-1,j)
else Nyomtat(b,i,j-1)

Az eljaras koltsége O(m+n), hiszen minden rekurziv hivasnal i és j legalabb
egyikének csokken az értéke.

Leghosszabb palindrom részsorozat

Feladat.
Egy P[l : k] karakterlancot palindromnak neveziink, ha balrél jobbra és
jobbrol balra olvasva is ugyanaz, vagyis P[i| = P[k —i+ 1] minden 1 < i < k
esetén.

Adjunk hatékony algoritmust egy S[1 : n] karakterlanc leghosszabb pa-
lindrom részsorozatdnak megtalalasara!

Megoldas.
A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. El6szor is vegyiik észre
a kovetkez6t.

Allitas. Legyen S[1 : n] egy karaktersorozat és P[l : k] ennck egy leg-
hosszabb palindrom részsorozata. Ekkor

(1) ha S[1] = S[n], akkor P[1] = S[1] = S[n] = Plk] és P[2 : k — 1] egy
leghosszabb palindrom részsorozata S[2 : n — 1]-nek,

(2) ha S[1] # S[n| és P[k] # S[n], akkor P[1 : k] egy leghosszabb palindrom
részsorozata S[1 : n — 1]-nek,

(3) ha S[1] # S[n] és P[1] # S[1], akkor P[1 : k] egy leghosszabb palindrom
részsorozata S|[2 : nj-nek.
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Bizonyitas.

(1) Ha P[k] # S[n], akkor az S[n] karaktert hozzaftizhetnénk P[1 : k] elejéhez
és végéhez, ami altal S[1 : n] egy k + 2 hosszt palindrom részsorozatat
kapnank, ellentmondas. Igy P[1] = S[1] = S[n] = P[k]. Vilagos, hogy
P[2 : k—1] palindrom részsorozata S[2 : n— 1]-nek. Ha lenne ennél hosszabb
palindrom részsorozata is S[2 : n— 1]-nek, akkor ennek elejéhez és végéhez az
S[n] karaktert hozzafiizve S[1 : n]-nek egy Pl : k]-nal hosszabb palindrom
részsorozatat kapnank, ami nem lehetséges. Igy P[2 : k — 1] sziikségképpen
egy leghosszabb palindrom részsorozata S[2 : n]-nek.

(2) Ha S[1] # S[n| és P[k] # S[n], akkor Pl : k] palindrom részsorozata
S[1:n — 1]-nek. Ha S[1 : n — 1]-nek volna P[1 : k]-nél hosszabb palindrom
részsorozata, az P[1 : k]-nal hosszabb palindrom részsorozata lenne S[1 : n)-
nek is, ellentmondas.

(3) Ugyanugy, mint az elgbb.

Az el6z6 allitas szerint csak egy vagy két részfeladat van, amit meg kell
vizsgalni az S[1 : n] karakterlanc egy leghosszabb palindrom részsorozatanak
megkeresésekor.

e Ha S[1] = S[n], akkor elég S[2 : n — 1] egy leghosszabb palindrom
részsorozatat megtalalni, amelynek elejéhez és végéhez az S[1] = S[n]
karaktert fiizve S[1 : n] egy leghosszabb palindrom részsorozatédhoz
jutunk.

e Ha S[1] # S[n], akkor két részfeladatot kell megoldani: S[1:n — 1],
illetve S[2 : n| egy-egy leghosszabb palindrom részsorozatat kell megke-
resni. Ezek koziil a hosszabb S[1 : n]-nek is egy leghosszabb palindrom
részsorozata lesz.

Ezek utdn minden 1 < i < j < n esetén jelolje U[i, j| az S[i : j| karak-
terlanc leghosszabb palindrom részsorozatanak a hosszat. Ha ¢ = 7, akkor a
leghosszabb palindrom részsorozat hossza természetesen 1. Ha j = 141 akkor
a leghosszabb palindrom részsorozat hossza S[i] = S[j] esetén 2, kiilonben
pedig 1. A tobbi esetben a fenti észrevétel igazit el:

) :{ i+1,5—1]+2 ha S[i] = S[j],
J max({[i + 1, 7],1[i,j — 1]) ha S[i] # S[j.

Az optimélis megoldas értékét alulrél felfelé torténé modon hatarozzuk
meg.
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LeghosszabbPalindromRészsorozat (S,n)
for i=1 to n do
1[i,i]=1
for i=1 to n-1 do
if S[i]=S[i+1]
then 1[i,i+1]=2
else 1[i,i+1]=1
for d=2 to n-1 do
for i=1 to n-d do
j=i+d
if S[i]=S[j]
then 1[i,j]1=1[i+1,j-11+2
else 1[i,jl=max(1[i+1,j1,1[i,j-11)
return 1[1,n]

Az algoritmus koltsége O(n?).

Magat egy leghosszabb palindrom részsorozatot az [ tOmb ismeretében a
kovetkezd eljarassal hatarozhatunk meg. Az eljarast az (S,1,n) paraméte-
rekkel kell meghivni. Az eljaras kéltsége O(n).

Nyomtat(S,1i,j)
if j=i then
print S[il
return
if j=i+1 then
if S[il=S[j]
then
print S[i]
print S[j]
return
else
print S[il
return
if S[i1=S[j] then
print S[il]
Nyomtat (S,i+1,j-1)
print S[j]
return
if 1[i+1,31>1[4,j-1]
then Nyomtat(S,i+1,j)
else Nyomtat(S,i,j-1)
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Leghosszabb ismétl6dés

Feladat.
Tekintsiink egy S[1 : n] karakterlancot. Ha léteznek olyan 1 < i < j < n
indexek, hogy S[i : i + k] = S[j : j + k] valamilyen k& > 0 egészre, akkor
azt mondjuk, hogy az S karakterlancban el6fordul egy k£ + 1 hosszisagu
ismétlodés.

Adjunk hatékony algoritmust az S|l : n] karakterlancban el6fordulo leg-
hosszabb ismétlédés megtalélasaral

Megoldas.

A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. Sziikségiink lesz a prefix
fogalmara. Az z és y karakterlancok zy konkatenéci6ja az a karakterlanc,
melyben x karaktereit y karakterei kovetik. A w karakterlanc az = karakter-
lanc prefixe, ha van olyan nem iires y karakterlanc, hogy x = wy. Minden
1 < i < j < n esetén jelolje p[i, j| az S[i : n| és S[j : n] karakterlan-
cok leghosszabb kozos prefixének a hosszat. Vegyiik észre, hogy tetszéleges
1 <7< j < nesetén

p[%]]—{ 1+pli+1,54+1] ha S[@']:S[;].

(A rekurziv egyenlet kompakt felirasa érdekében legyen pi, n+1] = 0 definicio
szerint minden 1 < i < n esetén.)
Ezek utdn egy leghosszabb ismétléds karakterlanc hossza vilagos modon

L =max{p[i,j] |1 <i<j<n}

LeghosszabbIsmétlddés(S,n)
for i=1 to n do
pli,n+1]=0
for i=n-1 downto 1 do
for j=i+l1l to n do
if S[i1=S[j]
then pli,jl=1+pli+1, j+1]
else pl[i,jl=0
L=0
for i=1 to n-1 do
for j=i+l1 to n do
if pli,jl>L then L=pli,j]
return L
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Az algoritmus kéltsége O(n?).

Ha egy leghosszabb ismétl6do karakterlancra is kivancsiak vagyunk, akkor
valahanyszor frissitjiik L értékét az utolsd egymésba adgyazott ciklus belsejé-
ben, jegyezziik fel azt is, hogy melyik (i, j) parnal tortént ez meg.

Mintaillesztés

Feladat.

Szovegszerkeszté programokban gyakori feladat megkeresni egy szdvegben
egy minta Osszes elGfordulasat. Tegyiik fel, hogy a szoveget egy n elemt
T[1 : n] tomb, a mintat pedig egy m elemd P[1 : m] tomb tartalmazza, ahol
m < n. Azt mondjuk, hogy a P minta r eltolassal el6fordul a T szévegben,
ha0<r<n—-mésT[r+1:r+m|=P[l:m], azaz minden j =1,2,...,m
esetén T[r 4+ j| = P[j]. Ha a P minta r eltolassal el¢fordul T-ben, akkor r
érvényes eltolas, ellenkezd esetben r érvénytelen eltolas.

T |alblclalblalalb|lc|lalb]|alc
NN
P —r=3 Jalbv]lala

Adjunk hatékony algoritmust egy adott P minta Osszes érvényes eltola-
sanak megtaldlasara egy rogzitett T szovegben!

Megoldas.
Kezdjiik néhany elnevezéssel. Az x és y karakterlancok xy konkatenacioja az
a karakterlanc, melyben = karaktereit y karakterei kovetik. A w karakterlanc
az x karakterldnc valodi prefixe, ha van olyan nem iires y karakterldnc, hogy
xr = wy. Hasonléan, a w karakterlanc az x karakterlanc valodi szuffixe, ha
van olyan nem fires y karakterlanc, hogy z = yw. A w karakterlanc az
x karakterlanc szegélye, ha w az = leghosszabb olyan valodi prefixe, amely
egyben valodi szuffixe is z-nek. Tehat w a leghosszabb olyan karakterlanc,
amelyre alkalmas nem iires u és v karakterlancokkal x = wu és © = vw.

Elgszor a P mintahoz elgallitunk egy S[1 : m| t6mbot, ahol S[j| definicio
szerint a P[1 : j] karakterlanc szegélyének hossza minden 1 < j < m esetén.
Ehhez dinamikus programozast hasznalunk.

Nyilvanval6 modon S[1] = 0. Tegyiik fel ezutan, hogy ;7 > 1 és az
S[1:j — 1] résztombot mar kitoltottiik. Ekkor S[j] a kovetkezGképpen sza-
mithato.
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Jelolje w a P[1 : j] karakterlanc szegélyét és | a w hosszat. Ekkor S[j] = (.
El6szor is jegyezziik meg, hogy S|j] értéke legfeljebb S[j — 1]+ 1 lehet, hiszen
ha P[1:1]=P[j—1l+1:j],akkor P[1:l—1=Pj—1l+1:j—1]is
nyilvan igaz, vagyis a P[l : j — 1] karakterldncnak van olyan [ — 1 hosszu
valodi prefixe, amely egyben valodi szuffixe is.

Ha P[j] = P[S[j — 1] + 1], akkor S[j] = S[j — 1] + 1, és viszont. Ezutan
tegyiik fel, hogy P[j] # P[S[j — 1] + 1]. Ekkor persze S[j] < S[j — 1]. Most
a w[l : [ — 1] karakterlanc valodi prefixe a P[1 : S[j — 1]] karakterlancnak
és valodi szuffixe a P[j — S[j — 1] : j — 1] karakterlancnak. Am ez utébbi
két karakterlanc az S tomb definicioja szerint azonos, igy a w karakterlanc
valodi prefixe és egyben valodi szuffixe is annak a karakterlancnak, amit agy
kapunk, hogy a P[1 : S[j — 1]] karakterlanc végére flizziik a P[j] karaktert.
Vegyiik észre, hogy ha lenne ennek a karakterlancnak [-nél hosszabb olyan
valodi prefixe, amely egyben valodi szuffixe is, akkor ez a Pl : j] karakter-
lancnak szintén egy [-nél hosszabb olyan valédi prefixe lenne, amely egyben
valodi szuffixe is, ellentmondas. Kovetkezésképpen w szegélye annak a ka-
rakterlancnak, amit gy kapunk, hogy a P[1 : S[j — 1]] karakterlanc végére
fiizziik a P[j] karaktert.

Lassuk ezek utdn az S tomb elemeit szamitod eljarést.

SzegélySzamitas (P,m)

S[11=0

k=0

for j=2 to m do
while k>0 AND P[k+1]1<>P[j] do

k=S [k]

if P[k+1]=P[j] then k=k+1
S[jl=k

return S

Meghatarozzuk az S tomb kitoltésének a karakterosszehasonlitdsok sza-
maban mért koltségét. Jelolje b; az S[j] elem szamitasanal felhasznalt karak-
terosszehasonlitasok szamat (ebbe most S[1 : j — 1] szamitasanak koltségét
nem értjiik bele). A k véltozo értéke kezdetben S[j — 1], ez a while ciklus
magjanak minden lefutisa utan legalabb eggyel csokken. A ciklusmag leg-
alabb b; — 2 alkalommal végrehajtasra keriil, ezért a while ciklusbol kilépve
k értéke legfeljebb S[j — 1] — b; + 2. Ezutén k értéke eggyel néhet még, igy
végs6 értéke, ami S[j], legfeljebb S[j — 1] — b; + 3. Ennélfogva

by < Slj — 1] - S[j] +3.
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Az Osszehasonlitasok szdama ezek utan

gy az S tomb kitoltésének koltége O(m).

Ezutan lassuk magat az algoritmust. Tegyiik fel, hogy éppen a T sziéveg
i-edik karakterét a P minta (k + 1)-edik karakterével hasonlitjuk Gssze, és
mar tudjuk, hogy T — k| = P[1],...,T[i — 1] = PIk], azaz a minta elsé k
karakterénél illeszkedést talaltunk.

Elgszor tegyiik fel, hogy Plk+1] = T[i]. Ha k41 < m, akkor a szévegbhen
és a mintaban is egy hellyel jobbra lépiink (k és i értéke eggyel ng). Ha k+1 =
m, akkor talaltunk egy P-vel azonos részkarakterlancot T-ben. Ilyenkor a
szovegben egy hellyel jobbra lépiink, a mintdban pedig m — S[m] hellyel
vissza (k értéke S[m] lesz, i értéke eggyel né). Most egyrészt P els6 S[m)]
darab karaktere illeszkedni fog a T" sz6veg i-edik karaktere el6tti S[m] hosszu
részhez, masrészt ha kevesebb hellyel 1épiink vissza, akkor S definicioja miatt
a T szoveg 1-edik karaktere elGtt nem illeszkedhet minden karakter.

Tegyiik fel ezutan, hogy Pk + 1] # T[i]. Ha k = 0, azaz éppen P els§
karakterénél tartunk, akkor a T szévegben egy hellyel jobbra lépiink (k értéke
nem valtozik, i értéke eggyel n6). Ha k > 0, akkor a mintaban k— S[k] hellyel
visszalépiink (k értéke S[k] lesz, i nem valtozik). Ez utobbi esetben egyrészt
P els6 S[k| darab karaktere illeszkedni fog a T' szdveg i-edik karaktere el6tt
l1evs S[k] hosszu részhez, masrészt ha kevesebb hellyel 1épiink vissza, akkor S
definiciéja miatt a T szoveg i-edik karaktere elGtt nem illeszkedhet minden
karakter.

Mintaillesztés(T,n,P,m)
S=SzegélySzamitas(P,m)
k=0
for i=1 to n do
while k>0 AND P[k+1]1<>T[i] do
k=8 [k]
if P[k+1]=T[i] then k=k+1
if k=m then
print ’A minta illeszkedik a(z) ’ i-m+1 ’. pozicidra’
k=5 [k]

A koltséget itt is a karakterdsszehasonlitasok szdmaban mérjiik. Vizsgal-

juk az 7 és az i — k mennyiségeket az egymas utani karakterosszehasonlitasok
pillanataiban. Az els6 karaktertsszehasonlitaskor ¢ = 1 és k& = 0, tehat

95



1t — k = 1. Vegyiik észre, hogy az 7 és i — k mennyiségek semelyik karakter-
Osszehasonlitaskor sem kisebbek, mint az azt megel6z6 karakterosszehason-
litdskor. Vegyiik észre azt is, hogy a while ciklusok utani n darab karakter-
Osszehasonlitast leszamitva, az 7 és ¢ —k mennyiségek legalabb egyike minden
karaktertsszehasonlitaskor nagyobb, mint az azt megel6z6 karakterdsszeha-
sonlitaskor. Innen ¢ < n és ¢ — k < n felhasznalasaval kovetkezik, hogy a
karakterdsszehasonlitasok szama Osszesen legfeljebb 2n — 14+ mn = 3n — 1.
Igy az algoritmus teljes koltsége az S témb szamitasaval egyiitt O(m+n).

Nyomtatas

Feladat.

Feladatunk az s, so, ..., s, szavakbol all6 bekezdés kinyomtatésa. A szavak
rendre ly,ls, ..., 1, karakterbdl &llnak. A nyomtaté egy sorba Osszesen M

karaktert tud nyomtatni. Tegyiik fel, hogy I; < M minden 1 < i < n esetén.
Ha egy sor az s;-t6l s;-ig terjed6 szavakat tartalmazza, akkor a szavak kozott
mindig egy szo6koz van, mig a sor végén tovabbi

M—j+i—ilm

extra szokoz. Iz utdbbi mennyiségnek természetesen nem negativnak kell
lenni.

Adjunk hatékony algoritmust, amely a lehet6 "legszebben" nyomtatja ki a
bekezdést, vagyis amely minimalizalja az utolsé sor kivételével a sorok végén
taldlhato extra szokozok szdmanak kobeinek Osszegét!

Megoldas.
A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. Minden 1 < i< j < n
esetén legyen

J
eli,jl=M—=j+i=Y In

Ez a mennyiség az s;-t6l s;-ig terjed6 szavakat tartalmaz6 sor végén 1éve
extra szokozok szama. Jegyezziik meg, hogy eli, j| negativ is lehet; ez azt
jelenti, hogy az s,-t6l s;-ig terjed6 szavak nem férnek el egy sorban.

Szintén minden 1 <7 < j < n esetén legyen

00 ha e[i, j] < 0,
0 ha j =n és efi,j] > 0,
eli, j]* kiilonben.

kli, j] =
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Ezzel a mennyiséggel jarul hozza az s;-t6l s;-ig terjedd szavakat tartalmazo
sor az optimalizalando6 6sszeghez, amennyiben szerepel a kinyomtatott bekez-
désben. Jegyezziik meg, hogy a k[i, j] mennyiséget végtelennek definialjuk
abban az esetben, amikor az s;-tél s;-ig terjed6 szavak nem férnek el egy
sorban; ezzel biztositjuk, hogy az optiméalis megoldasban a sorok nem fognak
sehol tulesordulni (ne feledjiik, 6nmagaban minden sz6 elfér egy sorban). Azt
is jegyezziik meg, hogy a k[i, n] mennyiségeket nullanak definialjuk (mar ha
az s;-t6l s,-ig terjedd szavak elférnek egy sorban); ezzel biztositjuk, hogy az
utolsd sor végeén 1évs extra szokozok nem szdmitanak bele az optimalizalando
Osszegbe.

Tekintsiik most az sy, s2,...,s; szavak egy optimalis elrendezését. Te-
gyiik fel hogy ebben az utolso6 sor az s; szoval kezdddik. Vegyiik észre, hogy
ekkor az utolso el6tti sorig terjedd rész az sq, So, ..., s;_1 szavak egy optimé-
lis elrendezése. Valoban, ha nem igy lenne, akkor ezt a részt lecserélve az
51,52, ...,5-1 szavak egy optimadlis elrendezésére az s1, s, ..., s; szavak egy
"szebb" elrendezéséhez jutnank, ami ellentmondas.

Minden 0 < j < n esetén jelolje c[j] az sq,s9,...,s; szavak optimalis
elrendezésének soraihoz rendelt k[ | értékek Osszegét.

e Ha j =0, akkor ¢[j] = 0 trivialis moédon.

e Ha 1 < j < n és az optimalis elrendezés utolsé sora az s; szoval kezds-
dik, akkor az el6z6 megjegyzéssel 6sszhangban

clg] = cli — 1] + ki, 7]

Ez a rekurziv egyenlet feltételezi, hogy ismerjiik ¢ értékét, bar ez nem igaz.
Azonban i legfeljebb j kiilonb6z6 értéket vehet fel; vizsgaljuk meg az Gsszes
lehetGséget, és valasszuk ki a legjobbat. Igy

olj] = 0 ha 7 =0,
A= min{eli = 1)+ ki, j] | 1<i<j} haj>0.

A "legszebb" nyomtatas megtalaldsa érdekében még egy jelolést veze-
tiink be. Minden 1 < j < n esetén legyen p[j| annak az s; szonak az indexe,
amellyel az utolso sor kezdddik az sq, s, ..., s; szavak optimalis elrendezésé-
nél.

Nyomtatas(l,n,M)
for i=1 to n do
eli,i]=M-1[i]
for j=i+l to n do
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eli,jl=eli,j-11-1[j1-1
for i=1 to n do
for j=i to n do
if e[i,jI<0
then k[i, jI=INFINITY
else
if j=n AND el[i,j]>=0
then k[i,j]=0
else k[i,jl=eli,j]"3
c[0]=0
for j=1 to n do
c[j1=INFINITY
for i=1 to j do
if c[i-1]+k[i,jl<c[j] then
c[j1=c[il+k[i, jI
pljl=1i
return c,p

Az optimalis tordelést a kivetkezs rekurziv eljarassal hatarozhatjuk meg.
Az eljarast a (p,n) paraméterekkel kell meghivni.

Térdelés(p,j)
i=p[j]
if i=1
then h=1
else h=Tordelés(p,i-1)+1
print (h,i,j)
return h

Az eljaras az optimalisan tordelt bekezdés sorainak szaméval tér vissza.
A kinyomtatott (h,,j) harmasok azt mutatjak, hogy a h-adik sor az s;-t6l
s;-1g terjedd szavakat tartalmazza (h =1,2,...).

A Nyomtatéas eljaras koltsége O(n?), a Tordelés eljarasé pedig O(n).

Csillagaszati megfigyelések

Feladat.

Tegyiik fel, hogy adott csillagaszati megfigyelések egy M = {my, mq, ..., m,}
halmaza, amelyeket kiilonb6z6 kutatdcsoportok a Hubble trtavesével szeret-
nének elvégezni. A megfigyelések nem szakithatok meg, és az tirtavess egy
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idében legfeljebb egy megfigyelést tud végrehajtani. Minden m; megfigyelés-
nek adott az s; kezdési és az f; befejezési id6pontja, ahol 0 < s; < f; < 0.
Ezen kiviil minden m; megfigyelésnek adott a w; tudomanyos silya, ahol
w; > 0. Az m; és m; megfigyeléseket egymdst kizaroknak nevezziik, ha az
[si, fi] és [sj, f;] intervallumoknak van kozos bels6 pontja. Ellenkezs esetben
azt mondjuk, hogy az m; és m; megfigyelések kompatibilisek. Feladatunk
paronként kompatibilis M-beli megfigyelések egy olyan {my;,, ms,,...,m; }
részhalmazanak a meghatarozasa, amelyre w;, + w;, + - - - + w;, maximalis.
(A) Tervezziink hatékony moho algoritmust, amely megoldja a problémat ab-
ban az esetben, amikor minden megfigyelés tudomanyos sulya ugyanakkora!

(B) Tervezziink hatékony dinamikus programozas algoritmust, amely meg-
oldja a problémat abban az esetben is, amikor a megfigyelések tudomanyos
silya nem feltétleniil ugyanakkora!

Megoldas.

(A) Ha a megfigyelések tudoményos stlya ugyanakkora, akkor a feladat egy-
szertien paronként kompatibilis M-beli megfigyelések egy maximélis elemsza-
ma {m;,, mi,,...,m;, } részhalmazanak a meghatarozasa. Tegyiik fel, hogy
a megfigyelések a befejezési idejiik szerint monoton novekvGen rendezettek
(ha ez nem teljesiil, akkor el@szor rendezziik Sket):

i< fo< - < fo

A kivalasztott megfigyeléseket egy H halmazban fogjuk tarolni. Kezdet-
ben legyen H = (). Hasznélni fogunk még egy G listat, amely mindig a még
nem vizsgalt megfigyeléseket tartalmazza a befejezési idejiik szerint monoton
névekvéen rendezetten. Kezdetben G az 0sszes M-beli megfigyelésbdl all.
El6szor rakjuk at G-b&l H-ba a legkisebb befejezési id6ponta megfigyelést,
majd tordljiik G-bél az ezzel egymast kizaré megfigyeléseket, amig egy kom-
patibilis megfigyelést nem taldlunk. Ismételjiik ezek utan a kovetkezdt, amig
G-b6l nem toroltiik az Osszes megfigyelést. Rakjuk at G-bsl H-ba a legki-
sebb befejezési id6pontt megfigyelést, majd tordljiik G-bdl az ezzel egymast
kizaré megfigyeléseket, amig egy kompatibilis megfigyelést nem talalunk.

Legyen H = {mj,,mj,,...,m;} az algoritmus altal kivalasztott megfi-
gyelések halmaza, ahol j; < jo < --- < j;. Vilagos modon a JH-beli megfigye-
lések paronként kompatibilisek. Belatjuk, hogy H egy optimalis megoldasa
a feladatnak. Tekintsiik a feladat egy O = {m;,mi,,...,m; } optimalis
megoldéasét, ahol 17 <19 < --- <. Nyilvan [ < k.

El6szor teljes indukcioval megmutatjuk, hogy f;, < f;, minden 1 <r <1
esetén. Ha r = 1, akkor ez nyilvanvald, hiszen az algoritmus elséként a
legkisebb befejezési ideji m, megfigyelést valasztja ki. Legyen most r > 1,

99



és tegyiik fel, hogy f;._, < fi,_,. Mivel az O-beli megfigyelések paronként
kompatibilisek, ezért f; | < s;., igy f;,_, < si,. Ez azt jelenti, hogy az
m;. megfigyelés benne volt abban a halmazban, amelybdl az algoritmus a
legkisebb befejezési id6pontt m;, megfigyelést valasztotta, kovetkezésképpen
fi < fi,-

Indirekt tegyiik fel ezutan, hogy H nem egy optimalis megoldasa a fel-
adatnak, vagyis | < k. Az el6z6ek szerint f;, < f;,. Mivel | < k, ezért O
tartalmaz egy f; , megfigyelést is. Mivel az O-beli megfigyelések péronként
kompatibilisek, ezért f; < s;,,, kovetkezésképpen f; < s;,,. Ez viszont
azt jelenti, hogy miutan toroltiikk G-bdl az m;, megfigyeléssel egymast kizaro
megfigyeléseket, az m;, , megfigyelés még G-ben maradt, igy az algoritmus
nem fejez&dhetett be, ellentmondas. Ebbél kdvetkezik, hogy H egy optimalis
megoldéasa a feladatnak.

Az algoritmus lépésszama a kezdeti rendezés nélkiil O(n), azzal egyiitt
O(nlogn) + O(n) = O(nlogn).

(B) Tegyiik fel ismét, hogy a megfigyelések a befejezési idejiik szerint monoton
novekvden rendezettek (ha ez nem teljesiil, akkor elgszor rendezziik Gket):

fi<fo< < fa

Minden 2 < i < n esetén legyen (i) az a legnagyobb j < ¢ index, amely-
re az m; és m; megfigyelések kompatibilisek. Ha az m; és m; megfigyelések
egymast kizaroak minden 1 < j < i esetén, akkor legyen (i) = 0, tovabba
legyen v(1) = 0. A ~(i) értékek a megfigyelések befejezési idejeinek mono-
ton névekvden rendezett sorozatidban torténd binéris kereséssel egyszertien
meghatarozhatok.

Minden 1 < i < n esetén jelolje v[i] azon feladat egy optiméalis megol-
dasaban a megfigyelések Osszsulyat, amikor az mq, mo, ..., m; megfigyelések
koziil valaszthatunk. A formuldk kompakt felirhatosdganak érdekében legyen
v[0] = 0.

Legyen most 1 < 72 < n, és legyen O egy optimalis megoldasa annak a
feladatnak, mikor az my, ms, ..., m; megfigyelések koziil valaszthatunk.

e Ha m; szerepel az O-beli megfigyelések kozott, akkor O' = O\ {m;} egy
optimélis megoldésa annak a feladatnak, amikor az my,ma, ..., m,q
események koziil valaszthatunk (ne feledjiik, hogy az m.giy41, ..., M2,
m;_1 megfigyelések egymast kizaroak az m; megfigyeléssel). Valoban,
ha lenne O’-nél nagyobb Osszstlyt megoldasa annak a feladatnak, ami-
kor az my, mo, ..., my(;) megfigyelések koziil valaszthatunk, akkor ehhez
hozzavéve az m; megfigyelést egy O-nal nagyobb Osszstilytd megoldasat
kapnank annak a feladatnak, mikor az mi,mo, ..., m; megfigyelések
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koziil valaszthatunk, ellentmondas. Az O-beli megfigyelések Gsszsulya
ebben az esetben w; + v[y(7)].

e Ha m; nem szerepel az O-beli megfigyelések kozott, akkor O nyilvan
egy optimélis megoldésa annak a feladatnak, mikor az mq, mo, ..., m;_
megfigyelések koziil valaszthatunk. Ebben az esetben az O-beli megfi-
gyelések Osszsilya v[i — 1].

Mivel nem tudjuk, hogy m; szerepel-e az O-beli megfigyelések kozott, ezért
mindkét lehetGséget megvizsgaljuk, és a kedvezébbet valasztjuk. Igy

v[i] = max(w; + v[y(i)], v[i — 1]).

A o[i] értékek kiszamitasat ugy tekinthetjiik, mintha egy n + 1 elemid
tombot toltenénk ki balrél jobbra. A feladat optimalis megoldasaban a meg-
figyelések Osszstilya v[n].

Minden v[i] érték O(1) lépésben szamithato, igy a v[0 : n] tomb kitolté-
sének lépésszama O(n). Ehhez jon még a kezdeti rendezés és a (i) értékek
meghatirozasanak lépésszama, ami O(nlogn). Igy az algoritmus teljes 1é-
pésszama O(nlogn) + O(n) = O(nlogn).

Ha minden 1 < ¢ < n esetén feljegyezziik, hogy v[i] szamitasanal ked-
vezGbb volt-e az m; megfigyelést kivilasztani vagy nem, akkor magat egy
optimélis megoldést is konnyen rekonstrualhatunk.

Fesztivalbérlet

Feladat.

Egy zenei fesztival szervezoi a fesztivalbérlet arat a kovetkezék alapjan sze-
retnék meghatarozni. Minden programhoz megallapitanak egy elvi részvételi
dijat, amit teljes egészében ki kellene fizetni egy latogatonak, ha a programon
akércsak részben részt vesz. Legaldbb mennyit kellene igy fizetni egy lato-
gatonak, ha a fesztival ideje alatt végig részt venne valamilyen programon?
Feltehetjiik, hogy a fesztivalon soha nincs iiresjarat, mindig zajlik legalabb
egy program.

Formaélisan, adott a fesztivalnak az s kezdési és az f befejezési idGpontja.
Adott tovabba a programok P = {pi,pa,...,p,} halmaza. Minden p; prog-
ramnak adott az s; kezdési és az f; befejezési id6pontja, ahol s < s; < f; < f.
Feltételiink szerint

[317f1] U [827f2] U---u [smfn] - [S7f]'
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Ezen kiviil minden p; programnak adott a w; részvételi dija, ahol w; > 0.
Feladatunk P-beli programok egy olyan {p;,,pi,,...,p;, } részhalmazanak a
meghatarozasa, amelyre

[Siufh] U [Si2afi2] u.--u [Sikvfi ] = [Saf]

és amelyre w;, + w;, + - - - + w;, minimalis.

(A) Tervezziink hatékony moho algoritmust, amely megoldja a problémat
abban az esetben, amikor minden program elvi részvételi dija ugyanakkoral!
(B) Tervezziink hatékony dinamikus programozas algoritmust, amely meg-
oldja a problémat abban az esetben is, amikor a programok elvi részvételi
dija nem feltétleniil ugyanakkoral!

Megoldas.
(A) Ha a programok elvi részvételi dija ugyanakkora, akkor a feladat egy-
szertien P-beli programok egy olyan minimélis elemszamu {p;,, piy, ..., Di, }

részhalmazanak a meghatirozasa, amelyre

[Siwfil] U [8i27fi2] U---uU [Sikvfik] = [S7f]'

Tegyiik fel, hogy a programok a kezdési idejiik szerint monoton névekvGen
rendezettek (ha ez nem teljesiil, akkor elGszor rendezziik Gket):

S1 <82 < < Sy

A kivalasztott programokat egy H halmazban fogjuk tarolni. Kezdetben
legyen H = (). Hasznalni fogunk még egy G listat, amely mindig a még
nem vizsgalt programokat tartalmazza a kezdési idejiik szerint monoton no-
vekvGen rendezetten. Kezdetben G az 6sszes P-beli programbdl all. ElGszor
toroljiikk G-b6l azokat a programokat, amelyek kezdési idépontja s, majd ezek
koziil vegyiink hozza H-hoz egy legkésébbi befejezési idépontit. Ismételjiik
ezek utan a kdvetkezGt, amig G-b6l nem tordltiik az Osszes programot. Te-
gyiik fel, hogy H-hoz legutébb az m; programot vettiik hozzd. Ha f; = f,
akkor tordljiik G-bdl az Gsszes programot (ezzel befejezédik az algoritmus).
Ha viszont f; < f, akkor toroljik G-bél azokat a programokat, amelyek az
f; id6épont el6tt vagy éppen az f; idé6pontban kezdédnek, majd ezek koziil
vegylink hozzd H-hoz egy legkésGbbi befejezési idGpontut (jegyezziik meg,
hogy ez a program sziikségképpen az f; id6pont utan fejezddik be).

Legyen H = {pj,, Dj,, - ., p; } az algoritmus altal kivalasztott programok
halmaza, ahol j; < jy < --- < ;. Vilagos mo6don

[Sj17fjl] U [Sjwsz] U---u [Sjﬁfjl] = [57f]'
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Belatjuk, hogy H egy optimalis megoldasa a feladatnak. Tekintsiik a feladat
egy O = {pi,,Diy,---,pi,} optimalis megoldasat, ahol iy < ip < -+ < .
Nyilvan [ > k.

El6szor teljes indukcioval megmutatjuk, hogy f;. > fi, minden 1 <r <k
esetén. Ha r = 1, akkor ez nyilvanval6, hiszen az algoritmus elséként az s
idépontban kezd6dd programok koziil egy legnagyobb befejezési id6pontit
valaszt ki. Legyen most r > 1, és tegyiik fel, hogy f; , = fi,_,. Mivel O
egy optimdlis megoldasa a feladatnak, ezért s; < f; . Masrészt az f; _,
idépont el6tt vagy éppen az f; | id6pontban kezd6dé programok koziil my,
egy legkésébbi befejezési id6ponta. Ennélfogva f; > fi, .

Indirekt tegyiik fel ezutan, hogy H nem egy optimalis megoldasa a fel-
adatnak, vagyis | > k. Az el6zGek szerint f;, > f;,. Mivel O egy optimalis
megoldasa a feladatnak, ezért f;, = f, kovetkezésképpen f;, = f szintén.
Ez viszont azt jelenti, hogy az algoritmus az m;, program kivélasztdsa utan
befejez6dott, ami ellentmond annak, hogy | > k. Ebbdl kovetkezik, hogy H
egy optimélis megoldasa a feladatnak.

Az algoritmus lépésszama a kezdeti rendezés nélkiil O(n), azzal egyiitt
O(nlogn) + O(n) = O(nlogn).

(B) Tegyiik fel, hogy a programok a kezdési idejiik szerint monoton névekvéen
rendezettek (ha ez nem teljesiil, akkor elszor rendezziik Gket):

81 < 82 < 00 K Sy

Feltételiink szerint s; = s.

A formuldk kompakt felirhatosdganak érdekében legyen s,.1 = f, és le-
gyen m az a legkisebb 2 < j < n + 1 index, amelyre s; > s. Legyen tovabbé
minden m < ¢ < n+ 1 esetén (i) az a legnagyobb j < i index, amelyre
Sj < S;.

Ezek utan minden m < i < n + 1 esetén jelolje v[i] azon feladat egy
optimélis megoldasaban a programokért fizetendd részvételi dijak Osszegét,
amikor a pi, pa, . .., Py() programok koziil valaszthatunk, és a fesztival elejétol
az s; id6pontig kell kitolteni az idét.

Legyen most m < i < n+ 1, és legyen O egy optimalis megoldasa annak
a feladatnak, amikor a pq,pa, ..., py) programok kozil valaszthatunk, és a
fesztival elejétdl az s; idSpontig kell kitolteni az id6t. Vilagos, hogy ekkor
van olyan O-beli p; program, amelyre f; > s;. Ez a program O optimalita-
sa miatt egyértelmd, és az Osszes tobbi O-beli program, ha van ilyen, az s;
idépont el6tt kezdddik. Ha s; = s, akkor nyilvan O = {p;}, a koltség pedig
w;. Ha viszont s; > s, akkor 0" = O\ {p,} sziikségképpen egy optimalis
megoldasa annak a feladatnak, amikor a py, ps, . .., py(;) programok koziil va-
laszthatunk (ezek kezdddnek az s; id6pont el6tt), és a fesztival elejétdl az
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s; id6pontig kell kitolteni az id6t. Valoban, ha lenne az utobbi feladatnak
O’-nél kedvez6bb megoldasa, akkor ezt a megoldast a p; programmal kiegé-
szitve egy O-nal kedvezbb megoldasat kapnank annak a feladatnak, amikor
a p1,P2, - . -, Dy() Programok koziil valaszthatunk, és a fesztival elejétdl az s;
id6pontig kell kitolteni az id6t, ellentmondas. A koltség ekkor w; +v[j]. Egy
probléma van: nem ismerjiik j értékét. Azonban j legfeljebb (i) < n kiilon-
bo6z6 értéket vehet fel; vizsgaljuk meg az Osszes lehetGséget, és valasszuk ki a
legkedvezébbet. Igy

o] = min({w; | 1 < j < (i), f; > s; és 5; = s}U
U{w; +oli] |1 <J < (i), fj = s és s > s}).

A vli] értékek kiszamitasat ugy tekinthetjiik, mintha egy n + 2 — m ele-
mi tombot toltenénk ki balrél jobbra. A feladat optimélis megoldasdban a
programokért fizetendd részvételi dijak Gsszege v[n + 1].

Minden v[i] érték O(n) lépésben szamithato, igy a v[m : n + 1] tomb
kitoltésének lépésszdma O(n?). Ehhez jon még a kezdeti rendezés lépésszama,
ami O(nlogn), valamint a (i) értékek meghatarozasanak lépésszama, ami
O(n). Igy az algoritmus lépésszama O(nlogn) + O(n) + O(n?) = O(n?).

Ha minden m < ¢ < n + 1 esetén feljegyezziik, hogy v[i] szamitasanal
mely p; program véalasztasa bizonyult a legkedvezébbnek, akkor magat egy
optimélis megoldést is konnyen rekonstrualhatunk.

Atlagos varakozasi id6

Feladat.

Egy étterembe a déli nyitaskor n vendég érkezik. A vendégek jol ismerik a
valasztékot, igy azonnal rendelnek. A V; vendég altal rendelt étel elkészi-
tése t; ideig tart. A szakacs egyszerre csak egy étellel tud foglalkozni, és
ha valamelyiket elkezdte, akkor azt addig nem hagyja abba, amig teljesen
el nem késziilt vele. Ha elkésziilt egy étel, azt rogton felszolgaljak a meg-
felel6 vendégnek. Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy a
szakacs milyen sorrendben készitse el az ételeket, ha azt szeretnénk, hogy a
w; varakozési idGk atlaga a lehetd legkisebb legyen!

Példaul ha harom vendég van, akik olyan ételeket rendeltek, amelyek
elkészitési ideje t; = 2, to = 4, t3 = 3, és a rendeléseket a (3, 1,2) sorrendben
teljesiti az étterem, akkor a varakozasi id6k ws = 3, wy = 5, wy = 9, az
atlagos varakozasi id6 pedig 17/3.
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Megoldas.

Az algoritmus egyszerii: a szakacs az elkészitési id§ szerint monoton névekvé
sorrendben készitse el az ételeket. Az algoritmus helyessége a kovetkezd két
allitasbol adodik.

Allitas. Az ételek elkészitésének van olyan optimalis litemezése, amely sze-
rint a legrovidebb elkészitési idejii ételt készitik el elsGnek.

,,,,,,,

legyen o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} az ételek elkészitésének egy optimalis
titemezése. Ha o(1) = iy, akkor kész vagyunk. Ezért tegyiik fel, hogy
0'(1) 7é imin-
Megmutatjuk, hogy az ételek elkészitésének van olyan ¢’ optimalis {ite-
mezése, amelyben o/(1) = iy;,. Legyen
Imin  ha i =1,
o {1,2,...,n} = {1,2,...,n}, i— < o(l) hai=:i*
o(i) kiilonben,

ahol i, = 0(i*). A o iitemezés mellett a varakozési id6k

We (i) = Z to(s)
j=1

minden 1 < ¢ < n esetén, az atlagos varakozasi id6 pedig
W(O') = E Zwa(i) = E Z Zta(ﬂ) = ﬁ Z(n — 1+ 1>ta(z)
i=1 i=1 j=1 i=1

Hasonloan, a o’ itemezés mellett a varakozasi id6k

Wor (i) = Z tor(j)
j=1

minden 1 <7 < n esetén, az atlagos varakozasi id6 pedig

n

W(o") = %ZUJU’@') = % Z Z lor(j) = % Z(n — i+ Dtor).
i=1

=1 j=1 =1
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Vessiik 0ssze a o és o’ litemezések melletti atlagos varakozasi idGket:

n

W(o") = W(o) = =3 (n—i+1) (tos) — o) =

n <
=1

1 .
~ (n(tor) = tom) + (0 ="+ 1) (lorsr) = toi)) =
1 .

o (n (tz - ta(l)) +(n—i"+1) (tcr(l) — timin)> =

1, .,

_(Z - 1) (timin - ta(l)) g O’

n
hiszen i* > 1 és t; .. < t,q). Mivel o egy optimélis litemezés, igy W(o') <
W (o) nem lehetséges. Ennélfogva W (o') = W (o), ami azt jelenti, hogy o’ is
egy optimaélis iitemezés.

Allitas. Tegyiik fel, hogy az ételek elkészitésének van olyan optimalis {iteme-
zése, amely szerint a Vj vendég altal rendelt ételt készitik el els6nek. Tegyiik
fel azt is, hogy

o {1,2,....n—1} =>{1,...;k—1k+1,...,n}
a tobbi étel elkészitésének egy optimalis iitemezése. Ekkor

. k ha =1,
U.{1,2,...,n}—>{1,2,...,n},z»—>{U,(Z._l) ha2<i<n

az Osszes étel elkészitésének egy optimalis litemezése.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy o nem optimalis {itemezése az Osszes
étel elkészitésének. Legyen m: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} az ételek elké-
szitésének egy olyan optimalis iitemezése, amely szerint a V, vendég altal
rendelt ételt készitik el elsének, azaz amelyre w(1) = k. Ekkor a 7 iiteme-
zéshez tartozo W (m) atlagos varakozasi id6 kisebb, mint a o iitemezéshez
tartozo W (o) atlagos varakozasi idé.

Tekintsiik most a Vj, vendég altal rendelt ételen kiviili ételek elkészitésének

{12, o on—1} > {1, k—1k+1,...n}, i a(i+1)

litemezését. Vessiik Ossze a 7' és o' {itemezések melletti atlagos varakozasi
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idsket:

1 n—1 1 n—1
Wir) = W) = T3 2 wwe — 2 Lo =
n 1 n—1 1 n—1
—1 E tr + ; (tk + wﬂf(i)) - ﬁ ty + ; (tk + wgr(i)) =
n 1 & l & n
m— (5 D Wiy — - Zwa(z‘)> = —— (W(m) = W(o)) <0,
i=1 i=1

ami ellentmondas, hiszen o’ egy optimaélis {itemezése a V), vendég altal ren-
delt ételen kiviili ételek elkészitésének. Kovetkezésképpen o az Osszes étel
elkészitésének egy optimalis litemezése.

Hataridos feladatok titemezése

Feladat.

Tegyiik fel, hogy adott feladatok egy A = {a,as,...,a,} halmaza, amelyek
végrehajtasa egy kozos eréforrds hasznalatéval lehetséges csak. Az er6forras
egyszerre egy feladattal tud foglalkozni, és ha valamelyiket elkezdte, akkor
azt addig nem hagyja abba, amig teljesen el nem késziilt vele. Minden a;
feladathoz adott a t; végrehajtasi ideje, és egy d; hatarid6, amelyre a feladat
végrehajtasaval el kellene késziilni.

Adjunk hatékony algoritmust A-beli feladatok egy olyan {a;,, ai,, ..., a; }
maximalis elemszamu részhalmazanak a meghatarozasara, amelyre a kovet-
kezok teljesiilnek. Minden 1 < 7 < k esetén az a;, feladathoz hozzarendelhetd
egy s;; > 0 kezdési és egy f;. befejezési id6pont gy, hogy fi; — s;, = t;, €s
fi, < di;, tovabba barmely 1 < j < h < k esetén az [s;, fi,] és [s;,, fi,] inter-
vallumok a végpontjaiktol eltekintve paronként diszjunktak. Az els6 feltétel
azt jelenti, hogy minden a;; feladat hataridére elkésziil, a mésodik pedig azt,
hogy az eréforras egyesével hajtja végre a feladatokat, megszakitas nélkiil.

Megoldas.
Tegyiik fel, hogy a feladatok a hatéridejiik szerint monoton névekvéen ren-
dezettek (ha ez nem teljesiil, akkor elszor rendezziik Gket):

di < dy <--- < dy.

A kivéalasztott feladatokat egy H halmazban fogjuk tarolni. Kezdetben
legyen H = (). Most egymaés utéan, minden 1 < i < n esetén vegyiik hozza az
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a; feladatot H-hoz. Ha igy

Z tj > dz

ajeH
adodik, akkor toroljiink egy leghosszabb elvégzési idejd feladatot H-bol. Vé-
giil a H-beli feladatokat az els§ naptol kezdve, sziinet nélkiil, a hataridejiik
szerint monoton novekvs sorrendbe osszuk be. Jelolje H a feladatok ilyen
modon torténd ilitemezését. Jegyezziik meg, hogy a H iitemezésben minden
feladat legkésébb a hataridejére elkésziil.

A feladatok n széma szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy H egy
optimélis megoldasa a problémanak. Ha n = 1, akkor ez nyilvanval6. Legyen
ezutan n > 1, és tegyiik fel, hogy n — 1 feladat esetén igaz az allitas.

Ha JH az Osszes feladatot tartalmazza, akkor optimalis megoldéasa a prob-
lémanak vildgos médon. Tegyiik fel ezért, hogy van olyan feladat, amely nem
szerepel H-ban. Legyen ezek koziil a; az a feladat, amelyet elGszor torolt az
algoritmus H-bol, mondjuk az a; feladat hozzavételekor.

Megmutatjuk, hogy a probléménak van olyan O optimdlis megoldésa,
amelyben a feladatok az els6 naptol kezdve, sziinet nélkiil, a hataridejiik
szerint monoton névekvé sorrendben kdvetik egymést, és amelyben szintén
nem szerepel az aj feladat. Az vildgos, hogy a probléméanak létezik olyan
optimélis megoldasa, amelyben a feladatok az els6 naptol kezdve, sziinet
nélkiil, a hatéaridejiik szerint monoton névekvé sorrendben kévetik egymast.
Tegyiik fel, hogy egy ilyen O" optimalis megoldasban szerepel az a;, feladat.

Mivel '
th > di,
j=1

ezért az ay,as,...,a; feladatok kozott sziikségképpen van olyan a; feladat,
amely nem szerepel O’-ben. Legyen O az az iitemezés, amelyet ugy kapunk
O’-bél, hogy az a; feladatot lecseréljiik az a; feladatra, majd a feladatokat
az elsG naptol kezdve, sziinet nélkiil, a hataridejiik szerint monoton névekvé
sorrendbe osszuk be. Most az aq, as, . .., a; koziil valo O-beli feladatok legké-
s6bb a hataridejiikre mind elkésziilnek, hiszen ¢ megvalasztasa miatt ugyanez
akkor is teljesiil, ha az 6sszes ay,...,ax_1, Ggs1, - - ., a; feladatot osztjuk be az
els6 naptol kezdve, sziinet nélkiil. Masrészt ¢, > t; miatt az a;11, aj19,...,a,
koziil valo O-beli feladatok szintén legkésébb a hataridejiikre mind elkésziil-
nek, hiszen semelyik nincs késGbbre iitemezve O-ban, mint amikorra O’-ben
volt. Ebbdl kovetkezik, hogy O is egy optimalis megoldasa a probléméanak.
Nyilvan a J-beli feladatok szdma nem haladhatja meg az O-beli felada-
tok szamat, hiszen az utobbi litemezés optimalis megoldasa a problémanak.
Masrészt a moho algoritmust a feladatok A\ {ay} halmazara futtatva szintén
a H iitemezést kapjuk, ami az indukcids feltevés szerint optimalis a feladatok
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A\ {a} halmazara. Mivel az O iitemezésben is csak A \ {ax} halmazbeli
feladatok vannak, igy az O-beli feladatok szdma sem haladhatja meg a H-beli
feladatok szamat. Ebbdl kovetkezik, hogy a H-beli feladatok szama megegye-
zik az O-beli feladatok szaméaval, kovetkezésképpen H is optiméalis megoldasa
az eredeti problémanak.

A H-beli feladatokat az elvégzési idGk szerint rendezett maximum ku-
pacban tarolva a soron kovetkezd feladat beszurasanak, valamint egy ma-
ximalis elvégzési idejii feladat esetleges torlésének lépésszama O(logn). A
torlés sziikségessége O(1) lépésben eldonthetd, ha egy segédvaltozoban nyil-
vantartjuk a kupacban levé feladatok elvégzési idejének Osszegét. Ezt min-
den 1 < ¢ < n esetén végrehajtva az Osszlépésszam O(nlogn). Ehhez jon
meég a kezdeti rendezés O(nlogn) koltsége, igy az algoritmus teljes koltsége
O(nlogn).

Utemezés minimalis késéssel

Feladat.

Tegyiik fel, hogy adott feladatok egy A = {ay, as, ..., a,} halmaza, amelyek
végrehajtasa egy kozos erdforrds hasznalatéval lehetséges csak. Az er6forras
egyszerre egy feladattal tud foglalkozni, és ha valamelyiket elkezdte, akkor
azt addig nem hagyja abba, amig teljesen el nem késziilt vele. Minden a;
feladathoz adott a t; végrehajtasi ideje, és egy d; hatarid6, amelyre a feladat
végrehajtasaval el kellene késziilni.

Tegyiik fel, hogy minden feladatot végre kell hajtanunk, de az megenge-
dett, hogy bizonyosakat a hatéridejiik utan fejezziink csak be. Minden a;
feladathoz rendeljiik hozza azt a t; hosszi intervallumot, amikor az er&for-
rast a feladat végrehajtasara akarjuk haszndlni. Jeldlje ezt az intervallumot
[si, fi], ahol s; = 0 és f; = s; + t; természetes modon. Mivel az eréforras
egyszerre egy feladattal tud csak foglalkozni, ezeknek az intervallumoknak a
végpontjaiktol eltekintve paronként diszjunktaknak kell lenni.

Azt fogjuk mondani, hogy egy a; feladatot késve hajtunk végre, ha f; > d;.
Ebben az esetben jelolje [; = d; — f; a késés nagysagat. Ha egy a; feladat a
hataridején beliil végrehajtasra keriil, akkor legyen [; = 0 definici6 szerint.

Adjunk hatékony algoritmust a feladatok egy olyan iitemezésének meg-
keresésére, amelynél az L = max{l; | 1 < i < n} maximalis késés a lehetd
legkevesebb!

Megoldas.
Tegyiik fel, hogy a feladatok a hataridejiik szerint monoton névekvéen ren-
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dezettek (ha ez nem teljesiil, akkor elszor rendezziik Gket):
dy <dy <+ < dy,.

Utemezziik a feladatokat ebben a sorrendben: legyen a; kezdési ideje s; = 0,
befejezési ideje f1 = s1 + t1, legyen as kezdési ideje sy = f1, befejezési ideje
fa = 89 + ta, és igy tovabb. A koltség nyilvan O(nlogn).

Belatjuk, hogy ez az iitemezés optimalis. Jeldlje P az algoritmus altal
elgallitott iitemezést. Jegyezziik meg, hogy ebben nincs iiresjarat, amikor az
erGforras nem foglalkozik egyik feladattal sem, mikézben vannak még elvég-
zésre varok.

Nyilvanvalo, hogy az optimalis iitemezések kozott is kell lenni iiresjarat
nélkiilinek. Jel6ljon O egy ilyen optimélis {itemezést. Ha O = P, akkor készen
vagyunk. Tegyiik fel ezért, hogy O # P. Ekkor az O iitemezésben sziikség-
képpen vannak olyan a; és a; kozvetleniil egymas utan kovetkezd feladatok,
amelyekre ¢ > j.

Tekintsiik most azt az O’ {itemezést, amelyet O-bol az a; és a; feladatok
felcserélésével kapunk.

‘ a; a;

|
dj d;

Vizsgaljuk meg, hogy a cserével novekedhetett-e a maximalis késés! Csak az
a; és a; feladatok ilitemezése valtozott meg, igy a tobbi feladatnal a késés
a csere utdn ugyanannyi, mint a csere el6tt volt. A cserével az a; feladat
el6bbre keriilt, igy a késése nyilvan nem névekedett.

Nézziik ezutén az a; feladatot. Jelolje a; befejezési idejét az O iitemezésnél
fj. késését pedig [;. Ekkor a; befejezési ideje az O iitemezésnél f/ = f;.
Jelolje a; késését az O iitemezésnél [].

Ha I} = 0, vagyis a; nem késik az O iitemezésnél, akkor nyilvin nem
késhetett az O {itemezésnél sem, hiszen ott korabbra volt iitemezve. Ha
pedig I} > 0, akkor d; > d; figyelembe vételével

Li=fi—di=fi—di<[fj—dj=1
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adodik, vagyis a; késése az O’ iitemezésnél nem lehet nagyobb, mint a; ké-
sése az O iitemezésnél. Mindebbdl kovetkezik, hogy a maximalis késés az O
iitemezésnél nem lehet nagyobb, mint az O iitemezésnél.

Algoritmusunk helyessége innen mar egyszerien adodik. Az optimalis
O {itemezésbdl legfeljebb (;) szomszédos feladat cseréjével eljuthatunk a P
titemezéshez (vo. buborék rendezés). Mivel a maximalis késés egyik lépésben
sem novekszik, igy P sziikségképpen szintén egy optimaélis litemezés.

Egynapos munkak iitemezése

Feladat.
Egy megbizhato vallalkozot sokan keresnek meg kiilonb6z6 megrendelésekkel.
Tegyiik fel, hogy a vallalkoz6 minden széban forgd munkat egy nap alatt el
tud végezni. Tegyiik fel azt is, hogy a vallalkoz6 egy nap csak egy munkan
dolgozik. Minden munkihoz tartozik egy hatéridé és egy munkadij. Egy
munkaért a munkadijat akkor kapja meg a vallalkoz6, ha azt legkésGbb a
hataridére elvégzi.

Adjunk hatékony algoritmust annak elddntésére, hogy a vallalkozd mely
munkéikat vallalja el, és azokat mikor végezze el, ha a bevételét maximalizalni
akarja!

Megoldas.

El6szor is vegyiik észre, hogy a feladatnak mindig van olyan optimalis megol-
désa, amelyben az 6sszes elvallalt munkét legkésébb az n-edik nap elvégezziik,
hiszen az iires napokat meg tudjuk sziintetni a feltételek megsértése nélkiil a
munkik alkalmas el6bbre litemezésével. Ebbdl kévetkezik, hogy ha minden
olyan munkanak a hataridejét az n-edik napra hozzuk elére, amelyiknek a
hatarideje az n-edik nap utan van, akkor az igy modositott feladat egy opti-
maélis megoldasdban az Gsszbevétel nyilvan ugyanannyi lesz, mint az eredeti
feladat esetén.

Rendezziik a munkakat a munkadij szerint csckkend sorrendbe. Jelolje
My, M, ..., M, a munkakat az igy kialakult sorrendben. Minden 1 < i <
n esetén az M, munka hataridejét jeldlje d;, az érte kaphaté6 munkadijat
pedig p;. A fentiekkel 6sszhangban feltehetd, hogy d; < n minden 1 <i < n
esetén.

Most egymas utan minden 1 < ¢ < n esetén iitemezziik be az M; munkat
a d;-edik, illetve az azt megel6z6 napok koziil a legkésébbi olyanra, amely
még szabad. Ha az Gsszes ilyen nap foglalt mar, akkor a munkat ne vallaljuk
el. Jelolje H a munkak ilyen modon torténd iitemezését.
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El6szor belatjuk, hogy H egy optimalis megoldésa a feladatnak. Tekint-
sitk a munkak egy optimalis O {itemezését. Ha O = H, akkor készen vagyunk.
Tegyiik fel ezért, hogy O # H. Legyen k a legkisebb olyan index, amelyre
My, iitemezése kiillonbozik O-ban és H-ban. Ekkor minden j < k esetén az
M; munka

e vagy nem szerepel sem O-ban sem J-ban,

e vagy szerepel O-ban és J{-ban is, mindkétszer ugyanarra a napra iite-
mezve.

Négy esetet kiillonboztethetiink meg.

(1) Az M}, munka szerepel O-ban, de nem szerepel H-ban. Mivel M, szerepel
O-ban, ezért a H-t elgallito algoritmusunk k-adik lépésében a di-adik, illetve
az azt megel6z6 napok kozott sziikségképpen van még szabad nap. Am ez
ellentmond annak, hogy H-bol kihagytuk M;-t.

(2) Az My, munka szerepel H-ban, de nem szerepel O-ban. Ha arra a napra,
amelyre J iitemezi Mi-t, O nem iitemez egyetlen munkat sem, akkor M-t
vegyiik hozza O-hoz erre a napra iitemezve. Ezzel az 6sszbevétel nyilvan nem
csOkken. Ha viszont arra a napra, amelyre J iitemezi My-t, O is iitemez egy
M; munkat, akkor O-ban cseréljiik le M;-t My-ra. Mivel j > k, ezért p; < py,
kovetkezésképpen az 6sszbevétel most sem csokken.

(3) Az M), munka szerepel O-ban és H-ban is, de az el6bbiben korabbi napra
van litemezve, mint az utobbiban. Ha arra a napra, amelyre H titemezi M-t
O nem iitemez egyetlen munkét sem, akkor M-t iitemezziik &t O-ban erre a
napra. Ezzel az 0sszbevétel nem valtozik. Ha viszont arra a napra, amelyre
H iitemezi M-t, O is litemez egy M; munkat, akkor O-ban cseréljiik fel M-t
és Mi-t. Mivel M; igy el6bbre keriil, a csere megengedett. Az Gsszbevétel
nyilvan most sem valtozik.

(4) Az M), munka szerepel O-ban és H-ban is, de az utébbiban korabbi napra
van iitemezve, mint az el6bbiben. Ez ellentmond annak, hogy a J{-t el6allito
algoritmusunk a k-adik lépésben az My munkat a di, illetve az azt megel6z6
napok kozott a legkés6bbi, még szabad napra iitemezte.

Ezzel belattuk, hogy az optimdlis O iitemezés attranszformalhato egy
olyan optimalis O’ iitemezéssé, hogy O’-ben és H-ban mar M, iitemezése is
megegyezik. Az eljardst folytatva O lépésrél-1épésre attranszformalhatd H-
ba az Osszbevétel csokkenése nélkiil. Kovetkezésképpen H is egy optimalis
itemezés.

Az algoritmus koltsége nagyban fiigg attol, hogy a k-adik 1épésben ho-
gyan talaljuk meg di-adik, illetve az azt megeléz6 napok koziil a legkésGbbi
olyat, amely még szabad. Kézenfekvd otlet, hogy dj-adik naptol egyesével
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haladjunk visszafelé. Ennek koltsége nyilvan O(n). Ezt minden 1 < k < n
esetén végrehajtva az osszkoltség O(n?).

Ehhez jon még a kezdeti rendezés O(nlogn) koltsége, igy az algoritmus
teljes koltsége O(n?).

Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet hasznalataval 1ényegesen hatékonyab-
ban is végezhetd a keresés. Tartsuk nyilvan az egymaés uténi foglalt napok
maximalis halmazait (amelyeket a kozvetleniil el6ttiik 16vé szabad nappal
azonositunk), valamint a szabad napokat, mint egyelemd halmazokat. Az al-
goritmus k-adik 1épésében ellendrizziik, hogy a di-adik nap szabad-e, illetve
ha nem, akkor a foglalt napok mely blokkjahoz tartozik. Az els6 esetben M-
t a di-adik napra iitemezziik, a masodikban a blokkot kozvetleniil megel§z6
szabad napra (illetve eldobjuk, ha nincs a blokk el6tt szabad nap). Ha az a
nap, amelyre M-t iitemeztiik, foglalt napok blokkjaival szomszédos, akkor
képezziik a blokkok unidjat. A koltség most csupan O(logn).

P

Hosszabb munkik titemezése

Feladat.

Egy vallalkozonak n megrendelése van kiilonb6zé munkakra. Minden mun-
kdhoz tartozik egy elvégzési id6, egy hatarid6 és egy munkad{j. A vallalkozo
egyszerre csak egy munkan tud dolgozni, és ha egy munkat elkezdett, azt an-
nak befejezéséig nem szakitja meg. Egy munkaért a munkadijat akkor kapja
meg a vallalkozo, ha azt legkésébb a hataridére elvégzi. Tegyiik fel, hogy
a munkak elvégzési ideje és a hataridsk pozitiv egész szamok (mondjuk na-
pok). Mely munkakat vallalja el a vallalkozo, és azokat mikor végezze el, ha
a bevételét maximalizalni akarja?

Megoldas.

A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. Jel6lje a munkakat M,
Ms, ..., M,. Minden 1 < i < n esetén az M; munka végrehajtasi idejét jelolje
t;, a hataridejét d;, az érte kaphaté6 munkadijat pedig p;. Tegyiik fel, hogy
a munkak a hataridejiik szerint monoton névekvéen rendezettek (ha ez nem
teljestil, akkor elgszor rendezziik Gket):

di <dy <o+ <dy.
Minden 1 < i < nés 1 < j < d, esetén jeldlje c[i, j| azon feladat egy

optimélis megoldéséban az 6sszbevételt, amikor az M;, M, 4, ..., M, munkéik
koziil valaszthatunk, és az els6 munkat legkorabban a j-edik nap kezdhetjiik
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el. A formuladk kompakt felirhatosagéanak érdekében legyen c[i,j| = 0, ha
t=n+1vagy j=d,+ 1.

Legyen most 1 < ¢ < nés 1 < j < d, tovibba legyen O egy optimé-
lis megoldasa annak a feladatnak, amikor az M;, M;,, ..., M, munkak koziil
valaszthatunk, és az els6 munkat legkorabban a j-edik nap kezdhetjiik el. Ha
Jj+t; —1>d;, akkor M; nyilvin nem szerepelhet O-ban, igy O sziikségkép-
pen egy optimalis megoldasa annak a feladatnak, amikor az M;,4,..., M,
munkak koziil valaszthatunk, és az els6 munkat legkordbban a j-edik nap
kezdhetjiik el. Ebben az esetben a bevétel cli+ 1, j]. Tegyiik fel ezutén, hogy
J+ti—1<d;.

e Ha M, szerepel az O-beli munkak kozott, akkor az az O itemezés, ame-
lyet igy kapunk O-bol, hogy elhagyjuk az M; munkat, az M; elé iiteme-
zett munkakat pedig mind ¢; nappal késGbbre iitemezziik (a munkak-
nak a hataridék szerinti rendezettsége miatt ezek tovabbra is hataridén
beliil vannak), egy optimalis megoldasa annak a feladatnak, amikor az
My, ..., M, munkak koziil valaszthatunk, és az els6¢ munkat legkorab-
ban a (j+t;)-edik nap kezdhetjiik el. Valoban, ha lenne O’-nél nagyobb
bevételt hozo iitemezés arra a feladatra, amikor az M, ..., M, mun-
kak koziil valaszthatunk, és az els6 munkat legkorabban a (j + t;)-edik
nap kezdhetjiik el, akkor ehhez hozzavéve az M; munkat j-edik napi
kezdéssel, egy O-nél nagyobb bevételt hozo {itemezést kapnank arra a
feladatra, amikor az M;, M.+, ..., M, munkadk koziil valaszthatunk, és
az els6é munkat legkorabban a j-edik nap kezdhetjiik el, ellentmondas.
A bevétel ekkor p; + c[i + 1,5 + ;]

e Ha M; nem szerepel az O-beli munkak kozott, akkor O sziikségképpen
egy optimalis megoldasa annak a feladatnak, amikor az M;,4,..., M,
munkak koziil valaszthatunk, és az els6 munkat legkordbban a j-edik
nap kezdhetjiik el. A bevétel ekkor c[i + 1, j].

Mivel nem tudjuk, hogy M; szerepel-e az O-beli munkak kozott, ezért mindkét
lehetGséget megvizsgaljuk, és a kedvezébbet valasztjuk. Igy

i, ] = cli+1,7] ha j+t,—1>d,;,
T max(pr+ i+ 1,5+ 4], ci+1,5]) haj+t—1<d.

Annak érdekében, hogy munkak egy optimélis megoldast ad6 részhalma-
zat is meg tudjuk adni, még egy jelolést vezetiink be. Minden 1 < 7 < n
és 1 < j < d, esetén legyen b[i, j| a TRUE logikai érték, ha c[i, j| meghaté-
rozasanal azt talaltuk, hogy az M; munka bevéilasztasaval nagyobb bevételt
hoz6 megoldast kapunk, mint anélkiil, egyébként legyen b7, j| a FALSE logikai
érték.
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Utemezés(n,t,d,p)
for j=1 to d[nl+1 do
c[n+1,31=0
for i=n downto 1 do
cli,d[n]+1]=0
bli,d[n]+1]=FALSE
for j=d[n] downto 1 do
if j+t[il-1>d[i]
then
cli,jl=cli+1,j]
b[i, j]=FALSE
else
if plil+cli+1,j+t[il]>c[i+1,]]
then
cli,jl=plil+c[i+1,j+t[1]]
b[i, j1=TRUE
else
cli,jl=cli+1,]j]
b[i, jl=FALSE
return c,b

A cli, 7] értékek kiszamitasat ugy tekinthetjiik, mintha egy (n+1)x(d,+1)
méreti tablazatot toltenénk ki alulrél felfelé, soronként jobbrél balra. A
feladat optimalis megoldéaséaban az Gsszbevétel ¢[1, 1].

Minden c[i,j]| érték konstans koltséggel szamithato, igy az algoritmus
teljes koltsége O(nd,,). Jegyezziik meg, hogy az algoritmus nem polinomiélis!

A b témb felhasznalasaval munkak egy optimalis megoldast ado6 részhal-
mazat konnyen meghatarozhatjuk.

Munk&kNyomtatasa
j=1
for i=1 to n do
if b[i, jI=TRUE then
print i ’. munka’
j=j+t[i]
Egy optimalis iitemezéshez jutunk ezek utén, ha az igy kapott sorozatban

szerepld munkakat az elsé naptol kezdGdGen, egymés utan, sziinet nélkiil
osztjuk be.
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Hatizsak feladat

Feladat.
Adottak a ti,t9,...,t, targyak. A t; targy sulya w;, értéke v;, ahol w; és v;
pozitiv egész szamok. Kivalasztand6 a targyaknak egy olyan részhalmaza,
amelyben a targyak értékének Gsszege a lehets legnagyobb, silyuk Osszege
viszont nem halad meg egy adott W pozitiv egész szamot (a hatizsak kapa-
citasat)!

Megoldas.

A feladatot dinamikus programozéssal oldjuk meg. Minden 1 < i < n és
1 < j < W esetén jelolje c[i, j] azon feladat egy optimalis megoldasaban a tar-
gyak értékeinek az Osszegét, amikor a hatizsak kapacitasa j és a t1,ts,...,¢;
targyak koziil valaszthatunk. A formuldk kompakt felirhatosaganak érdeké-
ben legyen c[i, j] = 0, ha i = 0 vagy j = 0.

Legyen most 1 < ¢ < nés 1 < j < W, tovabba legyen O egy opti-
mélis megoldasa annak a feladatnak, amikor a hétizsik kapacitédsa j és a
t1,to,...,t; targyak koziil valaszthatunk. Ha w; > j, akkor ¢; nyilvin nem
szerepelhet O-ban, igy O sziikségképpen egy optimalis megoldasa annak a
feladatnak, amikor a hatizsdk kapacitasa j és a t1,to,...,t;_1 targyak koziil
valaszthatunk. Ebben az esetben az Gsszérték c[i — 1, j|. Tegyiik fel ezutén,
hogy w; < J.

e Ha t; szerepel az O-beli targyak kozott, akkor O' = O\ {¢;} egy optima-
lis megoldasa annak a feladatnak, amikor a hatizsdk kapacitasa j —w; és
aty,to,..., t;_1 targyak koziil valaszthatunk. Valoban, ha lenne O’-nél
nagyobb Osszértéki megoldasa annak a feladatnak, amikor a hatizsak
kapacitasa j —w; és a tq,to, ..., ;1 targyak koziil valaszthatunk, akkor
ehhez hozzavéve a t; targyat egy O-néal nagyobb Gsszértéki megolda-
sat kapnank annak a feladatnak, amikor a hatizsdk kapacitasa j és a
ti,ta,...,t; targyak koziil valaszthatunk, ellentmondés. Az Osszérték
ekkor v; + c[i — 1,7 — wy].

e Ha t; nem szerepel az O-beli targyak kozott, akkor O nyilvan egy op-
timélis megoldasa annak a feladatnak, mikor a hatizsak kapacitasa j
és a t1,t9,...,t;_1 targyak koziil valaszthatunk. Az Osszérték ekkor

cli — 1, j].

Mivel nem tudjuk, hogy t; szerepel-e az O-beli targyak kozott, ezért mindkét
lehetGséget megvizsgaljuk, és a kedvez&bbet valasztjuk. Igy

oli, j] = cli — 1, 7] ha w; > j,
T max(vs + i — 1,5 —wil,cli — 1,5]) ha j > w,.
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Annak érdekében, hogy targyak egy optimalis megoldast ad6 részhalma-
zat is meg tudjuk adni, még egy jelolést vezetiink be. Minden 1 <7 < n és
1 < 7 < W esetén legyen d[i, j] a TRUE logikai érték, ha c[i, j| meghataroza-
sanal azt talaltuk, hogy a ¢; targy bevalasztasdval nagyobb értékd megoldést
kapunk, mint anélkiil, egyébként legyen d[i, j] a FALSE logikai érték.

Hatizsak(n,v,w,W)
for j=0 to W do
c[0,j1=0
for i=1 to n do
c[i,0]=0
d[i,0]=FALSE
for j=1 to W do
if wlil>]
then
cli,jl=cli-1,]]
d[i, jl1=FALSE
else
if v[il+c[i-1,j-wlil]>c[i-1,]]
then
cli,jl=vlil+cl[i-1,j-wlil]
d[i, j]1=TRUE
else
cli,jl=cli-1,j]
d[i,j]=FALSE
return c,d

A c[i, j] értékek kiszamitasat agy tekinthetjiik, mintha egy (n+1) x (W +1)
méretid tablazatot toltenénk ki feliilr6l lefelé, soronként balrol jobbra. A
feladat optimalis megoldasanak értéke c[n, W1.
Minden cli, j] érték konstans koltséggel szamithato, igy az algoritmus
teljes koltsége O(nW). Jegyezziik meg, hogy az algoritmus nem polinomialis!
A d t6mb felhasznalasaval targyak egy optimélis megoldast adoé részhal-
mazat a kovetkezGképpen hatérozhatjuk meg:

TargyakNyomtatésa
j=W
for i=n downto 1 do
if d[i,j]=TRUE then
print i ’. targy’
j=j-wlil

117



Hazidolgozat

Feladat.

Egy hazidolgozat n kérdésbdl all, jelolje ezeket tq,ts,...,t,. Minden 1 <
1 < n esetén tudjuk, hogy a t; kérdés megvalaszolasa m; perc, és a helyes
valaszért v; pont jar (m; és v; pozitiv egész szamok). A szamunkra kivant
érdemjegy eléréséhez legalabb V' pontot kell dsszegytijteni (V' szintén pozitiv
egész szam). Kivalasztando a kérdéseknek egy olyan részhalmaza, amelyek
megvélaszolasaval a lehetd legrovidebb id6 alatt érhetd el legalabb V' pont!

Megoldas.
A feladatot dinamikus programozassal oldjuk meg. Minden 1 < i < n
és 1 < 7 < V esetén jeldlje c[i, j| a legrovidebb id6t, amely alatt csak a
ti,ta, ..., t; kérdések koziil valasztva legalabb j pont elérhets. A formulak
kompakt felirhatosdganak érdekében legyen ¢[0, j] = co minden 1 < 7 <V
esetén.

Legyen most 1 <7 < nés 1< j <V, tovabbé legyen O egy optimalis
megoldasa annak a feladatnak, amikor legalabb j pontot kell Gsszegytijte-
niink, és csak a t,to, ..., t; kérdések koziil valaszthatunk.

e Ha t; szerepel az O-beli kérdések kozott, és v; > j, akkor O = {¢;}
nyilvanval6 modon. A felhasznalt id6 ekkor m;. Masrészt, ha t; sze-
repel az O-beli kérdések kozott, és v; < j, akkor O' = O\ {t;} egy
optimalis megoldésa annak a feladatnak, amikor legaldbb j —v; pontot
kell Osszegytijteniink, és csak a tq, 1o, ..., t;_1 kérdések koziil valasztha-
tunk. Valoban, ha lenne O'-nél révidebb 6sszidejii megoldasa annak a
feladatnak, amikor legalabb 7 — v; pontot kell 6sszegytijteniink, és csak
a ty,tg,...,t;_1 kérdések koziil valaszthatunk, akkor ehhez hozzavéve
a t; kérdést egy O-nél révidebb Osszidejii megoldasat kapnank annak
a feladatnak, mikor legalabb j pontot kell 6sszegytjteniink, és csak a
t1,to, ..., t; kérdések koziil valaszthatunk, ellentmondas. A felhasznalt
id6 ekkor m; + c[i — 1,7 — v;].

e Ha t; nem szerepel az O-beli kérdések kozott, akkor O nyilvan egy
optimalis megoldasa annak a feladatnak, mikor legalabb j pontot kell
Osszegytjteniink, és csak a tq, o, ..., 1;_1 kérdések koziil valaszthatunk.
A felhasznalt id6 ekkor c[i — 1, j].

Mivel nem tudjuk, hogy ¢; szerepel-e az O-beli kérdések kozott, ezért mindkét
lehetGséget megvizsgaljuk, és a kedvez&bbet valasztjuk. Igy

i, j] = min(m;, cli — 1, j]) ha v; > j,
T min(my + i — 1,5 — v, cfi — 1,5]) ha v < .
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Annak érdekében, hogy a kérdések egy optimalis megoldast ado6 részhal-
mazat is meg tudjuk adni, még egy jeldlést vezetiink be. Minden 1 < i < n
és 1 < j < V esetén legyen d[i, j] a TRUE logikai érték, ha cli, j| meghata-
rozasanal azt talaltuk, hogy a t; kérdés bevalasztasaval révidebb Gsszideji
megoldast kapunk, mint anélkiil, egyébként legyen d[i, j| a FALSE logikai ér-
ték.

Hazidolgozat(n,m,v,V)
for j=1 to V do
c[0, j]1=INFINITY
for i=1 to n do
for j=1 to W do
if v[il>=j
then
if m[il<c[i-1,j]
then
cli,jl=m[i]
d[i,j]=TRUE
else
cli,jl=cli-1,j]
d[i,j]=FALSE
else
if m[il+c[i-1,j-v[il]l<c[i-1,]]
then
cli,jl=mlil+c[i-1,j-v[il]
d[i, j]1=TRUE
else
cli,jl=cli-1,j]
d[i,j]=FALSE
return c,d

A c[i, j] értékek kiszamitasat ugy tekinthetjik, mintha egy (n +1) x V
méretd tablazatot toltenénk ki feliilr6l lefelé, soronként balrol jobbra. A
feladat optimalis megoldasanak értéke c[n, V.

Minden cli, j] érték konstans koltséggel szamithato, igy az algoritmus
teljes koltsége O(nV). Jegyezziik meg, hogy az algoritmus nem polinomialis!

A d tomb felhasznalasaval a kérdések egy optimadlis megoldast ad6 rész-
halmazat a kovetkezéképpen hatarozhatjuk meg:
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KérdésekNyomtatésa
j=v
1=n
while j>0 AND i>0 do
if d[i,j]=TRUE then
print i ’. feladat’
j=j-v[il]
i=i-1

Visszajaré pénz

Feladat.

A visszajaré pénz problémanél adott pénzmennyiséget kell kifizetni a lehetd
legkevesebb érme felhasznalasaval (adott cimletd érmébdl tetszdlegesen sok
all a rendelkezésiinkre).

(A) Tervezziink moho algoritmust, amely megoldja a visszajaré pénz problé-
méat abban az esetben, amikor a felhasznalhaté érmék 1,5, 10, 25 cimletiek!

(B) Adjunk meg olyan cimlethalmazt, amelyre a mohé algoritmus nem fel-
tétleniil ad optimalis megoldast! A cimletek kozott szerepeljen az 1 érték,
hogy minden pénzmennyiség kifizethetd legyen!

(C) Tervezziink dinamikus programozés algoritmust, amely minden olyan
esetben megoldja a visszajaré pénz problémét, amikor a cimletek kdzott sze-
repel az 1 érték!

(D) Tervezziink hatékony algoritmust annak eldéntésére, hogy adott cimlet-
halmaz esetén hasznalhato-e a moho algoritmus a visszajaré pénz probléma
megoldasaral

Megoldas.

Egy észrevétellel kezdjiik, amelyet a moho és a dinamikus programozas algo-
ritmusnél is felhasznalunk majd. Tekintsiik egy legkevesebb érmét felhasz-
nalé megoldésat annak a feladatnak, amikor a kifizetend6 pénzmennyiség n.
Legyen a megoldasban felhasznalt érmék szidma s. Ha most elhagyjuk ezek
koziil valamelyik érmét, legyen ez mondjuk egy ¢ cimletii, akkor a megma-
radt s — 1 érme egy legkevesebb érmét felhasznalé megoldasat adja annak a
feladatnak, amikor a kifizetend6 pénzmennyiség n —c. Valoban, ha ez utébbi
pénzmennyiség kifizethets lenne (s — 1)-nél kevesebb érmével is, akkor ezeket
az érméket az elhagyott ¢ cimlet érmével kiegészitve az eredeti feladat egy
s-nél kevesebb érmét felhasznald megoldasahoz jutnénk, ami ellentmondés.
(A) A visszajar6 pénz probléméjat megoldja a kovetkezd algoritmus. Legyen
a kifizetend§ pénzmennyiség n.
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e A 25-6s cimletd érmék szama legyen [n/25]. Ezek utan a kifizetendd
pénzmennyiség n’ = n — 25[n/25].

e A 10-es cimletii érmék szama legyen [n’//10]. Ezek utan a kifizetendd
pénzmennyiség n” = n’ — 10[n’/10].

e Az 5-0s cimletl érmék szama legyen [n”/5]. Ezek utan a kifizetendd
pénzmennyiség n” = n" — 5[n"/5].

e Az l-es cimletii érmék szama legyen n'.

Az algoritmust kicsit masképpen is megfogalmazhatjuk. Legyen a kifize-
tend6 pénzmennyiség n. Ha n = 0, akkor az optimélis megoldas 0 érmébdl
all. Ha n > 0, akkor keressiik meg azt a legnagyobb c cimletet, amely ki-
sebb vagy egyenld, mint n. Adjunk ki egy ¢ cimleti érmét, majd oldjuk meg
rekurzivan azt a problémat, amikor a kifizetend pénzmennyiség n — c.

Megmutatjuk, hogy ha a kifizetend pénzmennyiség n, és a cimletek koziil
¢ a legnagyobb olyan, amely kisebb vagy egyenlS, mint n, akkor az adott
pénzmennyiség kifizethet6 a lehets legkevesebb szamu érmével gy is, hogy
az érmék kozott van c¢ cimletd. Innen a megoldés elején tett megjegyzés
felhasznalasaval az algoritmus helyessége kovetkezik.

Tekintsiik a feladat egy optimalis megoldésat. Ha ebben a megoldasban
szerepel ¢ cimlet érme, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel ezért, hogy nem
szerepel. Most négy esetet kiilonboztethetiink meg.

(1) Ha 1 < n < 5, akkor ¢ = 1. Feltételiink szerint a vizsgalt optimalis
megoldas nem tartalmaz 1-es cimleti érmét, ami nyilvan lehetetlen.

(2) Ha 5 < n < 10, akkor ¢ = 5. Feltételiink szerint a vizsgalt optimalis
megoldas nem tartalmaz 5-6s cimlet érmét, tehat csak 1-es cimletii érmékbdl
all. Ezek koziil 6t6t egy 5-0s cimletd érmére cserélve egy kevesebb érmébél
all6 megoldashoz jutunk, ami ellentmondés.

(3) Ha 10 < n < 25, akkor ¢ = 10. Feltételiink szerint a vizsgalt opti-
malis megoldas nem tartalmaz 10-es cimletd érmét. Ekkor az 1l-es és 5-0s
cimletd érmék kozott vannak olyanok, amelyek Osszege 10, ezeket egy 10-es
cimletd érmére cserélve egy kevesebb érmébdl all6 megoldashoz jutunk, ami
ellentmondas.

(4) Ha n > 25, akkor ¢ = 25. Feltételiink szerint a vizsgalt optimalis megol-
das nem tartalmaz 25-6s cimletd érmét. Ha tartalmaz harom 10-es cimletd
érmét, akkor ezeket egy 25-0s és egy 5-0s cimlet érmére cserélve egy keve-
sebb érmébdl allo megoldashoz jutunk, ami ellentmondas. Ha legfeljebb két
10-es cimletti érmét tartalmaz, akkor az l-es, 5-0s és 10-es cimleti érmék
kozott vannak olyanok, amelyek Osszege 25, ezeket egy 25-0s cimletii érmére
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cserélve ismét egy kevesebb érmébdl allo6 megoldashoz jutunk, ami szintén
ellentmondas.

Az algoritmus méasodik valtozatdnak, amikor egyszerre mindig csak egy
érmét valasztunk, koltsége O(k), ahol k a kifizetéshez sziikséges érmék mini-
malis szama. Mivel k£ < n, ezért itt a koltség O(n).

Az algoritmus els6 valtozatanak koltsége O(1).

(B) Legyenek a cimletek 1,10, 25, és legyen a kifizetendd pénzmenynyiség 30.
Most a moh6 modszerrel ezt egy 25-6s cimlet és 6t 1-es cimletd érmével
fizetjiik ki. Ennél jobb megoldas a harom 10-es cimletd érmével torténd
kifizetés.

(C) Legyenek a felhasznalhato cimletek ¢; > ¢y > -+ > ¢, = 1, a kifizetendd
pénzmennyiség pedig legyen n.

Minden 0 < j < n esetén jelolje v[j] a kifizetésben szereplé érmék mi-
nimélis szamét, amikor a kifizetend§ pénzmennyiség j. Ha j = 0, akkor
v[j] = 0 nyilvanval6 médon. Ha 1 < j < n és egy legkevesebb érmébdl allo
kifizetésben szerepel ¢; cimleti érme, akkor v[j] = 1+v[j —¢;] a megoldas ele-
jén tett megjegyzéssel osszhangban. Ez a rekurziv egyenlet feltételezi, hogy
ismerjiik ¢ értékét, mikdzben ez nem igaz. Azonban i legfeljebb m kiilonbd-
76 értéket vehet fel; vizsgaljuk meg az Osszes lehetGséget, és valasszuk ki a
legjobbat. Igy most

v[j] =1+ min{v)j —¢] |1 <i<m, ¢ < j}.

Egy legkevesebb érmébdl allo kifizetés megtalaldsa érdekében még egy
jelolést vezetiink be. Minden 1 < j < n esetén legyen d[j] az a ¢; cimlet,
amelyre v[j] = 1+ v[j — ¢].

VisszajaréPénz(n,c)
v[0]=0
for j=1 to n do
v[jI=INFINITY
for i=1 to m do
if j>=c[i]l AND 1+v[j-c[ill<v[j] then
v[jl=1+v[j-c[i]]
d[jl=cl[il]
return v,d

Egy minimalis szamu érmével torténd kifizetést a kévetkezs rekurziv elja-
rassal hatarozhatunk meg. Az eljarast az (n, d) paraméterekkel kell meghivni.
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Kifizet(j,d)

if j>0 then
print d[j]
Kifizet(j-d[j1,d)

A VisszajaroPénz algoritmus koltsége O(nm), a Kifizet eljarasé pedig
O(n). Jegyezziik meg, hogy a VisszajaroPénz algoritmus nem polinomidlis!
(D) Elgszor is vezessiik be a ¢ = (c1, ¢z, . .., ¢) jelolést. Adott n € N esetén
egy r = (r1,re,...,r,) € N sorozatot az n egy c-beli reprezentaciojanak
fogunk nevezni, ha

rCc=1"r1C1 +7T2C2+ -+ TpCy = N

Vezessiik még be az |r| =1 + 1o+ -+ - + 1y, jelOlést, erre a mennyiségre az r
reprezentacio méreteként fogunk hivatkozni. A visszajaré pénz feladat ebben
a megfogalmazasban adott n € N egy minimélis méretii c-beli reprezentaci-
6janak a megtalalasa.

Definidljuk az N-beli sorozatok halmazan a <, <2, <3 rendezési re-
laciokat a kovetkezSképpen. Legyenek x = (x1,x9,...,2,) € N és y =
(Y1,Y2, - - -, Ym) € N Azt fogjuk mondani, hogy

e x < y, ha vagy = y vagy pedig x; < y; a legkisebb olyan 1 <7< m
indexre, amelyre z; # y;,

e x <5y, ha vagy |x| > |y| vagy pedig |z| = |y| és ¢ <1 vy,
e r <39y, ha z; <y, minden 1 <7 < m esetén.
Megjegyezziik, hogy tetszbleges x,y, z € N sorozatokra
TXY < Tr+2z=Y+2

mindharom rendezési relacié esetén.

A tovabbiakban, ha ez nem okoz félreértést, a c-beli reprezentacio kife-
jezés elejérdl el fogjuk hagyni a c-beli jelz6t. Adott n esetén jelélje g(n)
a =<1 rendezés szerint maximalis reprezenticiojat n-nek. A g(n) sorozatra
az n mohod reprezentacidjaként fogunk hivatkozni. Vegyiik észre, hogy ha
gn) = (91,92, ---,9m), akkor a visszajaré pénz problémara adott moho al-
goritmus éppen g¢; darab ¢; cimletd érmét hasznal n kifizetéséhez minden
1 < i < mesetén. Jelolje tovabba adott n esetén h(n) a <o rendezés szerint
maximalis reprezentaciojat n-nek. A h(n) sorozatra az m minimalis repre-
zentaciojaként fogunk hivatkozni. Jegyezziik meg, hogy h(n) az n minimalis
méret reprezentacioi koziil a < rendezés szerint maximalis.
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Azt fogjuk mondani, hogy egy ¢ pénzrendszer kanonikus, ha g(n) = h(n)
minden n € N esetén. Ez azt jelenti, hogy a visszajaré pénz problémara adott
moho algoritmus az adott ¢ pénzrendszert hasznélva mindig optimélis meg-
oldast ad. Célunk ebben a megfogalmazasban a kanonikus pénzrendszerek
azonositasa.

1. Allitas. Legyenek n/,n” € N. Ha n’ < n”, akkor g(n') <, g(n").

Bizonyitas. Ha n’ < n”, akkor » = g(n') + (0,0,...,0,n” — n’) egy rep-
rezentacioja n’-nek. Most egyrészt g(n') <; r nyilvanvalé modon, més-
részt r < g(n”) a moho reprezentéacié definiciojaval Gsszhangban. Igy
g(n’) <1 g(n”).

2. Allitas. Legyenek n’,n” € N, és legyen ’ egy reprezentacioja n’-nek,
valamint r” egy reprezentacioja n”’-nek. Tegyiik fel, hogy v’ <3 r”.

(1) Ha 7" moho reprezentacidja n”-nek, akkor 7’ is moho reprezentacioja
!/
n'-nek.

(2) Ha r” minimalis reprezentacioja n”-nek, akkor r’ is minimaélis repre-
zentacioja n'-nek.

Bizonyitas. Egy altalanos észrevétellel kezdjiik a bizonyitést. Legyen r egy
tetszbleges reprezentéicioja n’-nek. Ekkor rc = v’c. Innen rc+r""c = r'c+
r’”c, illetve atrendezve r”’c —r’c+rc = r” ¢, majd kiemelve (r” —r'+r)c =
r”’c. Feltételiink szerint v’ <3 r”, igy " — v’ + r € N, kovetkezésképpen
r"” —r’ +r is egy reprezentacioja n”-nek. Lassuk ezutan a két allitas nagyon
hasonl6 bizonyitasat.

(1) Mivel " moho reprezentacioja n”-nek, ezért v/ —r’ +r <1 r”. Ebbdl
kovetkezik, hogy " +r <1 v’ +7r’, ahonnan r» <, v’ adédik. Ez viszont

csak akkor lehetséges n' teteszGleges r reprezentaciojara, ha r»’ mohd
reprezentacioja n'-nek.

(2) Mivel 7”7 minimalis reprezentacioja n”-nek, ezért r” — v’ + r <o r”.
Ebbdl kovetkezik, hogy "/ +r <o "+ 7', ahonnan r <5 v’ adodik. Ez
viszont csak akkor lehetséges n’ tetesz6leges r reprezentaciojara, ha r’
minimalis reprezentécioja n’-nek.

Tegyiik fel ezek utan, hogy egy ¢ pénzrendszer nem kanonikus. Legyen
n a legkisebb olyan természetes szam, amelyre g(n) # h(n). Legyen g(n) =
(91,92, -, 9m) és h(n) = (hy, ha, ..., hy). Megmutatjuk, hogy minden 1 <
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1 < m esetén g; és h; koziil legalabb az egyik nulla. Indirekt tegyiik fel, hogy
ez nem teljesiil, azaz valamely 1 < i < m esetén g; és h; is pozitiv. Ekkor

’I“,: (gl7“'agi—17gi_1vgi+17-"7gm) c N™

és
r’ = (hlw . '7hi—17hi — 17hi+17‘ . ,hm) e N™

az n-nél kisebb n—¢; € N szam olyan reprezentacioi, amelyekre ' <3 g(n) és
r” <3 h(n), igy a 2. Allitas szerint 7' = g(n—c;) és 7" = h(n—c;). Bz viszont
azt jelenti, hogy g(n — ¢;) # h(n — ¢;), ellentmondva n minimalitasanak.

Az n szam minimalis reprezentaciojaban legyen h, az els6 és hz az utols6
pozitiv tag. Ekkor az elézGekkel 6sszhangban az n szdm mohé reprezenté-
ciojaban g, = 0. Am h(n) <, g(n) miatt ekkor g; sziikségképpen pozitiv
valamely ¢ < a esetén. Ebbdl rogton adodik, hogy o > 1.

Megleps kapcsolat all fenn n minimalis és ¢,_1 — 1 moho reprezentéacidja
kozott. Legyen g(co—1 — 1) = (f1, f2,- -, fm). Ekkor

fi hai<ﬁ,
0 ha i > (.

Ez a kovetkezSképpen lathatd be. Mivel g; pozitiv valamely ¢ < « esetén,
ezért n > c,_1. Masrészt a 2. Allitassal dsszhangban

(hl, N hﬂ—l; hﬁ - 1, hﬂ-‘rl? ey hm) = h(n - Cﬁ).

Ugyanakkor h(n —cg) = g(n —cg), hiszen n —cg < n és feltételiink szerint n
a legkisebb olyan természetes szam, amelynek minimélis és moho6 reprezen-
tacidja kiilonb6z6. Felhaszndlva, hogy h; = 0 minden ¢ < « esetén, ebbdl
n —cg < Cq—1 s 1gy n — cg < co—1 — 1 azonnal adddik. Ennélfogva az 1.
Allitas szerint

g(n—cp) <1 g(cam1 — 1).

Tekintsiik most a ¢,_1 — 1 szdmot. Mivel c,_1 — 1 > ¢,, ezért co,_1 — 1
moho reprezentacidjaban f, > 1. Ismét a 2. Allitassal 6sszhangban

<f17 .- -afa—lafoz - lafoz-i-la .. -;fm) = g(ca—l —-1- Ca)~

Maésrészt
(hi,.. . ha1,ha — L hast, .o hyn) = h(n —c)

szintén a 2. Allitas szerint. Ennélfogva
(hiy. s ha—1,ha — L Aoty h) = g(n — ¢q),
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hiszen n — ¢, < n és feltételiink szerint n a legkisebb olyan természetes
szam, amelynek minimalis és moho reprezentéacidja kiilonb6z6. Idézziik fel,
hogy ca_1 < n, kovetkezésképpen co_1 — 1 — co < N — ca, igy az 1. Allitas
szerint g(c,—1 — 1 — ¢o) <1 g(n — ¢o). Mindkét sorozat a-adik tagjat eggyel
megnovelve, az el6bbiek figyelembe vételével,

g(co—1—1) <1 h(n)

adodik.
Végiil tekintsiik a

g(n —cg) <1 g(ca1 — 1) <1 h(n)

lancot. Mivel a g(n — c3) és a h(n) sorozatok csak a S-adik tagban kiilon-
boznek, ezért f; = h; minden i < 8 esetén. Ugyanakkor g(c,—1 — 1) <1 h(n)
miatt f; < h; valamely j > § indexre. Am h; = 0 minden i > [ esetén, ezért
j = B lehetséges csak, ennélfogva fg < hg. Masrészt g(n—cg) <1 g(ca—1—1)
miatt hg — 1 < f3, igy hg — 1 < fz < hg, ahonnan hg = f3 + 1 kovetkezik.

Ezek utan egy c pénzrendszerrél mar konnyen eldénthetd, hogy kanonikus
vagy nem. Minden 2 < a < [ < m esetén allitsuk el a g(c,1 — 1) =
(f1, f2, -, fm) sorozatot a mohé algoritmussal, illetve az r = (ry, 79, ..., 7.)
sorozatot, ahol

fi hai<ﬁ,
ri=1< fi+1l hai=p,
0 ha 7 > (.

Ha ¢ nem kanonikus, akkor a fentiek szerint az igy kapott r sorozatok kozott
talalni fogunk olyat, amelyre |g(rc)| > |r|. Mivel a szoba jov6 r soroza-
tok szama O(m?), és minden sorozatrol O(m) lépésben eldonthetd ennek a
tulajdonsag teljesiilése, ezért az algoritmus teljes lépésszama O(m?).

Tanciskola

Feladat.

Egy tanciskolaba n fit és n lany jar.

(A) Adjunk hatékony algoritmust egy olyan parositds megtalalasara, amely-
ben a parok koézotti magassagkiilonbségek maximuma a lehets legkisebb!
(B) Adjunk hatékony algoritmust egy olyan parositds megtalalasara, amely-
ben a parok kézotti magassagkiilonbségek Gsszege a lehetd legkisebb!
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Megoldas.

(A) Rendezziik a fitkat és a lanyokat kiilon-kiilon nagysag szerint csokke-
ng sorrendbe. Jel6lje az igy kialakult sorrendet fi, fo,..., f, a fitk esetén,
li,ls, ..., I, pedig a lanyok esetén. Ezek utan a legmagasabb fit parja legyen
a legmagasabb lany, a masodik legmagasabb fit parja a masodik legmaga-
sabb lany, és igy tovabb, végiil a legalacsonyabb fii parja a legalacsonyabb
lany.

Az algoritmus koltsége nyilvan O(nlogn). Jegyezziik meg, hogy ha azzal
a természetes feltételezéssel éliink, hogy a magassagok (centiméterben mér-
ve) mondjuk 140 és 210 kozotti egész szamok, akkor az algoritmus koltsége
példaul szamlalva szétoszto rendezést alkalmazva O(n).

Megmutatjuk, hogy az algoritmus altal elGallitott G parositas optimalis.
Tekintsiik a tanciskolaba jaro fiuk és lanyok egy optimélis O parositasat. Ha
O = G, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel ezért, hogy O # G.

Legyen i a legkisebb olyan index, amelyre az f; fit partnere kiilénbozik
O-ban és G-ben. Jeldlje az f; fit O-beli partnerét [;, tovabba az [; lany O-beli
partnerét fr. Itt sziikségképpen 7 > i és k > 1.

Tekintsiik most azt az O’ parositast, amelyet O-bol tgy kapunk, hogy az
(fi,1;) és (fx, ;) parokat lecseréljiik az (fi, ;) és (fx,(;) parokra. Megmutat-
juk, hogy ezzel a cserével a maximalis magassagkiilonbség nem névekedett.
Ehhez nyilvan elég belatni, hogy

max(|m(f;) —m(l)|, [m(fr) —m(l;)]) <
< max(|m(fi) —m(ly)], |m(fx) — m(L:)]).

(Itt m() természetesen a tanciskolasok magassagat jelenti.) Hat esetet kii-
l6nboztethetiink meg.

(1) m(f;) = m(fx) = m(l;) = m(l;). Ekkor
Im(fi) —m(L)| < [m(fi) —m(i;)],
Im(fi) = m(l;)] < [m(fi) —m(l;)];
igy ebben az esetben igaz az allitas.
(2) m(fi) = m(l;) = m(fi) = m(l;). Ekkor
im(fi) —m(l:)| < Im(f;) —
[m(fie) —m(l;)| < Im(fi) -
igy ebben az esetben igaz az allitas.
(3) m(l;) = m(f;) = m(fx) = m(l;). Ekkor
im(fi) —m(ls)] () —m(l)],
[m(f) —m(l;)] (fi) = m(l)l,

<
<

5

S

(lj)|7
()1,

~
<

S

< m
< m
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igy ebben az esetben igaz az allitas.
(4) m(fi) = m(l;) 2 m(l;) = m(fr). Ekkor
(m(fi) —m()| < [m(fi) —m(l;)],
[m(fe) = m(l)] < [m(fi) —m(L:)],
igy ebben az esetben igaz az allitas.
(5) m(l;) = m(f;) = m(l;) = m(fx). Ekkor
im(fi) —m(li)] < [m(fe) —m(l)],
[m(fe) = m(l)] < [m(fi) — m(L:)],
igy ebben az esetben igaz az allitas.
(6) m(l:) = m(l;) 2 m(fi) 2 m(fx). Ekkor
im(fi) —m(ls)] < [m(fe) —m(l)],
Im(fie) —m(l)] < [m(fe) —m(l)],

igy ebben az esetben igaz az allitas.

~
<

Ezzel belattuk, hogy az optimalis O péarositas attranszformalhato egy

olyan optimalis O’ parositassa, hogy O’-ben és G-ben méar az f; fia partnere
is ugyanaz a lany. Az eljarast folytatva O lépésrél-1épésre attranszformalhato
G-be a maximalis magassagkiilonbség noévelése nélkiil. Kovetkezésképpen G
is egy optimélis parosités.
(B) Megmutatjuk, hogy a fenti algoritmus a magassagkiilonbségek Osszegét
is minimalizalja. A bizonyitas hasonlé az el6z6hoz. Tekintsiik a tanciskolaba
jaro fiuk és lanyok egy optiméalis O parositasit. Ha O = G, akkor készen
vagyunk. Tegyiik fel ezért, hogy O # G.

Legyen ¢ a legkisebb olyan index, amelyre az f; fit partnere kiillénbozik
O-ban és G-ben. Jeldlje az f; fia O-beli partnerét [;, tovabba az [; lany O-beli
partnerét fr. Itt sziikségképpen j > i és k > 1.

Tekintsiik most azt az O parositast, amelyet O-bol ugy kapunk, hogy az
(fi.l;) és (fx, ;) parokat lecseréljiik az (f;,l;) és (fx,!;) parokra.

Megmutatjuk, hogy ezzel a cserével a magassagkiilonbségek 6sszege nem
novekedett. Ehhez nyilvan elég belatni, hogy

im(fi) —m(l)] + [m(fi) —m(l;)| < Im(fi) = m()] + [m(fi) = m(l)],

illetve, ekvivalens moédon,

= (Im(fs) = m(l:)| + [m(fr) —m(l;)])—
= (Im(fi) = m(l;)| + [m(fr) —m(L)]) < 0.
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Most is hat esetet kiilonboztethetiink meg.
(1) m(f;) = m(fx) = m(l;) = m(l;). Ekkor

A = ((m(fi) —m(l)) + (m(fi) —m(l;)))—
= ((m(fi) = m(ly)) + (m(fi) —m(L))) = 0,

igy ebben az esetben igaz az allitas.
(2) m(f;) =2 m(l;) = m(fx) = m(l;). Ekkor

= ((m(fi) = m(l:)) + (m(fx) —m(l;)))—
— ((m(fi) —m(ly)) + (m(l;) — m(f)))
= 2(m(fx) —m(l;)) <0,

igy ebben az esetben igaz az allitas.
(3) m(l;) = m(f;) = m(fx) = m(l;). Ekkor

A = ((m(l;) —m(f;)) + (m(fi) — m(l;)))—
— ((m(fi) —m(ly)) + (m(l;) —m(fx)))
=2(m(fr) —m(f;)) <0,

igy ebben az esetben igaz az allitas.
(4) m(f;) = m(l;) = m(l;) = m(fx). Ekkor

= ((m(fi) — m(l)) + (m(ly) — m(fx)))—
— ((m(fi) —m(ly)) + (m(l:) —m(f)))
= 2(m(l;) —m(l;)) <0,

igy ebben az esetben igaz az allitas.
(5) m(l:) = m(fi) 2 m(l;) 2 m(fx). Ekkor

A = ((m(ls) = m(fi) + (m(l;) = m(fy)))—
= ((m(fi) = m(ly)) + (m(l:) = m(fx)))
= 2(m(l;) = m(f;)) <0,

igy ebben az esetben igaz az allitas.
(6) m(l;) = m(l;) = m(f;) = m(fx). Ekkor

A = ((m(l;) —m(fi) + (m(ly) —m(fx)))—
— ((m(ly) —m(fi) + (m(l:;) —m(fr))) =0,
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igy ebben az esetben igaz az allitas.

Ezzel belattuk, hogy az optimalis O parositas attranszformalhato egy
olyan optimalis O’ parositassa, hogy O’-ben és G-ben méar az f; fia partnere
is ugyanaz a lany. Az eljarast folytatva O lépésrél-lépésre attranszformélhato
G-be a magassagkiilonbségek Gsszegének novelése nélkiil. Kévetkezésképpen
G is egy optimalis péarositas.

Informaciotomorités

Feladat.

Tegyiik fel, hogy egy n kiilonb6z6 karakterbdl allo adatdlloményt akarunk
tomoritetten, bitsorozatként tarolni. Ha fix hossz kodszavakat hasznalunk,
akkor [log,n] bitre van sziikség az n-féle karakter tarolasara. Igy egy m
hosszi alloméany tarolasa sszesen m[log, n| bitet igényel. Van ennél haté-
konyabb modszer?

Ha megengediink eltérd hosszti kodszavakat, akkor probléma lehet a de-
kodolassal, vagyis az eredeti dllomanynak a kodolt bitsorozatbol vald vissza-
nyerésével. Egy lehetséges megoldast kinal a kdvetkez6. Fgy bitsorozatokbol
allo kod prefix kod, ha egyik karakter kddja sem prefixe mas karakter kodja-
nak. Formalisan, ha x és y két kiilonbo6z§ karakter kodja, akkor nincs olyan z
bitsorozat, amelyre zz = y. Itt £z azt a bitsorozatot jeloli, melyben x bitjeit
z bitjei kovetik. Egy prefix koddal leirt dlloméany egyértelmtien dekddolhato.
Az alloméany elejétsl addig megyiink a bitek mentén, amig egy karakter kod-
szavat kapjuk. A prefix feltétel miatt csak ez lehet az els6 karakter. Ezt az
eljarast addig folytatjuk, amig a kodolt dllomany végére nem ériink.

Egy prefix kodhoz természetes moédon hozzarendelhetiink egy binaris fat.
A fa levelei a kddolando6 karakterek. Egy adott karakter kodjat a gyokértsl
a karakterig vezetd at abrazolja: a 0 azt jelenti, hogy balra megyiink, az 1
pedig azt, hogy jobbra megyiink az tton a faban.

Ha adott egy prefix kod T faja, akkor egyszeriien kiszamithatd az adatal-
lomany kodolasédhoz sziikséges bitek szama. A C dbécé minden ¢ karakterére
jelolje flc] a c karakter el6fordulasi gyakorisagat az alloméanyban, dr(c) pedig
a c-t tartalmazo levél mélységét a T' faban (ami éppen a c karakter kodjanak
hossza). A kodolashoz sziikséges bitek szama ekkor

Br(C) = flddr(c).

Ezt az értéket a fa koltségének fogjuk nevezni.
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A feladat ezek utdn egy minimalis koltségi prefix kod elGéllitasa a karakterek
el6fordulési gyakorisaganak ismeretében.

Megoldas.

ElGszor is vegyiik észre, hogy egy adatallomany optimalis prefix kodjat min-
dig teljes binaris fa abrazolja, azaz olyan fa, amelyben minden nem levél
csicsnak két gyermeke van. Valoban, ha lenne olyan bels§ csiics, amelynek
csak egy gyereke van, akkor ezt a csucsot torolve (egyetlen gyerekét a helyére
téve) a fa koltségét csokkenteni tudnank. Innen kovetkezik, hogy az optimé-
lis prefix kod fajanak |C| levele és |C| — 1 bels§ csticsa van (1d. a binéris fak
leveleirdl szolo feladatot).

A kovetkezd algoritmus egy optimalis prefix kod fajat konstrualja meg.
Az algoritmus alulrdl felfelé haladva épiti meg ezt a fat. Kezdetben |C| sza-
mi cstcs van, amelyek mindegyike levél, majd |C| — 1 szamu "Gsszevonas"
végrehajtasa utan alakul ki a végss fa. Két cstcs Osszevonasanak eredmé-
nye egy 1j csucs, melynek gyakorisaga a két 6sszevont csiics gyakorisaganak
az Osszege. Mindig a két legkisebb gyakorisagu cstcsot vonjuk Gssze; ezek
azonositasara egy f szerint kulcsolt ) kupacot hasznalunk. Az algoritmus a
megkonstrualt fa gyokerével tér vissza.

OptimalisPrefixKo6d(C,f,n)

Q=KupacotEpit(C,f,n)

for i=1 to n-1 do
x=MinTo6r61(Q)
y=MinTo6r61(Q)
z=CstcsotLétrehoz
ballz]=x
jobblz]l=y
flz]=f[x]+f[y]
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Beszir(Q,z)
return MinT6r61(Q)

A kupacépités koltsége O(n). A for ciklus iteracidinak szama n — 1, igy mivel
az egyes kupacmiveletek koltsége O(logn), a ciklus 6sszkoltsége O(nlogn).
Ennélfogva az algoritmus teljes koltsége O(nlogn). Az algoritmus helyessége
a kovetkezd két allitasbol adodik.

Allitas. Legyen x és y a két legkisebb gyakorisagi karakter C-ben. Ekkor
van olyan optimalis prefix kod, amelyben x és y kddszava ugyanolyan hossz,
és a keét kodszo csak az utolsd bitben kiilonbozik.

Bizonyitas. Tekintsiink egy optimélis prefix kodot abrazolo T fat. Legyen a
és b ebben a faban a legmélyebben fekvs "testvér" csticspar. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy fla] < f[b] és flz] < fly]. Mivel f[z]
és fly] a két legkisebb gyakorisag, ezért f[z] < fla] és fly] < f[b]-

Cseréljiik fel T-ben az = és a csicsokat. Jelolje az uj fat T7". Ezutan
cseréljiik fel T'-ben az y és b cstucsokat. Jelolje az 4j fat T”. A T és T' fak
koltségének kiilonbsége:

Br(C) = Br(C) = fleldr(c) = > fldldr(c

flzldr(z) + flaldr(a) = flaldr () = flaldr(a)
flzldr(x) + flaldr(a) — flz]dr(a) — fla]dr(z)
= (f[a] — flzD)(dr(a) — dr(x)) = 0,

hiszen egyrészt az a karakter gyakorisaga legalabb akkora, mint az z karak-
teré, masrészt a legalabb olyan mélyen van T-ben, mint x. Hasonloan, a T”
és T" fak koltségének kiilonbsége:

Br/(C) = Br(C) = ) fleldr(c) = Y _ fleldr(c

flyldr (y) + flbldr (b) — flyldr(y) — flbldr (D)
flyldr (y) + fbldr (b) — flyldr (b) — flbldr (y)
(f[b] flyD(dr(b) — dr(y)) = 0,

hiszen egyrészt a b karakter gyakorisaga legalabb akkora, mint az y karakteré,
masrészt b legalabb olyan mélyen van 7”-ben, mint .
Kaptuk tehat, hogy

BT(C) 2 BT/(C) és BT/(C) 2 _Bf]w(C’)7

132



fgy
Br(C) = Br(C).
Figyelembe véve, hogy T optimadlis prefix kédot abrazold fa, ez csak ugy

lehetséges, ha
Br(C) = Br(C).

Ebbdl kovetkezik, hogy T" is egy optimaélis prefix kodot dbrazolo fa, amelyben
x és y maximéalis mélységl testvércsicsok. Innen az allitas adodik.

Allitas. Legyen z és y a két legkisebb gyakorisagu karakter C-ben. Most
tekintsiik azt a C" abécét, amelyet tigy kapunk C-bdl, hogy eltavolitjuk z-
et és y-t, majd hozzdadunk egy 1j z karaktert, melyre f[z] = flz] + f[y].
A t6bbi karakter gyakorisdga nem valtozik. Legyen T egy optimaélis prefix
kodot abrazolo fa a C' dbécéhez. Ekkor az a T fa, amelyet ugy kapunk 7"-
bél, hogy a z cstcshoz gyerekként hozzakapcsoljuk x-et és y-t, egy optimalis
prefix kodot abrazolo fa a C' dbécéhez.

Bizonyitas. ElGszor is jegyezziik meg, hogy

Br(C) = Bp(C') = flxldr(x) + flyldr(y) — flz]dr(2)
= (flz] + flD(dr (2) + 1) = (flz] + fly])dr (2)
= flz] + flyl.
Ezek utan indirekt tegyiik fel, hogy T nem egy optimalis prefix kodot
abrazolo fa a C abécéhez. Legyen T" egy optimaélis prefix kodot abrézold
fa a C' abécéhez. Az el6z§ allitas alapjan feltehetjiik, hogy z és y testvérek

T"-ben. Most
Br(C) > By (C).

Legyen T" az a fa, amelyet ugy kapunk 7"-bél, hogy eltavolitjuk az = és y
csticsokat, ezek kozos sziilGjét z-vel jeloljiik, és ehhez a z csticshoz hozzaren-
deljiik az f[z] = flz] + fly] gyakorisdgot. Ekkor
Brn(C) — Brm(C') = flaldpn(z) + flyldr(y) — flz]drm(2)
= (fla] + Fl)(den(2) + 1) = (fla] + Flo)dro (2)
= flz] + fly]-

Igy a T fara
Brn(C") = Brn(C) = (flz] + fly]) < Br(C) = (fla] + fly]) = Br(C),

ami ellentmond annak, hogy 7" egy optimaélis prefix kodot abrazolo fa a C’
abécéhez. Ebbd6l kovetkezik, hogy T egy optimalis prefix kodot abrazolo fa a
C abécéhez.
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Grafalgoritmusok

Szuperforras

Feladat.

Egy G = (V, F) iranyitott graf s € V csucsat szuperforrasnak nevezziik,

ha minden v € V \ {s} csucsra teljesiil, hogy (s,v) € F és (v,s) ¢ E.

Nyilvanvalo, hogy egy iranyitott grafban legfeljebb egy szuperforras lehet.
Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy egy C' szomszéd-

sagi matrixaval adott G = (V, F) iranyitott grafban van-e szuperforras! Ha

van, akkor az algoritmus adja is meg azt!

Megoldas.

A kovetkezd modszer azon az egyszerd észrevételen alapul, hogy tetszdleges
v;,v; € V killonbozd csticsokra, ha (v;,v;) € E, akkor v; nem lehet szuper-
forras, ha pedig (v;,v;) € E, akkor v; nem lehet szuperforras.

Szuperforras(G)
n=|V|
i=1
j=n
while i<>j do
if C[i,jl=1
then j=j-1
else i=i+1
for k=1 to n do
if k<>i AND (C[i,k]<>1 OR Cl[k,i]<>0) then return nil
return i

Az els6 ciklus lesztikiti a keresést egyetlen jeldltre, a masodik ciklus pedig
ezt a jeloltet ellendrzi. Az eljaras koltséege O(|V]).
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Osszefiiggd grafok

Feladat.

Mutassuk meg, hogy barmely olyan algoritmusnak, amely egy szomszédsé-
gi matrixaval adott iranyitatlan graf osszefiiggGségét donti el, a legrosszabb
esetben az Osszes cstcspar Osszekotottséget meg kell vizsgalnia! (Vagyis 1éte-
zik olyan graf, amelyre az algoritmusnak az Osszes cstcspar Osszekotottségét
meg kell vizsgélnia.)

Megoldas.

Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan algoritmus, amely barmely n cstcsa graf-
rol legfeljebb (’2‘) — 1 cstucspar 6sszekotottségét megvizsgalva meg tudja alla-
pitani, hogy a graf osszefiiggé vagy nem.

Inditsuk el az algoritmust. Az "ellenpélda” grafot az algoritmus futisaval
parhuzamosan hozzuk létre a kévetkezdképpen. Ha az algoritmus rédkérdez
egy csucspar Osszekotottségére, nemmel valaszolunk, ha az eddig igenlGen
megvalaszolt és a még meg nem kérdezett "élek" egyiitt Osszefiiggs grafot
alkotnak. Kiilonben igennel valaszolunk.

El6szor is jegyezziik meg, hogy az algoritmus soha nem juthat arra a
kovetkeztetésre, hogy a vizsgalt graf nem Osszefiiggs. Feltételiink szerint
az algoritmus legfeljebb (;‘) — 1 cstcspar 0sszekotottségét megvizsgalva mar
biztosan tudja, hogy a graf osszefiiggd.

Legyenek u és v olyan csticsok, amelyek 6sszekdtottségére az algoritmus
nem kérdezett rd. Mivel az igenlGen megvalaszolt élek Osszefiiggs grafot
alkotnak, ebben a grafban nyilvan létezik egy u-t és v-t Osszekotd P qt.
Tekintsiik ennek az ttnak egy tetszéleges (w, z) élét. Amikor az algoritmus
rakérdezett a w és z csicsok Osszekotottségére, azért valaszoltunk igennel,
mert az addig igenlGen megvéalaszolt és a még meg nem kérdezett "élek"
egyiitt mar nem alkottak Gsszefiiggd grafot. Am ez lehetetlen, hisz ebben a
grafban szerepelt az (u,v) él és P-nek a (w, z)-n kiviili élei, amelyek egyiitt
egy w-t és z-t OsszekotG utat alkotnak.

Fokszamsorozatok

Feladat.

Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy adott dq,ds, ...,d,
nem negativ egész szamokhoz létezik-e olyan n cstcsu (egyszert) graf, amely-
ben pontosan ezek a fokszamok!

Megoldas.
El6szor bebizonyitjuk a kévetkezd allitast.
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Allitas. Akkor és csak akkor létezik n csticsti (egyszerti) graf a 0 < d; <

dy < --- < d, fokszamokkal, ha létezik n — 1 csucsa (egyszert) graf a
dy,dh, ... d, _, fokszamokkal, ahol

s 4 hal<i<n-—d,-1,
' d;j—1 han—d,<j<n-—1

Szemléletesen tgy fogalmazhatjuk az allitast, hogy ha van az adott fok-
szamokkal (egyszerii) graf, akkor van olyan (egyszert) graf is az adott foksza-
mokkal, amelyben a legnagyobb foki cstics az utana kovetkezs legnagyobb
fokuakkal van 6sszekotve.

Bizonyitas. Haad),d,, ..., d,,_, szamok egy G’ graf fokszamai, akkor egy 1j
v csucsot felvéve és osszekotve G'-nek a d;- = d; — 1 foku csucsaival (n—d, <
j <n—1), akapott n csucsu graf fokszamai éppen dy, ds, .. ., d, lesznek.

Megforditva, tegyiik fel, hogy létezik olyan G graf, amelyben a cstcsok
fokszamai di, ds, . .., d,. Minden 1 < j < n esetén jeldlje a d; foki csticsot vj,
és legyen p = n — d,,. Allitjuk, hogy G vélaszthaté gy, hogy v, szomszédos
a Up,...,Un—1 csticsok mindegyikével.

Azon n cstcst grafok koziil, amelyekben minden 1 < j < n esetén a v;
cstces foka d;, valasszuk G-t gy, hogy a v, cstics a vy, . .., v,—; csticsok koziil
a lehetd legtobbel legyen szomszédos. Megmutatjuk, hogy ekkor G-ben a v,
cstcs a vy, . . ., Up—1 cstcsok mindegyikével szomszédos.

Indirekt tegyiik fel, hogy G-ben a v,, cstics nem szomszédos a vy, cstcesal
valamely p < k < n—1 esetén. Ekkor a v, csicsnak szomszédosnak kell lenni
egy v; cstucesal valamely 1 < ¢ < p — 1 esetén, hiszen v, foka n — p. Mivel
1 <p—1ésk > p,igy d; < dg, kovetkezésképpen van olyan v;-t6l és vg-t61
kiilonb6z6 v, csics, amely vg-val szomszédos, de v;-vel nem.

([ ]
Um Unp

Vi Vg,
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Itt a G gratban {v,,v;} és {vk,v,} €l, mig {v,,ve} és {v;,v,} nem azok.
Ha most G-bdl elhagyjuk {v,,v;} és {vg, v, } éleket, és helyettiik behazzuk
a {vn, vp}t és {v;, v} éleket, akkor olyan G* grafot kapunk, amelyekben a
fokszamok ugyanazok, mint G-ben.

Um, Un

V; Uk,

Up °
Ez a G* viszont G-nél tébb {v,,vx} tipusi élt tartalmaz (p < k < n — 1),
ami ellentmondas.

Igy van olyan di,d,,...,d, fokszamokkal rendelkezs graf, amelyben a
Uy, CSUCS A U, ..., U,—1 csicsok mindegyikével szomszédos. Ebb6l a gratbol
elhagyva a v, csicsot a ra illeszkedd élekkel egyiitt, olyan grafot kapunk,

4 U ! /
amelyben a fokszamok d}, d5,....d; .

Az allitas egyben eljarast is ad a dy, ds, . .., d, fokszamsorozat realizala-
sara. A legnagyobb foku cstcsot kossiik 6ssze az utana kovetkezs legnagyobb
fokd csicsokkal. Ezutan tordljiik a legnagyobb foki csiicsot, és csokkentsiik
eggyel az azzal 0sszekotott csucsok fokszamat. Ezt az eljarast ismételve fel-
rajzolhatunk egy di,ds, ..., d, fokszamokkal rendelkez§ grafot. Megjegyez-
ziik, hogy az eljaras kozben a csticsok sorrendje valtozhat. Akkor akadunk
el, ha valamelyik cstics foka nagyobb, mint ahany téle kiilonb6z§ csics van
éppen. Ilyenkor az eredeti fokszamsorozat nem realizalhato.

Legrovidebb utak szama
Feladat.

Legyen G = (V, F) egy szomszédsagi listakkal adott iranyitott vagy iranyi-
tatlan graf, és s,t € V két tetsz6leges cstics. Adjunk hatékony algoritmust
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az s-bol t-be vezetd legrovidebb, azaz legkevesebb élbél allo, utak szaméanak
meghatarozasara!

Megoldas.
Nem csak a t-be, hanem az 6sszes t6bbi csiicsba vezetd legrovidebb utak szé-
méat meghatarozhatjuk a szélességi keresés algoritmus alabbi modositasaval.

LegrévidebbUtakSzama(G,s)
for V\{s} minden u cstcséra do
d[ul]=INFINITY
nlu]=0
d[s]=0
n[s]l=1
SorInicializalas(Q)
Sorba(Q,s)
while Q<>EMPTYSET do
u=Sorbs1(Q)
for A[u] minden v csucsara do
if d[v]=d[u]l+1 then nl[v]l=n[v]+n[u]
if d[v]=INFINITY then
dlv]=d[u]l+1
nl[v]=nlul
Sorba(Q,v)

Minden v € V csiicsra az s-bdl v-be vezets legrovidebb utak hosszat a d[v],
szamat pedig az n[v] valtozo tartalmazza.

Az algoritmus helyességének belatasdhoz elég megjegyezni, hogy az s
csticsbol egy v csiicsha vezetd legrovidebb utak szama megegyezik az s cstcs-

bol azokba a vy, vg, . .., v csicsokba vezetd legrévidebb utak szaméanak Gssze-
gével, amelyekre (v1,v), (ve,v),..., (g, v) € E és dvy] = d[vg] = -+ =
d[v] = d[v] — 1.

Az algoritmus koltsége vilagos modon O(|V| + |E)).

Vizeskancsok

Feladat.

Van harom vizeskancsonk, egyenként 4, 7 és 10 liter tirtartalmiak. Kezdetben
a 4 és 7 literes kancsok tele vannak vizzel, a 10 literes kancso pedig iires. Egy
megengedett 1épés a kovetkezs: egy kancsobol vizet toltiink at egy masik
kancsoba, amig vagy az egyik kancsd ki nem {iriil, vagy a masik tele nem
lesz.
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Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy megengedett 1épé-
sek sorozataval elérheté-e az az allapot, amikor a két kisebb kancsé valame-
lyikében 2 liter viz van! Ha ez az allapot elérhetd, az algoritmus adja meg az
ehhez sziikséges 1épések minimalis szamat is!

Megoldas.

Definidljunk egy G = (V, E) iranyitott grafot a kovetkezSképpen. A graf
csicsai legyenek a lehetséges allapotok (melyik kancséban mennyi viz van).
Ezek egész szamok olyan (ai, as, ag) rendezett harmasai, amelyekre

0

N
N

4,
7,
10,

1

NN

a
a
a

0
0

NN

3

tovabba
a; +as +as = 11.

Az (ay, ag, ag) csticsbol akkor vezessen egy iranyitott él az (a, a), ay) csicsba,
ha az els§ allapotbdl a méasodik egy megengedett 1épéssel elérhets. Ehhez
két dolognak kell teljesiilni:

e a két rendezett harmas pontosan két koordinataban kiilonbozik (a har-
madikban megegyeznek),

e ha i és j a két koordinata, amelyekben a rendezett harmasok kiilonboz-
nek, akkor vagy a; = 0, vagy a; = 0, vagy a; = S;, vagy a; = Sj, ahol
S1 =4, Sy, ="7, 53 =10 a kancsok tirtartalma.

A feladat annak eldontése, hogy a (4, 7,0) csucsbol vezet-e Gt a (2, %, ) vagy
a (x,2,*) csucsok valamelyikébe, ahol * tetszdleges értéket jelol.

Futtassuk le G-re a szélességi keresés algoritmust a (4, 7, 0) kezdGesticsbol.
Ha a keresett csticsok koziil valamelyik elérhetd, azt az algoritmus meg fogja
talalni, az ahhoz vezetd legrévidebb uttal egyiitt. (Jegyezziik meg, hogy nem
sziikséges az egész grafot elére megszerkeszteni, elég mindig annak a csticsnak
a szomszédait elGallitani, amelynél éppen tartunk.) A (2,7,2) allapot hat
lépéssel elérhets: (4,7,0) — (0,7,4) — (0,1,10) — (4,1,6) — (0,5,6) —
(4,5,2) = (2,7,2).

Kannibalok és misszionariusok
Feladat.

Egy foly6 egyik partjan 3 misszionarius és 3 kannibal all, és 4t szeretnének
jutni a masik partra. Ehhez rendelkezésiikre all egy kétszemélyes csonak,
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egy par evezével (igy egy ember is at tud kelni vele). A kannibaloknak saj-
nos van egy vad szokdsuk: ha valamelyik parton tobbségbe keriilnek, akkor
ott megeszik a misszionariusokat (az érkezé csonakban iil6 emberek mar az
adott parton 1év6khoz szamitanak). Adjunk hatékony algoritmust annak el-
dontésére, hogy at tud-e jutni mindenki! Tgenls valasz esetén egy legkevesebb
fordulobol all6 megoldast is javasoljon az algoritmus!

Megoldas.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a jobb partrol a bal part-
ra akar atjutni a tarsasig. Definidljunk egy G = (V, E) iranyitott grafot a
kovetkezGképpen. A graf csticsai legyenek a lehetséges allapotok (melyik par-
ton hany kannibal és hany misszionarius van, illetve hol van a csénak). Ezek
olyan (k,m,p) € {0,1,2,3} x {0,1,2,3} x {B, J} rendezett harmasok, ahol
k és m a jobb parton 1év6 kannibalok, illetve misszionariusok szama, p a
csonak helye, tovabba k = m ha m ¢ {0,3}. Ez utobbi azt fejezi ki, hogy ha
a misszionariusok nincsenek mindharman ugyanazon a parton, akkor egyik
parton sem lehet tobb kannibal, mint misszionarius.

A (k,m,p) csicsbol akkor vezessen egy iranyitott él a (k/, m/, p’) cstcsba,
ha az els6 allapotbol a mésodik egy megengedett 1épéssel elérhets. Ehhez a
kovetkezének kell teljesiilni:

e ha p=J, akkor p’ = B és

EF=k—1,m =m vagy
K =k m =m—1 vagy
EF=k—1,m =m—1 vagy
K =k—2m =m vagy

E=km =m-2,

e ha p= B, akkor p' = J és

K =k+1,m =m vagy

K =k m' =m+1 vagy
F=k+1,m =m+1 vagy
K =k+2m =m vagy
K= kom =m+2.

A feladat annak eldéntése, hogy a (3,3,J) csucsbol vezet-e at a (0,0, B)
cstcsba.
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Futtassuk le G-re a szélességi keresés algoritmust a (3, 3, J) kezddesticsbol.
Ha a (0,0, B) cstcs elérhetd, azt az algoritmus meg fogja talalni, az ahhoz ve-
zetd legrovidebb tuttal egyiitt. (Jegyezziik meg, hogy nem sziikséges az egész
grafot elére megszerkeszteni, elég mindig annak a csticsnak a szomszédait
elgallitani, amelynél éppen tartunk.) A (0,0, B) allapot tizenegy lépéssel el-
érhets: (3,3,J) — (1,3,B) — (2,3,J) — (0,3,B) — (1,3,J) — (1,1,B) —
(2,2,J) — (2,0,B) — (3,0,J) — (1,0, B) — (2,0, J) — (0,0, B).

Paros grafok

Feladat.
Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy egy iranyitatlan Gssze-
fiiggd graf paros vagy nem!

Megoldas.

Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan graf és s € V. Futtassuk le G-re a
szélességi keresés algoritmust az s kezdGcesicsbol, majd ellenérizziik minden
(u,v) € E élre, hogy d[u] és d[v] paritasa kiilonboz6-e. Ha igen, akkor a graf
paros;

Vi = {v € V | d[v] péros},
Vo = {v € V | d|v] paratlan}

a csicsok egy megfelel§ particioja.

Mit mondhatunk, ha valamely (u,v) € E élre d[u] és d[v] paritdsa mege-
gyvezik? Jegyezziik meg, hogy tetszéleges (u,v) € E élre |d[u] — d[v]| < 1, igy
ebben az esetben d[u] = d[v]. Jeldlje a kozos értéket i.

Legyen z az u és v csiucsok legkozelebbi kozos Gse a szélességi faban, és
legyen d[z] = j. Vilagos, hogy j < i. Tekintsiik a G grafnak azt a C' korét,
amely a szélességi fa 2-b6l u-ba vezetd utjabol, az (u,v) élbdl és a szélességi
fa v-b6l z-be vezets utjabol all. A C' kor hossza

(=) +1+0G—g)=2(—-7)+1,

ami paratlan szam. Am egy paratlan hosszisagi kor cstcsai semmiképp nem
oszthatok két részre ugy, hogy élek csak kiillonboz6 részekbe osztott csticsok
kozott menjenek, ezért ebben az esetben a graf nem lehet péros.
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Az algoritmus koltsége O(|V| + |E|).

Paros részgrafok

Feladat.

Mutassuk meg, hogy barmely graf cstcsai két (diszjunkt) osztalyba sorolha-
tok dgy, hogy a graf éleinek legalabb a fele kiilonb6z6 osztalybeli cstcsokat
kosson Ossze!

Megoldas.

Az allitast a csicsok szama szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha a graf-
nak csak egy vagy két csicsa van, akkor az allitas nyilvan igaz. Most tegyiik
fel, hogy minden legfeljebb n—1 csticst grafra teljesiil az allitas, és tekintsiink
egy n cstcst G grafot. Hagyjuk el G egy tetszéleges x csiicsét a beldle kiin-
dulo élekkel egyiitt. A kapott gréaf legyen G'. Az indukcits feltevés szerint
a G’ graf cstcsai két (diszjunkt) osztalyba sorolhatok gy, hogy G’ éleinek
legalabb a fele kiilonbozd osztalybeli csicsokat kdsson Gssze. Az x cstucsot a
két osztaly koziil ahhoz sorolva, amelyikben kevesebb szomszédja van G-ben
(ha mindkét osztalyban ugyanannyi a szomszédok szama, akkor akarmelyik
osztéalyt valaszthatjuk), a G graf cstcsinak egy megfeleld felosztasat kapjuk.

A bizonyités egyben eljarast is ad a két osztaly meghatarozasara. Kez-
detben legyen mindkét osztaly iires. Ezutén vegyiik sorra a graf csicsait, és
az éppen kdvetkezd cstucsot mindig ahhoz az osztalyhoz soroljuk, amelyik-
ben az adott pillanatban kevesebb szomszédja van (ha mindkét osztalyban
ugyanannyi a szomszédok szama, akkor akarmelyik osztalyt valaszthatjuk).
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Pillang6k

Feladat.
Néhany amatér lepkegytijté egy gytjtéutrol n pillangéval tér vissza. Meg
vannak gy6z6dve rola, hogy a pillangdk két fajhoz tartoznak, de mivel a két
faj nagyon hasonld, elég nehéz feladatnak tiinik direkt moédon besorolni a
pillangokat. Ezért a kovetkezd modszerhez folyamodnak. Sorba veszik az
Osszes pillangopart, tiizetesen megvizsgaljdk Gket, és eldontik, hogy azonos
vagy kiilonb6z6 fajhoz tartoznak-e. Elgfordul, hogy nagyon bizonytalanok
a dontésben, ekkor nyitva hagyhatjak az azonos fajhoz tartozas kérdését.
Tegyiik fel, hogy m esetben sikeriilt eldénteni, hogy a pillangok azonos vagy
kiilonb6z6 fajhoz tartoznak-e.

Adjunk O(m + n) koltségi algoritmust, amely ellenérzi, hogy a dontések
konzisztensek-e!

Megoldas.
Definidljunk egy G' = (V, E) élszinezett, iranyitatlan grafot a kovetkezGkép-
pen. A graf cstucsai feleljenek meg a befogott pillangoknak. Két csucsot
akkor kdsson Ossze él, ha a csticsoknak megfelel§ pillangokrol sikeriilt eldon-
teni, hogy azonos vagy kiilonb6z6 fajhoz tartoznak-e. Egy él szine legyen
zold, ha a végpontjainak megfelel§ pillangok azonos fajhoz lettek sorolva, pi-
ros pedig ha kiillonb&z6khoz. A dontések akkor konzisztensek, ha a cstcsokat
be tudjuk osztani két A és B halmazba tgy, hogy minden zold él azonos
halmazba beosztott csicsokat, mig minden piros él kiilonb6z6 halmazba be-
osztott csicsokat kot Gssze.

A G graf nem feltétleniil Osszefiiggs. Jelolje G Osszefiiggé komponen-

seit G1,Gs, ..., Gy, és legyenek sy, ss,...,s, rendre ezeknek az Osszefiiggd
komponenseknek egy-egy csticsa. Az sq, S, ..., S, cstucsokat soroljuk az A
halmazhoz.

Minden 1 < ¢ < k esetén futtassuk le a GG; 6sszefiiggé komponensre a szé-
lességi keresés algoritmust az s; kezd6pontbol. Amikor egy még felderitetlen
v cstcsot elériink egy mér elért u csiics szomszédsagi listajanak vizsgalata
soran, osszuk be v-t ugyanabba a halmazba, mint ahol u van, ha az (u,v) él
z6ld, illetve a mésik halmazba, mint ahol u van, ha az (u, v) él piros. Ezutan
vegyiik sorba G éleit, és ellenérizziik, hogy minden zdld él azonos halmaz-
ba beosztott csticsokat, mig minden piros él kiillonb6z6 halmazba beosztott
cstcsokat kot ossze. Ha igen, akkor a dontések nyilvan konzisztensek.

Ha nem, akkor viszont a dontések nem lehetnek konzisztensek. Ez azon
mulik, hogy ha G csticsai beoszthatok két A és B halmazba gy, hogy minden
z0ld él azonos halmazba beosztott csticsokat, mig minden piros ¢l kiilénb6z6
halmazba beosztott csticsokat kot 6ssze, akkor egy ilyen beosztés lényegében
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megegyezik a fenti eljaras altal szolgaltatott beosztassal (amelyet a szélességi
feszitfak éleinek vizsgalatara alapozva hoztunk). Annyi eltérés lehet csupan
a két beosztas kozott, hogy egy-egy Osszefiigg6 komponensben A és B sze-
repet cserél, vagyis az adott kompononens egyik beosztdsban A-hoz tartozo
csticsai a masikban B-hez tartoznak, és forditva. Azonban ez az eltérés a
dontések konzisztens voltat nem befolyasolja.

Az eljaras koltsege O(|E| + |V]) = O(m + n).

Legrovidebb kor

Feladat.

Legyen G = (V, E) egy szomszédsagi listakkal adott iranyitatlan graf.

(A) Adjunk hatékony algoritmust a graf egy legrévidebb, azaz legkevesebb
élbal allo, egy adott s € V' csticson atmend korének megkeresésére!

(B) Adjunk hatékony algoritmust a graf egy legrovidebb, azaz legkevesebb
élbdl allo korének megkeresésére!

Megoldas.
(A) Futtassuk le G-re a szélességi keresés algoritmust az s kezdSpontbol.
Legyenek sq,s9,...,8, az s szomszédai. Ezutan keressiik meg a szélességi

feszitofa kiilonbozé s; és s; gyokerd részfai kozott futd G-beli élek koziil
azt az (u,v) élt, amelyre d[u] + d[v] minimalis. Ekkor (u,v) a végpontjait
Osszekotd szélességi feszitGfa élekkel egyiitt egy megfelels kort ad. Az (u,v)
¢l megtalalasaban segit, ha a bejaras sordn a cstucsok mellé feljegyezziik,
hogy melyik s; gyokertd részfaba tartoznak. Ezt a jellemz6t a csticsok a sziils
csucsaiktol oroklik. Az eljaras koltsege O(|E| + V).

Az eljaras helyessége a kovetkezGképpen lathato be. Tetszbleges s-en &t-
mend kor (ha van ilyen), sziikségképpen tartalmaz olyan (w,z) élt, amely
a szélességi feszitéfa kiilonbozs s, és s; gyokertd részfai kozott fut. A kor s
és w kozotti szakaszanak hossza legalabb d[w], mig z és s kozotti szakaszé-
nak hossza legalabb d[z]. Igy a kor hossza legalabb d[w] + d[z] + 1. Ebbdl
kovetkezik, hogy az eljaras altal megadott kor minimalis hosszisagu.

(B) Futtassuk le a fenti algoritmust a graf 6sszes csticsara, és a kapott legro-
videbb korok koziil valasszuk ki a legkevesebb élbél allot. Az eljaras koltsége
O(IVI(IE] + [V) = O(IV[|E| + [V]?).
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Utak tavoli csicsok kozott

Feladat.

Legyen G = (V, E) iranyitatlan, Osszefiiggs graf és s,t € V. Mutassuk meg,
hogy ha s és t tavolsaga nagyobb, mint |V'|/2, akkor van a grafban olyan s-t61
és t-t61 kiilonboz6 v csics, amelyen minden s-et t-vel 6sszek6td it dtmegy!

Megoldas.
Futtassuk le G-re a szélességi keresés algoritmust az s kezdSpontbol. Jel6lje
Lo, Ly, Lo, ... agraf azon csticsainak halmazat, amelyek s-t6l rendre 0, 1,2, . ..
tavolsdgra vannak. Nyilvan Ly = {s}. Tegyiik fel, hogy t € L;. Tudjuk, hogy
k> |V]/2.

Allitjuk, hogy az Ly, Lo, ..., Li_1 halmazok kozott van olyan, amelyik
egyetlen csicsbol all. Valoban, ha az Ly, Lo, ..., Lx_; halmazok mindegyike
legalabb két elemt lenne, akkor azt kapnank, hogy

VI > Lol + |Lo] + -+ | Lol + [ L] > 1420k = 1) + 1 =2k > |V],

ami ellentmondas. Igy van olyan L; halmaz, amely egyetlen elembdl all,
legyen ez a v cstics.

Megmutatjuk, hogy v-n az Gsszes s-et t-vel 0sszekotd ut atmegy. Tekint-
sik az L = LyUL;U---UL;  halmazt. Most s € L és t & L, igy barmely
s-et t-vel 6sszekotd ntnak ki kell 1épni valahol L-bsl. Am vegyiik észre, hogy
barmely olyan él, amelynek egyik végpontja L-ben, a masik végpontja pedig
L-en kiviil van, sziikségképpen L; 1 és L; egy-egy csiicsat koti 6ssze, hiszen
tetszoleges (u,w) € E élre |d[u] — d[w]| < 1. Igy barmely s-et t-vel 6sszekots
utnak at kell menni egy L;-beli csticson, és mivel L; egyetlen elembdl all,
ezért sziikségképpen a v-n.

Mélységi feszitd erdd

Feladat. Legyen G = (V,E) egy iranyitott graf, és futtassuk a mélységi
bejaras algoritmust ezen a gréafon:

MélységiBejaras(G)
for V(G) minden u csucsara do
szin[u]l=fehér
8ziild[u]l=nil
s[ul]=0
f[u]=0
idé=0
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for V(G) minden u csucsara do
if szin[u]=fehér then MB(u)

MB (u)

idé=ido+1

szin[ul=sziirke

s[u]=1d5

for A[u] minden v csucséra do

if szin[v]=fehér then

szilg[v]l=u
MB (v)

id6=id6+1

szin[ul=fekete

f[ul=idd

Tekintsiik az algoritmus altal létrehozott mélységi feszitG erdét, amely G
csticsaibol valamint a (sziild[v],v) élekbdl all. Tetszéleges x € V' csiicsra
jelolje T, a feszit6 erd6 x gyoOkert részfajanak csucshalmazat, U, azon y €
V' cstcsok halmazat, amelyekre s[x] < s[y] és fly] < s[z], végil S, azon
y € V csucsok halmazat, amelyek elérheték z-bél olyan (u,v) € E élek
mentén, melyek végpontjaira s[u] > s[z]| és s[v] > s[z]. Mutassuk meg, hogy

tetszGleges x € V' csticsra

(B) T,, = S,.
Megoldas.

(A) Elég belatni a kovetkezot.

Allitas. Legyen u és v a graf két tetszoleges csicsa.

(1) Ha a v csiics leszarmazottja az u csticsnak a mélységi feszité erdGben,

akkor s[u] < s[v] < flv] < flul.

(2) Ha az u csiics leszarmazottja a v csticsnak a mélységi feszité erdGben,

akkor s[v] < sfu] < flu] < flv].

(3) Ha sem a v cstcs nem leszérmazottja az u csicsnak, sem az u csUcs
nem leszarmazottja a v csucsnak a mélyégi feszitG erdében, akkor su] <

flul < slv] < flv] vagy sfv] < flo] < slu] < flu].
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Bizonyitas.

(1) Az allitast a mélységi feszité erd§ u-bol v-be vezets ttjanak hosszara
vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha u = v, akkor su] < sfv] <
flv] < flu] nyilvanvaloan teljesiil.

Az indukcios 1épésben legyen w a mélységi feszité erd§ u-bol v-be ve-
zetG utjanak utolsd el6tti csicsa. Egyrészt az indukciés feltevés szerint
slu] < sfw] < flw] < flu]. Masrészt sfw] < sfv] < f[v] < flw], hiszen
az MB(v) eljarast az MB(w) eljaras végrehajtasa soran hivjuk meg. Az utobbi
egyenlGtlenséglancot az el6bbibe illesztve s[u] < s[v] < flv] < flu] adodik.

(2) Ugyanuigy, mint az elgbb.

(3) El6szor azt az esetet tekintjiik, amikor u és v a mélységi feszits erds kii-
16nb6z6 komponenseiben vannak. Legyen o/, illetve v az u, illetve a v cstcsot
tartalmazo komponens gyokere. Most egyrészt s[u’] < flu'] < s[v/] < f[V/]
vagy s[v'] < f[v'] < s[u] < f[u'], hiszen a MélységiBejaras(G) eljaras
végrehajtasa soran vagy az MB(u') eljaras végrehajtasanak befejezése utan
hivjuk meg az MB(v') eljarast vagy az MB(v') eljaras végrehajtasanak befeje-
zése utan hivjuk meg az MB(u') eljarast. Masrészt s[u'] < s[u] < flu] < f[u/]
és s[v'] < s[v] < flv] < f[v'], hiszen u leszarmazottja u'-nek és v leszarma-
zottja v'-nek a mélységi feszit erd6ben. Az utébbi egyenlGtlenséglancokat
az el6bbiekbe illesztve

slu'] < slu] < flu] < flu] < sl < slo] < flo] < [V,

illetve
s[v] < sv] < flo] < f] < sfu'] < sfu] < flu] < fluT],

ahonnan slu] < flu] < s[v] < flv], illetve s[v] < flv] < s[u] < flu] adodik.

Tekintsiik ezek utan azt az esetet, amikor u és v a mélységi feszit§ erds
egy komponensében vannak. Feltételiink szerint a kozos komponens gyoke-
rébdl az u, illetve a v csicsba vezet§ ut nem tartalmazza a v, illetve az u
csticsot. Legyen w a mélységi feszité erdében a kdzos komponens gyokeré-
bél az u, illetve v csticsokba vezetd utak utolsd (a gyokértdl legtévolabbi)
k6z0s cstcsa, o/, illetve v’ pedig a fenti utak w utan kovetkezs elsd csiicsa.
Most egyrészt s[u'] < flu'] < s[v/] < flv'] vagy s[v'] < f[v'] < s[u'] < f[u'],
hiszen az MB(w) eljaras végrehajtasa soran vagy az MB(u') eljaras végrehaj-
tasanak befejezése utan hivjuk meg az MB(v') eljarast, vagy az MB(v') eljaras
végrehajtasanak befejezése utan hivjuk meg az MB(u') eljarast. Méasrészt
siu'] < sfu] < flu] < flu] és s[v'] < s[v] < flv] < f[v'], hiszen u leszar-
mazottja u'-nek és v leszdrmazottja v’-nek a mélységi feszité erd6ben. Az
utobbi egyenlétlenséglancokat az elébbiekbe illesztve

s[u'] < sfu] < flu] < flu'] < s[v] < s[v] < flo] < V]
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illetve
s[v] < sv] < flo] < f] < sfu'] < sfu] < flu] < flu],

ahonnan slu] < flu] < s[v] < flv], illetve s[v] < flv] < s[u] < flu] adodik.

(B) A T, halmaz azokbdl a csicsokbol all, amelyek z-b6l a mélységi feszits
erd6 élei mentén elérhet6k. Az x gyokerd részfa csdcsait x utan érjiik el
a mélységi bejaras soran, ezért a részfa barmely (u,v) élére s[u] > s[z] és
s[v] = s[z]. Tgy T, C S,.

A forditott irdnyu tartalmazas igazolasahoz indirekt tegyiik fel, hogy léte-
zik olyan y € S, csics, amely nincs T,-ben, vagyis nem leszarmazottja z-nek
a mélységi feszité erdGben. Tekintsiink egy, az S, meghatarozasaban szerep-
16 x-b6l y-ba mend utat. Az altaldnossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy ennek az utnak az y-tol kiilonboz6 csicsai mind T)-ben vannak; ha ez
nem teljesiil, valasszuk y-nak az at x-hez legkdzelebbi, nem T,-beli csicsat.
Jel6lje ennek az utnak az utolsé el6tti csicsat v. Nyilvan v € T,,. Az y € S,
feltétel szerint s[z] < sly], ami az indirekt feltevéssel és az el6z6 ponttal
osszhangban csak tgy lehetséges, hogy s[z] < flz] < s[y] < fly]. Ennél-
fogva y-t valamikor T, csicsai utén latogatjuk meg, specidlisan s[v] < s[y].
A (v,y) élt biztos megvizsgaljuk miel6tt az MB(v) eljaras befejezédne, ezért
sly] < flv]. Ez viszont ismét az el6z6 pont szerint csak tgy lehetséges,
hogy s[v] < sly] < fly] < flv], kovetkezésképpen y leszérmazottja v-nek
a mélységi feszité erd6ben. Mindkét esetben y € T, adodik, ellentmondva
feltevésiinknek. Igy S, C T}, is igaz.

Erésen 6sszefiiggé komponensek

Feladat.

Azt mondjuk, hogy egy G = (V, E) graf erGsen 6sszefiiggd, ha barmely u,v €
V' csticsokra a grafban vezet v-b&l u-ba is és u-bol v-be is iranyitott at.
Egy iranyitott graf egy maximélis erésen Osszefliggd részgrafjat a graf egy
ergsen Osszefiiggd komponensének nevezziik. Mas szavakkal, a G graf egy H
részgrafja a G egy erGsen Osszefliged komponense, ha H erésen Osszefiiggd,
tovabba G-nek nem létezik olyan H' erdsen Osszefiiggs részgrafja, amelynek
H valodi részgrafja lenne. Adjunk linearis koltségi algoritmust a mélységi
bejaras segitségével egy szomszédsagi listakkal adott G = (V, E) iranyitott
graf erGsen Osszefiiggé komponenseinek feltérképezésére!

Megoldas.

Végezziik el a G graf egy mélységi bejarasat, kozben minden csticsnak sorsza-
mul adva az elhagyéasi idejét. Készitsiik el ezutan azt a G' = (V, E') iranyitott
grafot, amelyet gy kapunk G-bdl, hogy minden él irdnyitdsat megforditjuk,
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azaz (u,v) € E' pontosan akkor all fenn, ha (v,u) € E. Végiil végezziik el
a G' graf egy mélységi bejarasat az elsé mélységi bejaras soran legnagyobb
elhagyasi idejd csicsbol kiindulva; 1j kezdGesticsnak mindig az els§ mélységi
bejaras soran legnagyobb elhagyési idejl csicsot valasszuk a maradékbol. A
G graf erGsen Osszfliged komponenseinek csticshalmazai az igy kapott mély-
ségi feszitGerdd fainak csicshalmazai lesznek.

Az els melységi bejaras koltsege O(|V| + |E|). A G’ graf szomszédsagi
listait a kovetkezGképpen készithetjiik el. Kezdetben legyen G’ Gsszes szom-
szédsagi listdja {lires. Ezutan végigmenve a G-beli szomszédsagi listdkon, ha
egy v csicsnak szomszédja az u csics, akkor szirjuk be a v csticsot az u csics
G’-beli szomszédsagi listajanak elejére. A koltség itt is nyilvan O(|V| + | E]).
Végiil a masodik mélységi bejaras koltsege O(|V|+]|E|); ne feledjiik a csucsok
az els6 mélységi bejaras utan az elhagyasi idejiik szerint rendezetten allnak
rendelkezésre. Igy a teljes koltseg O(|V| + | E|).

Hatra van még az algoritmus helyességének belatasa.

Allitas. A G = (V, E) iranyitott graf tetszéleges u,v € V csticsaira teljesiil,
hogy u és v pontosan akkor tartozik G egy erdsen Osszefiiggé komponenséhez,
ha a masodik mélységi bejaras utan u és v a mélységi feszitGerds egy fajaban
vannak.

Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy G egy erGsen Osszefiiggs kom-
ponensének cstcsai a masodik mélységi bejaras utan a mélységi feszits er-
dének ugyanabban a fajaban vannak. Legyenek u és v a G graf egy erGsen
Osszefiiggd komponensének csicsai. Mivel G és G erGsen 6sszefiiggs kompo-
nenseinek cstcshalmazai ugyanazok, ezért u és v a G’ grafban is ugyanab-
ban az erGsen Osszefliggé komponensben vannak. Jelolje K ennek az erGsen
Osszefiiggd komponensnek a csiicshalmazat, és legyen x az a K-beli cstcs,
amelyet a mésodik mélységi bejaras sordn a legkorabban ériink el. Ekkor az
el6z6 feladatban bevezetett jeloléssel K C S,, amibdl a mélységi feszitd er-
dé részfainak jellemzését ado el6zo feladat felhasznalasaval kovetkezik, hogy
u,v € T,, ennélfogva u és v a mélységi feszitGerdének ugyabban a fajaban
vannak.

Ezek utan megmutatjuk, hogy a masodik mélységi bejaras utdn kapott
mélységi feszitGerds egy fajanak csticsai a G grafnak ugyanabban az erGsen
Osszefiiggd komponensében vannak. Legyenek u és v a masodik mélységi
bejaras utan kapott mélységi feszitGerdd egy fajanak csicsai, és legyen z
ennek a fanak a gyokere. Jelolje L' a faban a z csticsbol az u csicsba vezetd
utat. Az L'-beli élek irdnyitasat megforditva vilagos modon egy, az u cstucsbol
a z csucsba vezet6 G-beli L utat kapunk.

Belatjuk, hogy G-ben a z cstcsbél az u csticsba is vezet ut. Legyen y az
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L utnak az a cstcsa, amelyet az els6 mélységi bejaras soran a legkorabban
ériink el. A mélységi feszit§ erds részfainak jellemzését adod el6z6 feladat
felhasznalasaval kovetkezik, hogy L-nek az y és z kozotti csicsai az elsd
mélységi bejarasnal y leszarmazottai lesznek, igy koziiliik y elhagyasi ideje a
legnagyobb. Ugyanakkor idézziik fel, hogy a masodik mélységi bejaras soran
1j kezdGcesticsnak mindig az els6 mélységi bejaras soran legnagyobb elhagyasi
idejd csicsot valasztjuk a maradékbol, igy sziikségképpen z elhagyéasi ideje a
legnagyobb az L'-beli (és igy az L-beli) csticsok koziil. Ez viszont csak tgy
lehetséges, ha y = z.

Osszefoglalva az eddigieket, az L ut cstcsai kozott az elsé mélységi be-
jarasnal z a legkisebbb elérési és legnagyobb elhagyasi ideji. Specialisan
slz] < su] és flu] < flz], ami az el6z6 feladat szerint azt jelenti, hogy u
leszarmazottja z-nek az els6 mélységi bejarasnal. Ennélfogva G-ben vezet 1t
2-b6l u-ba. Hasonlban igazolhatd, hogy G-ben szintén vezet Gt z-bdl v-be és
v-bél z-be, igy u-bol v-be és v-bél u-ba is.

Topologikus rendezés

Feladat.
Legyen G = (V, E) tetszéleges iranyitott graf, ahol |V| = n. A G graf egy
topologikus rendezése a csiicsainak egy olyan vy, vs, ..., v, sorrendje, mely-

ben (v;,v;) € E esetén ¢ < j. Ismert, hogy G-nek akkor és csak akkor
van topologikus rendezése, ha nem tartalmaz iranyitott kort. Ez példaul a
kovetkez&képpen lathato be.

Ha G tartalmaz iranyitott kort, akkor nyilvan nem lehet topolégikus ren-
dezése, mert egy iranyitott kor csicsainak magatol értet6d6 modon nincs a
kivanalmaknak megfelel6 sorrendje.

Ezek utan tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz iranyitott kort. ElGszor is
megjegyezziik, hogy ekkor G-ben van olyan csics, amibe nem fut be él. Ha
ugyanis minden csticsba menne él, akkor egy tetszdéleges csticsbél kiindulva
lépkedni tudnank visszafelé az iranyitott éleken anélkiil, hogy valahol elakad-
nank. E séta sordn egyszer sziikségképpen korbeérnénk, ami ellentmond a
kérmentességnek.

Az allitast a csucsok szama szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha G-
nek csak egyetlen csiicsa van, akkor az allitas nyilvan igaz. Most tegyiik fel,
hogy minden legfeljebb n — 1 cstcst kormentes irdnyitott graf topolégikusan
rendezhetd, és tekintsiink egy n csicstt G kormentes iranyitott grafot. G-bél
hagyjunk el egy olyan x csiicsot a bel6le kiindulo élekkel egyiitt, amibe nem
fut be él. A kapott graf legyen G'. Nyilvan G’ sem tartalmaz iranyitott kort,
igy az indukcios feltevés szerint G'-nek létezik egy wy, ws, ..., w,_1 topolo-
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gikus rendezése. Marmost az x,wy, ws, ..., w,_1 sorrend vilagos modon a GG
graf egy topologikus rendezése.

A bizonyitasban ott lapul egy topologikus rendezésre szolgal6 algoritmus:
valasszunk els6nek egy olyan csticsot, amelybe nem fut él, majd a mara-
dékbol szintén egy ilyen csticsot masodiknak, és igy tovabb. Irjuk meg az
algoritmust!

Megoldas.

A TopolégikusRendezés (G) algoritmusban feltessziik, hogy a grafot szom-
szédsagi listakkal abrazoljuk (egy u cstics szomszédsagi listajat a szokasos
modon Alu] jeloli). Az algoritmus egy ) sor segitségével kezeli azokat a
cstcsokat, amelyekbe mér nem fut be él.

TopoldégikusRendezés (G)
for V(G) minden u csucséra do
be_fok[u]=0
for V(G) minden u csucsara do
for A[u] minden v csucsara do
be_fok[v]=be_fok[v]+1
SorInicializ4las(Q)
for V(G) minden u csucséra do
if be_fok[ul=0 then Sorba(Q,u)
while Q<>EMPTYSET do
u=Sorbs1(Q)
output u
for A[u] minden v csucséara do
be_fok[v]=be_fok[v]-1
if be_fok[v]=0 then Sorba(Q,v)
for V(G) minden u csucsara do
if be_fok[u]l>0 then
print "nincs topoldégikus rendezés"

A TopolégikusRendezés(G) algoritmus lineéris koltségi, mert
e a kezdeti értékadas koltsége O(|V| + |E),
e a sor inicializalasa utani for ciklus koltsége O(|V]),

e minden cstcsot legfeljebb egyszer tesziink be a sorba, igy a while cik-
lusban a cstcsokhoz tartozé szomszédsagi listdkat legfeljebb egyszer
olvassuk végig, amikor is a cstcsot kivessziik a sorbdl; ezért a while
ciklus koltsége szintén O(|V| + |El),
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e az utolso for ciklus koltsége O(|V]), igazabol itt csak azt ellendrizziik,
hogy G tényleg kormentes volt-e.

Kiilonb6z6 topologikus rendezések

Feladat.
Hany topolégikus rendezése van a kovetkezd grafnak?

Megoldas.

A graf topologikus rendezésében az elsd csics csak olyan lehet, amelybe nem
érkezik be él. Ezért az els6 csics mindenképpen az f. A graf topologikus
rendezésében az utolso csiics csak olyan lehet, amelybdél nem indul ki él. Ezért
az utols6é csiics mindenképpen a b. Hatra van még annak meghatarozasa,
hogy d, e és ¢ milyen sorrendben kiévethetik egymaést a topologikus rendezés
kozéps6 részén. Az (e, c) iranyitott él jelenléte miatt e-nek meg kell elézni
c-t. Azonban d akarhol lehet e-hez és c-hez képest: mindkett6t megel6zheti,
lehet a kett6 kozott, johet mindkettd utéan.

Mindezek alapjan hédrom topologikus rendezése van a grafnak:

f7d7€7c7b
f7e7d7c7b
f7e7c7d7b

Helytorténeti kutatas

Feladat.

Egy falusi iskola torténelemtanara azzal a feladattal bizza meg a gyereke-
ket, hogy a falu hajdan élt lakéirol gytjtsenek informaciot az éregektsl. Az
oregekkel folytatott beszélgetések soran a gyerekeknek n emberrdl sikeriil
megtudni valamit. Jeldlje ezeket az embereket Py, Ps, ..., P,.
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A torténelemtanar szamara kiilonosen érdekesek a kovetkezé tipusa in-
formaciok:

e valamilyen 7 és j indexekre a F; ember el6bb meghalt, mint P; megszii-
letett volna,

e valamilyen i és j indexekre a F; és P; emberek életének volt kozos
szakasza.

Mivel az emlékek id&vel elhalvanyodnak, nem biztos, hogy ezek az infor-
méaciok mind helyesek. A torténelemtanér ezért szeretné tudni, hogy az
informéaciok legalabb konzisztensek-e. Adjunk hatékony algoritmust ennek
eldontésére!

Megoldas.
Definialjunk egy G iranyitott grafot a kdvetkez6képpen. Minden 1 < i < n
esetén a P; embernek feleljen meg két cstcs, jelolje ezeket b; és d;, amelyek
a P; ember sziiletésének és halalanak (ismeretlen) idépontjat reprezentaljak.
Minden 1 < 7 < n esetén vezessen iranyitott él a b; csticsboél a d; csiicsba.
Ha tudjuk, hogy a P, ember el6bb meghalt, mint P; megsziiletett volna,
akkor vezessen irdnyitott él a d; csticsbol a b; csticsba. Masrészt ha tudjuk,
hogy a P; és P; emberek életének volt kozos szakasza, akkor vezessen egy-egy
irdnyitott él a b; csticsbol a d; csicesba, illetve a b; csticsbol a d; csticsba.
Ha G tartalmaz iranyitott kort, akkor az informéaciok nyilvan nem konzisz-
tensek; a koron levs események koziil nem tudunk kijelolni egy legkorabbit.
Ha G nem tartalmaz iranyitott kort, akkor viszont az informéciok kon-
zisztensek; G topologikus rendezése megadja a sziiletések és halalozasok egy
lehetséges sorrendjét.

Euler séta

Feladat.

A G = (V, E) Osszefiiggs, iranyitott graf éleinek egy (eq, e, ..., €,) permu-
taciojat Euler sétanak nevezziik, ha minden 1 < i < m — 1 esetén az e;,
él kezdGpontja megegyezik az e; él végpontjaval. Ha ezen kivill még az is
teljesiil, hogy az e; él kezd6pontja megegyezik az e,, él végpontjaval, akkor
zart BEuler sétardl beszéliink.

(A) Mutassuk meg, hogy G-ben akkor és csak akkor létezik zart Euler séta
ha be-fok(v) = ki-fok(v) minden v € V csucsral

(B) Tervezziink O(m) koltségti algoritmust, amely G-ben megad egy zart
Euler sétat, ha létezik!
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Megoldas.

(A) Elgszér megmutatjuk, hogy ha a grafban van zart Euler séta, akkor
be-fok(v) = ki-fok(v) minden v € V cstcsra. Induljunk el a graf egy tet-
szGleges csicsabol, és jarjuk be az éleket a zart Fuler séta mentén. Ekkor
nyilvanval6 moédon minden csiicsba annyiszor "megyiink be", ahanyszor "ki-
joviink" onnan, igy minden v € V' csticsra be-fok(v) = ki-fok(v).

Ezutan belatjuk, hogy ha be-fok(v) = ki-fok(v) minden v € V cstcsra,
akkor a grafban van zart Euler séta. Induljunk el a graf egy tetszdGleges
csticsabol, és haladjunk az élek mentén iligyelve arra, hogy semelyik élen ne
menjiink at kétszer. Ha olyan csicsba ériink, amelyb6l méar nem vezet ki
eddig be nem jart él, akkor az csak a kiindul6 csiics lehet, mivel minden
csics be-foka megegyezik a ki-fokaval. Ilyen modon egy H zart sétat kapunk
(élek egy olyan ismétlsdés nélkiili (e, e;,,. .., €;, ) sorozatat nevezzik zart
sétdnak, ahol minden 1 < j < k—1 esetén az e;, 1 €l kezdGpontja megegyezik
az e;; €l végpontjaval, tovibba az e;, ¢l kezdGpontja megegyezik az ¢;, ¢l
végpontjaval).

Ha H egy Euler séta, akkor kész vagyunk. Ellenkezs esetben GG 6sszefiig-
gbsége miatt kell lenni olyan v csiicsnak H-n, amelyre illeszkedik G-nek még
be nem jart éle. Mivel a G grafbél ha elhagyjuk a H-beli éleket, tovabbra is
teljesiil, hogy barmely cstics be-foka ugyanannyi mint a ki-foka, ezért v-bél
sziikségképpen kiindul legalabb egy be nem jart él. Induljunk el a v csticsbol,
és haladjunk az eddig be nem jart élek mentén, iigyelve arra, hogy tovabbra
se menjiink at kétszer egyik élen sem. Ha olyan cstucsba ériink, amelybdl
mar nem vezet ki eddig be nem jart él, akkor az nyilvan csak a v cstcs le-
het. Jeldlje az igy kapott j zart sétdt H'. Ha most elindulunk a v csticsbol
és elGszor H-t, majd H'-t jarjuk be, egy H-nal hosszabb zart sétat kapunk.
Folytatva ezt az eljarast, mivel fogynak a még be nem jart élek, el6bb-utébb
G egy zart Euler sétdjahoz jutunk.

(B) A ZartEulerSéta(G) algoritmusban feltessziik, hogy a G grafot szom-
szédsagi listakkal abrazoljuk (egy u cstics szomszédsagi listajat a szokasos
mo6don Afu] jeldli).

Az algoritmus a graf éleinek egy mindkét iranyban lancolt 1" listajat konst-
rudlja meg, amelyen végighaladva épp egy zart Euler sétat kapunk. Az algo-
ritmus minden iterédcidban egy adott cstiicsbol induld zart sétat épit, amelynek
éleit egy mindkét irdnyban lancolt C listdban tarolja. Az iteracié befejeztével
az algoritmus a C' listat beftizi T-be egy olyan él elé, amelynek kezd&pontja
a kiindulasi csiics.

Hasznalunk még egy L sort, amelynek elemei (cstics, mutato) parok, ahol
a mutato egy olyan élre mutat a T listaban (illetve a C' listaban), amelynek
kezd6pontja az adott cstcs.
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ZartEulerSéta(G)
LancoltListalnicializaléas(T)
SorInicializalas(L)
legyen z tetszdleges csucs G-ben
Sorba(L, (z,nil))
while L<>EMPTYSET do
(v,hely(T,v))=Sorb61(L)
C=AdottCsicsbolZartSéta(v)
if hely(T,v)=nil

then T=C
else ListabaBefiiz(T,hely(T,v),C)
return T

AdottCsicsbdlInduldZartSéta(v)

LancoltListalnicializalas(C)

u=v

while ki_fok(u)>0 do
w=ListaElejér61Torsl (Alul)
ki_fok(u)=ki_fok(u)-1
ListaVégéreBeszur(C, (u,w))
if ki_fok(u)>0 then Sorba(L, (u,hely(C,u)))
u=w

return C

Az AdottCslcsbdlInduldZartSéta(v) eljaras while ciklusdnak minden
iteraciojaban torliink egy csicsot valamelyik szomszédsagi listabol, ezért az
AdottCsicsbd1lInduldzartSéta(v) eljarashivasok osszkoltsége O(|E|). Ve-
gyiik észre, hogy ez felsg korlat a Sorba(L) miiveletek szémara is.

A ZartEulerSéta(G) algoritmusban a while ciklus iteracidinak szama
megegyezik a Sorbol(L) miveletek szaméaval, ami nyivan ugyanannyi, mint
a Sorba(L) miiveletek szdma, vagyis O(|E|). Mivel a T és a C' listak mind-
két irdnyban lancoltak, ezért C beftizése T-be konstans koltséggel megva-
losithato. Ez azt jelenti, hogy a ZartEulerSéta(G) algoritmus koltsége az
AdottCsicsbdélInduléZartSéta(v) eljarashivisok koltségét nem szdmolva
O(|E]).

Mindent Gsszevetve az algoritmus Gsszkoltsége O(|E|).
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Dijkstra algoritmus negativ élstlyokkal

Feladat.

(A) Mutassuk meg, hogy a Dijkstra algoritmus nem feltétleniil talalja meg
egy stlyozott éld, irdnyitott grafban egy kezdGcsicsbol a legrévidebb utakat,
ha az élsulyok kozott negativ szamok is szerepelnek!

(B) Legyen G = (V, E) stlyozott éld, iranyitott graf és s € V. Tegyiik fel,
hogy a graf élei koziil egy negativ sulyt, a t6bbi él silya nem negativ (azt
persze tovabbra is feltessziik, hogy a graf nem tartalmaz negativ Osszsilyt
iranyitott kort). Adjunk hatékony algoritmust az s csticsbol a t6bbi csucsba
mend legrovidebb utak meghatarozéasaral

Megoldas.
(A) Tekintsiik a kovetkezd grafot.
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Lathato, hogy az algoritmus az s-b6l a-ba vezets legrévidebb ut hosszara a
2 értéket adja meg, mikézben az (s, b, a) at hossza 1.

(B) Legyen (u,v) € E az egyetlen negativ sulyt él. Hagyjuk el a G grafbol
(u,v)-t; jelolje az igy kapott grafot G'. Jegyezziik meg, hogy a G’ gratban
az élsulyok mind nem negativak. Most tetszéleges t € V' \ {s} cstcsra egy
legrovidebb s-bdl t-be vezetd G-beli it hossza megegyezik

e egy legrévidebb s-bdl t-be vezetd G’'-beli it hosszéval, ha van olyan
legrévidebb s-bél t-be vezets G-beli tt, amely nem tartalmazza az (u, v)
élt,

e egy legrovidebb s-bél u-ba vezetd G'-beli 1t hosszaval plusz az (u,v)
él sulyaval plusz egy legrévidebb v-bél t-be vezetd G'-beli ut hosszéa-
val, ha nincs olyan legrévidebb s-bél t-be vezet§ G-beli 1t, amely nem
tartalmazza az (u,v) élt.

Ezek utan a legrovidebb utak a kovetkez&képpen hatarozhatok meg. Fut-
tassuk le a Dijkstra algoritmust a G’ grafon egyszer az s, egyszer pedig a v
kezdGestcsbol. Tetszdleges ¢t € V \ {s} csticsra egy legrovidebb s-bél t-be
vezeté G-beli it hossza legyen egy legréovidebb s-bél t-be vezetd G'-beli ut
hossza, illetve egy legrividebb s-b6l u-ba vezetd G’-beli ut hossza plusz az
(u,v) él silya plusz egy legrovidebb v-bdl t-be vezetd G’-beli ut hossza koziil
a kisebbik. A koltség nyilvan O(|V]?).

Legszélesebb utak

Feladat.

Legyen G = (V, E) egy stlyozott éli iranyitott graf a w nem negativ sily-
fiiggvénnyel. Ebben a feladatban az élsilyok atereszt6 képességeket reprezen-
talnak. A graf egy u ~» v irdnyitott atjanak szélessége legyen az 1t legkisebb
stulyu élének silya. Tetszoleges u és v csucsokra legyen b(u, v) egy maximalis
szélességl u ~» v irdnyitott ut szélessége (ha u-bol nem vezet 4t v-be, akkor
legyen b(u,v) = 0 definici6 szerint). Adjunk hatékony algoritmust a graf egy
s csticsabol a tobbi csiicsba mend legszélesebb iranyitott utak megtalélasaral

Megoldas.
Tegyiik fel, hogy a G graf az alabbi alaka C' szomszédsagi matrixéval adott:
o0 ha u = v,
Clu,v] =< w(u,v) hau#wvés (u,v) €E,
0 kiilonben.

157



Hasznélni fogunk egy a G csicsaival indexelt B tombot. A Blu| érté-
kekre gy gondolhatunk, hogy azok minden id&pillanatban az eljaras soran
addig megismert legszélesebb s ~» u utak szélessége. A Blu| mennyiségek
mindenkor also kozelitései lesznek a keresett b(s,u) szélességeknek. Ezen ki-
viil hasznidlunk még egy H halmazt, amelyben azokat a csticsokat taroljuk,
amelyekhez vezetd legszélesebb utak szélességét mar tudjuk.

LegszélesebbUtak(G,s)
H={s}
for minden ueV csicsra do
B[ul=C[s,u]
for i=1 to |V|-1 do
valasszunk egy olyan x € V\H csiicsot, amelyre B[x] maximalis
H=HU {x}
for minden v &€ V\H csicsra do
Blv]=max{B[v],min{B[x],C[x,v]}}

Az algoritmus helyességének belatasahoz hasznos lesz a kiilonleges tut fogal-
ma: egy s ~» z iranyitott at kiilonleges, ha a z csticsot kivéve minden csticsa
a H halmazban van. A kiilonleges ttal elérhet§ csticsok tehat éppen a H-bol
egyetlen éllel elérhets csucsok.

Allitas. A féciklus minden iteracios lépése utan érvényesek a kovetkezok.
(1) Ha u € H, akkor Blu| egy legszélesebb s ~» u ut szélessége.

(2) Ha u € H, akkor van olyan legszélesebb s ~» u 1t, amelynek minden
csticsa H-ban van.

(3) Hav € V' \ H, akkor B[v] egy legszélesebb s ~ v kiilonleges ut széles-
sége.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitunk. A kezddéértékek beallitasa utéan,
amikor a f6ciklus még egyszer sem futott le, mindharom allitas nyilvanvaloan
igaz. Tegyiik most fel, hogy mindhérom allitas igaz a j-edik iteracios 1épés
utéan, és tekintsiik a (j + 1)-edik iteracios lépést, amikor az eljaras mondjuk
az x csucsot valasztja be a H halmazba.

(1) Ezt elég csupan az = cstcsra igazolni, H tobbi csticsara az indukcios
feltevés adja az allitast. Indirekt tegyiik fel, hogy Blx] # b(s,x), azaz van

olyan s ~» x 1t, amelynek szélessége nagyobb, mint B[z|. Ez az it nem lehet
kiilonleges, hiszen a (3)-ra vonatkozo6 indukcits feltevés szerint B|x] egy az
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x-be vezets legszélesebb kiilonleges ut szélessége. Azonban a fenti ut "eleje”
kiilonleges, mivel H-bdl indul és egy H-n kiviili csticsban végzddik. Legyen
y ezen 1t els6 olyan csticsa, amely nincs H-ban. Az s ~» y utdarab szélessége
nyilvan szintén nagyobb, mint Bz]. Masrészt az atdarab kiilonleges, igy
a (3)-ra vonatkozo indukcios feltevés szerint szélessége nem nagyobb, mint
Bly]. Ebbdl kiévetkezik, hogy a j-edik iteracios lépés utan Bly] > Blz], ami
lehetetlen, hiszen az algoritmusnak ekkor nem x-et kellett volna valasztania.

(2) Ezt is elég csupéan az x cstcsra igazolni, hiszen H t&bbi cstcsara az induk-
cios feltevés adja az allitast. Mar belattuk, hogy b(s,z) = Blz]. Ez utébbi
érték a (3)-ra vonatkozo indukcios feltevés szerint egy kiilonleges s ~~ z ut
szélessége volt a (j + 1)-edik iteracios lépés el6tt. Annak végeztével minden
cstics H-ban van.

(3) Egy legszélesebb olyan s ~~ v kiilonleges ut szélessége, amelynek utolso
el6tti csicsa u, az el6z6 pont szerint min{b(s,u), Clu,v]}. Emiatt az allitas
egyenértéki a

B[v] = max{min{b(s,u), Clu,v]} | u € H}

egyenlgséggel. A (3)-ra vonatkozo indukcios feltevés szerint a j-edik iteracio
utan

B[v] = max{min{b(s, u), Clu,v]} | u € H \ {z}}.

Ezt a (j+1)-edik iteracioban a min{ B[z|, C|x, v]} mennyiséggel vetjiik dssze.
Azonban az els6 pont szerint itt Blz| = b(s, x), igy a (j + 1)-edik iteracioban
Blv]-be méar az 4j H halmazra vett maximum keriil.

Ko6vetkezmény. Amikor H = V, akkor Blu] = b(s,u) teljesiil minden
u € V cstcsra.

Vizsgaljuk meg az algoritmus koltségét! A kezdGértékek beallitasanak
koltsége O(|V'|). A f6ciklus belsejében a maximumkeresés és a B tomb fris-
sitésének koltsége O(|V|). Mivel a f6ciklus (V| — 1)-szer fut le, a fGciklus
osszkoltsege O(|V|?). Mindezeket Osszevetve az algoritmus teljes koltsége
O(VP)

Altalaban nemcsak a legszélesebb utak szélességére, hanem magukra a
legszélesebb utakra is kivancsiak vagyunk. A kéltség nagysagrendjének meg-
tartasa mellett az algoritmust kib&vithetjiik egy P témb karbantartasaval,
amely minden csticshoz megadja egy az eddig ismert hozza vezets legszéle-
sebb 1t utolso el6tti csiicsat.

Kezdetben legyen Plu] = s minden u € V' \ {s} csicsra. Ezutan csak
annyit kell hozzatenni az algoritmushoz, hogy ha a f6ciklus belsejében va-
lamelyik v € V' \ H cstcsra B[v]-t noveljiik, akkor legyen P[v] = z, hiszen
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ekkor talaltunk egy szélesebb kiilonleges utat v-be, amelynek utolso elGtti
csucsa z. Végil minden u € V' \ {s} csucsra Plu] egy legszélesebb s ~~ u 1t
utolso el6tti csicsa lesz.

A csticsokba vezetd legszélesebb utak ezek utan a P tomb segitségével
mér egyszeriien felgombolyithatok (visszafelé haladva).

Negativ Osszsilyu iranyitott kor

Feladat.
Adjunk hatékony algoritmust annak eldéntésére, hogy egy stlyozott éli ira-
nyitott graf tartalmaz-e negativ Osszsulyu iranyitott kort!

Megoldas.
Legyen G = (V| FE) egy sulyozott éld iranyitott graf a w: F — R sily-
fiiggvénnyel. Legyenek a G graf csucsai vy, vy, ...,v,. Vegyiink fel egy 4j s
cstcsot, és vezessiink s-bél nulla silya irdnyitott éleket a vy, v, ..., v, cst-
csokba. Az igy kialakult grafot jelolje G'. Vilagos, hogy G-ben akkor és csak
akkor van negativ Osszsulyt iranyitott kor, ha ugyanez fennéll G'-re is.
Futtassuk le G’-re a Bellman-Ford algoritmust az s kezdGcsiccsal. Az
algoritmus altal szolgaltatott tavolsagértékeket jeldlje dvq], d[vs], ..., d[v,].
Vegyiik észre, hogy most d[v;] < 0 minden 1 < i < n esetén. Vizsgaljuk meg
ezutan minden (v;,v;) € E élre, hogy teljesiil-e a

dlvj] < dlvi] + w(vi, v))

Osszefliggés.
Ha G'-ben nincs negativ 6sszstlyi iranyitott kor, akkor a d[vy], d[ve], . . .,
d[v,] értékek rendre az s-bdl a vy, v9,..., v, csucsokba vezets legrévidebb

utak hosszai, igy a fenti Osszefiiggéseknek nyilvanvaloan teljesiilniiik kell.
Megmutatjuk, hogy ha G’-ben van negativ Gsszsilyt iranyitott kor, akkor
van olyan (v;,v;) € E él, amelyre

d[?}j} < d[’l)l] + U)(Ui, ’Uj)
nem teljesiil. Legyen C' = (v, viy,...,v;,) a graf egy negativ Gsszsilyu
iranyitott kore, ahol v;, = v;,. Ekkor
w(vi;_,,vi;) <0.
j=1
Indirekt tegyiik fel, hogy minden (v;,v;) € E élre

dlvj] < dlvi] + w(vi, vy),
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specialisan minden 1 < j < k esetén
d[Ui].] < d[UZ‘]._l] + UJ(UZ'J._I,UZ'J.).

Osszegezziik ezeket az egyenldtlenségeket:

k k

Zd[vij] < Z dlvi,_,] + Zw(%_u v;,).

j:l j:1 j:l

Vegylik észre, hogy
k k

> dlvy] =Y dlvi,_,]-

J=1 J=1
Valoban, v;, = v;, miatt a C' kor minden csiicsa pontosan egyszer szerepel a
két Osszegben. Azt is jegyezziik meg, hogy ezek az Osszegek végesek, hiszen
d[v;] < 0 minden 1 < ¢ < n esetén. Innen

w(vi,_,,vi;) =0
j=1

adodik, ami ellentmondas.
Az algoritmus koltsége O(|V[?).

Valutak atvaltasa

Feladat.

Tegyiik fel, hogy adott n kiilonb6z¢ valutanem, legyenek ezek vy, vo, ..., vy,
és a valutaarfolyamok egy n x n-es T' tablazata, amelynek T7[i, j] eleme azt
mutatja meg, hogy a v; valuta egy egységéért hany egységnyi vasarolhatd a
v; valutabol (1 < 7,7 < n). Kezelési koltség nincs.

(A) Az arbitréazs valutavaltasok soran az arfolyamok egyenetlenségeinek olyan
hasznositésa, amikor egy valuta egy egységét ugyanazon valuta egy egységnél
nagyobb értékére valtjuk at. Példaul tegyiik fel, hogy 1 amerikai dollarért
46.4 indiai rupiat, 1 indiai rapiaért 2.5 japan jent és 1 japan jenért 0.0091
amerikai dollart vehetiink. Ekkor 1 amerikai dollart a valutavaltasok ezen

sorozataval
46.4 x 2.5 x 0.0091 = 1.0556

amerikai dollarra valthatunk &t, ami 5.56% haszon. Adjunk hatékony algo-
ritmust annak eldontésére, hogy a megadott valutaarfolyamok mellett van-e
lehetdség arbitrazsral
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(B) Tegyiik fel, hogy a megadott valutaarfolyamok mellett nincs lehetGség
arbitrazsra. Adjunk hatékony algoritmust atvaltasok egy olyan sorozatanak
megtalaldsara, amelynek sordn 50000 forintért a lehets legtobb eurot vasa-
rolhatjuk!

Megoldas.

(A) Tegyiik fel, hogy a valutaarfolyamokat egy 7' tablazatban taroljuk. Ar-
bitrazsra akkor van lehetség, ha létezik valutaarfolyamoknak olyan T[iy, o],
Tlia, i3], ..., T|ix, i1] sorozata, hogy

T[il,ig] X T[ig,ig] X X T[Zk,ll] > 1.

Ez a feltétel ekvivalens az

1 1 1
X X oo X

— — — <1
T[ZlalQ] T[22713] T[anZl]

feltétellel, illetve mindkét oldal tizes alapu logaritmusét véve a

1
+ log — +---+log

1
log ——— : 4 <0
T[Zl,lg] T[ZQ,Zg] T[Zk,ll]
feltétellel.
Tekintsiik most azt a G = (V, E) stlyozott éli iranyitott grafot, amelynek
csicsal a vy, vq,. .., v, valutdk, tovabba a v; csticsbol —log T'[i, j] stlya él

vezet a v; cslicsba minden 1 <7, j < n esetén. Mit jelent G-re nézve a

1
+--+log —— <0
gT[zk,zl]

log + log

Ty, i2) T[ia, i3]

feltétel? Azt, hogy (vi,, iy, ..., Vi, v, ) a G graf egy negativ 6sszhosszisagi
iranyitott kore. Igy arbitrazsra akkor van lehetéség, ha G-ben talalhaté nega-
tiv 8sszhosszisag iranyfitott kor. Tlyen G-beli kor 1étezése O(|V]?) koltséggel
ellendrizhetd.

(B) Legyen v, a forint és v, az eurd. A feladat most valutaarfolyamok egy
olyan T'[1,41],T[i1, 4z, ..., T[ix, n| sorozatanak megtalalasa, amelyre

T[l,ll] X T[’il,ig] X oo X T[Zk,n}

maximalis. Ez ekvivalens azzal, hogy

1 1 1
X e X X -
T(1,41]  Tliy,io] Tig, n)
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minimalis, illetve tizes alapt logaritmust véve azzal, hogy

1
+.+log—

1
log —— + log Thix. 7]

1
T1,144] Tiq, 9]
minimalis.
Tekintsiik ismét az elébb definidlt G = (V, E) grafot. Mit jelent G-re
nézve a

1
— t+log ——~+---+1o
T[l,Zl] gT[Zl,ZQ] &

log

minimalitasara vonatkozo feltétel? Azt, hogy (vi,v;,...,v;,v,) a G graf
egy v1-b6l v,-be vezets legrovidebb ttja.

Ilyen G-beli utat a Bellmann-Ford algoritmussal O(|V']?) koltséggel talal-
hatunk.

Grafok centruma

Feladat.
Egy stlyozott éld, iranyitatlan G = (V, E) graf v csticsara legyen

e(v) = max{d(w,v) | w € V},

ahol d(w,v) a w és v csiucsok kozotti legrovidebb ut hossza. Azt mondjuk,
hogy egy v cstics a G graf centruma, ha tetszéleges w € V csucsra e(v) <
e(w). Adjunk hatékony algoritmust G centruménak meghatarozasara!

Megoldas.
Elgszor a Floyd-Warshall algoritmussal hatarozzuk meg a csicsok kozotti ta-
volsdgokat. Ezutan az algoritmus altal visszaadott tavolsdgmétrix minden
oszlopaban keressiik meg a maximalis értéket (ezek lesznek az e(v) értékek),
majd valasszuk ki a kapott e(v) értékek koziil a legkisebbet. Az ennek meg-
felelg csics(ok barmelyike) a graf centruma lesz.

A Floyd-Warshall algoritmus koltsége O(]V[?), a matrix oszlopaiban a
maximumok kivalasztasaé osszesen O(|V|?), az e(v) értékek minimumanak
meghatarozasaé pedig O(|V|). Igy az algoritmus teljes kdltsége O(|V]3).
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Kiilonb6z6 utak szama kormentes iranyitott gra-
fokban

Feladat.
Legyen G = (V| E) egy szomszédsagi listakkal adott kormentes iranyitott graf
és s,t € V tetszbleges csicsok. Adjunk hatékony algoritmust az s csicsbol a
t csticsba mend kiilonb6z6 utak szdménak meghatérozésara!
Megoldas.
Elgszor is hatarozzuk meg G csicsainak egy (vq,vs, ..., v,) topologikus ren-
dezését. Feltehetjiik, hogy s = vy és t = v,, mert csak kisebbtsl nagyobb
sorszamu csics felé megy él.

Tetszbleges v; € V cstcsra jelolje nfv;] az s csiesbol a v; csicsba mend
kiilonb6z6 utak szamat. Ha ¢ = 1, akkor n[v;] = 1. Ha pedig i > 1, akkor
érvényes a kovetkezd rekurzio:

nlol= 3 nly)

(vjvi)EE

Ezt felhasznalva sorban kiszamolhatjuk az n[v;] értékeket. Vegyiik észre,
hogy ha (v;,v;) € E, akkor j < i, tehat nfv;] szamitasakor az nlv;] értékek
mar ismertek.

Az nfv;| érték szamitasakor be-fok(v;) darab nem negativ egész szdmot
kell 6sszeadni. Ezeket i-re tsszegezve O(|E|) koltség adodik.

Meg kell oldani még egy szervezési problémat: adott i-re gyorsan el kell
tudnunk érni a v; csucsba bemend éleket. Még miel6tt hozzafognank az nfv;]
értékek kiszamitasdhoz, a G graf szomszédsagi listaibol elallitjuk G "for-
ditott" szomszédségi listait. Kezdetben legyen az Gsszes csticshoz tartozo
"forditott" szomszédsagi lista iires. Ezutan végigmenve az "eredeti" szom-
szédsagi listdkon, ha egy v; csticsnak szomszédja a v; csics, akkor szurjuk be
a v; cstcsot a v, csucs "forditott" szomszédsagi listajanak elejére. Az eljaras
koltsége nyilvan O(|V] + |E|).

Igy az algoritmus teljes koltsége, a topologikus rendezést is beleszamitva
O(IV] + |B)).

Legrovidebb utak kormentes iranyitott grafok-
ban

Feladat.
Legyen G = (V, ') egy szomszédsagi listakkal adott, stlyozott élid kormentes
irdnyitott graf a w silyfliggvénnyel. Az élstulyok kozott negativ szdmok is
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lehetnek. A graf tetszéleges u és v csucsaira legyen d(u,v) egy legrévidebb
u ~> v irdnyitott ut hossza (ha u-bol nem vezet 1t v-be, akkor legyen d(u,v) =
oo definicio szerint). Adjunk hatékony algoritmust a graf egy s csiicsabol a
tobbi csticsba mend legrévidebb utak megtalélasaral

Megoldas.
El6szor is hatarozzuk meg G cstcsainak egy (vy, v, ..., v,) topologikus ren-
dezését. Feltehetjiik, hogy s = vy, mert csak kisebbtsl nagyobb sorszamu
cstcs felé megy él.

Jegyezziik meg, hogy egy kormentes irdnyitott graf barmely két csticsa
kozotti legrovidebb 1t Osszes részitja is legrévidebb 1t a részut végpontjai
kozott. Igy a d(s,v;) tavolsagokra érvényes a kovetkezd rekurzio:

d(s,v;) = min{d(s, v;) + w(v;,v;) | (vj,v;) € E}.

Ezt felhasznalva sorban kiszamolhatjuk a d(s, v;) tavolsagokat. Vegyiik észre,
hogy ha (vj,v;) € E, akkor j < 4, tehat d(s, v;) szdmitasakor a d(s, v;) értékek
mar ismertek.

Az i-edik tavolsag szamitasakor be-fok(v;) darab kéttényezds dsszeg koziil
kell a minimalisat kivalasztani. Ezeket i-re 6sszegezve O(|F|) koltség adodik.

Meg kell oldani még egy szervezési problémat: adott i-re gyorsan el kell
tudnunk érni a v; csticsba bemend éleket. Még mielGtt hozzafognank a d(s, v;)
tavolsagok kiszamitasahoz, a G graf szomszédsagi listaibol elGallitjuk G "for-
ditott" szomszédséagi listait. Kezdetben legyen az Osszes cstucshoz tartozo
"forditott" szomszédsagi lista iires. Ezutan végigmenve az "eredeti" szom-
szédségi listakon, ha egy v; csticsnak szomszédja a v; cstcs, akkor szarjuk be
a v; csticsot a v; csues "forditott" szomszédsagi listajanak elejére. Az eljaras
koltsége nyilvan O(|V'] + |E|).

Igy az algoritmus teljes koltsége, a topologikus rendezést is beleszamitva
(V] + | ).

Leghosszabb utak kormentes iranyitott grafok-
ban

Feladat.

Legyen G = (V, E) egy szomszédsagi listdkkal adott, stlyozott éld kérmentes
irdnyitott graf a w silyfliggvénnyel. Az élsulyok kozott negativ szdmok is
lehetnek. A graf tetszGleges u és v csticsaira legyen [(u,v) egy leghosszabb
u ~> v irdnyitott ut hossza (ha u-bol nem vezet ut v-be, akkor legyen I(u,v) =
—oo definicio szerint). Adjunk hatékony algoritmust a graf egy s csicsabol
a tobbi csticsba mend leghosszabb utak megtalélasaral
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Megoldas.
El6szor is hatarozzuk meg G cstcsainak egy (vy, v, ..., v,) topologikus ren-
dezését. Feltehetjiik, hogy s = vy, mert csak kisebbtsl nagyobb sorszamiu
cstcs felé megy él.

Jegyezziik meg, hogy egy kérmentes irdnyitott graf barmely két csticsa
kozotti leghosszabb Ut Gsszes részutja is leghosszabb 1t a részut végpontjai
kozott. Igy az I(s,v;) tavolsagokra érvényes a kovetkezs rekurzio:

(s, v;) = max{l(s,v;) +w(vj,v;) | (v;,v;) € E}.

Ezt felhasznélva sorban kiszamolhatjuk az (s, v;) tavolsagokat. Vegyiik ész-
re, hogy ha (vj,v;) € E, akkor j < i, tehat [(s,v;) szamitasakor az [(s,v;)
értékek mar ismertek.

Az i-edik tavolsag szamitasakor be-fok(v;) darab kéttényezds Gsszeg koziil
kell a maximalisat kivalasztani. Ezeket i-re 6sszegezve O(|E|) koltség adodik.

Meg kell oldani még egy szervezési problémat: adott i-re gyorsan el kell
tudnunk érni a v; csticsba bemend éleket. Még miel6tt hozzafognank az
I(s,v;) tavolsagok kiszamitasahoz, a G graf szomszédsagi listaibol elgallit-
juk G "forditott" szomszédsagi listait. Kezdetben legyen az Gsszes cstcshoz
tartozo "forditott" szomszédsagi lista iires. Ezutan végigmenve az "eredeti"”
szomszédsagi listakon, ha egy v; csticsnak szomszédja a v; cstcs, akkor szir-
juk be a v; csiicsot a v; cstics "forditott" szomszédsagi listajanak elejére. Az
eljaras koltsége nyilvan O(|V| + | E]).

gy az algoritmus teljes kdltsége, a topologikus rendezést is beleszamitva
O(IV] + |B)).

Dobozok

Feladat.

Van n darab dobozunk, jelolje ezeket Dy, D5,...,D,. Minden 1 <7 < n
esetén legyen a D; doboz mérete x; X y; X z;. Adjunk hatékony algoritmust
dobozok egy olyan leghosszabb (D;,, D;,, ..., D;, ) sorozatdnak megtalalasé-
ra, amelynél D;. belerakhato D;. ,-be minden 1 < j < k — 1 esetén!

ij+1

Megoldas.
El6szor is jegyezziik meg, hogy a D; doboz akkor és csak akkor rakhato bele
a D; dobozba, ha a kévetkezSk valamelyike fennall:

o 1, <wjbsy <y, és z <z

oxi<xjésyi<zjészi<yj,
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..I‘i<yjéSyi<l’jéSZZ’<Zj,
o u; <y;esy < zjész <y,
o u; < zjésy <x; €8z <y,
o 1; < zjésy <y;és z; <.

Definidljunk egy G grafot a kovetkezGképpen. A graf cstcsai legyenek
Dy, Dy,...,D,. A D; csucsbol akkor vezessen irdnyitott él a D, cstcsba,
ha a D; doboz belerakhat6 a D; dobozba. Vilagos, hogy G egy kormentes
irdnyitott graf. Csatoljunk G-hez két tovabbi cstcsot, legyenek ezek S és T
Vezessiink S-bdl egy-egy irdnyitott élt azokba a csicsokba, amelyek be-foka
0, és vezessiink T-be egy-egy iranyitott élt azokbdl a csticsokbol, amelyek ki-
foka 0. Jelolje G’ az igy kialakult grafot. G’ is nyilvan kérmentes iranyitott
graf.

Keressiik meg G egy leghosszabb, vagyis legtébb élbél allo, S-bol T-be
vezet$ utjat. Vegyiik észre, hogy ez megfelel egymasba rakott dobozok egy
leghosszabb sorozatanak.

A G majd a G’ graf elgallitasanak a koltsége O(n?). Egy leghosszabb
S-b6l T-be vezets 1t szintén O(n?) koltséggel keresheté meg a kormentes
iranyitott G’ grafban, hiszen G’ csticsszdma n+2, éleinek szama pedig O(n?).
Igy az algoritmus teljes kéltsége O(n?).

Legrovidebb végrehajtasi id6

Feladat.

Képzeljiik el, hogy egy Osszetett tevékenység a 11,75, ..., T, részteenddkre
bonthat6. Ezek altalaban nem fiiggetlenek egyméstol; gyakran vannak olyan
feltételeink, hogy bizonyos teend6ket csak méas teenddk elvégzése utan hajt-
hatunk végre. Minden tevékenységnek ismert a végrehajtési ideje. Adjunk
hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy

e az egyes részteenddket mikor lehet legkorabban elkezdeni,

e minimalisan mennyi id§ sziikséges a teljes feladat elvégzéséhez.
Megoldas.
A feltételrendszer természetes modon leirhaté iranyitott graffal. Ennek csi-

csai a T; teendSk. Egy T; cstcsbol akkor vezet él egy T; cstcsba, ha a T;
teend6t a T teendd el6tt el kell végezni.
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Csatoljunk a grathoz két tovabbi csicsot, K-t és B-t, amelyek a feladat
kezdetét és végét jelolik. Menjen K-bol egy-egy irdnyitott él azokba a csu-
csokba, amelyek be-foka 0, és menjen B-be egy-egy iranyitott él azokbdl a
cstcsokbol, amelyek ki-foka 0. A K-hoz és B-hez tartoz6 végrehajtési id6
legyen 0.

Ha a részteendGket végre lehet hajtani a feltételeket kielégité sorrendben,
akkor igy egy kormentes iranyitott grafot kaptunk. Jegyezziik meg, hogy
ennek a grafnak barmely topologikus rendezésében K az elsG, B pedig az
utolsd cstcs.

Stulyozzuk a graf éleit a kdvetkezGképpen: minden csicsra a csicsbol in-
dul6 élek silya a csticshoz rendelt végrehajtasi id6 legyen.

Hogyan hatarozhatjuk meg ezek utan egy T; részteendé legkorabbi kezdé-
si idejét? Ez nem mas, mint a leghosszabb K ~~ T; 1t hossza. Specidlisan a
teljes feladat elvégzésének minimélis ideje a leghosszabb K ~~ B 1t hossza.
Ezek az id6k a kormentes irdnyitott grafokra vonatkozo leghosszabb 1t al-
goritmussal O(n + m) koltséggel megkaphatok, ahol m azon (T;,T;) parok
szama, amelyeknél el6irtuk, hogy a T; teenddt csak a T; teendd elvégzése
utan hajthatjuk végre.

Cayley tétel

Feladat.
Mutassuk meg, hogy egy n > 2 csticsi teljes grafnak n" 2 feszit6faja van!

Megoldas.

Az Altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy a graf csicshalmaza
{1,2,...,n}. Tekintsiik a graf egy T feszit6fajat. Legyen a; a legkisebb
cimkéji levél csicsa T-nek, és legyen b, az egyetlen szomszédja ai-nek T-
ben. Toroljitk T-bél az a; csticsot a ra illeszkedd (ay, by) éllel, és jelolje T az
igy kapott fat. Legyen as a legkisebb cimkéjd levél csiicsa Ti-nek, és legyen
by az egyetlen szomszédja ao-nek Ti-ben. Tordljiik 71-b6l az ay csticsot a ré
illeszkedd (aq, bo) éllel, és jelolje T az igy kapott fat. Az eljarast folytat-
va n — 2 lépés utan egy T, o fat kapunk, amely egyetlen (a,_1,b,_1) élb6l
all. Rendeljiik hozza a T fahoz a P(T) = (by,ba,...,b, o) sorozatot, ezt
a T fa Priifer-kodjanak fogjuk nevezni. Példaul az alabbi abran lathato fa
Priifer-kodja (2, 3,2,3,6).
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Allitjuk, hogy a fent definialt P leképezés kolesonosen egyértelmd meg-
feleltetést létesit a feszitGfak és az {1,2,...,n} halmaz elemeibdl allo n — 2
taga sorozatok kozott.

Elgszér megmutatjuk, hogy P injektiv. Legyen T egy feszitéfa, és legyen
P(T) = (b1,ba,...,b, o) afa Priifer-kodja. Elég belatni, hogy a P(T’) sorozat
egyértelmiden meghatarozza az ay,as,...,a,_1,b,_1 pozitiv egész szdmokat,
igy magét a T feszit6fat is. Kezdjiik az a; szammal. Erre igazak a kivetkezGsk.

(1) Az a;-nél kisebb cimkéjii csicsok nem levelei T-nek.

(2) Minden nem levél cstics megjelenik a P(7) sorozatban. Valoban, ha
v nem levél cstcs, akkor szomszédos legalabb két masik csicesal. A
P(T) sorozatot el6allito eljaras akkor fejezddik be, amikor mar csak
két T-beli cstics marad. Ennélfogva az eljaras soran legalabb egy, v-vel
szomszédos cstucs torlésre keriil. Ha ez az i-edik lépésben torténik meg,
akkor b; = v.

Ez azt jelenti, hogy a; a legkisebb pozitiv egész szam, amelyik nem jelenik
meg a P(T) sorozatban. Tegyiik fel ezutan, hogy az ai,as,...,a; 1 pozi-
tiv egészek egyértelmiien meghatarozottak valamely 2 < i < n — 2 ese-
tén. Torolve ezeket a csiicsokat és az (a1, by), (ag,ba), ..., (a;_1,b;_1) éleket
T-b6l a T;_; fat kapjuk. A T, ; faban a; a legkisebb cimkéjii levél cstcs.
Most az el6bbi érvelést megismételve adodik, hogy a; a legkisebb pozitiv
egész szam az {1,2,...,n} \ {a1,aqs,...,a;_1} halmazban, amelyik nem for-
dul el6 a b;, b; 11, ..., b, o szdmok kozott. Ennélfogva a paronként kiilonbozs
ai,as, ..., 0, o pozitiv egész szamok egyértelmiien meghatarozottak. Az ezek
kozott nem szerepls {1,2,...,n} halmazbeli két elem a,,_1 és b,_;.

Ezutan belatjuk, hogy P sziirjektiv. A fent leirt dekddolasi eljaras tet-
sz6leges (b1, b, ..., b, o) sorozatra alkalmazhato, ahol a sorozat tagjai az
{1,2,...,n} halmaz elemei koziil keriilnek ki. Jelolje ay,as,...,an_1,b,—1 az
eljaras altal visszaadott szamokat, amelyek szintén az {1,2,...,n} halmaz
elemei koziil valok. Legyen G az a graf, amelynek csiucshalmaza {1,2,...,n},
élei pedig (ai, b1), (az,b2), ..., (an_1,bp—1). Megmutatjuk, hogy G fa graf.
Minden 1 < i < n — 1 esetén jelolje G; azt a grafot, amelynek csicshalmaza
{1,2,...,n}, élei pedig (a;, b;), (@it1,0i11), -, (an—1,bn-1). A G,_1 grafnak
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egyetlen éle van, igy nyilvan kormentes. Tegyiik fel ezutan, hogy a G, graf
kérmentes valamely 1 < i < n—2 esetén, és tekintsiik a G; grafot. A dekddo-
lasi eljaras szerint az a; szam kiilonbozik mind az a;4q, @19, ..., a,—1, mind
pedig a b1, b;19,...,b,_1 szamoktol, ezért a; els6foka csics G;-ben, kovet-
kezésképpen G; is kormentes. Ennélfogva G = G kérmentes graf. Tovabbé
mivel G éleinek szama n — 1, ezért G sziikségképpen fa graf, amelyre vilagos
modon P(G) = (bl, bg, ce 7bn—2)~

Az {1,2,...,n} halmaz elemeibdl 4ll6 n — 2 tagt sorozatok szdma n"™ 2,
igy a feszit6fak szama is ugyanennyi.

Minimalis koltségi feszitofak

Feladat.

Legyen G = (V,FE) egy sulyozott éld, iranyitatlan, Osszefiiggs graf a
w: F — R salyfiiggvénnyel. Feladatunk G egy minimalis koltségl feszitéta-
janak meghatarozasa. Egy lehetséges megkozelités a kovetkezs. A modszer
szemlélhets gy, mintha a graf éleit szineznénk. A graf élei kezdetben szin-
telenek. Minden lépésben kivalasztunk egy még szintelen élt, és azt pirosra
vagy kékre szinezziik. A szinezés soran két szabalyt hasznalunk; egy élt csak
akkor festiink be, ha valamelyik szabaly ezt megengedi. A két szabalyt tet-
sz6leges sorrendben és helyeken alkalmazzuk, amig csak lehetséges.

Kék szabaly: valasszunk ki egy olyan () # X C V cstucshalmazt, amibél nem
vezet ki kék él, és egy legkisebb stlyd, X-bdl kivezets szinezetlen élt fessiink
kékre.

Piros szabaly: valasszunk G-ben egy olyan egyszeri kort, amiben nincs piros
él, és a kor egyik legnagyobb silyt szinezetlen élét fessiik pirosra.

Mutassuk meg, hogy az algoritmus befesti a G graf minden élét, és a kék
élek végiil egy minimalis koltségi feszitofa éleil

Megoldas.
Az &llitas bizonyitasanal hasznos lesz a megengedett szinezés fogalma. Te-
kintsiik a G graf éleinek egy részleges szinezését, melynél minden él piros,
kék vagy szintelen. Ezt a szinezést megengedettnek nevezziik, ha van G-nek
olyan minimaélis koltségii feszit6faja, amely az Osszes kék élt tartalmazza, és
egyetlen piros élt sem tartalmaz.

Megmutatjuk, hogy az algoritmus végrehajtédsa soran mindig megengedett
szinezésiink van. Ezen feliil a szinezéssel sosem akadunk el; végiil G minden
éle szines lesz. Ebbdl kovetkezik az allitas.
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El6szor belatjuk, hogy a szinezés mindig megengedett. Kezdetben ez
nyilvan igaz. Tegyiik fel ezutdn, hogy egy megengedett szinezésiink van.
Legyen T egy megfelels minimalis koltségii feszitéfa (amely minden kék élt
tartalmaz és egyetlen pirosat sem). Tegyiik fel tovabba, hogy a kovetkezd
lépésben a graf f élét festjiik be. Két eset lehetséges:

(1) Kék szabalyt hasznaljuk. Ekkor f kék lesz. Ha f éle T-nek, akkor
az Uj szinezés is megengedett. Tegyiik fel ezutan, hogy f nem éle T-nek.
Tekintsiik azt az X C V csiicshalmazt, amire a kék szabalyt alkalmaztuk. A
T feszit6faban van olyan 1t, amely f két végpontjat 6sszekoti. Ezen az tton
sziikségképpen van olyan f’ él, ami kimegy X-bdl, hiszen f kimegy X-bol.
Mivel T egyetlen piros élt sem tartalmaz, ezért f’ nem lehet piros, és nem
lehet kék sem a kék szabaly miatt (X-bdl nem megy ki kék él). Igy az f él
szinezetlen. Méasrészt szintén a kék szabaly alapjan w(f’) > w(f). Legyen T"
a T-bol f' torlésével és f hozzdadasaval kapott graf. Vilagos, hogy 17 is egy
minimalis koltség feszitofa, hiszen dsszefiiggs és |[V| — 1 éle van, tovabba T”
koltsége nem haladja meg T koltségét. Ebbdl kovetkezik, hogy az 1 szinezés
is megengedett.

(2) Piros szabalyt hasznaljuk. Ekkor f piros lesz. Ha f nem éle T-nek, akkor
az 1j szinezés is megengedett. Tegyiik fel ezutan, hogy f éle T-nek. Vilagos,
hogy f torlésével T' két komponensre esik szét. Tekintsiik azt a kort, amelyre
a piros szabalyt alkalmaztuk. Ennek van olyan f-t&l kiillonbozé [/ éle, ami
a két komponens kozott fut. Mivel T az Osszes kék élt tartalmazza, ezért f’
nem lehet kék, és nem lehet piros sem a piros szabaly miatt (nincs a koron
piros ¢l). Igy az f’ ¢l szinezetlen. Méasrészt szintén a piros szabaly miatt
w(f) <w(f). Az f' él végpontjait sszekotd T-beli at nyilvan tartalmazza
f-et. Legyen T" a T-b6l f torlésével és f' hozzdadasaval kapott graf. Vilagos,
hogy 7" is egy minimalis koltségii feszit6fa, hiszen Gsszefiiggs és |[V]| — 1 éle
van, tovabba T” koltsége nem haladja meg T koltségét. Ebbdl kovetkezik,
hogy az 1j szinezés is megengedett.

Hatra van még az allitds méasodik felének bizonyitasa. Tegyiik fel tehat,
hogy van még szinezetlen él, legyen f egy ilyen. A szinezés megengedett
volta miatt a kék élek egy erdst alkotnak, az erdé komponenseit nevezziik
kék faknak. Ha f végpontjai ugyanabban a kék faban vannak, akkor a piros
szabaly alkalmazhaté arra a korre, amelynek élei f és az f végpontjait Ossze-
kots (egyetlen) kék ut élei. Ha pedig f kiilonbo6z6 kék fakat kot 6ssze, akkor
a kék szabaly alkalmazhato: X legyen az egyik olyan kék fa csticshalmaza,
amelyhez f csatlakozik (ebben az esetben nem biztos, hogy f kap szint a
kovetkezs lépésben). Igy a szinezés mindkét estben folytathato.
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Minimalis koltségii feszitofak élei

Feladat.

Legyen G = (V, E) egy stlyozott éld, iranyitatlan, Osszefiiggs graf, ahol az
élstlyok mind kiilonbo6z6k.

(A) Legyen (S, V\5) a graf csucshalmazanak egy particioja (egyik részhalmaz
sem iires), és legyen e = (v,w) az S és V' \ S csiicshalmazok kézott mend
élek koziil a legkisebb stulyta. Ekkor e hozzatartozik a G graf 6sszes minimalis
koltségti feszitGfajahoz.

(B) Legyen C' a graf egy kore, és legyen e = (v, w) a kor élei kozott a leg-
nagyobb sulyt. Ekkor e nem tartozik hozza a G graf egyetlen minimalis
koltségi feszit6fajahoz sem.

(C) Egy e = (v,w) akkor és csak akkor nem tartozik hozza G egyetlen mini-
maélis koltségi feszit6fajahoz sem, ha v és w kozdtt vezet olyan ut, amelyen
minden él kisebb silyt, mint e.

Megoldas.
(A) Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan T' minimaélis koltségt feszitGfaja
G-nek, amely nem tartalmazza e-t. Tekintsiik a v és w csiicsok kozotti T-beli
utat. Mivel az ut egyik végpontja S-ben, méasik végpontja V' \ S-ben van,
ezért kell lenni olyan €’ élnek az tton, amelynek végpontjaira ugyanez teljesiil.
Most a T-bél e hozzavételével és e’ elhagyasaval keletkezd T' graf szintén
feszit6faja G-nek, hiszen Osszefiiggs és |V| — 1 éle van, tovabba T koltsége
kisebb, mint T" koltsége, ugyanis feltételiink szerint e silya kisebb, mint €
stlya. Tgy T nem miniméalis koltségt feszit6faja G-nek, ami ellentmondés.

Jegyezziik meg, hogy a bizonyitas soran az ¢lstlyok kiilénbozdségére vo-
natkozo feltételbdl csak annyit hasznaltunk ki, hogy az S és V' \ S csticshal-
mazok kozott mend élek kozott csak egy minimalis silyi van.
(B) Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan T" minimalis koltségi feszitGfaja
G-nek, amely tartalmazza e-t. Ha a T fabol toroljiik e-t, akkor T két kompo-
nensre esik szét. Jelolje a két komponens csiicshalmazat S és V' \ S. Ha a C
korbél toroljiik e-t, akkor egy olyan utat kapunk, amelynek egyik végpontja
S-ben, méasik végpontja pedig V' \ S-ben van. Vilagos, hogy ezen az tuton
kell lenni olyan ¢’ élnek, amelynek végpontjaira ugyanez teljesiill. Most a
T-bdl € hozzavételével és e elhagyasaval keletkezd T graf szintén feszit6faja
G-nek, hiszen Osszefiiggs és |V| — 1 éle van, tovabba T koltsége kisebb, mint
T koltsége, ugyanis feltételiink szerint e stlya nagyobb, mint ¢’ sulya. Igy T
nem minimalis koltségil feszitéfaja G-nek, ami ellentmondés.

Jegyezziik meg, hogy a bizonyitas soran az élsilyok kiilonbozGségére vo-
natkozo feltételbdl csak annyit hasznaltunk ki, hogy a C' kor élei kozott csak
egy maximalis stlyt van.
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(C) Eloszor tegyiik fel, hogy v és w kozott vezet olyan tt, amelyen minden
él kisebb silyt, mint e. Ezt az utat kiegészitve e-vel egy olyan kort kapunk,
amelynek e a maximalis silyu éle, igy az el6z6 allités szerint e nem tartozhat
hozza G egyetlen minimalis koltségi feszit6fajahoz sem.

Ezek utan tegyiik fel, hogy v és w kozott nem vezet olyan ut, amelyen
minden él kisebb stilyt, mint e. Legyen S a graf azon cstcsainak halmaza,
amelyek elérhet6k v-b6l olyan titon, amelyen minden é1 kisebb sulyt, mint e.
Jegyezziik meg, hogy v € S ésw & S.

Megmutatjuk, hogy az S és V' \ S cstcshalmazok kozott mend élek nem
lehetnek e-nél kisebb stlytak. Legyen f = (z,y) olyan él, amelyre x € S és
y € V'\ S. Feltételiink szerint x elérhetd v-bél olyan tton, amelyen minden
él kisebb silyti, mint e. Ha most f kisebb silyta lenne mint e, akkor y is
elérhetd lenne v-bél olyan tton, amelyen minden él kisebb sulytd, mint e,
ellentmondva annak, hogy y € V' \ S.

Ennélfogva e az S és V \ S cstcshalmazok kozott mend élek kozil a
legkisebb stly, igy az els allitas szerint e hozzatartozik G 6sszes minimalis
koltségi feszitétajahoz.

Minimalis koltségi feszit6fa egyértelmiisége

Feladat.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy G = (V, E) stlyozott éli, iranyitatlan, 6ssze-
fiiggs gratban az élsilyok mind kiilonb6zsk, akkor G minimalis koltségii fe-
szitofaja egyértelm!

Megoldas.

Indirekt tegyiik fel, hogy T és T5 kiilonb6z6 minimalis koltségl feszitGfai
G-nek. Ekkor Tj-nek van olyan e éle, amelyik nem tartozik hozzd T,-hoz.
Vegyiik hozza T5-hoz az e élt. Az igy kapott grafban van kor, legyen e’ ennek
a legnagyobb siilyt éle. A minimalis koltségii feszitGfak éleirsl szolo feladat
masodik része szerint ¢’ nem tartozhat hozza G egyetlen minimélis koltségi
feszit6fajahoz sem, ami persze ellentmondas, hiszen e’ hozzatartozik T és T,
legalabb egyikéhez.

Minimalis koltségt feszit6fak élstily sorozatai

Feladat.

Legyen G = (V,E) egy sulyozott éld, iranyitatlan, Osszefiiggd graf a
w: E — R salyfiiggvénnyel, és legyenek T' és T' minimalis koltségii feszit6fai
G-nek. Legyenek (ej,es,...,e,-1) és (e],€5,...,e,_1) a T é T" minimalis

» “n—1
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koltségi feszitGfak éleinek az élsulyok szerint monoton névekvéen rendezett
sorozatai. Mutassuk meg, hogy ekkor w(e;) = w(e}) minden 1 <7< n—1
esetén!

Megoldas.

Indirekt tegyiik fel, hogy léteznek olyan T és T’ minimaélis koltségii feszits-
fak G-ben, amelyek éleinek az élstulyok szerint monoton névekvGen rende-
zett (e1,e9,...,en_1) és (€], €,, ..., €l ) sorozataira w(e;) # w(e}) valamely
1 <7< n—1esetén. Legyen j a legkisebb ilyen index. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy w(e;) < w(e}).

Tekintsiik a G csticsal és az e}, €y, ..., €, élek dltal meghatdrozott F
erd6t. Vegyiik észre, hogy F' barmelyik fajanak a csicsait az e, eq, ..., ¢€;
élek koziil legfeljebb annyi kotheti Ossze, mint ahany az e}, ey, ... ¢e;_; élek
koziil. Valoban, legyen T az F' erds egy faja, és legyen V* ennek a fanak
a csticshalmaza. Mivel e, es,...,e; a G graf egy kormentes részgrafjanak
(feszitGfajanak) élei, ezért a V*-beli csiucsokat koziilikk legfeljebb [V*| — 1
kitheti Gssze. Ugyanakkor a V*-beli csiicsokat az e}, e5,. .., €}, élek koziil
pontosan |V*| — 1 koti Ossze, a T fa élei.

Ebbdl kovetkezik, hogy az eq,es, ..., e; élek kozott sziikségképpen van
olyan, amely kiilonb6z6 F-beli fakat kot Ossze, legyen e egy ilyen él. Te-
kintsiik most az e él végpontjait 6sszekots T’-beli utat. Ezen az uton kell
lenni olyan e;, élnek, amely kiilonbozik e}, €5, ..., €’ mindegyikétdl, hiszen
az e, élt az I erdd éleihez hozzavéve nem keletkezik kor. Feltételiink szerint
w(er) < wle;) < w(e)) < wley,), igy a T fahoz hozzdvéve az ey, élt és el-
hagyva az e}, élt a G graf egy 1"-nél kisebb koltségi feszitéfajat kapjuk, ami
ellentmondas.

Minimalis koltségii feszit6fa variacid

Feladat.

Egy feszit6fa koltségét ugy definidltuk, mint a fadban szerepld élek stlyainak
Osszege. Bizonyos esetekben masféle koltségszamitas is értelmes lehet, pél-
daul egy fa koltségeként értelmezhetjiik a legnagyobb stlya élének a stlyéat.
Mutassuk meg, hogy ha egy G = (V, E) silyozott éld, iranyitatlan, 6ssze-
fiiged grafban T° minimalis koltségi feszitéfa az elGbbi értelemben, akkor
minimalis koltségi feszitéfa az utobbi értelemben is!

Megoldas.

Legyen T egy hagyomaéanyos értelemben vett minimalis koltségl feszit6faja
G-nek. Indirekt tegyiik fel, hogy 7' nem minimalis koltségi az 4j értelem-
ben, azaz van olyan T’ feszitGfaja G-nek, amelyben a legnagyobb silya él
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kénnyebb, mint 7' legnagyobb silya éle. Ez azt jelenti, hogy T-nek van
olyan e éle, amely nehezebb T" sszes élénél. Vegyiik hozza T'-hoz az e élt.
Az igy kapott grafban van kor, rdadasul ennek a kornek e a legnehezebb éle.
A minimalis koltségi feszitofak éleirdl szolo feladat masodik része szerint e
nem tartozhat hozzd G egyetlen minimalis koltségii feszitéfajahoz sem, ami
persze ellentmondés, hiszen e hozzatartozik T-hez.

Klaszterezés

Feladat.

Legyen adott (valamilyen) objektumok egy U = {p1,p2,...,p,} halmaza.
Tegyiik fel, hogy barmely két p; és p; objektumnak ismerjiik a d(p;, p;) tavol-
sagat. A d tavolsagfiiggvényrdl itt csak annyit tesziink fel, hogy tetszéleges
p; és p; objektumokra

g d(pzapj) 2 07

e d(p;,p;) = 0 akkor és csak akkor, ha i = j,

o d(pi,pj) = d(pj,pi).

Legyen tovabba adott egy k& < n porzitiv egész szam. Az U halmaz k nem

tires részhalmazanak egy {Cy, Cs, ..., Cy} csaladjat az U egy k-particiojanak
nevezziik, ha

® 01U02U"'UOkZU,
L4 Cﬂ?@z@,haz;&j

A {CY,Cy, ..., Cy} particio szeparaltsaga legyen a

min{d(pi, p;) | pi € Cs, p; € Cy, s #t}

mennyiség.
Adjunk hatékony algoritmust U egy olyan k-particiéjanak megkeresésére,
amelynek szeparaltsaga a lehetd legnagyobb!

Megoldas.

Tekintsiik a kovetkez§ stlyozott éld teljes grafot: a graf csicsai legyenek az
objektumok, két csiics kozotti él silya pedig legyen a megfelelg objektumok
tavolsaga. Inditsuk el ezen a grafon a Kruskal algoritmust. Kezdetben n
darab egy csucsu fa van. Minden lépésben a legkisebb sulyt, kért nem okozo
él hozzavételével a fak szama eggyel csokken. Amikor a fak szama eléri a k-t,
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akkor alljunk meg. Kicsit mas szemszogbdl nézve: futtassuk le a grafon a
Kruskal algoritmust, majd téroljiik a kapott minimalis koltségi feszitéfa k—1
legnagyobb sulyu élét (a Kruskal algoritmus ezeket veszi hozza a feszitéfahoz
utoljara). Vilagos, hogy a kapott fak csucshalmazai egy k-particiot alkotnak.

Megmutatjuk, hogy az ilyen modon keletkezd k-particié szeparaltsaga a
lehetd legnagyobb. Legyen C = {C1, (s, ..., Cy} az eljaras altal elgallitott k-
partici6. Ennek szepariltsiga nyilvan a Kruskal algoritmus altal konstrualt
minimalis koltségi feszitGfa (k — 1)-edik legnagyobb silyua élének d* stlya.

Tekintsiink ezutan egy tetsz6leges, C-t6l kiilénboz6 k-particiot. Legyen
ez mondjuk € = {C},C%,...,C}}. Mivel € és €’ kiilonbozdk, ezért sziikség-
képpen van olyan C, € € halmaz, amely nem részhalmaza egyetlen C'-beli
halmaznak sem. Ebben a C, halmazban talalhatok olyan p; és p; csticsok,
amelyek kiilonboz6 €'-beli halmazokban vannak, mondjuk p; € C és p; € C},
ahol s # t.

Mivel p; és p; ugyanabban a C, halmazban vannak, ezért a Kruskal al-
goritmus még a megdllitisa el6tt hozzavette az altala elGallitott erd6hoz egy
pi-t és pj-t Osszekot6 P it Osszes élét. Jegyezziik meg, hogy ezen a P tton
minden é] stlya kisebb vagy egyenld, mint d*. Masrészt p; € C., mig p; & C..
A p; cstcesbol indulva legyen p’ az elsé olyan csics P-n, amely nincs C’-ben,
p pedig az ezt kozvetleniil megel6z§ csics. Az el6bbi megjegyzéssel Gssz-
hangban d(p,p’) < d*, igy mivel p és p’ a €’ particio kiilonb6z6 halmazaiban
vannak, ezért €' szeparaltsaga legfeljebb d(p,p’) < d*.

Az algoritmus az UNIO-HOLVAN adatszerkezet hasznalataval hatéko-
nyan megvaldsithato. A halmazok legyenek az aktuéalis erd6 komponenese-
inek cstcshalmazai. Az éppen vizsgalt (p;, p;) ¢l az erd6hoz adva pontosan
akkor nem eredményez kort, ha a végpontok kiilonb6z6 komponensekben
vannak, azaz HOLVAN(p;) # HOLVAN(p;). A kormentesség tehat két HOL-
VAN kérdéssel ellenérizhets. Miutan a (p;, p;) élt hozzavettiik az erdshoz,
egyesiteniink kell a p;-t és a p;-t tartalmaz6 komponenseket. Ezt egy UNIO
mitivelettel érhetjiik el.

Egy él végpontjairol egyszer kérdezziik le, hogy melyik komponensben
vannak. Ez O(n?) szamt HOLVAN miivelet, melyek dsszkoltsége O(n?logn).
Osszesen n — k élt valasztunk ki, ami n — k szama UNIO miiveletet jelent,
ezek Osszkoltsége O(n). A kiindulasi helyzetet jelenté n darab egy csticsu fa
kialakitasanak koltsége is O(n). A minimalis élek kivalasztasaval kapcsolatos
teendsk koltsége O(n?logn?) = O(n%logn). Igy a teljes koltség O(n?logn).
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Minimalis vagas

Feladat.
Legyen G=(V,E)egy n > 2 csucs, 1rany1tatlan osszefuggo graf. A graf
graf egy Vagasanak nevezziik. Egy (A, B) vagas méretén a graf azon elelnek
a szamat értjik, amelyek egyik végpontja A-ban, a mésik pedig B-ben van.
Egy (A, B) vagast minimalisnak neveziink, ha mérete nem haladja meg a graf
egyetlen mas vagasanak a méretét sem. Jegyezziik meg, hogy a G graf egy
minimalis vigasanak mérete megegyezik azon G-beli élek minimaélis szaméaval,
amelyek eltavolitasaval G legalabb két Gsszefiiggé komponensre esik szét.
Futtassuk a G grafon a kovetkezd algoritmust, amelyet kontrakcio algo-
ritmusnak is neveznek. A kontrakcié algoritmus bemenete egy G = (V| E)
legalabb két csicsi, iranyitatlan, Osszefiiggd multigraf, vagyis olyan graf,
amelyben két cstcsot tobb (parhuzamos) él is 6sszekothet. Vélasszuk ki vé-
letlenszertien (egyenletes eloszlas szerint) a G graf egy (u,v) élét, és hazzuk
Ossze ennek két végpontjat egy Gj w csiicsba. Ez azt jelenti, hogy toroljiik a
grafbol az u és v csticsokat az azokat Gsszekots élekkel egyiitt, majd vegyiink
hozza a grathoz egy 1Gj w csicsot, amely legyen az 0j végpontja minden olyan
élnek, amelynek eredetileg u vagy v volt az egyik végpontja (de nem mind-
kettG). Jelolje G' az igy kapott multigrafot. Jegyezziik meg, hogy G’-ben
akkor is megjelenhetnek parhuzamos élek, ha G-ben nem voltak ilyenek.
Ezutan hivjuk meg a kontrakcio algoritmust rekurzivan a G’ grafra. A re-
kurziv hivasok soran G’ csucsait "szupercsucsoknak" kell tekinteni: minden
w szupercstcs megfelel a V-beli cstcsok azon S(w) részhalmazanak, ame-
lyeket a w-hez vezets Gsszehtizasok sorén toroltiink a grafbol. A kontrakcid
algoritmus akkor fejez6dik be, amikor G’ két w; és wo szupercsicsbol all (bi-
zonyos szamu parhuzamos éllel kozottiik). Az algoritmus az (S(wy), S(ws))
vagast adja vissza.

(b} (b, ¢} {a,b,¢}

< <D <)

(A) Mutassuk meg, hogy a kontrakecio algoritmus a graf egy minimélis vagasat
adja vissza legalabb 1/(7) valoszintdséggel!
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(B) Mutassuk meg, hogy ha a kontrakei6 algoritmust (3)Inn alkalommal,
egymastol fliggetleniil lefuttatjuk a grafon, akkor a visszaadott vagasok koziil
a legkisebb értéki egy minimalis vagas legalabb 1 — 1/n valosziniiséggel!

(C) Mutassuk meg, hogy egy n > 2 csticsi, iranyitatlan, osszefiiggd grafnak
legfeljebb (3) minimalis vagésa létezik!

Megoldas.

(A) Legyen (A, B) a graf egy minimdlis vagasa. Legyen k a vagis mérete,
vagyis azon élek F' halmazanak az elemszama, amelyek egyik végpontja A-
ban, méasik végpontja pedig B-ben van. A kontrakci6 algoritmus pontosan
akkor adja vissza az (A, B) vagast, ha egyik iteraciéban sem egy F-beli él
két végpontjat hizza Ossze.

Minden 1 < ¢ < n—2 esetén jeldlje H; azt az eseményt, hogy a kontrakcio
algoritmus az i-edik iteracioban nem egy F-beli él két végpontjat htizza ossze.
Célunk a Hi N HyN---N H,_5 esemény valoszintiségére als6 becslést adni.
Ismert, hogy Prob[H; N Hy N --- N H,_5] felithato feltételes valoszintiségek
szorzataként:

PI‘Ob[Hl N H2 MN---N anZ] = Prob[Hl] PI‘Ob[HQ ‘ Hl] Prob[H3 ‘ H1 N HQ]
tee PI‘Ob[Hn_Q | H1 N H2 N---N Hn_g]

Tekintsiik az elsd iteraciot. Vegyiik észre, hogy G minden csiicsanak a
foka legaldbb k. Valéban, ha G valamely v csicsanak a foka kisebb lenne,
mint k, akkor a ({v}, V' \{v}) vigas mérete kisebb lenne, mint k, ellentmond-
va az (A, B) vagas minimalitdsanak. Ennélfogva G éleinek szama legalabb
%k‘n. Ebbél kovetkezik, hogy a kontrakcios algoritmus ebben az iteracioban
valamelyik F-beli él két végpontjat legfeljebb

k 2

1
5 n n
valoszintiséggel hiazza Gssze, igy

ProblH,] > 1— ~.

n
Legyen ezutan 1 < j < n—3, és tekintsiik a (j + 1)-edik iteraciot. Most a
G’ grafnak n — j szupercsicsa van. Tegyiik fel, hogy a kontrakcié algoritmus
eddig egyetlen F-beli él két végpontjat sem huzta 6ssze. Mivel G' minden
vagasa egyben vagasa G-nek is, ezért G’ minden szupercsucsara legalabb
k él illeszkedik. Ennélfogva G’ éleinek szama legalabb %k(n — 7). Ebbdl
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kovetkezik, hogy a kontrakciés algoritmus ebben az iteraciéban valamelyik
F-beli ¢l két végpontjat legfeljebb

k 2

k(n—j) n—j

N =

valoszintiséggel hizza Gssze, igy

2
n—j

PI‘Ob[Hj+1|H1ﬂH2ﬂ"'ﬂHj]>1—

Mindezeket felhasznélva
Prob[H1 N HQ N---N Hn_g]
= PI'Ob[Hl] Prob[Hz ‘ Hl] PI'Ob[H3 | Hl N HQ] cee
cee Pl"Ob[Hn_Q | H1 N H2 N---N Hn_g}

() (5 5) (k) (05)
(%) (Z(n;i’)l =) ()

(B) Az el6z6 gondolatmenettel Gsszhangban a kontrakcié algoritmus legfel-
jebb 1 —1/(7) valoszintséggel ad vissza olyan vagast, amely nem minimalis.
fgy annak a valészintisége, hogy a kontrakcio algoritmust (Z) Inn alkalom-
mal, egymastol fiiggetleniil lefuttatva minden esetben olyan vagast kapunk,
amely nem minimalis, legfeljebb

(1 - 1/(’;))(3)1” <e ™ — 1/,

Itt felhasznaltuk, hogy tetszGleges n > 2 egész szamra

() <

(C) Legyen G egy n > 2 cslcst, iranyitatlan, Osszefiiggs graf, és legyenek
C1,Cs, ..., C, a graf minimalis vagasai. Minden 1 < ¢ < r esetén jeldlje M;
azt az eseményt, hogy a kontrakci6 algoritmus a C; minimalis vagast adja
vissza, tovabba legyen M = My U My U --- U M,.
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Vegyiik észre, hogy az (A) pont bizonyitasanal valojaban azt mutattuk
meg, hogy Prob[M;] > 1/(}) minden 1 < ¢ < 7 esetén. Mivel tetszéleges
1 <4< j <resetén az M; és M; események nyilvanvaléo modon diszjunktak,
fgy

1> PI‘Ob[M] = Prob [O Ml] = iprOb[Mz] P 7’/ (Z)a

ahonnan r < (g) adodik.
Jegyezziik meg, hogy ez a korlat éles: egy n csicsu kérnek éppen (g)
minimalis vagasa van, ezek mind 2 értékiek.
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Folyamok és parositasok

Ford-Fulkerson algoritmus

Feladat.

Tekintsiik a kovetkezd halozatot.
Uy U1
U2 V2
Uus U3

Legyen az (u1,v1) él kapacitasa 1, az (ug,v9) él kapacitasa r, az (usz,vs) él
kapacitasa r2, az Osszes tobbi él kapacitasa pedig 2 + r, ahol

_—1+45

=0.618...
5 0.618

r
az 1° + x — 1 = 0 masodfokd egyenlet pozitiv gyoke. Mutassuk meg, hogy
ezen a halozaton futtatva a Ford-Fulkerson algoritmust, az nem feltétleniil
fejez6dik be véges sok iteracioi utan!

Megoldas.

Eloszor is jegyezziik meg, hogy r2 = 1 — r, igy "2 = v — r"F! tetszbleges
n természetes szamra. Jegyezziik meg azt is, hogy 0 < r < 1 miatt az r"
sorozat szigoran monoton cstkenve tart nulldhoz, tovabba

Zr”: 1ir:2+7".
n=0

n+2
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A halozatban ({s, u1,us, us}, {v1, va, v3,t}) minimalis vagas, hiszen ennek ka-
pacitdsa 1 +r + r? = 2, minden maés vigas kapacitasa pedig legalabb 2 + r.
Igy a maximalis folyam minimalis vagas tétel szerint a halozat maximalis
folyama 2 értékd.

Futtassuk most a Ford-Fulkerson algoritmust a halézaton a kovetkezé
modon. Induljunk ki az azonosan 0 folyambol és az elsé iteracioban noveljiik
a folyamot 1-gyel a reziduélis halozat

s—u; — v —t

javito utja mentén. Ezutdn az (uy,v;) él rezidualis kapacitasa 0, az (ug, v2)
¢l rezidualis kapacitasa r, az (us, v3) €l rezidudlis kapacitasa pedig 72 lesz a
rezidualis halézatban. A masodik iteracioban noveljiik a folyamot r2-nal a
reziduéalis halozat

S— U3 —> VU3 — V] —> U —> Uy —> Vg =T

javito atja mentén. Ezutan az (uy,v;) él rezidualis kapacitasa 72, az (ug, vo)
él reziduélis kapacitdsa r — r? = 13, az (ug,vs) él rezidulis kapacitasa pedig
0 lesz a rezidualis halézatban. A harmadik iteraciéban néveljiik a folyamot
r3-nal a rezidualis halozat

S— Uy —> Vg —> VU3 —> U3 —> U — V] — T

javito ttja mentén. Ezutan az (up,v;) él rezidualis kapacitasa r? — r® = r?,

az (ug, v9) él rezidudlis kapacitasa 0, az (us, v3) él rezidualis kapacitasa pedig
r? lesz a rezidualis halozatban. A negyedik iterdcioban noveljiik a folyamot
r*-nel a rezidudlis halozat

S— U] —> VU] — Uy —> Uy —> U3 —> V3 —>T

javito atja mentén. Ezutan az (up,v;) él rezidualis kapacitasa 0, az (ug, vq) él
rezidualis kapacitasa r*, az (us3, v3) €l reziduélis kapacitasa pedig r3 —r* = 15
lesz a rezidudlis halozatban. Vilagos, hogy a folyam ndévelését ilyen moddon
végtelen sokszor megismételhetjiik, egyre nagyobb és nagyobb r hatvanyok-
kal. Ne feledjiik, az (uy,v1), (u2,v2), (ug,vs) élektdl kiilonbozs élek kapaci-
tasa 2 + r, igy azoknak mindig elég nagy a reziduélis kapacitasa a folyam
noéveléséhez. A folyam értéke 2-hoz konvergal a megoldas elején tett masodik

észrevétellel 6sszhangban.

Jegyezziik meg, hogy ha a halézathoz hozzavessziik az (s,t) élt 1 kapa-
citdssal, akkor a javitdo utak elGbb latott megvalasztasaval tovabbra is egy
2 értékd folyamhoz tartunk, mikézben az 0j hélozat maximalis folyama 3
értékd.
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Maximalis folyamok

Feladat.
Dontsiik el, hogy igazak-e a kovetkezd allitasok! Ha igen, bizonyitsuk be, ha
nem, adjunk ellenpéldat!

(A) Ha egy halozatban minden él kapacitasa paros szam, akkor van olyan
maximalis folyam, hogy a hal6zat minden élén péaros a folyam értéke.

(B) Ha egy halézatban minden él kapacitasa paros szam, akkor minden ma-
ximalis folyam esetén a halozat minden élén paros a folyam értéke.

(C) Ha egy héalozatban minden él kapacitasa paratlan szam, akkor van olyan
maximalis folyam, hogy a halézat minden élén paratlan a folyam értéke.

(D) Ha egy héalozatban minden él kapacitdsa paratlan szam, akkor minden
maximalis folyam esetén a halézat minden élén paratlan a folyam értéke.

Megoldas.

(A) Igaz, a Ford-Fulkerson algoritmus egy ilyen maximalis folyamot ad. Eh-
hez elég észrevenni, hogy esetiinkben a Ford-Fulkerson algoritmus minden
iteracios lépése utan mind a folyamértékek, mind pedig a rezidualis kapaci-
tasok paros szamok.

(B) Hamis. A kovetkezs halozatban f(s,u) = f(s,v) = f(u,w) = f(v,w) =
1és f(w,t) =2 egy maximalis folyam.

(C) Hamis. A kovetkez6 halozatban f(s,u) = f(s,v) = f(u,w) = f(v,w) =
1 és f(w,t) =2 az egyetlen maximalis folyam.
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(D) Hamis. Lasd (C).

Uj maximalis folyam

Feladat.

Legyen G = (V, E) egy halozat az s forrassal és ¢ nyelével, valamint a ¢ egész-
értékd kapacitasfiiggvénnyel. Legyen tovabba f egy egészértékd maximalis
folyam a halozaton. Tegyiik fel, hogy egy adott (u,v) € E él kapacitasat
eggyel megnoveljiik. Adjunk O(|E| + |V]) koltségii algoritmust az @j halozat
egy maximalis folyamanak megkeresésére!

Megoldas.
Elgszor megmutatjuk, hogy az uj halozatban a maximalis folyamérték |f|
vagy |f| + 1. Az uj halozatban a maximaélis folyamérték nyilvan legalabb
|f|, hiszen f egy folyam az j halozatban is. Igy elég belatni, hogy az tj
halézatban a maximalis folyamérték legfeljebb |f| + 1. A maximaélis folyam
— minimalis vagéas tétel szerint van olyan (A, B) vagéasa a régi halozatnak,
amelynek kapacitasa |f|. Mekkora az 0j halozat (A, B) vagasanak kapacité-
sa? A régi halozat (u,v)-n kiviili éleinek kapacitiasa nem valtozott, az (u,v)
¢él kapacitasa pedig eggyel nétt. Ebb6l azonnal kévetkezik, hogy az 0j héa-
lozat (A, B) vagasanak kapacitasa legfeljebb |f| + 1. A maximaélis folyam —
minimélis vagas tétel szerint ezért az Gj halézatban a maximalis folyamérték
legfeljebb |f| + 1.

Ezek utédn az algoritmus egyszerti. Az f folyambol kiindulva hajtsuk
végre a Ford-Fulkerson algoritmus egy iteraciojat az uj halozaton. Két dolog
torténhet.

e Nem taldlunk javit6 utat. Ekkor f egy maximaélis folyam az 4j halo-
zatban is.

e Talalunk javito utat. Ekkor ennek felhasznalaséval egy legalabb |f|+ 1
értékd folyamhoz jutunk az Gj halézatban. Ez az elébbiek szerint egy
maximaélis folyam az j halozatban.
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Az algoritmus koltsége O(|E| + |V]).

Maximalis folyam skalazassal

Feladat.

Legyen (G = (V, E), s,t, c) egy halozat az s forrassal és ¢ nyelGvel, valamint a
c egészértékl kapacitasfiiggvénnyel. Tekintsiik a Ford-Fulkerson algoritmus
kovetkez§ valtozatat (szokasos modon ¢y (P) a P javito uton levs élek Gy-beli
rezidualis kapacitasainak minimumaét jeloli).

FordFulkersonSkilazissal(G,s,t,c)
C=max{c(u,v) | (u,v) éle G-nek}
legyen f az azonosan nulla folyam
K=2"[1log,C]
while K>=1 do

while létezik a Gf rezidudlis halézatban olyan P javitd ut,

amelyre c;(P)>=K do
noveljiikk f-et P mentén c:(P)-vel

K=K/2

return f

Mutassuk meg, hogy az algoritmus egy maximaélis folyammal tér vissza
és koltsége O(|E|*log C).

Megoldas.
Elgszér az algoritmus helyességét latjuk be. FEz egyszeri. Az algoritmus
akkor fejez6dik be, ha a reziduélis grafban mar nincs olyan P javito 1t,
amelyre c¢(P) > 1. Mivel a c¢f(u,v) rezidudlis kapacitasok mind pozitiv
egészek, ez azt jelenti, hogy a rezidualis grafban egyaltalan nincs javito tt.
Ezért az algoritmus egy maximalis folyammal tér vissza.

Probaljuk megbecsiilni ezutdn az algoritmus koltségét. A kiilsG while
ciklus iteracidinak szama nyilvan O(log C). De mennyi a bels6 while ciklus
iterdcidinak szama adott K mellett?

Allitas. Legyen f az a folyam, amelyet adott K mellett a bels while ciklus
befejezésekor latunk. Ekkor van olyan (S,7) vagas G-n, amelyre ¢(S,7T) <
|f| + K|E|. Kovetkezésképpen a maximalis folyamérték G-n kisebb, mint
fl + K|E].

Bizonyitas. Jelolje S a graf azon cstcsainak halmazéat, amelyek elérhetdk
Gs-ben s-bdl olyan egyszerd uttal, amelyen minden él rezidudlis kapacitasa
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legalabb K. Legyen tovabba T'= V' \ S. Vilagos, hogy (S,T) egy vagas G-n,
méskiilonben a while ciklus még nem fejez6dott volna be.
Vegyiik észre, hogy ha (u,v) € S x T és (u,v) € E, akkor

fu,v) > e(u,v) — K,

ellenkezs esetben (u,v) olyan éle lenne a rezidualis halozatnak, amelynek re-
ziduélis kapacitdsa nagyobb vagy egyenl§ volna, mint K, igy v is elérhets
lenne G-ben s-bél olyan egyszeri tttal, amelyen minden él reziduélis kapa-
citasa legalabb K. Hasonléan, ha (u,v) € S x T és (u,v) ¢ E de (v,u) € E,
akkor

f<u7 U) > _K7

ellenkezs esetben (u, v) ismét olyan éle lenne a rezidudlis halozatnak, amely-
nek rezidualis kapacitidsa nagyobb vagy egyenlé volna, mint K, igy v is elér-
het6 lenne G-ben s-bdl olyan egyszert tttal, amelyen minden él rezidudlis
kapacitasa legalabb K. A t6bbi (u,v) € S x T csucsparra f(u,v) = 0.

Egy kis szamolas kovetkezik:

fl= Y fluv)

(u,0)eSXT
> Z (c(u,v) = K) + (—K)
(u,0)eSXT (u,0)ESXT
(u,v)eE (u,v)¢E és (v,u)€E

> ¢(S,T) — K|E|.

Innen az allitas els6 része adodik. A mésodik rész a maximalis folyam —
minimalis vagas tételbsl kovetkezik.

Ezek utan a belsé while ciklus iterdcidinak szama adott K mellett méar
kénnyen becsiilhets. ElGszor is jegyezziik meg, hogy adott K mellett a belsd
while ciklus minden iteracioja soran a folyamérték legalabb K-val né. A
szokéasos modon jeldlje |f*| a maximalis folyamértéket G-n.

Tekintsiik a belso ciklus els6 végrehajtasat. Ekkor

K = 2[log2 C] _ 2[log2 C’]+1/2 > 2log2 0/2 _ 0/2,

« .0,

|f*| < C|E], hiszen semelyik vagas kapacitasa sem lehet nagyobb, mint C|E|.
Ennélfogva a ciklusban az iteraciok szama nem lehet t6bb, mint 2|E|, mivel
a ciklus befejezése utan a folyamérték nyilvan nem nagyobb, mint | f*|.
Ezek utan tekintsiik a belsd ciklus tovabbi végrehajtasait. Az allitassal
osszhangban adott K mellett a belsé while ciklus végrehajtas elstt |f| >
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|f*| — 2K | E| teljesiil (az allitast a bels§ while ciklus ezt kozvetleniil megel5z6
végrehajtasara alkalmazzuk a K’ = 2K paraméterrel). Minden iteracioban
a folyamérték legalabb K-val ng, végiil a ciklus befejezése utan a folyamér-
ték nyilvan legfeljebb |f*|. Igy ezekben az esetekben is az iteraciok szama
legfeljebb 2| E].

Végiil nézziik a javito utak keresésének koltségét. Adott K értékre a rezi-
dualis halozatban olyan P javito utat, amelyre c;(P) > K teljesiil, szélességi
vagy mélységi bejarassal kereshetiink, a K-nél kisebb rezidudlis kapacitasi
éleket egyszertien figyelmen kiviil hagyva. A koltség O(|V |+ |E|) = O(|E]).

Mindezekbdl kévetkezik, hogy a két egymasba agyazott while ciklus so-
ran végrehajtott miiveletek koltsége O(|E|?logC). Az egymasba 4gyazott
ciklusok el6tti miiveletek koltsége O(|E|), igy az algoritmus teljes koltsége
O(|E)?log C).

Edmonds-Karp algoritmus

Feladat.

Legyen (G = (V, E), s,t,c) egy halozat az s forrassal és t nyelGvel, valamint
a ¢ kapacitasfiiggvénnyel. Mutassuk meg, hogy a Ford-Fulkerson algoritmus
altal végrehajtott iteraciok szama |V| és |E| polinomjaval feliilrsl becsiilhetd,
ha mindig egy legrévidebb, vagyis egy legkevesebb é1bdl allo javitoé it mentén
néveliink! Emlékezziink ra, hogy legrévidebb javito utat szélességi kereséssel
talalhatunk. Az algoritmus ezen valtozatat Edmonds-Karp algoritmusnak
nevezziik.

Megoldas.

Az Edmonds-Karp algoritmus soran végrehajtott iteraciok szamanak becs-
lésénél fontos szerepet jatszanak a kdvetkez6 mennyiségek. TetszGleges f
folyam és v € V csics esetén jelolje 0f(s,v) a Gy rezidualis halozatban a
v csics s-t6l vald tavolsdgat, azaz az s-bdl v-be vezets legrévidebb, azaz
legkevesebb élb6l 4llo 1t hosszat.

Allitas. Ha a (G, s,t,c) halézatban az Edmonds-Karp algoritmussal kere-
siink maximalis folyamot, akkor az Gsszes v € V' \ {s,t} csticsra a d7(s,v)
mennyiség minden iteraciés lépésben monoton né.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy valamelyik iteraciés 1épésben vala-
melyik s-t6l és t-t6l kiilonb6z6 cstcs s-t6l vald tavolsaga szigorian monoton
csokken. Legyen f az elsd ilyen iteracio elstti folyam, f' pedig az iteracio
utani folyam. Legyen tovabba v egy olyan s-t6l és ¢-t6l kiilonb6z6 cstcs,
amelynek s-t61 valo tavolsaga ebben az iteracios lépésben szigoriian monoton
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csokken, tehat amelyre 04/ (s,v) < d¢(s,v), és amelynek az ilyen tulajdonsa-
gu csucsok kozil az s-t6l vald tavolsdga minimaélis az f’-hoz tartozo rezidalis
halézatban.
Tekintsiink most egy s-bdl v-be vezets legrovidebb utat az f’-hoz tarto-
z6 rezidélis halézatban, jellje ennek a v-t kdzvetleniil megel6z6 csticsat w.
Ekkor
5f/(s,u) = (5]0/(871}) — 1.

A v csiics megvalasztasa miatt nyilvan
dp(s,u) = 0s(s,u).

Allitjuk, hogy (u,v) € E;, ahol E; szokdsos modon az f-hez tartozo reziduélis
haloézat élhalmazat jeloli. Ellenkez6 esetben ugyanis

dr(s,v) < Op(s,u) +1 < dp(s,u) +1=10dp(s,0),

ami ellentmond a d¢(s,v) > dp(s,v) feltevésnek.

Kaptuk tehat, hogy (u,v) & Ef és (u,v) € Ep. Ez csak ugy lehetséges,
hogy a kérdéses iteracios lépéshben az f(u,v) folyamérték szigortian monoton
csokken, kovetkezésképpen az f(v,u) folyamérték szigorian monoton nd, te-
hat (v, u) rajta van a javito uton. Mivel az Edmonds-Karp algoritmus mindig
egy legrévidebb it mentén noveli a folyamot, ezért

dr(s,v) =6(s,u) =1 < dp(s,u) —1=0p(s,v) — 2,

ami ellentmond a d(s,v) > §p(s,v) feltevésnek. Igy az adott tulajdonsi-
goknak megfelel§ v cstics nem létezhet.

Allitas. Ha a (G, s,t,c) halézatban az Edmonds-Karp algoritmussal kere-
stink maximalis folyamot, akkor az iteracios lépések szama O(|V||E]).

Bizonyitas. Kezdjiik egy elnevezéssel: a Gy rezidudlis hélézat P javito
atjan egy (u,v) élt kritikusnak neveziink, ha c(u,v) = cf(P). Vilagos, hogy
miutan noveljiik a folyamot a P javitd it mentén, a javité ut minden kritikus
éle kikeriil a rezidudlis halozatbol. Az is vilagos, hogy minden javité dton
van legalabb egy kritikus él.

Tekintsiik a G = (V, E) iranyitott grafot, ahol

E = {(u,v) | (u,v) € E vagy (v,u) € E}.

Vizsgaljuk meg, hogy egy (u,v) € E ¢l hanyszor lehet kritikus az Edmonds-
Karp algoritmus lefutdsa soran! Ne feledjiik, a rezidudlis halézatok élei min-
dig G élei koziil valok.
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Elgszor is jegyezziik meg, hogy amikor (u,v) kritikus él, akkor
dr(s,v) = 0f(s,u) + 1,

hiszen az Edmonds-Karp algoritmus mindig egy legrévidebb @t mentén no-
veli a folyamot. A folyamnovelés utén (u,v) kikeriil a rezidualis halézatbol.
Ezutan (u,v) csak akkor jelenhet meg ismét egy rezidualis halozatban, ha
a folyamérték (u,v)-n szigortian monoton csékken, ami viszont csak akkor
lehetséges, ha (v, u)-n szigorian monoton nd, vagyis (v,u) megjelenik egy
javito uton. Legyen a folyam f’ amikor ez legkdzelebb bekovetkezik. Ekkor

Spr(s,u) = dp(s,v) + 1.
Az el6z6 allitas szerint d7(s,v) < dp/(s,v), ezért
dp(s,u) =0p(s,v)+12=0s(s,0) +1=70¢(s,u) + 2.

Ez azt jelenti, hogy az (u,v) él kétszeri kritikussa véalasa kozott az s-b6l u-ba
vezetd legrévidebb it hossza legalabb kettével n6tt. Kezdetben a legrovidebb
it hossza legalabb 0, és amig u elérhetetlenné nem valik s-b6l, a legrovidebb
t hossza soha nem lehet nagyobb, mint |V|—2. Ezért (u, v) legfeljebb [|V|/2]
alkalommal lehet kritikus él.

Mivel |E| < 2|E|, azért az Edmonds-Karp algoritmus lefutésa soran a
kritikus élek teljes szama O(|V||E|). Figyelembe véve, hogy minden javito
iuton van legalabb egy kritikus él, az allitds adodik.

Ebbgl kovetkezik, hogy ha egy (G, s,t, c) halozatban az Edmonds-Karp
algoritmussal keresiink maximalis folyamot, akkor az eljaras teljes koltsége
O(|VIIEP).

HAlo6zatok kritikus élei

Feladat.

Legyen G = (V, E) egy halozat az s forrassal és t nyelGvel, valamint a ¢ ka-
pacitasfiiggvénnyel. A hélézat egy e € E élét kritikusnak nevezziik, ha az él
kapacitasat csokkentve a hal6zat maximélis folyamanak értéke is csokkenni
fog. Adjunk hatékony algoritmust a halozat egy kritikus élének megkeresé-
sére!

Megoldas.
Elgszor hatarozzuk meg a halozat egy (5, 7) minimalis vagasat. Ehhez keres-
sitk meg a halozat egy maximalis f folyaméat, majd a halozat csticsait aszerint
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osszuk S-be, illetve T-be, hogy a G rezidualis halozatban elérhetk-e s-bdl,
vagy nem.

Allitjuk, hogy a halozat barmely olyan (u,v) éle amelyre v € S és v € T
kritikus. Valoban, ha csokkentjiik az (u,v) él kapacitasat, azzal csokkentjiik
az (9, T) vagas kapacitasat is. Ez azt jelenti, hogy az 4j halozatnak (amelyet
az (u,v) él kapacitasanak csokkentésével kapunk) van olyan vagasa, amelynek
kapacitasa kisebb, mint az eredeti hilézat minimalis vigasinak kapacitésa,
kovetkezésképpen az j halozatban a maximaélis folyamérték kisebb, mint az
eredeti halozatban a maximaélis folyamérték.

Maximalis parositas paros grafokban

Feladat.
Egy G = (V, E) grafot paros grafnak neveziink, ha a V' cstcshalmaz feloszt-
hato két diszjunkt Vi és V5, részre tigy, hogy minden él ezen két halmaz kozott
fut, vagyis tetszéleges (z,y) € F esetén x € V) és y € V, vagy forditva. Paros
grafokra ezzel 6sszhangban hasznalni fogjuk a G = ((Vi, V,), E) jelolést is.
Egy G = ((V1, V2), E) paros graf E élhalmazanak egy E’ részhalmazat G
egy parositasanak nevezziik, ha a G’ = ((V1,V2), E') gratban minden csucs
foka legfeljebb 1. Egy G = ((V4,V3), E) péaros graf egy E' parositasat maxi-
malisnak nevezziik, ha G barmely E” parositasara |E”| < |E'|.
A feladat ezek utan a kovetkezd. Adott egy G = ((V4, V2), E) paros graf.
Hatarozzuk meg G egy maximalis parositasat!

Megoldas.
Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy G-ben nincs izolalt cstics. Készit-
siink G-bd6l halozatot a kovetkezSképpen.

e Vegyiink fel egy 1j s és egy 1j t csicsot, ezek lesznek a halozat forrésa,
illetve nyelGje.

e Az s cstcsbol vezessiink éleket Vi cstcsaiba, V5 csiicsaibol pedig vezes-
siink éleket a t csicsba.

e Irényitsuk az E-beli éleket Vi-t6l V5 felé.
e Minden él kapacitasa legyen 1.

Jegyezziik meg, hogy a halozat élszama |Vi| + |E| + |V2| = O(|E]), hiszen G
minden cstcsara illeszkedik legalabb egy él.

Allitas. Az igy kapott halézatban a maximalis folyam értéke megegyezik a
G-beli maximaélis parositasok élszamaval.
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Bizonyitas. Legyen elGszor f egy csupa egész értékd maximalis folyam
(ilyen létezik, hisz az élkapacitasok mind egészek), és legyen |f| = k. Barmely
u € Vi cstcsba legfeljebb egységnyi folyam folyhat be, ezért legfeljebb egy
olyan u-bol induld (u,v) € E él lehet, amelyen f(u,v) = 1; a tébbi u-bol
indulo élen f(u,v) = 0. Hasonloan, barmely v € V5 cstcsbol legfeljebb
egységnyi folyam folyhat ki, ezért legfeljebb egy olyan v-be érkezd (u,v) € E
él lehet, amelyen f(u,v) = 1; a tobbi v-be érkez6 élen f(u,v) = 0. Ezek
szerint azok az (u,v) € E élek, amelyekre f(u,v) = 1, egy parositast alkotnak
G-ben. A rajtuk d&tmend Osszes folyam értéke egyrészt nyilvan megegyezik az
élek szamaval, mésrészt k-val is, hiszen ez a mennyiség az ({s}UV;, VoU{t})
vagason athalado folyam f({s} U Vi, Vo U {t}) értéke. Igy van a G grifban
egy k élbsl allo parositas.

Masodszor tekintsiik G egy maximéalis parositasat, legyen ebben az élek

szama k. Alljon a parositas az (ui,v1), (ug,v2), .. ., (ug, vy) € E élekbdl, ahol
Up, U, ..., Up € V] €8 V1, 09,...,0; € V5. Most minden 1 < ¢ < k esetén az

(s, u;,v5,t) 0t mentén egységnyi értékii folyamot vihetiink a halézatban s-bél
t-be; ezek Osszesen egy k értéki folyamot adnak.
Innen az allitas adodik.

Ezek szerint ha a G paros grathoz elkészitjiik a fenti halézatot, és abban
a Ford-Fulkerson algoritmussal keresiink maximalis folyamot, akkor a kapott
f egészértékd maximalis folyambol azonnal meg tudjuk hatarozni G egy ma-
ximalis parositasat. Egy maximélis parositas mérete nyilvan O(|V|), ezért
|f] = O(|V)]), igy az eljaras teljes koltsége O(|V||E]).

Konig-Hall tétel

Feladat.

Tekintsiink egy G = ((V4, Vo), E) paros grafot, amelyre |Vi| = |Va|. A graf £
élhalmazanak egy £’ részhalmazat G egy teljes parositasanak nevezziik, ha
a G' = ((V1,Vs), E') grafban minden cstcs foka pontosan 1.

A G graf Vi-beli csticsainak tetszéleges X részhalmazara jelolje I'(X)
azon Vs-beli csiicsok halmazat, amelyek szomszédosak legalabb egy X-beli
csuccesal. Bizonyitsuk be, hogy a G grafban akkor és csak akkor van teljes
parositas, ha barmely X C V] esetén | X| < [['(X)].

Megoldas.

A feltétel sziikségessége magatol értetédik. Az elégségesség bizonyitasdhoz
tegyiik fel, hogy a G grafban nincs teljes parositds. Megmutatjuk, hogy
ekkor létezik olyan X C Vj csucshalmaz, amelyre |X| > |['(X)|. Legyen
Vil = [Va| = n.
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Készitsiink G-b6l halozatot a kovetkezSképpen.

e Vegyiink fel egy 1j s és egy 1j t csicsot, ezek lesznek a halozat forrésa,
illetve nyelGje.

e Az s cstcsbol vezessiink éleket Vi cstucsaiba, V5 csiicsaibol pedig vezes-
siink éleket a t cstcsba.

e Irényitsuk az E-beli éleket Vi-t6l V5 felé.

e Minden él kapacitasa legyen 1.

Idézziik fel, hogy ebben a halézatban a maximaélis folyamérték megegyezik
a G-beli maximalis péarositasok élszamaval. Feltételiink szerint G-ben nincs
teljes parositas, kovetkezésképpen a halézatban a maximalis folyamérték ki-
sebb, mint n. Igy a maximalis folyam — minimélis vagas tétellel 6sszhangban
van olyan (S,T) vagas a halozatban, amelynek kapacitasa kisebb, mint n.
Allitjuk, hogy X = SNV olyan csiicshalmaz, amelyre | X| > [['(X)|.
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Elgszor is vegyiik észre, hogy ha valamely y € I'(X) cstics T-ben van,
akkor ennek athelyezése S-be nem noveli a vigas kapacitasat. Valdban, a
vagas kapacitasat ugyan eggyel noveli az (y,t) él, azonban minden olyan
(x,y) él, amelyre x € X a kapacitéast eggyel csokkenti, és ilyen élbél legalabb
egy mindenképpen van.

Helyezziik at az 6sszes y € I'(X)NT csacsot S-be. Legyen az igy kialakult
vagas (S',T"). Az elébbiek szerint az (S',7") vagas kapacitasa is kisebb,
mint n. A halézat V;-bdl Vo-be mend élei nyilvan nem keresztezik az (S, 7")
vagast. Az s csticsbol indulo élek koziil azok keresztezik a vagast, amelyek
T’-beli csticsokhoz vezetnek, a t csucsba érkezdk koziil pedig azok, amelyek
S’-beli csticsokbol indulnak. Ennélfogva

(ST = VinT'| + Va0 &,
Mivel Vi NT"| =n — |X| és [Van S| > |T(X)], igy
n>c(S,T)=VinT'|+VanS|>n—|X|+|D(X)|,

ahonnan |X| > |I'(X)| adodik.

Minimalis és maximalis koltségii teljes parositas

Feladat.
Tekintsiink egy G = ((V4,V2), E) paros grafot, amelyre |Vi| = |V5]. Az
egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy G-ben nincs izolalt cstcs. A graf
E élhalmazanak egy M részhalmazat G egy parositasanak nevezziik, ha a
G' = (i, V), M) grafban minden cstcs foka legfeljebb 1. A graf F él-
halmazanak egy M részhalmazat G egy teljes parositasanak nevezziik, ha a
G’ = ((V1,Vz), M) grafban minden cstcs foka pontosan 1.

Tegyiik fel, hogy adott az élek halmazén egy c¢: F — R nem negativ
koltségfiiggvény. Egy M parositas c(M) koltsége legyen a benne szerepld
élek koltségének Osszege.

(A) Adjunk hatékony algoritmust, amely meghatérozza a G graf egy mini-
malis koltségi teljes parositasat (ha van ilyen)!
(B) Adjunk hatékony algoritmust, amely meghatarozza a G graf egy maxi-
malis koltségi teljes parositasat (ha van ilyen)!

Megoldas.
(A) Tekintsiik a G graf egy M péarositasat. Készitsiik el ehhez a G sulyozott
éll, iranyitott grafot a kovetkezdképpen.
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e Vegyiink fel egy 0j s és egy 1j t cstcsot. Az s csiicsbol vezessiink éleket
V1 azon cstcsaiba, amelyek nem végpontjai egyetlen M-beli élnek sem,
valamint a ¢ cstcsba vezessiink éleket V5 azon csticsaibol, amelyek nem
végpontjai egyetlen M-beli élnek sem.

e Irényitsuk az E élhalmaz M-hez nem tartozoé éleit Vi-t6l V5 felé, M-hez
tartozo éleit pedig Vo-t6l V; felé.

e Az s cstucsbol indulo, illetve a t csticsba befut6 élek silya legyen 0. Ha
egy e € F élt V1-t6l V; felé iranyitottunk, akkor az iranyitott él silya
legyen c(e), mig ha V,-t61 V] felé, akkor legyen —c(e).

A G,y grafot az M parositashoz tartozé rezidualis grafnak nevezziik. A Gy
rezidualis graf egy (u,v) iranyitott élének silyat jelolje w(u,v).

Tekintsiink a Gy rezidudlis grafban egy s-bél t-be meng P iranyitott
(egyszer(i) utat. Egy ilyen utat javito atnak fogunk nevezni, mivel ha M-bdl
elhagyjuk azokat az éleket, amelyeket V5-t6l V) felé irdnyitottunk és rajta
vannak P-n, illetve hozzavessziik azokat az éleket, amelyeket V;-t6l V5 felé
irdnyitottunk és rajta vannak P-n, akkor egy M elemszdmanal eggyel na-
gyobb elemszamu M’ pérositast kapunk G-ben. Jegyezziilk meg, hogy itt
c(M') = ¢(M) + w(P), ahol w(P) a P javito uton 1év6 Gy-beli irdnyitott
élek sulyainak 0sszegét jeloli.

Algoritmusunk ezek utan a kévetkezs: az tires parositasbol kiindulva 1é-
pésenként noveljiikk a parositast mindig egy minimélis Gsszsilya javito it
mentén mindaddig, amig a rezidudlis grafban talalhato javito tut.

Az algoritmus helyességét tobb 1épésben bizonyitjuk. El§szor azt mutat-
juk meg, hogy ha a GG grafban van teljes parositas, akkor az algoritmus teljes
parositast szolgéltat.

Allitas. Legyen M egy parositasa a G grafnak. Ha most a G, rezidualis
grafban nincs javito ut, akkor M maximalis parositasa a G grafnak.

Bizonyitas. Legyen M’ a G graf egy maximalis parositasa. Tekintsiik az
M* = (M \ M) U (M'\ M) élhalmazt. Vegyiik észre, hogy G barmely
cstucsara legfeljebb két M*-beli él illeszkedhet. Ebbél kovetkezik, hogy az M*-
beli élek cstcsdiszjunkt utakat és koroket alkotnak GG-ben, amelyek felvaltva
tartalmaznak M-beli és M'-beli éleket.

A korok magatol értetédGen paros hosszusaguak, vagyis mindkét parosi-
tasbol ugyanannyi él szerepel benniik.

Foglalkozzunk ezutan az utakkal. Megmutatjuk, hogy az utak els¢ és
utolsé éle nem tartozhat ugyanahhoz a parositashoz. Ebbél kovetkezik, hogy
az utak is paros hosszusigiak, vagyis mindkét parositasbol ugyanannyi él
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szerepel benniik. Az nyilvan nem lehetséges, hogy egy 1t els§ és utolso éle
M-beli legyen, hiszen ekkor M’-bdl elhagyva az taton levd M’-beli éleket és
hozzavéve az uton levé M-beli éleket egy M’ elemszaméanal nagyobb elem-
szamu parositast kapnank, ami ellentmond M’ maximalitdsanak. De az sem
lehetséges, hogy egy 1t elsé és utolso éle M’'-beli legyen. Valoban, egy ilyen
utnak megfelel6 Gy-beli iranyitott utat kiegészitve az s csiicsbol az ut els6
csticsaba futo éllel, valamint az ut utolso csicsabol a t csicsba futo éllel Gy,
egy javitd utjahoz jutnank, ami ismét ellentmondas.
gy |[M'| = | M|, kévetkezésképpen M szintén maximalis parositas.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a grafban van teljes parositas. Az algo-
ritmus helyességének belatasahoz meg kell még mutatni, hogy az algoritmus
altal szolgaltatott teljes parositas minimalis koltségi. Ehhez sziikségiink lesz
a kovetkezd észrevételre.

Allitas. Legyen M egy teljes parositasa a G grafnak. Most M akkor és
csak akkor minimélis koltségi teljes parositas, ha nincs negativ Osszsilyt
irdnyitott kor a G, rezidudlis grafban.

Bizonyitas. Elészor megmutatjuk, hogy ha van negativ dsszstlyu iranyitott
kor a G rezidudlis grafban, akkor M nem miniméalis koltségi teljes paro-
sitds. Mivel M teljes parositas, ezért a Gy, rezidudlis grafban az s csiicsbol
nem indul, a ¢ csicsba pedig nem érkezik egyetlen él sem. Legyen C egy
negativ Osszsulyl iranyitott kor a G, rezidudlis grafban. Nyilvan az s és ¢
cstcsok nincsenek rajta a C' koron.

Vegyiik észre, hogy ha M-bdl elhagyjuk azokat az éleket, amelyeket V5-
t6l V; felé irdnyitottunk és rajta vannak C-n, illetve hozzévessziik azokat
az éleket, amelyeket V;-t6l V; felé iranyitottunk és rajta vannak C-n, akkor
ismét egy teljes parositast kapunk. Jelolje M’ ezt a teljes parositast. Vilagos,
hogy az M’ teljes parositasra ¢(M') = ¢(M) + w(C), ahol w(C) a C koron
v G y-beli irdnyitott élek stlyainak Osszegét jeloli. Mivel w(C') < 0, ezért
c(M'") < ¢(M), amibd6l az allitas kovetkezik.

Ezutan belatjuk, hogy ha nincs negativ dsszsulyt irdnyitott kor a Gy, rezi-
duélis grafban, akkor M minimalis koltségi teljes péarositas. Indirekt tegyiik
fel, hogy van olyan M’ teljes parositasa a G grafnak, amelyre ¢(M') < c(M).
Tekintsiik az M* = (M \ M') U (M’ \ M) élhalmazt. Vegyiik észre, hogy
ha G valamely cstcsara illeszkedik M*-beli él, akkor pontosan két ilyen él il-
leszkedik ra. Ebbdl kévetkezik, hogy az M*-beli élek cstucsdiszjunkt koroket
alkotnak G-ben, amelyek felvaltva tartalmaznak M-beli és M’-beli éleket.
Tekintsiik az ezeknek megfelel6 cstucsdiszjunkt irdnyitott koroket Gp-ben.
Ezen iranyitott korok oOsszstlya c(M') — ¢(M) < 0, ami viszont csak gy
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lehetséges, hogy az irdnyitott korok legalabb egyike negativ Gsszsilyd, el-
lentmondés.

Az el6z6 allitassal 6sszhangban az algoritmus helyességének belatasahoz
elég megmutatni, hogy az algoritmus sordn kapott péarositasokhoz tartozo
reziduélis grafok egyike sem tartalmaz negativ Osszsilyu iranyitott kort.

A G graf minden v € Vj UV, csticsahoz rendeljiink hozzéa egy m(v) po-
tencialértéket. Azt mondjuk, hogy a w: V4 U V5, — R potencialfiiggvény
kompatibilis a G graf egy M pérositasaval, ha

e minden olyan v € V] csiicsra, amely nem végpontja valamelyik M-beli
¢élnek w(v) =0,

e minden olyan (u,v) élre (u € V; és v € V3), amely nem tartozik hozza
M-hez w(u) + c(u,v) —w(v) = 0,

e minden olyan (u,v) élre (u € V} és v € V3), amely hozzéatartozik M-hez
m(u) + c(u,v) — w(v) = 0.

Ezek utén legyen M egy parositas a G grafban, és tegyiik fel, hogy 1é-
tezik az M parositassal kompatibilis 7 potencialfiiggvény. Definidljuk a G,
rezidualis graf tetszéleges (u,v) irdnyitott élének a w,(u,v) redukalt élsalyat
a kovetkezdSképpen:

e ha u = s vagy v = t, akkor legyen w,(u,v) = 0,
e kiilonben legyen w,(u,v) = w(u) + w(u,v) — 7(v).

Vegyiik észre, hogy a G rezidualis grafban a w,(u,v) redukalt élsulyok
mind nem negativak. Ha u = s vagy v = t, akkor ez trividlisan igaz. Ha
u €V és v € Vy, akkor a G grafban az (u,v) él nem tartozik hozza M-hez,
igy a m potencialfiiggvénynek az M péarositassal valé kompatibilitasa miatt
7(u) + c(u,v) — w(v) > 0. Esetiinkben

m(u) + c(u,v) —7(v) = 7(u) + w(u,v) — 7(v) = we(u,v),

amibdl w,(u,v) > 0 kévetkezik. Ha pedig u € V5 és v € Vj, akkor a GG
grafban a (v, u) él hozzatartozik M-hez, igy a 7 potencialfiiggvénynek az M
parositassal valo kompatibilitdsa miatt 7(v) 4 ¢(v,u) — 7(u) = 0. Ebben az
esetben

(V) + c(v,u) — 7(u) = w(v) — wu,v) — w(u) = —w,(u,v),

ahonnan w,(u,v) = 0 adodik.
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Tekintsiik most a G, rezidudlis graf egy tetszéleges C' irdnyitott korét.

Ekkor
w(C) = Y w(e) = 3 wile),

ecC eeC

hiszen a jobb oldali 6sszeghben a potencialértékeknek megfelels tagok kiejtik
egymast. Mivel a jobb oldali 6sszegben szerepl6 redukalt élstilyok mind nem
negativak, ezért a C' iranyftott kor is nem negativ Osszstlyd.

A redukalt élsilyok bevezetésének masik elénye, hogy segitségiikkel haté-
konyan kereshetiink minimalis 0sszsulyu javito utat a rezidualis grafban.

Legyen M egy parositds a G grafban, és tegyiik fel, hogy létezik az M
parositassal kompatibilis 7 potencidlfiiggvény. Tekintsiik a Gj; reziduélis
grafot. Dijkstra algoritmusaval hatarozzuk meg a G,; rezidualis grafban
az s csucsbol a Vi U Vo-beli csiicsokba mend, a redukélt élsilyok szerinti
legrovidebb utakat (ne feledjiik, a redukalt élsilyok nem negativak). Egy
w € ViUV, esticsba mend, a redukalt élstlyok szerinti legrovidebb 1t hosszat
jelolje d(w).

Legyen P a G rezidudlis grafban egy, a nem redukalt élstalyok szerinti
legrévidebb javité at és legyen y a P Gt utolsd el6tti csicsa. Ekkor y egy
olyan Vi-beli cstics, amely nem végpontja egyetlen M-beli élnek sem. Jelolje
a P ut y-ig terjedd szakaszat P’. Vilagos, hogy P’ egy s-bdl y-ba mend, a
nem redukalt élsilyok szerinti legrovidebb ut a G, rezidudlis grafban.

Vegyiik észre, hogy a G, rezidualis graf barmely s-bél y-ba mens P*
atjara

w(P*) =Y we) = (Z ww(e)) +7(y) = wa(P") +7(y).

ec P* ecP*

Ebbdl kévetkezik, hogy ha P* minimélis Gsszulyt a nem redukalt élsilyok
szerint, akkor minimalis Osszstlyt a redukalt élsilyok szerint is, és viszont.

Mivel P egy s-b6l y-ba mend, a nem redukélt élstulyok szerinti legrovi-
debb ut a G, reziduélis grafban, ezért az elgbbiekkel sszhangban a redukalt
élsilyok szerint is az. Igy w(P) = w(P') = d.(y) + 7(y).

Ezek utan a G rezidualis graftban egy, a nem redukalt élstlyok szerinti
legrovidebb javito ut a kovetkezSképpen taldlhatdo meg. Az sszes olyan V-
beli csicsra, amely nem végpontja egyik M-beli élnek sem meghatarozunk
egy, az s csicshol hozza vezetd, a redukalt élsilyok szerinti legrévidebb utat.
Amelyik ilyen 1t y végpontjara d.(y)+7(y) minimalis, az kiegészitve az (y, t)
éllel egy, a kivanalmaknak megfelel§ javito it lesz.

Egyetlen ad6ssagunk van még: a potencialfiiggvények megadésa. Kezdet-
ben M = (). Egy ezzel kompatibilis potencialfiiggvény a kovetkezd: minden
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u € V} cstcsra legyen m(u) = 0, és minden v € V; csiicsra legyen 7(v) azon
G-beli élek koltségének a minimuma, amelyek egyik végpontja v.

Legyen ezutan M egy parositas a G grafban, és tegyiik fel, hogy létezik az
M parositéssal kompatibilis 7 potencialfiiggvény. A fentebb leirtak szerint
hatarozzuk meg a G, rezidualis graf egy minimalis 6sszstulya P javito atjat,
és noveljiik az M parositast a P javito ut mentén. Legyen az igy kapott
parositas M. Allitjuk, hogy a

7:ViUVa =R, v de(v) +m(v)

potencialfiiggvény kompatibilis a G graf M’ péarositasaval.

Elgszor tekintsiik a G graf egy olyan v € V; csiicsat, amely nem végpontja
egyik M’-beli élnek sem. Mivel v nem lehetett végpontja egyik M-beli élnek
sem, ezért 7' (v) = dr(v) + w(v) =0+ 0=0.

Foglalkozzunk ezutan a G graf éleivel. Legyen (u,v) € E, ahol u € V; és
v € V. Ha (u,v) € M, akkor a G rezidudlis grafban az u csucsba csak a
(v,u) irdnyitott él érkezik be, igy d,(u) = d,(v) + wy(v,u). Itt

we(v,u) =7(v) + w(v,u) —m(u) = w(v) — c(u,v) — m(u),
ezért
(dr(u) + () + c(u, v) = (dx(v) + 7(v)) =0,

7' (u) + c(u,v) — 7' (v) = 0.

Ha (u,v) € M'\ M, akkor az (u,v) irdnyitott él rajta van a G rezidualis
graf P minimalis Gsszsilyu javito atjan. Ebbdl kovetkezik, hogy d,(v) =
dr(u) + wy(u,v). It

wr(u,v) = 7(u) + w(u,v) —7(v) = m(u) + c(u,v) — w(v),

ezért

(dr(u) + 7 (w)) + c(u, v) = (dx(v) + 7(v)) =0,

7' (u) 4+ c(u,v) — 7' (v) = 0.

Végiil ha (u,v) € M, akkor a G reziduélis graf tartalmazza az (u,v) iré-
nyitott élet, ezért d.(v) < d(u) + wy(u,v). Itt

we(u,v) = 7(u) + wu,v) — w(v) = 7(u) + c(u,v) — 7(v),

ezért
(de(u) + m(uw)) + c(u,v) — (d-(v) + w(v)) = 0,
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azaz
7' (u) 4 c(u,v) — 7' (v) = 0.

Ezzel belattuk, hogy ha (u,v) € M’, akkor 7'(u) + ¢(u,v) — 7’(v) = 0, ha
pedig (u,v) € M', akkor 7'(u) + c(u,v) — 7'(v) = 0. Igy annak bizonyitasa,
hogy a 7" potencialfiiggvény kompatibilis az M’ parositassal teljes.

Nem nehéz igazolni, hogy az algoritmus koltsége O(|]V|3). Ha a G graf
tartalmaz teljes parositéast, akkor az iteraciok szama |V|, hiszen minden ite-
racidban a parositas elemszama eggyel n6. Ha a G graf nem tartalmaz teljes
parositast, akkor az iteraciok szama magatol értetédGen kisebb, mint |V].

Minden iteracioban lefuttatjuk egyszer Dijkstra algoritmusit. FEnnek
koltsege O(|V[?). Ezutan jon egy legrévidebb javito it meghatarozasa, a
parositas novelése és a potencialfiiggvény frissitése. Mivel ezek egyiittes kolt-
sége is csupan O(|V]), igy egy iteracio koltsége O(|V|?). Innen az algoritmus
Osszkoltségére vonatkozo allitds adodik.

(B) A feladat egyszertien visszavezethets a minimalis koltségii teljes parositas
feladatra. A G graf élein adott c: E — RJ koltségfiiggvény helyett tekintsiik

a
d:E—RS, e~ C—cle)

koltségfiiggvényt, ahol C' = max{c(e) | e € E}. Ekkor G egy minimélis kolt-
ségi teljes parositasa a ¢ koltségfiiggvényre nézve G egy maximalis koltségii
teljes parositasa a c koltségfiiggvényre nézve.

Stabil parositas

Feladat.
Tekintsiik fitk egy F' és lanyok egy L halmazat. Tegyiik fel, hogy a két
halmaz ugyanolyan elemszamu. Most az F' x L = {(f,]) | f € F, | € L}
halmaz egy S részhalmazat teljes parositasnak nevezziik, ha minden F-beli
fit és minden L-beli lany pontosan egy S-beli rendezett parban fordul el6.
Minden f € F' fit rangsorolja az 0sszes L-beli lanyt; az f fii rangsordban
egy [ lany pontosan akkor el6z meg egy I’ lanyt, ha f-nek jobban tetszik [,
mint [’ (holtverseny nincs). A lanyok ugyanigy rangsoroljak a fitkat.
Legyen S egy teljes parositast, tovabba legyenek (f,1) és (f’,1’) olyan S-
beli parok, amelyek esetén f-nek jobban tetszik ', mint [, és I’-nek jobban
tetszik f, mint f’. Ilyenkor azt mondjuk, az (f,l') par instabilitast jelent
S-re nézve. Célunk olyan S teljes parositas megadésa, amelyre nézve nincs
instabilitasi tényez6; egy ilyen parositést stabilnak neveziink.
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Megoldas.
Az algoritmus szemléletesen a kdvetkezGképpen irhato le.

e Kezdetben senkinek nincs parja.

e Amig van olyan fiti, akinek éppen nincs parja és még nem tett ajanlatot
minden lanynak ismételjiik a kiovetkez6t. Vegyiink egy ilyan f fidt.
Legyen [ az a lany, aki az f fiinak a legjobban tetszik azok koziil,
akiknek még nem tett ajanlatot. Ajanlja fel az f fia az [ lanynak, hogy
legyenek egy par. Ha az [ lanynak éppen nincs parja, akkor elfogadja
az ajanlatot és ettsl kezdve egy part alkotnak. Kicsit bonyolultabb a
helyzet ha az [ lanynak méar van parja, mondjuk az f’ fia. Ha az f’ fia
jobban tetszik az [ lanynak, mint az f fia, akkor [ kosarat ad f-nek,
a parok nem véaltoznak. Ellenkezs esetben az [ lany az [’ fiinak int
bucstt (ekkor is azt fogjuk mondani, hogy a lany kikosarazta a fitt) és
0j parja az f fia lesz.

e Ha mar nincs olyan fiti, akinek nincs parja és még nem tett ajanlatot az
Osszes lanynak, akkor az algoritmus befejez6dik. A kialakult parokat
véglegesitjiik; akinek ekkor nincs pérja, az egyediil marad.

Az egyszeriiség kedvéért legyen F' = {1,2,...,n} és L = {1,2,...,n}.
A fiak preferencialistait egy FiaPref[l : n,1 : n| tombben taroljuk, itt
FiaPref[f,i] az a lany, aki az f fia preferencialistdjan az i-edik helyen all.
Hasonléan, a lanyok preferencialistéit egy LanyPref[l : n,1 : n] tombben
taroljuk, itt LanyPref[l,i] az a fia, aki az [ lany preferencialistajan az i-edik
helyen all.

Hasznalunk még egy InvLanyPref[l : n,1 : n| tombot, InvLanyPref]l, f]
azt mutatja meg, hogy az f fit hanyadik helyen all az [ lany preferen-
cialistajan. Az InvLanyPref[l : n,1 : n] tomb egyszertien felépithets a
LanyPref[1 : n,1 : n] témbbdl.

Azokat a fiakat, akiknek éppen nincs pérja egy () sorban taroljuk. Az
ajanlat[l : n] tomb ajanlat[f] eleme azt mutatja meg, hogy az f fin eddig
hany lanynak tett ajanlatot.

Végiil a par[l : n| tomb par[l] eleme az a fia, aki az [ 1any aktuélis parja.
Ha az [ lanynak éppen nincs parja, akkor par[l] = 0.

StabilParositas(FiaPref[1:n,1:n],LanyPref[1:n,1:n])
for i=1 to n do
for 1=1 to n do
InvLanyPref[1,LanyPref[1,i]]=1i
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for 1=1 to n do
par[1]=0
Sorinicializ414s(Q)
for f=1 to n do
ajanlat[£]=0
Sorba(Q,f)
while Q<>EMPTYSET do
f=Sorb61(Q)
ajanlat[f]=ajanlat[f]+1
1=FitGPref [f,ajanlat [f]]
if par[1]=0
then
par[1]=f
else
f’=par[1]
if InvLanyPref[1,f]>InvLanyPref[1,f’]
then
par[1]=f
if ajanlat[f’]<n then Sorba(Q,f’)
else
if ajanlat[fl<n then Sorba(Q,f)
for 1=1 to n do
if par[1]<>0 then
print >(> 1 °,’ par[1] )’

Mekkora az algoritmus koltsége? Az inicializalas koltsége nyilvan O(n?).
A while ciklus iteracidinak széma legfeljebb n?, hiszen minden iteraciéban egy
fin ajanlatot tesz egy olyan lanynak, akinek addig még nem tett ajanlatot
és a lehetséges (fit, lany) parok szama n?. A while ciklus egy iteracioja
vilagos modon konstans koltségi, ezért a while ciklus koltsége is O(n?). Igy
az algoritmus teljes koltsége O(n?).

Lassuk ezutan az algoritmus helyességének bizonyitasat. Néhény egyszert

észrevétellel kezdiink.

(1) Ha egy fitinak végiil lesz parja, akkor 6 minden olyan lanynak tett
ajanlatot, aki a parjanal jobban tetszik neki.

(2) Ha egy fiinak végiil nem lesz parja, akkor 6 az Osszes lanynak tett
ajanlatot.

(3) Ha egy lanynak legalabb egy fin ajanlatot tesz, akkor a lanynak végiil
lesz parja.
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(4) Ha egy lanynak legalabb egy fia ajanlatot tesz, akkor a lanynak az a
fin lesz végiil a parja, aki az ajanlattevéi koziil legjobban tetszik neki.

Allitas. A StabilParositas algoritmus teljes parositast szolgaltat.

Bizonyitas. Indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitassal
ellentétben valamelyik f fitinak nem lett parja. A (2) észrevétel szerint ekkor
f minden lanynak tett ajanlatot. Ez azt jelenti, hogy minden lanynak tett
ajanlatot valaki, igy a (3) észrevétel szerint minden lanynak lett végiil parja.
Ez azonban csak tgy lehet, ha az Osszes fiinak is lett végiil parja, hiszen a
fitk és a lanyok szama ugyanannyi. Ellentmondasra jutottunk, igy az allitas
igaz.

Allitas. A StabilParositas algoritmus altal szolgaltatott parositasra nézve
nincs instabilitasi tényezo.

Bizonyitas. Ismét indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az alli-
tassal ellentétben van olyan (f,[) paros, amely instabilitasi tényezd. Jelolje
f-nek és [-nek a StabilParositas algoritmus altal szolgaltatott parjat I’
és f'.

Az (1) észrevétel szerint f ajanlatot tett [-nek még I’ el6tt. Mivel végiil
I' lett f parja, igy valamikor [ kikosarazta &t. A (4) észrevétel szerint [-nek
végiil az a fia lett a parja, aki az ajanlattevéi koziil a legjobban tetszett neki,
igy [-nek sziikségképpen jobban tetszik f’, mint f. Viszont ez azt jelenti,
hogy az (f,) paros nem instabilitasi tényez6. Ellentmondasra jutottunk, igy
az allitas igaz.

Vizsgaljuk meg, hogy a StabilParosités algoritmus a fiitknak vagy a
lanyoknak kedvez-e inkabb! Mivel a lanyoknak a nekik ajanlatot tevé fink
koziil a nekik legjobban tetsz6 lesz a parja, mig a fiiknak azon lanyok koziil,
akiknek ajanlatot tettek a nekik legkevéshé tetszd lesz a parja, azt gondol-
hatnank, hogy a lanyok jarnak jobban. A valésag ennek éppen az ellenkezdje.

Allitas. A StabilParositéas algoritmus minden fitthoz a szaméra szoba
jovo lanyok koziil a neki legjobban tetsz6t parositja. (Egy fia szamara egy
lany akkor jon szoba, ha van olyan stabil parositas, amelyben a fia és a lany
egy part alkotnak.)

Bizonyitas. Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitassal
ellentétben van olyan fit, akihez a StabilParositas algoritmus a szaméra
szOba jov6 lanyok koziil nem a neki legjobban tetsz6t parositja.
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Tekintsiik a legels6 olyan iteréciot, amikor egy fiit a szamara széba jovo
lanyok koziil a neki legjobban tetszd kikosaraz. Legyen a fiu f, a lany pedig [.
Legyen tovabba f’ az a fia, aki miatt [ kikosarazta f-et. Ekkor persze [-nek
jobban tetszik f’, mint f. Mivel a legelss olyan iteracioban vagyunk, amikor
egy filt a szdmara szoba jové lanyok koziil a neki legjobban tetszé kikosaraz,
f’-t még biztos nem kosarazta ki a szamara szoba jové lanyok koziil a neki
legjobban tetsz$. Legyen ez utébbi lany (*. Vilagos, hogy f’-nek legalabb
annyira tetszik {, mint [* (itt [ és [* nem feltétleniil kiilonb6zd lanyok).

Legyen S egy olyan stabil parositas, ahol f és [ egy part alkot. Ilyen
stabil parositas létezik, hisz [ az f fit szamara széba jové lanyok kézott van.
Legyen S-ben f’ parja l’. Nyilvanvalé moédon f’-nek legalabb annyira tetszik
I*, mint I’ (itt sem feltétleniil kiilonb6z6 lanyok I* és I'). Mivel f’-nek legalabb
annyira tetszik [, mint [*, és legalabb annyira tetszik [*, mint [’, ezért f’-nek
legalabb annyira tetszik [, mint I’ (jegyezziik meg, hogy [ és [" kiilonb6z6
lanyok).

Igy az S stabil parositas (f,1) és (f',1') parjait tekintve azt latjuk, hogy
[-nek jobban tetszik f’, mint f, és f’-nek jobban tetszik [, mint I, vagyis az
(f',1) paros instabilitast jelent S-re nézve. Ellentmondasra jutottunk, igy az
allitas igaz.

Allitas. A StabilParositas algoritmus minden lanyhoz a szdmara szoba
jovo fiak koziil a neki legkevésbé tetszGt parositja. (Egy lany szamara egy
fit akkor jon szoba, ha van olyan stabil parositds, amelyben a lany és a fia
egy part alkotnak.)

Bizonyitas. Ismét indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitas-
sal ellentétben van olyan S stabil parositas, ahol valamelyik [ 1any rosszabbul
jar, mint a StabilParosités algoritmus esetén.

Legyen [-nek a StabilParosités algoritmus &ltal szolgéltatott parja f,
az S-beli parja pedig f’. Feltételiink szerint [-nek jobban tetszik f, mint
f'. Legyen tovabba az f fit S-beli parja az " lany. Az el6z6 allitas szerint a
StabilParositas algoritmus f-hez a szaméara széba jové lanyok koziil a neki
legjobban tetszét parositja. Ebbdl kovetkezik, hogy f-nek jobban tetszik [,
mint [’.

Igy az S stabil parositas (f',1) és (f,1') parjait tekintve azt latjuk, hogy
[-nek jobban tetszik f, mint f’, és f-nek jobban tetszik [, mint [’, vagyis az
(f,1) paros instabilitast jelent S-re nézve. Ellentmondasra jutottunk, igy az
allitas igaz.
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Elidegen utak iranyitott grafokban

Feladat.

Legyen G = (V, E) izolalt cstcsok nélkiili iranyitott graf, és s,t € V kii-
16nb6z6 csticsok. Adjunk hatékony algoritmust maximélis szamu, paronként
élidegen (kozos él nélkiili) s-bdl t-be mend iranyitott it megkeresésére!

Megoldas.

Tekintsiik a (G, s,t, ¢) halozatot, ahol minden él kapacitiasa 1. A kapacita-
sok egészek, igy van olyan f maximalis folyam, amelyre f(u,v) egész min-
den (u,v) cstcsparra. Ebb6l azonnal kivetkezik, hogy ha (u,v) € E, akkor
f(u,v) vagy —1 vagy 0 vagy 1. Legyen |f| = k. Allitjuk, hogy ekkor van
G-ben k darab paronként élidegen s-bél t-be meng irdnyitott t.

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy ha k£ > 0, akkor van olyan P 1t s-bél
t-be, amelynek élein az f folyam 1 értéket vesz fel. Induljunk el s-bdl egy
olyan (s,u) € E élen, amelyre f(s,u) = 1. Az u cstcsba érve toroljiik ezt az
élt, majd lépjiink tovabb egy olyan (u,v) € E élen, amelyre f(u,v) = 1, és
toroljitk ezt az élt is. Igy folytatva sosem akadhatunk el egy ¢-t6l kiilonb6zé
csicsban, hiszen a halozat s-t6l és t-t6l kiillonboz6 csicsaibol ugyanannyi
egységnyi folyamot szallité él indul ki, mint amennyi befut oda, s-bél pedig
tobb. Elébb-utobb t-be ériink, hiszen az élek fogynak.

Ha tehat k£ > 0, akkor nézziink egy az elGbbiek szerinti P utat. Toroljiik
G-bél a P éleit, és feledkezziink meg a rajtuk atmend egységnyi folyamrol.
A kapott grafban egy k£ — 1 értékd folyam marad, amire £ — 1 > 0 esetén
ismételjiik meg a fenti ttkeresést. Igy folytatva végiil & darab paronként
élidegen s-bdl t-be mené irdnyitott utat kapunk. A maximaélis folyam értéke
tehat legfeljebb akkora, mint a paronként élidegen s-bél t-be mend iranyitott
utak maximélis elemszdmu rendszereinek elemszama.

Megforditva, legyenek P, P, ..., P, maximalis szamu paronként élidegen
s-b6l t-be mend iranyitott utak G-ben. Az altalanossiag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy ezek az utak egyszertieck. Ha G valamely két u és v csiicsa
kozott mindkét iranyban megy él, és mindkét élt hasznaljak a fenti élidegen
utak, mondjuk (u.v)-t a P; at, mig (v, u)-t a P; ut, akkor P-ben helyettesit-
siik az u uténi részt a P; 4t u uténi részével, valamint P;-ben helyettesitsiik
a v utdni részt a P; ut v utani részével. Ezt megismételve minden ilyen
ellentétes élparra kapjuk, hogy sziikségképpen vannak olyan P, P, ..., Py
maximélis szamu paronként élidegen s-bél t-be mend iranyitott utak G-ben,
amelyek az ellentétes élparokbol legfeljebb az egyiket hasznaljak. Ezek mind-
egyikén egységnyi folyamot kiildhetiink a (G, s,t,c¢) halozatban a forrasbol
a nyel6be, ami Osszesen egy k értékd folyamot jelent. A maximalis folyam
értéke tehat legalabb akkora, mint a paronként élidegen s-bél t-be mend
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irdnyitott utak maximalis elemszamu rendszereinek elemszama.

Ebbdl kovetkezik, hogy a maximalis folyam értéke megegyezik a paron-
ként élidegen s-bdl t-be mend irdnyitott utak maximalis elemszamu rendsze-
reinek elemszamaval.

A halozatban a Ford-Fulkerson algoritmussal kereshetiink egy egészértékd
maximalis folyamot. Ennek koltsége O(|V||E|), hiszen a maximalis folyam
értéke nem haladhatja meg az s-b6l kimen6 élek szaméat, ami O(|V]). A maxi-
maélis folyam ismeretében ezek utan az élidegen utak a fenti gondolatmenetet
kovetve szélességi vagy mélységi keresések alkalmazasaval megkonstrualha-
tok. A koltség itt is O(|V||E|). Igy az algoritmus sszkoltsége O(|V || E|).

Menger tétel

Feladat.

Legyen G = (V| E) iranyitott graf és s,t € V kiilonboz6 cstucsok. Mutassuk
meg, hogy az s-bél t-be mend, paronként élidegen (kozos él nélkiili) iranyitott
utak maximalis szadma megegyezik azon élek minimalis szaméval, amelyek
eltavolitasaval egyetlen s-bdl t-be mend iranyitott Gt sem marad a grafban!

Megoldas.
Ha egy F' C FE élhalmaz eltavolitasaval egyetlen s-bdl t-be mend iranyitott
it sem marad a grafban, akkor az Gsszes s-bél t-be mend iranyitott Gton
kell lenni legalabb egy F-beli élnek, igy s-bdl t-be mend, paronként élidegen
irdnyitott utak barmely halmazanak elemszama legfeljebb |F| lehet. Ebbél
kovetkezik, hogy az s-bél t-be mend, paronként élidegen iranyitott utak ma-
ximalis szama kisebb vagy egyenld, mint azon élek minimélis szama, amelyek
eltavolitasaval egyetlen s-bél t-be mend iranyitott Gt sem marad a grafban.

A forditott egyenl6tlenség belatasahoz tekintsiik a (G, s, t, ¢) hélozatot,
ahol minden él kapacitasa 1. Az el6z6 feladatnal lattuk, hogy az s-bdl t-
be mend, paronként élidegen irdnyitott utak maximaélis szidma megegyezik
ebben a halozatban a maximélis folyamértékkel. Legyen ez az érték k. A
maximalis folyam — minimalis vagas tétel szerint ekkor van olyan (S, T") vagas
a hélozatban, amelynek kapacitasa szintén k. Jelolje az S-bsl T-be mend élek
halmazat F'. Most egyrészt |F'| = k, hiszen az élek kapacitasa 1, mésrészt az
F-beli élek eltavolitasaval egyetlen s-bél t-be mend irdnyitott it sem marad a
t-be mend, paronként élidegen iranyitott utak maximalis szama nagyobb vagy
egyenlS, mint azon ¢lek minimélis szama, amelyek eltavolitasaval egyetlen s-
b6l t-be mend irdnyitott Gt sem marad a gratban.

Innen az allitas adodik.
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Laboratériumok és kisérletek

Feladat.

Egy kutatasi projektben m laboratérium vesz részt. A projekt soran n kii-
16nb6z6 kisérletet kell végrehajtani. Az egyes kisérletek elég bonyolultak,
emiatt egy laboratorium legfeljebb harom kisérletet tud elvégezni. A labora-
toriumok felszereltsége is kiilonbo6z6, az egyes laboratoriumok csak bizonyos
kisérletek elvégzésére képesek. Alapvetd fontossagt, hogy a kapott eredmé-
nyek minél meghizhatobbak legyenek, ezért minden kisérletet d-szer akarnak
végrehajtani, mindig mas laboratériumban.

Jelolje a laboratoriumokat Ly, Lo, ..., L,,, a kisérleteket pedig K1, K, .. .,
K,,. Jelolje tovabba minden 1 < ¢ < m esetén C; azoknak a kisérleteknek a
halmazat, amelyeket az L; laboratériumban el tudnak végezni.

Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy el lehet-e osztani a
feltételeknek megfelelGen a kisérleteket a laboratoriumok kézott! Ha a valasz
igenld, akkor az algoritmus adja meg azt is, hogy az egyes laboratoriumok
mely kisérleteket végezzék el!

Megoldas.

Egy H halozatot készitiink, amelyben minden 1 < 7 < m esetén az L; labora-
toriumnak megfelel egy u; cstics és minden 1 < j < n esetén a K kisérletnek
egy v; cstics. Ha az L; laboratorium el tudja végezni a K kisérletet, vagyis
K; € C;, akkor az u; csicsbol menjen egy irdnyitott él a v; csticsba. Vegyiink
fel még egy s forrast és egy t nyel6t, és minden 1 < i < m esetén menjen
egy iranyitott él s-bdl u;-be, valamint minden 1 < 7 < n esetén menjen egy
iranyitott él v;-bdl t-be. Legyen az s csticsbol indul6 élek kapacitasa 3, legyen
a t csucsba érkezé élek kapacitasa d, a tobbi él kapacitasa pedig legyen 1.

Allitas. A kisérleteket akkor és csak akkor lehet a feltételeknek megfelelGen
elosztani a laboratoriumok kozott, ha a JH hélozatban a maximalis folyam-
érték nd.

Jegyezziik meg, hogy a J hal6zatban a maximalis folyamérték nem lehet
nagyobb, mint nd, hiszen a halozat (V' \ {t}, {t}) vagasanak a kapacitasa
éppen ennyi.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy a kisérleteket el lehet osztani a labo-
ratoriumok kozott a feltételeknek megfeleld moédon. Ha az L; laboratérium-
hoz hozzarendeltiik a K; kisérletet, akkor kiildjink egységnyi folyamot az
(s,u;,vj,t) dton s-bél t-be. Ezt minden ilyen (L;, K;) parra elvégezve vila-
gos modon egy nd értéki folyamot kapunk, amely az 6sszes kapacitasfeltételt
kielégiti.
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Megforditva, tegyiik fel, hogy a hél6zaton a maximalis folyamérték nd.
Ekkor létezik olyan egészértéki folyam a halozaton, amelynek értéke nd. Ha
most az (u;,v;) élen egységnyi folyam halad at, akkor a K kisérletet ren-
deljiik hozza az L; laboratoriumhoz. A kapacitasfeltételek miatt igy minden
laboratoriumhoz legfeljebb harom kisérletet rendeliink hozza és minden ki-
sérletet pontosan d laboratériummal végeztetiink el.

Maximalis folyamot a Ford-Fulkerson algoritmussal kereshetiink. Ennek
koltsége O(|f*||E|), ahol |f*| a maximalis folyamérték, |E| pedig a halozat
¢élszama. Itt |E| = O(mn) nyilvanvald6 modon. Mésrészt a maximalis fo-
lyamérték nem lehet nagyobb, mint az ({s},V '\ {s}) vagas kapacitéasa, ezért
|f*| < 3m. Igy az eljaras koltsége O(m?n).

Orvosi ligyelet

Feladat.
Egy korhaz a hétvégi orvosi iigyeleteket n orvossal akarja ellatni.

e Minden orvosroél tudjuk, hogy mely napokon nem tud tigyeletet vallalni.
e Minden orvos legfeljebb k napot iigyelhet 6sszesen.

e Egy orvos egy hétvégén legfeljebb egy napot iigyelhet.

e Minden hétvége minden napjara be kell osztani egy orvost.

Adjunk hatékony algoritmust annak elddntésére, hogy van-e az adott felté-
teleknek eleget tevs beosztas, és ha igen, az algoritmus adjon is meg egy
ilyet!

Megoldas.
Egy H halézatot készitiink, amelyben az orvosoknak feleljenek meg az uy, uo,
..., Uy, az ellatandé napoknak pedig a wy, ws, ..., w,, csicsok. Vegyiink fel

tovabba egy v;; csticsot minden olyan esetben, amikor az i-edik orvos a j-
edik hétvége legaldbb egy napjan rendelkezésre all. Az wu; csticsbol menjen
egy 1 kapacitasa él a v;; cstcsba, mig a v;; csticsbol induljanak 1 kapacitasa
élek a j-edik hétvége azon napjaihoz, amelyeken az orvos rendelkezésre all.
Vegyiink fel végiil egy s forrast és egy t nyel6t. Az s forrasbdl vezessenek
k kapacitasi élek az orvosokhoz, a t forrdsba pedig vezessenek 1 kapacitasi
élek az ellatand6 napokbol.

Allitas. Akkor és csak akkor létezik olyan iigyeleti beosztés, amely az Osszes
feltételt kielégiti, ha a JH haloézatban a maximalis folyamérték m.
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Jegyezziik meg, hogy a halozatban a maximalis folyamérték nem lehet
nagyobb, mint m, hiszen a halozat (V \ {t},{t}) vagasédnak a kapacitésa
éppen ennyi.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy van olyan iigyeleti beosztéis, amely az
Osszes feltételt kielégiti. Ha az i-edik orvos iigyel a j-edik hétvége valamely
[ napjan, akkor kiildjiink egységnyi folyamot az (s,u;, v;;, w;,t) uton s-bol
t-be. Ezt minden ilyen (i,1) parra elvégezve vilagos modon egy m értéki
folyamot kapunk, amely az 6sszes kapacitasfeltételt kielégiti.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a hal6zaton a maximaélis folyamérték m.
Ekkor létezik olyan egészértékii folyam a haldézaton, amelynek értéke m. Ha
most a (v, w;) élen egységnyi folyam halad at, akkor osszuk be iigyelni az
1-edik orvost a j-edik hétvége [ napjara. A kapacitasfeltételek miatt igy
minden orvos legfeljebb k napot {igyel Gsszesen, egy hétvégén legfeljebb egy
napot, és minden hétvége minden napjara be van osztva egy orvos.

Maximélis folyamot a Ford-Fulkerson algoritmussal kereshetiink. Ennek
koltsége O(|f*||E|), ahol |f*| a maximalis folyamérték, |E| pedig a halozat
élszama. Itt |E| = O(nm) nyilvanvald modon. Mésrészt a maximalis fo-
lyamérték nem lehet nagyobb, mint a (V' \ {t}, {t}) vagéas kapacitasa, ezért
|f*| < m. Igy az eljaras kdltsége O(m?n).

Etterem

Feladat.

Egy étterem a varos kozosségi életének felpezsditésére vasarnaponként az
ebédelni érkez6 tarsasagokat agy iilteti le, hogy egy tarsasdg minden tag-
ja mas asztalhoz keriiljon. Az étteremben n asztal van, ezek ki, ko, ..., k,
személyesek. A kovetkez$ vasdrnapra m tarsasag jelezte a jovetelét, ezek
li,ls, ..., 1, tagnak. Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy
van-e az adott feltételnek eleget tevd iiltetés, és ha igen, az algoritmus adjon
is meg egy ilyet!

Megoldas.

Egy JH halézatot készitiink, amelyben minden 1 < 7 < m esetén a T; tarsa-
sagnak megfelel egy u; cstics és minden 1 < j < n esetén az A; asztalnak
egy v; cstcs. Minden 1 <4 < m és 1 < j < n esetén menjen egy irdnyitott
¢l az u; cstcsbol a v; csticsba. Vegyiink fel még egy s forrast és egy ¢ nyel6t.
Minden 1 < ¢ < m esetén menjen egy iranyitott él s-bél wu;-be, valamint
minden 1 < j < n esetén menjen egy irdnyitott él v;-bdl t-be. Legyen az
s csuicsbol az u; cstcsba vezet6 él kapacitasa [; minden 1 < ¢ < m esetén,
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legyen a v; cstcsbdl a t csticsba vezetd €l kapacitdsa k; minden 1 < j < n
esetén, a tobbi ¢l kapacitasa pedig legyen 1.

Allitas. A tarsasagokat akkor és csak akkor lehet a feltételeknek megfelelGen
leiiltetni, ha a H halézatban a maximalis folyamérték [ =1, + Iy + -+ 4+ [,,.

Jegyezziik meg, hogy a J hal6zatban a maximalis folyamérték nem lehet
nagyobb, mint [, hiszen a halozat ({s}, V' \ {s}) vagasanak a kapacitasa éppen
ennyi.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy a tarsasagokat le lehet iiltetni a fel-
tételeknek megfelels6 moédon. Ha a T; tarsasag egy tagjat az A; asztalhoz
tiltettiik, akkor kiildjiink egységnyi folyamot az (s,u;,v;,t) uton s-bél t-be.
Ezt minden tarsasig minden tagjara elvégezve vilagos modon egy [ értékii
folyamot kapunk, amely az 0sszes kapacitasfeltételt kielégiti.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a halézaton a maximalis folyamérték [.
Ekkor létezik olyan egészértékd folyam a haldzaton, amelynek értéke [. Ha
most az (u;, v;) élen egységnyi folyam halad at, akkor a 7; tarsasag egy tagjat
tiltessiik az A; asztalhoz. A kapacitasfeltételek miatt igy minden asztalhoz
legfeljebb annyi embert iiltetiink, ahany személyes az asztal, és egy tarsasag
semelyik két tagjat nem tiltetjiik ugyanahhoz az asztalhoz.

Maximaélis folyamot a Ford-Fulkerson algoritmussal kereshetiink. Ennek
koltsége O(|f*||E|), ahol |f*| a maximalis folyamérték, |E| pedig a halozat
¢lszama. Itt |E| = O(mn) nyilvanvald6 moédon. Mésrészt a maximalis fo-
lyamérték nem lehet nagyobb, mint az ({s}, V' \ {s}) vagas kapacitésa, ezért
|f*| < 1. Igy az eljaras koltsége O(Imn).

Ha a maximalis folyamot az Edmonds-Karp algoritmussal keressiik, akkor
a koltseg O(|V||E[?), ahol |V] és |E| a hélozat cstcs-, illetve élszama. Ttt
V| = O(m+n) és |E| = O(mn), igy az eljaras koltseégére O((m + n)m?n?)
adodik.

Paros grafok fokszamsorozatai

Feladat.

Legyenek p1 = ps = -+ =2 pm éS 1 = @2 = -+ = @, olyan nem negativ
egész szamok, amelyekre py +po+ -+ Py = @ + @2 + -+ + @, teljesiil.
Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor létezik olyan G = ((V,W), E)
paros graf, amelyben V' = {vy,vq,...,0,} és W = {wq,ws, ..., w,}, tovibba
deg(v;) = p; és deg(w;) = ¢; minden 1 < ¢ < m, illetve minden 1 < j < n
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esetén, ha
m k
> min{pi, k} > g
i=1 j=1

fenndll minden 1 < k < n esetén.

Megoldas.
Készitsiik el a kovetkezs H halozatot.

e A halézat cstcsai legyenek s, vy, vo, ..., Uy, Wy, Wa, ..., w,,t, ahol s a
forras és t a nyeld.

e Az s cstcsbol vezessiink irdnyitott éleket a vy, v, ..., v, cstcsokba; a
v; csticsba vezetd él kapacitéasa legyen p; minden 1 <7 < m esetén.

o A wy,ws, ..., w, csicsokbdl vezessiink iranyitott éleket a ¢ csiicsba; a
w; cstcsbol induld él kapacitasa legyen ¢; minden 1 < j < n esetén.

e Minden v; csticsbol vezessiink iranyitott élt minden w; csicsba. Ezek-
nek az éleknek a kapacitasa legyen 1.

Legyen V = {vy,vg,..., 0y} és W = {wy, we,...,w,}.

Allitas. Akkor és csak akkor létezik olyan G = ((V,W), E) paros graf,
amelyben a fokszamok az elGirt értékek, ha a H héldézatban a maximalis
folyamérték p; + po + -+ + P

Jegyezziik meg, hogy a halozatban a maximalis folyamérték nem lehet
nagyobb, mint p; + pa + - - - + pp, hiszen a halozat ({s},V UW U{t}) vaga-
sanak a kapacitasa éppen ennyi.

Bizonyitas. Tegyiik fel elszor, hogy van olyan G = ((V,W), E) péaros
graf, amely megfelel a feltételeknek. Ha most (v;, w;) € E, akkor kiildjiink
egységnyi folyamot az (s,v;,w;,t) Gton s-bél t-be. Ezt a G graf minden
(vi, w;) élére végrehajtva vilagos modon egy py+pa+- - - +py, értékd folyamot
kapunk, amely az Osszes kapacitasteltételt kielégiti.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a halézaton a maximalis folyamérték p; +
P2+ - -+ pm. Ekkor létezik olyan egészértékid folyam a halézaton, amelynek
értéke p; + p2 + - -+ + pr. Ha most a halozat (v;, w;) élen egységnyi folyam
halad 4t, akkor legyen (v;,w;) € E a G gratban. A kapacitasfeltételek miatt
igy egy olyan G = ((V, W), E) paros grathoz jutunk, amelyben a fokszamok
az eloirt értékek.
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Mivel a H halozat ({s},V UW U {t}) vagasanak a kapacitésa p; + ps +
-+ pm, €zért a maximaélis folyam — minimélis vagas tétellel dsszhangban
ezek utan elég megmutatni, hogy a feladatban megfogalmazott

m k
> min{pi, k} > g
i=1 j=1

minden 1 < k < n esetén feltétel ekvivalens azzal, hogy a J hélézat tetszd-
leges vagasanak a kapacitésa legalabb py + po + -+ - + pp-

Tegyiik fel elGszor, hogy a H haldzat tetszéleges vagésanak a kapacitasa
legalabb p1 + ps + - -+ 4+ pm. Legyen 1 < k < n és tekintsiik a halozatnak
azt az (S,T) vagasat, ahol S = {s} U{v; | pi > k} U{wgy1, Wgy2, ..., wn} &8
T ={v; | pi <k}U{wy,ws,...,w} U{t}. Ekkor

Sn<eST) =S pitWilp >k xk+ Y a,

i= pi<k j=k+1

—_

ahonnan

k
o< pi+{ilp>k} xk= Zmln{pz,k}
j=1

pisk

(felhasznaltuk, hogy pr +po+ - 4+ pm =@+ @+ + ¢n).
Megforditva, tegyiik fel, hogy

k
Z min{p;, k} > Z q;
J=1

fennall minden 1 < k < n esetén. Tekintsiik a halozat egy tetszdleges (S,T)
vagasat és legyen k = |[TNW|. Ha k = 0, akkor ¢(S,T) Z 1+ g2+ -+ ¢ =
P14+ p2 + ... + py, trividlisan igaz, ezért tegyiik fel, hogy £k > 1. Most

(S T)= > pit+liluesSnVixk+ > g

{ijv;eTNV} {ilwjesSnW}

> Y p+ Y, min{pukl+ > g
{ilv;€eTNV} {i|vi€SﬁV} {jlwjeSnw}

> Y pﬁZ% > min{p kb + > g
{ilv, €TV} {ilv,eTNV} {jlw;eSNW}

> D, omt Y, G- Y, mt ), g
{ilv;eTNV} {jlw;eTnW} {i|lv;eTNV} {jlw;eSNW}

= Z q; = Zpi
j=1 i=1
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(a masodik egyenlGtlenségnél hasznaltuk ki a feltételt, a harmadiknal pedig

azt, hogy ¢1 = @2 = -+ = qn).
Innen az allitas adodik.

Projektek és beruhazasok

Feladat.
Egy cég a P, P, ..., P, projektek végrehajtasira kap megbizasi ajanlatot.
A meghizd a P; projekt végrehajtasaért p; Osszeget fizetne. A projektek vég-
rehajtdsdhoz kiilonb6z6 beruhézasok sziikségesek, jelolje ezeket By, Bs, .. .,
B, a P; projekthez pontosan az R; C {By, By, ..., B,,} beruhazasok. A
cégnek b; osszegbe keriill a B; beruhazas elvégzése.

Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy a cég mely projek-
tek végrehajtasat vallalja el, ha a bevételt maximalizalni akarja!

Megoldas.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy minden projekthez végre kell haj-
tani legalabb egy beruhézast, és nincs olyan beruhéazas, amely egyetlen pro-
jekthez sem sziikséges. Készitsiik el a kdvetkez6 halozatot.

e A halézat cstucsai legyenek s, By, Bs, ..., By, P1, Ps, ..., P,,t, ahol s a
forras és t a nyeld.

e Az s csticsbol vezessiink irdnyitott éleket a By, Bs, ..., B, csicsokba;
a B; cstucsba vezetd él kapacitasa legyen b; minden 1 < ¢ < m esetén.

e A PP, ..., P, csticsokbdl vezessiink iranyitott éleket a t cstcsba; a
P; csticsbol indulo él kapacitésa legyen p; minden 1 < ¢ < n esetén.

e Fgy B; csticsbol vezessiink iranyitott élt egy P; cstcsba akkor és csak
akkor, ha B; € R;. Egy ilyen él kapacitasa legyen C' + 1, ahol

C= Zpk.
k=1

Az algoritmus ezek utan egyszerti. Hatarozzuk meg a halozat egy (S,T)
minimalis vagasat, és vallaljuk el azokat a projekteket, amelyek T-ben van-
nak. Egy (5,7T) minimalis vagast a kovetkezSképpen talalhatunk. Keressiik
meg a halozat egy maximalis f folyamat, majd a hélézat csicsait aszerint
osszuk S-be, illetve T-be, hogy a G rezidudlis halézatban elérheték-e s-bdl,
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vagy nem. Ha a maximalis folyamot az Edmonds-Karp algoritmussal keres-
siik, akkor az algoritmus koltsége O((m + n)(m + n + r)?), ahol

n

k=1

Lassuk az algoritmus helyességének a bizonyitasat. Tekintsiik elGszor
projekteknek és beruhazasoknak egy olyan

{P,,P,,...,P,,B;,B;

1 h? J1 J2or

sz}

halmazat, amelyben minden projekt mellett az ahhoz sziikséges beruhaza-
sok is szerepelnek. Tekintsiik tovabba azt az (S',T") vagést, ahol T" =
{Bj17Bj2""7szvpi17piz7"'7pih»t}'

A halozat azon élei, amelyek beruhazasokbol vezetnek projektekbe, nem
keresztezik a vagast, hiszen T’-ben az Osszes olyan beruhazas benne van,
amely valamelyik T’-beli projekthez sziikséges.

Az s cstiesbol induld élek koziil azok keresztezik a vagéast, amelyek T’-ben

lévs beruhézasokhoz vezetnek. Ezek a

l
> b,
k=1
mennyiséggel jarulnak hozza a vagas kapacitasahoz.

A t csucsba érkezé élek kozil azok keresztezik a vagéast, amelyek nem
T’-ben 1év6 projektekbdl indulnak. Ezek a

h
C— Zpik
k=1

mennyiséggel jarulnak hozza a vagas kapacitasahoz.
Az (S',T") vagas kapacitasa ezen két mennyiség Gsszege:

l h h l
k=1 k=1 k=1 k=1

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon a zardjeles mennyiség a cég bevétele abban
az esetben, amikor a P, P, , ..., P, projekteket teljesiti ésa B;,, Bj,, ..., B},
beruhazasokat hajtja végre. Igy a bevétel akkor lesz maximalis, amikor az
(87, T") vagas kapacitasa a lehetd legkisebb.

A bizonyitas teljessé tételéhez ezek utan elég megmutatni, hogy a halézat
egy (S,7) minimalis vagasara is teljesiil, hogy 7" a benne levs projektek
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mellett az azokhoz sziikséges beruhazéasokat is tartalmazza. Legyen (S,T) a
halézat egy minimalis vigasa. Mivel az

({87317327"'7BM7P17P27"'JPH}7{t})

vagas kapacitasa C, ezért az (S,7T) minimalis vagas kapacitasa sem lehet
ennél nagyobb. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy az (S,T') vagast nem keresz-
tezheti egyetlen beruhazasbol projekthe vezets él sem, hiszen ezek kapacitasa
C +1. Igy ha valamelyik projekt benne van T-ben, akkor az ehhez sziikséges
beruhazasok is mind benne vannak 7-ben.

HAl6zatok tovabbi korlatokkal

Feladat.

Tekintsiink egy (G, s,t,c) halozatot. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,
hogy a halozat barmely u és v csiicsa kozott legfeljebb csak az egyik iranyba
megy él. Specidlisan az s forrdsba nem érkezik és a ¢ nyel6b6l nem indul
egyetlen él sem. Tegyiik fel tovabba, hogy s-bdl t-be nem megy kozvetlen él.

Jegyezziik meg, hogy az a feltétel, mely szerint két cstics kozott csak
az egyik irdnyban mehet él, igazabol nem jelent megszoritast. Ha (u,v)
és (v,u) is éle a halozatnak, akkor az utobbit helyettesithetjiik egy (v, v*),
(v*,u) élparral, ahol v* egy 1j cstcs. A (v,v*) és (v*,u) élekhez ugyanazt a
kapacitast rendeljiik, mint ami a (v, u) élnél szerepelt.

Tegyiik fel, hogy a c(u,v) kapacitasok mellett, amelyek feliilrél korlatoz-
zék az éleken athalado folyamértékeket, also korlatjaink is vannak az f(u,v)
mennyiségekre. Egy ilyen halozatot formalisan egy (G, s,t, ¢, k) 6tossel irha-
tunk le. Ebben az els6 négy Gsszetevd értelmezése a régi. Az utolso tag, a k
egy a (G élein értelmezett, nem negativ értéki fiiggvény, amely az élekhez ren-
delt als6 korlatokat mondja meg. A korabbi folyam definicié kiegészitéseként
megkoveteljiik, hogy G minden (u,v) élére k(u,v) < f(u,v) is teljesiiljon.

Adjunk hatékony algoritmust annak elddntésére, hogy létezik-e legfeljebb
d értéki folyam egy H = (G, s, t, ¢, k) halozathoz, ahol d adott pozitiv valos
szam!

Megoldas.

Tekintstink egy H = (G, s,t, ¢, k) halozatot. Ehhez készitiink egy also korla-
tok nélkiili H' halozatot a kovetkezGképpen. Vegyiink fel a G = (V| E) graf
csticsai mellé egy S 1j forrast és egy T aj nyel6t. A H' halézatot cstcshal-
maza V U {S,T} lesz. A G éleit megtartjuk, de 0j kapacitasokat rendeliink
hozzajuk. Az (u,v) € E él kapacitasa a H' halozatban legyen

d(u,v) = c(u,v) — k(u,v).
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Feltehetjiik, hogy '(u,v) > 0, ellenkez§ esetben nyilvan nem létezhet folyam
a H halozatban. Adjunk még H'-héz minden v € V csticsra egy (S, v) és egy
(v, T) élt, amelyek kapacitasa legyen

d(S,v) = Z k(u,v) és d(v,T) = Z k(v,w),
(u,v)EE (v,w)eE

vagyis a v-be érkezd, illetve a v-b6l kimend G-beli élek alsé korlatjainak
osszege. Jegyezziik meg, hogy ¢/(S,s) = 0 és d(¢t,T) = 0. Végiil adjuk még
H'-hoz a (t,s) élt, amelynek kapacitasa legyen d.

Allitas. A H = (G, s,t,c, k) hilézatban akkor és csak akkor létezik legfel-
jebb d értéki folyam, ha a H’ halozatban a maximalis folyamérték

Z k(u,v).

(u,v)EE

Megjegyezziik, hogy a H'-re vonatkozé allitads egyenértéki azzal, hogy
egy maximalis folyam esetén az (S,v) és (v,T) éleken athalado6 folyamérté-
kek megegyeznek az élek kapacitasaival minden v € V csiicsra, ugyanis az
({S},VU{T}) és az ({S} UV, {T}) vagasok kapacitasa éppen

Azt is jegyezziik meg, hogy az Edmonds-Karp algoritmus felhasznalasaval
O(|V]|E|?) koltséggel meghatarozhaté a maximélis folyamérték a H' haloza-
ton.

Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor, hogy H'-ben a maximalis folyamérték

Z k(u,v).

(u,v)EE

Legyen f egy maximaélis folyam H'-ben. Ebbdl egy g folyamot konstrualunk
H-ban. Modositjuk f-t. Egymas utan véve az (u,v) € E éleket

e vonjunk le k(u,v)-t f(u,T)-b6l és f(S,v)-bdl,

e adjunk hozza k(u,v)-t f(u,v)-hez.
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A modositasok soran a folyamokra vonatkozé "megmaradasi" feltételt a G
Osszes csucsaban megtartottuk: egy csticsbol kimend, illetve oda beérkezo
osszes folyambol mindig ugyanannyit vontunk le az egyik élen, mint amennyit
hozzdadtunk egy masikon.

A modositasok utan az S-hez és T-hez illeszkeds éleken aramléd folyam-
érték 0, igy ezeket figyelmen kiviil hagyhatjuk. Ebbdél kévetkezik, hogy a G
élein értelmezett

g(“?”) = f(uvv) + k(uav)

fiiggvény kielégiti a H-beli folyamokra vonatkozé "megmaradasi" feltételt.
Tekintsiik most G egy tetszéleges (u,v) élét. A

0< flu,v) < (u,0) = e(u,v) — k(u, v)
egyenlGtlenségekbdl adodik, hogy
k(u,v) < f(u,v) + k(u,v) < e(u,v).

Am itt a kdzépen 4ll6 mennyiség nem mas, mint g(u,v).

Igy ¢ tényleg egy folyam a H = (G,s,t,c, k) halozaton. A g folyam
értéke vilagos modon megegyezik a H' halozat f folyamanak a (¢,s) élen
atfolyo értékével. Mivel ¢/(t, s) = d, ezért |g| < d.

A megforditast ugy bizonyitjuk, hogy egy legfeljebb d értékid H-beli g
folyambol egy alkalmas f-et konstrudlunk. Ezt lényegében az el6z6 eljaras
forditottjaval tehetjiik meg. ElGszor egy f’ fliggvényt definidlunk a H’ élein.
Legyen

o f'(t,s) =lgl,
e f'(u,v) = g(u,v) minden (u,v) € E esetén,
e f'(S,v) = f'(v,T) =0 minden v € V esetén.

Az igy kapott f’ fiiggvény nyilvan kielégiti a H'-beli folyamokra vonatkozo
"megmaradasi” feltételt. Ezutan modositjuk f’-t. Egymaéas utan véve az
(u,v) € E éleket

e adjunk k(u,v)-t f'(u,T)-hez és f'(S,v)-hez,
e vonjunk le k(u,v)-t f'(u,v)-bdl.

Az el6z6ekhez hasonld modon lathato, hogy az eredményiil kapott f fiiggvény
egy folyam a H' halézatban, amelyre

‘f‘: Z k(uvv)a

(u,v)EE
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igy maximalis. Ezzel a bizonyitas teljes.

Jegyezziik meg, hogy a H halozatban

d= Z c(v,t)

(v,t)eE

fels6 korlat barmely folyam értékére, igy ezzel a d-vel futtatva az algoritmust
eldonthetjiik, hogy létezik-e folyam H-ban.

Es még egy fontos észrevétel. Tegyiik fel, hogy a H = (G, s,t, ¢, k) ha-
lozatban a kapacitasok és az als6 korlatok mind nem negativ egész szamok.
Legyen tovabbé d szintén nem negativ egész. Ha most H-ban létezik olyan
g folyam, amelyre |g| < d, akkor létezik olyan ¢g* folyam is, amelyre |¢g*| < d
szintén teljesiil, ezen feliil a g*(u,v) értékek mind egészek.

Esetiinkben a H halozathoz konstrualt H' halozat kapacitasai mind egé-
szek lesznek. Ebben létezik egészértéki maximalis folyam, amelynek értéke

a feltétel miatt
Z k(u,v).

(u,v)EE

Egy ilyen egészértékd maximélis folyambol konstrualt ¢* folyam pedig szintén
egészértékid lesz.

Piackutatas

Feladat.

Egy véllalat k féle terméket allit eld, jelolje ezeket Py, P, ..., Py, amelyeket
sajat maga értékesit. A vallalatnak hosszi idére visszamendleg rendelkezésére
all, hogy a vasarloik mikor, mely termékeket vasaroltak meg (torzsvasarloi
kartya). A vallalat felmérést szeretne végezni, hogy mely termékekkel vannak
a vasarloik leginkdbb megelégedve. Ebbdl a célbol kivalasztanak n vasarlot,
jelolje 6ket Vi, Vs, ..., V,, akiknek személyre sz6l6 kérdsiveket kiildenek. A
kérdsivek osszeallitasanak szempontjai a kévetkezok:

o A kérdsivek minden vasarlotol csak az altala megvasarolt termékek felsl
érdekl6dnek.

e Minden 1 <7 < n esetén a V; vasarlonak kiildott kérdGiv legalabb c; és
legfeljebb ¢ termék felsl érdeklédik.

e Minden 1 < 5 < k esetén a P; termékrdl a kérddivek legalabb r; és
legfeljebb 1’ kiilonb6z6 vasarlotol érdeklddnek.
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Adjunk hatékony algoritmust annak eldontésére, hogy meg lehet-e szerkesz-
teni a kérddiveket az adott szempontok szerint, és ha igen, az algoritmus
szerkessze is meg a ezeket!

Megoldas.

Egy JH halézatot készitiink, amelyben minden 1 < 7 < n esetén a V; vasarlo-
nak megfelel egy v; cstics és minden 1 < j < k esetén a P; terméknek egy p;
cstics. Ha a V; vasarlo vasarolt a P; termékbdl, akkor a v; csticsbol menjen
egy irdnyitott él a p; cstcsba. Ezeknek az éleknek a kapacitésa legyen 1, az
also korlatjuk pedig 0. Vegyiink fel még egy s forrast és egy ¢ nyel6t. Minden
1 <7 < n esetén menjen egy iranyitott él s-b6l v;-be, amelynek kapacitasa
c;, alsé korlatja pedig c¢;, valamint minden 1 < j < k esetén menjen egy

iranyitott él p;-bol t-be, amelynek kapacitasa r;, also korlatja pedig r;.

Allitas. A keérdsiveket akkor és csak akkor lehet az adott szempontok szerint
megszerkeszteni, ha a J halézatban létezik folyam.

Bizonyitas. Tegyiik fel elgszor, hogy a kérdsiveket meg lehet szerkeszteni az
adott szempontok szerint. Ha a V; vasarlotol érdeklddiink a P; termék feldl,
akkor kiildjiink egységnyi folyamot az (s, v;,p;,t) iton s-bél ¢t-be. Ezt min-
den ilyen (V;, P;) parra elvégezve vilagos modon egy olyan folyamot kapunk,
amely az Osszes kapacitas és also korlat feltételt kielégiti.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a hélézatban létezik folyam. Ekkor létezik
egészértékd folyam is a halozaton. Ha most a (v;,p;) élen egységnyi folyam
halad at, akkor a P; termék fell érdekldjiink a V; vasarlotol. A kapacités és
also korlat feltételek miatt igy az dsszes szempontnak megfelel kérdivekhez
jutunk.

Repiil6gépek ilitemezése

Feladat.
Tegyiik fel, hogy egy légitarsasag a Ji, Ja, ..., J,, jaratokat szeretné {izemel-
tetni, és d darab azonos tipusu repiilégépe van erre a célra. Minden (J;, Ji)
jaratparra ismert, hogy van-e elég id6 arra, hogy J; teljesitése utdn egy gép
felkészithets a Jy repiilésre. Ha egy (J;, Ji) parra igen a vélasz, akkor roviden
azt fogjuk mondani, hogy J; kovetheti J;-t.

Adjunk hatékony algoritmust annak elddntésére, hogy tizemeltethet6-e az
Osszes jarat legfeljebb d repiil6géppel!

218



Megoldas.

Egy H halozatot készitiink, amelyben minden 1 < ¢ < m esetén a J; jaratnak
két cstcs, v; és v}, valamint a (v;, v}) él felel meg. Ha J;, kovetheti J;-t, akkor
menjen egy iranyitott él vi-b6l vg-ba. Vegyiink fel még egy s forrast és egy ¢
nyel6t, és minden 1 < ¢ < m esetén menjen egy-egy iranyitott él s-bél v;-be,
illetve v-b6l t-be. Az Gsszes él kapacitasa legyen 1, a (v;, v}) élek also korlatja
szintén 1, a tobbi él als6 korlatja pedig 0.

Allitas. A Jy, .o, ..., J, jaratok akkor és csak akkor iizemeltethetGk d re-
piilégéppel, ha a H halézatban létezik olyan g folyam, amelyre |g| < d.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy létezik olyan folyam a halbézaton,
amelynek értéke kisebb vagy egyenls, mint d. A kapacitasok és korlatok
egész volta miatt ezen folyamok kozott van olyan, amely minden élen egész
értéket vesz fel. Jeloljon g egy ilyen folyamot. Szintén a kapacitasok és
korlatok figyelembe vételével adodik, hogy ¢ értéke minden élen 0 vagy 1.

Tekintsiik azt a részgrafot, amelynek élei az egységnyi folyamot szallito
élek. Ez felbonthato legfeljebb d darab

/ / /
(8, Viy, Uiy s Vig, Uiy -+, Vi, Vi 5 )

it egyesitésére. Valoban, tekintsiink egy olyan (s, v;) élt, amelyen elindul egy
egység folyam. Ezt a (v;,v)) él szallitja tovabb, majd a folyam valamelyik
v;-b6l indulo élen folytatja utjat, mig végiil t-be jut. Ekdzben egy s-bdl t-be
mend utat jarunk be. Ezt megismételve minden olyan (s,v;) élre, amelyen
elindul egy egység folyam, végiil a kivant s-bél t-be mend utakat kapjuk.

Két ilyen ttnak s-en és t-n kiviil nyilvan nincs kozos csiicsa. Egy ilyen
ut létezése azt jelenti, hogy a J;,, J,,, ..., J;, jaratok egy géppel teljesithetSk.
A (v;,v}) élekre kiszabott alsé korlat feltételek miatt minden (v;, v}) él rajta
van valamelyik ilyen tton. Tehat legfeljebb d repiil6géppel tényleg minden
jarat lebonyolithato.

Megforditva, tegyiik fel, hogy van egy legfeljebb d repiil6gépet hasznalo,
minden jaratot teljesits iitemezésiink. Nézziik ebben egy gép egymas utani
feladatait. Ha ezek a J;,, Ji,, ..., J;, jaratok (ebben a sorrendben), akkor az

/ / /
(8, Viys Vg, Vig, Uiy -5 Vigs U5y, 1)

at éleit a halozat tartalmazza. FEzen az tton egységnyi folyamot kiildhe-
tiink s-bél t-be. Ezt minden repiil6gépre elvégezve egy legfeljebb d értékd g
folyamot kapunk.

A kapacitasfeltételek teljesiilnek, mert az igy kapott utaknak nincs kozos
éliik, hiszen minden jarat egy repiilégéphez tartozik. A (v;,v)) élekre kisza-
bott als6 korlat feltételek sem sériilnek, mert az iitemezésben minden jarat
teljesitve van. Igy ¢ eleget tesz a kovetelményeknek.
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NP-teljesség és kozelito
algoritmusok

Grafok szinezése

Feladat.

Egy gréafot k szinnel szinezhetének neveziink, ha a csticsaihoz ¢ egészeket
(szineket) rendelhetiink agy, hogy 1 < ¢ < k, és ha két csiicsot él kot Gssze,
akkor a hozzajuk rendelt szinek kiilonbo6z6k.

(A) A 3-SzINEZES nyelv alljon azokbol a grafokbol, amelyek 3 szinnel szi-
nezheték. Mutassuk meg, hogy a 3-SZINEZES nyelv NP-teljes!

(B) Legyen k > 4 egész szam. A k-SzINEZES nyelv alljon azokbol a grafokbol,
amelyek k szinnel szinezhet6k. Mutassuk meg, hogy a k-SZINEZES nyelv NP-
teljes!

(C) A SZINEZES nyelv alljon azokbol azokbol a (G, k) parokbdl (G egy graf,
k pedig egy pozitiv egész), amelyekre teljesiil, hogy a G graf k szinnel szi-
nezhetd. Mutassuk meg, hogy a SZINEZES nyelv NP-teljes!

Megoldas.
(A) Nyilvanval6, hogy 3-SzINEZES € NP. Az NP-teljesség belatasahoz a 3-
SAT nyelvet fogjuk visszavezetni a 3-SZINEZES nyelvre. Legyen ¢ = ¢; A---A
Om egy n valtozds 3-normalforma. Legyenek a ¢-beli valtozok x1,zs, ..., x,.
Feltehetd, hogy minden elemi diszjunkciéban pontosan 3 kiilonb6z§ valtozo
szerepel (erre a bizonyitas végén még visszatériink).

Definialunk egy G gréafot a kévetkezSképpen. Kezdjiik a G graf csiicsaival.

e Van két kiilonallo cstcs, u és v.

o A ¢-beli x; valtozoknak és negaltjaiknak is megfelel egy-egy cstics, ezek
jele x; illetve z;, 1 < i < n.

e Végiil a ¢; elemi diszjunkcioknak 6t csics felel meg: ezek ¢;, ..., ¢,
I<j<m.
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A G graf élei jonnek.

e ElGszor is (u,v) € E(G), tovabba (v, z;), (v, Z;), (x;, Z;) € F(G) minden
1 <7 < n esetén.

e Ezen kiviil (u, ¢?), (u, ¢?) € E(G) minden 1 < j < m esetén, valamint,
( f,qﬁ?“) € F(G) minden 1 < j < m és 1 <k <5 esetén (itt a fels
index ciklikusan fut, 5 utan 1 jon).

e Végiil minden 1 < j <m, 1 <i<nés 1<k <3esetén (¢, 2;) €
E(G), ha a ¢; elemi diszjunkcié k-adik tagja x;, és hasonléan, minden
1<j<m1<i<né 1<k<3esetén ( f,i:i)EE(G),haagbj
elemi diszjunkci6 k-adik tagja z;.

A kovetkez§ abra azt az esetet szemlélteti, amikor ¢y = x1 V Ty V x3.

sl T €T3 I

U

A G graf mérete linearis ¢ méretében, és az is lathato, hogy polinom
id6ben felépithets ¢ ismeretében. Igazolnunk kell még, hogy G € 3-SZINEZES
pontosan akkor all fenn, ha ¢ € 3-SAT.

Tegyiik fel elgszor, hogy G € 3-SZINEZES, és tekintsiik a graf egy 3-
szinezését. Nevezziik v szinét pirosnak, u szinét sarganak, a harmadik szin
pedig legyen zdld. Vegyiik észre, hogy egy literal szine csak z6ld vagy sarga
lehet a v-vel Gsszekdts él miatt. A ¢ formula ¢ literdljanak adjuk az igaz
értéket, ha G-ben az ¢ csics zold, illetve a hamis értéket, ha az ¢ csics
sarga. Ez megfelel az z; valtozok egy kiértékelésének, hiszen az (x;,7;) él
megléte miatt az x; és T; cstcsok koziil az egyik sarga, a mésik z6ld minden
1 <7 < nesetén. Megmutatjuk, hogy igy ¢ egy kielégitd kiértékelése adodik.
Ez nyilvan egyenértékd azzal, hogy mindegyik ¢;-ben van zold literdl. Ez
viszont igaz, ellenkezd esetben ugyanis a ¢;-hez tartozo 6tszog csicsaira csak
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két szin lenne megengedett, a piros és a zold, ami nyilvan kevés az 6tszog
kiszinezéséhez.

Ezutan tegyiik fel, hogy ¢ € 3-SAT és tekintsiik ¢ egy kielégits kiér-
tékelését. Akar az elébb, feleltessiik meg a literalok igaz értékének a zold
szint, hamis értékének pedig a sarga szint. Szinezziik v-t pirosra, u-t pedig
sargara. Az eddig kapott részleges szinezéssel nincs baj, mar csak a ¢; elemi
diszjunkciokhoz tartozo otszogeket kell kiszinezni. Egy ilyen 6tszog minden
csucsara tiltott a zold és sarga szinek egyike. Az "also" két csicsra a sar-
ga, a "fels6" cstcsokra viszont nem mindeniitt a sarga, hiszen ¢;-ben van
zold literdl. AlapvetGen négy eset van: a felsé harom csics koziil egyre, két
szomszédosra, két nem szomszédosra, illetve mindharomra tiltott a z6ld szin.
Konnyt ellenérizni, hogy mind a négy esetben az 6tszog kiszinezhetd.

A bizonyitas teljessé tételéhez megmutatjuk, hogy tetszéleges n valto-
z6s, m elemi diszjunkciobol allo 3-normalforméhoz létezik olyan, vele ekvi-
valens, legfeljebb n + 4 valtozos, legfeljebb m + 8 elemi diszjunkciébol allo
3-normalforma, amelynek minden elemi diszjunkciojaban pontosan 3 kiilon-
b6z6 valtozd szerepel.

Legyen ¢ egy n valtozos, m elemi diszjunkciobol all6 3-normélforma. Fel-
tehetd, hogy ¢ minden elemi diszjunkcidéjaban egy literal csak egyszer fordul
el6 és semelyik elemi diszjunkciéban nem fordul el§ egyszerre egy valtozé és
annak negaltja is. (Ha ¢ valamely elemi diszjunkcidjaban ugyanaz a literal
tobbszor is el6fordul, akkor ezen el6forduldsok koziil csak egyet meghagy-
va, illetve ha valamely elemi diszjunkcioban egy valtozo és annak negaltja
is el6fordul, akkor azt az elemi diszjunkciot elhagyva nyilvan egy ekviva-
lens 3-norméalformat kapunk.) Vegyiink fel négy 1j valtozot, legyenek ezek
21, %22, 23, 24 Azokat a ¢-beli elemi diszjunkciokat, amelyekben egy véltozo
szerepel, egészitsiik ki z;-gyel és zo-vel, azokat az elemi diszjunkciokat pedig,
amelyekben két valtozo szerepel, egészitsiik ki z;-gyel. Ezen kiviil egészitsiik
még ki ¢-t a

21\/2’3\/247
21\/23\/24,
21\/23\/24,
Z V23 V 2y,
22\/23\/24,
22\/23\/2’47
22\/23\/247
ZoV Z3V zy

elemi diszjunkciokkal. Jeldlje ¢* az igy kapott 3-normalforméat. Vegyiik észre,
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hogy a nyolc 1j elemi diszjunkci6 barmely kielégits kiértékelésében z; és z,
sziikségképpen hamis értékd. Innen egyszertien adodik, hogy ¢ akkor és csak
akkor elégithet6 ki, ha ¢* is kielégithetd.

(B) Nyilvanvalo, hogy k-SzINEZES € NP. Az NP-teljesség belatasahoz a
3-SZINEZES nyelvet fogjuk visszavezetni a k-SZINEZES nyelvre.

Legyen G tetszGleges graf. Vegyilink hozzd G-hez k — 3 1j csticsot, és
kossiink Ossze ezeket egymassal, valamint G cstcsaival. Az igy kapott grafot
jelolje G'. A G’ graf mérete nyilvan linearis G méretében, és az is lathato,
hogy G’ polinom idében felépithetd G ismeretében. Vegyiik észre tovabba,
hogy a G graf akkor és csak akkor 3 szinnel szinezhets, ha a G’ graf k szinnel
szinezhetd.

(C) Nyilvanvalo, hogy SZINEZES € NP. Az NP-teljesség belatasahoz pedig
elég megjegyezni, hogy a 3-SZINEZES nyelv trivialis médon visszavezethetd
a SZINEZES nyelvre.

Klaszterezés variacid

Feladat.

Legyen adott (valamilyen) objektumok egy U = {p1,p2,...,pn} halmaza.
Tegyiik fel, hogy barmely két p; és p; objektumnak ismerjiik a d(p;, p;) tavol-
sagat. A d tévolsagfiiggvényrdl itt csak annyit tesziink fel, hogy tetszéleges
pi és p; objektumokra

e d(pi,p;) =0,
L d(pi,pj) = 0 akkor és csak akkor, ha 7 = 7,
e d(pi,p;) = d(pj, pi)-

Legyen tovabbé adott egy k < n pozitiv egész szdm. Az U halmaz k nem
tires részhalmazanak egy {C1, Cs, ..., Cy} csaladjat az U egy k-particiojanak
nevezzik, ha

[ ] 01UCQU"'UCk:U7
L] CZﬁCj:@,haz#j

A KLASZTEREZES nyelv alljon azokbol az (U,d, k, B) rendszerekbdl, ame-
lyekre az objektumok U = {p1,pa,...,pn} halmazanak van olyan k-parti-
cioja, hogy a partici6 egyik halmazaban sem haladja meg az objektumok
tavolsaga a B porzitiv egész értéket. Mutassuk meg, hogy a KLASZTEREZES
nyelv NP-teljes!
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Megoldas.

Nyilvanval6, hogy KLASZTEREZES € NP. Az NP-teljesség belatasihoz a

SZINEZES nyelvet fogjuk visszavezetni a KLASZTEREZES nyelvre. Legyen G

tetszbleges graf a {vy,vq,...,v,} csticshalmazon, k < n pedig egy pozitiv

egész szam (ha k > n, akkor (G, k) € SZINEZES trivialisan teljesiil).
Definidlunk egy (U,d, k, B) rendszert a kiovetkezGképpen. Legyen U =

V(G). Legyen tovabba tetszéleges v; és v; objektumokra

0 hai=j,
dwnvy) = 1 hai A és (v0) € B(G),
2 hai#jés (v;,v;) € E(G).

Végiil legyen B = 1.

Az (U,d, k, B) rendszer mérete nyilvan polinomialis G méretében, és az
is viladgos, hogy (U, d, k, B) polinom idében felépithets G ismeretében. Meg-
mutatjuk, hogy a G graf akkor és csak akkor k szinnel szinezhets, ha az
objektumoknak létezik olyan k-particioja, hogy a particié egyik halmaziban
sem haladja meg az objektumok tavolsaga az 1 értéket.

Tegyiik fel el6szor, hogy a G graf k szinnel szinezhets. Ekkor persze van
olyan szinezése is G-nek, amelynél pontosan k szint hasznélunk. Definidljuk
a k-particiot a kovetkezéképpen: két objektum akkor és csak akkor legyen
egy halmazba, ha a nekik megfelel§ csticsok azonos szintiek. Mivel a graf-
ban két azonos szind csics nem lehet szomszédos, ezért a particié barmely
halmazaban az objektumok tavolsaga 1.

Tegyiik fel ezutan, hogy az objektumoknak létezik olyan k-particidja,
hogy a particio egyik halmazaban sem haladja meg az objektumok tavolsaga
az 1 értéket. Definidljuk a k-szinezést a kovetkezGképpen: két cstics akkor
és csak akkor legyen azonos szint, ha a nekik megfelel6 objektumok egy hal-
mazban vannak. Ez valoban egy k-szinezése a grafnak: nem lehet a gratban
két azonos szind szomszédos csics, ellenkezs esetben az ezeknek megfelels
objektumok a particié egy halmazaban lennének, mikézben tavolsdguk 2.

Fiiggetlen csticshalmaz

Feladat.

(A) A G iranyitatlan graf cstcsainak egy S részhalmazat fiiggetlen halmaz-
nak nevezziik, ha semelyik két S-beli cstucs kozott nem fut él G-ben. A
FUGGETLEN CSUCSHALMAZ nyelv alljon azokbol a (G, k) parokbol (G egy
graf, k pedig egy pozitiv egész), amelyekre teljesiil, hogy a G grafnak van leg-
alabb k elemi fiiggetlen csticshalmaza. Mutassuk meg, hogy a FUGGETLEN
CsUCSHALMAZ nyelv NP-teljes!
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(B) A G iranyitatlan graf csucsainak egy T részhalmazat klikknek nevezziik,
ha barmely két T-beli cstucs kozott fut él G-ben. A KLIKK nyelv alljon
azokbol a (G, k) parokbol (G egy graf, k pedig egy pozitiv egész), amelyekre
teljesiil, hogy a G graf tartalmaz legalabb k elemi klikket. Mutassuk meg,
hogy a KLIKK nyelv NP-teljes!

(C) A G irdnyitatlan graf cstucsainak egy U részhalmazat éllefog6 halmaz-
nak nevezziik, ha G barmely élének van U-beli végpontja. Az ELLEFOGO
CsUCsHALMAZ nyelv alljon azokbol a (G, k) parokbol (G egy graf, k pedig
egy pozitiv egész), amelyekre teljesiil, hogy a G grafnak van legfeljebb k elemii
éllefogo csticshalmaza. Mutassuk meg, hogy az ELLEFOGO CSUCSHALMAZ
nyelv NP-teljes!

Megoldas.
(A) Nyilvanvalo, hogy FUGGETLEN CSUCSHALMAZ € NP. Az NP-teljesség
belatasahoz a 3-SAT nyelvet fogjuk visszavezetni a FUGGETLEN CSUCSHAL-
MAZ nyelvre. Legyen ¢ = ¢1 A --- A ¢, egy n valtozos 3-normalforma.
Feltehet6, hogy minden elemi diszjunkcioban pontosan 3 kiilonb6z8 valtozo
szerepel (1d. a grafok 3-szinezésérdl szolo feladat megoldasanak végét).

Definiadlunk egy G grafot a kovetkezSképpen. Minden 1 < ¢ < m esetén a
¢; elemi diszjunkciénak harom csics fog megfelelni, az els§ literdlnak v;;, a
masodiknak vjo, a harmadiknak pedig vss. Igy |[V(G)| = 3m. Minden 1 < i <
m esetén legyen (v;1, vi2), (Vi2, Vi3), (vis, vi1) € E(G). Legyen tovabba minden
1 <i<j<m,valamint 1 <k <3és1 <1< 3esetén (vy,v5) € E(G) haa
¢; elemi diszjunkci6 k-adik literalja és a ¢; elemi diszjunkcio6 [-edik literalja
egymas negaltjai.

V11 V21 V31

V13 V12 V23 V22  U33 V32
(x1 VaaVasz) ATy VayVay) A(TaVazVay)

A G graf mérete nyilvan polinomidlis ¢ méretében, és az is lathato, hogy
G polinom id6ben felépithetd ¢ ismeretében. Igazolnunk kell még, hogy G-
nek akkor és csak akkor van legalabb m elemt fliggetlen csiicshalmaza, ha ¢
kielégithetd.

Elgszor tegyiik fel, hogy ¢ kielégithets és tekintsiik ¢ egy kielégit6 kiérté-
kelését. Ekkor minden 1 <7 < m esetén létezik olyan 1 < k < 3 egész, hogy
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a ¢; elemi diszjunkcio k-adik literaljanak értéke igaz. Alljon S az ezeknek
megfelel§ v, csticsokbol. Az S halmaz elemszama nyilvan m. Allitjuk, hogy
S fiiggetlen csticshalmaz G-ben. Valoban, ha futna él S valamely két vy és
vj; cstcsa kozott, akkor a két csicsnak megfeleld literalok egyméas negaltjai
volnénak, igy nem lehetne mindkettd értéke igaz.

Tegyiik fel ezutan, hogy G-nek van egy legalabb m elemid S fiiggetlen
csicshalmaza. Vegyiik észre, hogy ekkor S pontosan m csticsbdl all; az elemi
diszjunkcioknak megfelel§ haromszégek mindegyikébdl egy-egy csiicsot tar-
talmaz. Tekintsiik a ¢ formula valtoz6it. Ha valamely 1 < h < n esetén
sem xj, sem pedig T, nem fordul elg az S-beli csiicsoknak megfelel§ literdlok
kozott, akkor adjuk xzp,-nak az igaz értéket. Ellenkezé esetben x;, és ) koziil
pontosan az egyik fordul el§ az S-beli csticsoknak megfelel§ literdlok kozott.
Valoban, ha valamely 1 < h < n esetén x, és T, is el6fordulna az S-beli
csucsoknak megfeleld literalok kozott, akkor a kérdéses csicsok kozott él fut-
na, ellentmondva S fiiggetlen voltanak. Ha valamely 1 < h < n esetén xy,
elfordul az S-beli csiicsoknak megfelels literdlok kozott, akkor adjuk x,-nak
az igaz értéket, ha pedig 7, fordul els, akkor adjuk z,-nak a hamis értéket.
Vilagos, hogy ilyen moédon ¢ egy kielégits kiértékelése adodik.

(B) Nyilvanvalo, hogy KLIKK € NP. Az NP-teljesség belatasdhoz a FUG-
GETLEN CSUCSHALMAZ nyelvet vezetjiik vissza a KLIKK nyelvre.

Jegyezziik meg, hogy egy G graf csicsainak valamely X részhalmaza ak-
kor és csak akkor fiiggetlen G-ben, ha X klikk a G graf G komplementer
grafjaban (a G komplementer graf cstcsai ugyanazok, mint a G graf csicsai,
tovabbd (u,v) pontosan akkor éle G-nek, ha (u,v) nem éle G-nek). Ebbdl
azonnal adodik, hogy egy grafnak akkor és csak akkor van legalabb k£ ele-
mi fiiggetlen csiicshalmaza, ha komplementer grafja tartalmaz legalabb £
elemd klikket. (Az nyilvanvalo, hogy a komplementer graf polinom idében
felépithets a graf ismeretében.)

(C) Nyilvanvalo, hogy ELLEFOGO CSUCSHALMAZ € NP. Az NP-teljesség
belatasdhoz a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ nyelvet vezetjiik vissza az KLLE-
FOGO CSUCSHALMAZ nyelvre.

Allitas. Legyen G = (V, E) tetszéleges iranyitatlan graf. A graf cstcsainak
egy S részhalmaza akkor és csak akkor fiiggetlen halmaz, ha V' \ S éllefogo
halmaz.

Bizonyitas. El6szor tegyliik fel, hogy S fiiggetlen halmaz G-ben. Tekintsiik
egy tetszbleges e = (u,v) élét G-nek. Mivel S fiiggetlen, nem lehetséges,
hogy u és v is hozzatartozik S-hez, kovetkezésképpen u és v legalabb egyike
V'\ S-ben van. Ez G minden élére teljesiil, igy V' \ S éllefogd halmaz G-ben.
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Megforditva, tegyiik fel, hogy V \ S éllefog6 halmaz G-ben. Tekintsiik
S valamely két kiilonb6z6 u és v csiicsat. Ha ezek kozott egy e él futna
G-ben, akkor e-nek nem lenne V' \ S-beli végpontja, ellentmondés. Ebbdl
kovetkezik, hogy semelyik két S-beli cstics kézott nem fut él G-ben, igy S
fiiggetlen halmaz.

Innen azonnal adodik, hogy egy n cstcsu grafnak akkor és csak akkor van
legaldbb k elem fiiggetlen csicshalmaza, ha a grafnak van legfeljebb n — &
elemii éllefogd csticshalmaza.

Turan tétel

Feladat.

Legyenek r < n pozitiv egész szamok. Definidljuk a 7,.(n) Turan grafot a
kovetkezGképpen. Osszuk el maradékosan az n szamot az r szammal, azaz
legyen n = rq 4+ m, ahol 0 < m < r. A T,(n) Turdn grafnak n cstcsa van,
amelyeket r osztalyba sorolunk; ezek koziil m osztély ¢ + 1 csicsbol all, a
tobbi r — m osztaly pedig ¢ csiicsbol. A graf két csucsa akkor és csak akkor
van Osszekotve, ha kiilonb6z6 osztalyba tartoznak.

@
Q&'

//\\

Mutassuk meg, hogy ha egy n cstucsi graf nem tartalmaz r + 1 cstcsu teljes
grafot, akkor élszama nem haladja meg a 7,.(n) Turan graf élszamat!

Megoldas.

Kezdjiik egy definicioval. Egy grafot r-osztalyinak vagy r-kromatikusnak
neveziink, ha csicsai r darab nem iires osztalyba sorolhatok tgy, hogy az
egy osztalyba tartoz6 cstucsok kozott nem fut él. Jegyezziik meg, hogy egy
r-osztalyt graf nem tartalmazhat r + 1 cstcsu teljes grafot.
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Elgszor megmutatjuk, hogy az n cstcst, r-osztalya grafok kozil a T,.(n)
Turan grafnak van a legtobb éle. Legyen GG egy maximélis élszamui n csicst,
r-osztalyu graf. Viladgos, hogy G barmely két kiillonb6z6 osztalyba tartozo
csticsa kozott fut él, kérdés az osztalyok mérete. Jelolje az osztalyok méretét
ni,ne,...,n,. Ha minden 1 < i < j < 7 esetén |n; —n;| < 1, akkor készen
vagyunk; a G graf ekkor izomorf a T,(n) Turédn graffal. Tegyiik fel ezért,
hogy valamely 1 < i < j < r esetén |n; — n;| > 2, mondjuk n;, —n; > 2.
Tekintsiik most azt az n cstucest, r-osztalya G* grafot, amelyben az osztalyok
meérete

Ny e M1, Ny — 17ni+17 ey 1, T + 17nj+17 cees My

és amelynek barmely két kiilonbo6z6 osztalyba tartozo csicsa kozott fut él.
Egy kis szamolas kovetkezik:

|E(G")| — |E(G)] = (n; —1)(n; +1) —nyn; =n; —n; —1 > 0.

Ez viszont ellentmond annak, hogy G maximAlis élszAmd az n csicsa, 7-
osztalyn grafok kozott. Innen az allitas adodik.

Ezutdn megmutatjuk, hogy barmely n csticsi, r + 1 cstcst teljes grafot
nem tartalmazéd G grathoz létezik olyan n csicsi, r-osztalya H graf, amelyre
V(H) = V(G), és tetszbleges v € V(H) cstcsra degg(v) < degy(v). Ekkor
a H grafra |E(H)| > |G(H)|, hiszen egy grafban a fokszamok Gsszege az
élszam kétszerese. Az el6z6 allitas szerint H élszama nem haladhatja meg a
T, (n) Turan graf élszamat, igy ugyanez teljesiil a G grafra is.

Az &llitast r szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Az allitas r = 1
esetén trividlis; ekkor G iires graf. Legyen ezutan r > 2, és tekintsiink egy n
csticst, r + 1 csucst teljes grafot nem tartalmazé G grafot. Jelolje a G-beli
maximalis fokszamot A, és legyen w € V(G) olyan, hogy deg,(w) = A.
Legyen Vi = {u € V(G) | (v,w) € E(G)}, és Vo = V(G) \ V5. Jegyezziik
meg, hogy w € V5.

Tekintsiik most a G grafnak a V) csticshalmaz &ltal feszitett részgrafjat.
Jelolje ezt a grafot G'. Vegyiik észre, hogy a G’ graf nem tartalmazhat r
cstcsu teljes grafot, hiszen ennek cstucsai w-vel egyiitt egy r + 1 cstcsi teljes
grafot feszitenének ki G-ben. Mivel G’ nem tartalmaz r csicsu teljes gréafot,
az indukcios feltevés szerint létezik olyan (r — 1)-osztalya H' graf, amelyre
V(H") = V(G), és tetszbleges v € V(H') cstcsra dege (v) < degy (v).

Ezek utan a H gréafot a kdvetkez&képpen konstrualjuk meg a G grafbol.
Vegyiik a V; cstcshalmazon a G’ graf helyett a H' grafot, majd kossiik 6ssze
V1 minden csiicsat V5 minden csiicséval, végiil hagyjuk el a Vs-beli cstcsok
kozott futo éleket. Nyilvanvalo, hogy a H graf r-osztaly, hiszen ugy kaptuk,
hogy az (r — 1)-osztalya H' grathoz csatoltunk még egy osztalyt, Va-t.
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Belatjuk, hogy deg.(v) < degy(v) tetszéleges v € V(H) csucsra. Ha
v € Va, akkor degy(v) = |Vi| = A, mikdzben degy,(v) < A definicio szerint.
Ha pedig v € Vi, akkor

degp (v) = degp(v) + |Va| = dege (v) + [Va| = degq(v).
Ezzel a bizonyitas teljes.

Egyszerti szamolassal adodik, hogy a T).(n) Turan graf élszama

() =("3) e m() =5 0-3)+ (3)

Hamilton kor

Feladat.

(A) A G iranyitott graf egy iranyitott kore Hamilton kér, ha abban G minden
csicsa pontosan egyszer szerepel. Az IRANYITOTT HAMILTON KOR nyelv
alljon azokbol az irdnyitott grafokbol, amelyek tartalmaznak Hamilton kort.
Mutassuk meg, hogy az IRANYITOTT HAMILTON KOR nyelv NP-teljes!

(B) A G iranyitott graf egy iranyitott ttja Hamilton tt, ha abban G minden
csticsa pontosan egyszer szerepel. Az IRANYITOTT HAMILTON UT nyelv
alljon azokbol az irdnyitott grafokbol, amelyek tartalmaznak Hamilton utat.
Mutassuk meg, hogy az IRANYITOTT HAMILTON UT nyelv NP-teljes!

(C) A G iranyitatlan graf egy kore Hamilton kor, ha abban G minden csiicsa
pontosan egyszer szerepel. A HAMILTON KOR nyelv alljon azokbol az ira-
nyitatlan grafokbol, amelyek tartalmaznak Hamilton kért. Mutassuk meg,
hogy a HAMILTON KOR nyelv NP-teljes!

(D) A G iranyitatlan graf egy ttja Hamilton ut, ha abban G minden csiicsa
pontosan egyszer szerepel. A HAMILTON UT nyelv alljon azokbol az iranyi-
tatlan grafokbol, amelyek tartalmaznak Hamilton utat. Mutassuk meg, hogy
a HAMILTON UT nyelv NP-teljes!

Megoldas.

(A) Nyilvanval6, hogy IRANYITOTT HAMILTON KOR € NP. Az NP-teljesség
belatasdhoz a 3-SAT nyelvet fogjuk visszavezetni az IRANYITOTT HAMIL-
TON KOR nyelvre. Legyen ¢ = ¢1 A - -+ A ¢y, €gy n valtozds 3-normalforma.
Legyenek a ¢-beli valtozok xq, xs, ..., x,. Feltehetd, hogy minden elemi disz-
junkcioban pontosan 3 kiilonb6z6 valtozo szerepel (Id. a grafok 3-szinezésérdl
sz0l6 feladat megoldasanak végét).
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Definialunk egy G iranyitott grafot a kovetkezGképpen. Minden 1 < i < n
esetén az x; valtozonak 3m + 3 cstcs fog megfelelni: v;1,vi9,..., 0 3m3-
Minden 1 < 7 < n és minden 1 < 7 < 3m + 2 esetén vezessen él mindkét
iranyba a v; ; és a v; j41 csticsok kozott. Bz azt jelenti, hogy minden 1 <@ < n
esetén a v;1,v;2, ..., Vi3m+s cstcsokon végig tudunk lépkedni v; 1-t61 v; 3, 43-
lg és Ui’3m+3—t(’)l ’Ui’l—ig is.

Vegyiink fel még két tovabbi csicsot, legyenek ezek s és ¢, és vezessiink
¢leket s-bol vy 1-be és vy 3, 43-ba, vezessiink éleket t-be v, 1-b6l és vy, 3,,43-b0l,
tovabba vezessiink egy élt ¢-bdl s-be.

Ezen kiviil minden 1 < ¢ < n—1 esetén vezessiink éleket v; 1-b6l v 4 1-be
és vi+1,3m+3—ba, valamint Ui73m+3—b(’)1 vi+1,1—be és Ui+1’3m+3—ba.

Tekintsiik ezutan az elemi diszjunkciokat. Minden 1 < k& < m esetén
a ¢ elemi diszjunkcionak feleljen meg egy c; csiics. Legyen ¢ a ¢ elemi
diszjunkci6 egy literdlja. Ha ¢ = x; akkor vezessiink egy-egy élt v; 35-bol ;-
ba és ci-bol v; 31,4 1-be, ha pedig ¢ = T;, akkor vezessiink egy-egy élt v; 31,+1-b6l
cx-ba és ¢,-bol v; 35-ba.

A kovetkezs abran az (1 V Ty V x4) A (21 V 23 V T4) normalformanak
megfelel§ iranyitott graf lathato.

A G graf mérete nyilvan polinomidlis ¢ méretében, és az is lathato, hogy a
G graf polinom id6ben felépithetd ¢ ismeretében. Megmutatjuk, hogy G-ben
akkor és csak akkor van irdnyitott Hamilton kor, ha ¢ kielégithetd.
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Elgszor tegyiik fel, hogy G-ben van egy H iranyitott Hamilton kor. Le-
gven 1 < k < m, és tekintsiik a ¢, cstuicsot. A ¢, cstucson sziikségképpen
athalad a H iranyitott Hamilton kor. Két lehetGség van:

e A H iranyitott Hamilton kor c,-t megel6z6 cstcsa v; 3, valamely 1 <
1 < n esetén. Ekkor a H irdnyitott Hamilton kor ci-t kévetd csicsa
sziikségképpen v; 3141, ellenkez6 esetben H elakadna a v; 3,1 vagy a
V;3k+1 csicsban, attol fliggden, hogy a v; 3, cslicsba a v; 3541 vagy a
V; 3k—1 cstcesbol érkeztiink; ez nem lehetséges.

o A H iranyitott Hamilton kor ci-t megel6zé csicsa v; gr4+1 valamely 1 <
1 < n esetén. Ekkor a H irdnyitott Hamilton kor ci-t kdvetd csiicsa
sziikségképpen v; 3, ellenkezd esetben H elakadna a v; 3, vagy a v; si4o
cstcesban, attol fliggéen, hogy a v;3p4+1 csticsba a v;spre vagy a v; sk
csucsbdl érkeztiink; ez nem lehetséges.

Ha a H iranyitott Hamilton kor c,-t megel6z6 cstcsa v; 3, akkor helyettesit-
siik H-n a (v; 3k, Ck, Vi gk+1) irdnyitott utat a (v; sk, Vi sk4+1) irdnyitott éllel. Ha
a H irdnyitott Hamilton kor c;-t megel6zé csiicsa v; 3541, akkor helyettesitsiik
H-n a (v; 3611, Ck, Vi 3¢) irdnyitott utat a (v; sk41, vs k) irdnyitott éllel. Ezt a
modositast minden 1 < k& < m esetén elvégezve a G graf egy H' iranyitott
korét kapjuk, amely nem megy at a cq, co, .. ., ¢, csicsokon.

Tekintsiik azt a G’ grafot, amelyet a G grafbol a cq,ca,. .., ¢, csicsok
és a rajuk illeszkedd élek elhagyaséaval kapunk. Vilagos, hogy H' ekkor a G’
graf egy iranyitott Hamilton kore. Mivel a t csicsbol egyetlen él indul ki,
ezért a H' irdnyitott Hamilton koron sziikségképpen ¢-bol s-be megyiink a
(t,s) irdnyitott élen. Ezutan minden 1 <7 < n esetén a v; 1,052, ..., Vi 3m+3
csticsokon v; 1-t6l v; 3,,43-18 Vagy vj 3m43-tol v; 1-ig lépkediink végig. Végiil
ismét a t csticsba ériink.

Minden 1 < ¢ < n esetén a fenti két lehetGség természetes médon meg-
feleltethet6 az x; logikai valtozo két lehetséges értékének: ha a H' iranyitott
Hamilton kor a v; 1,59, ..., Vi 3m+s csicsokon v; 1-t6l v; 3,,43-ig lépked végig,
akkor legyen z; értéke igaz, ha pedig v; 3,,+3-t0l v; 1-ig, akkor legyen z; értéke
hamis.

Minden 1 < k£ < m esetén tekintsiik a ¢ elemi diszjunkciot, illetve az
annak megfelel§ ¢, csicsot G-ben. Két lehetség van:

e A H irdnyitott Hamilton kordn v; 3;-bol megyiink cx-ba majd onnan
v; 3k+1-be valamely 1 < ¢ < n esetén. Ekkor egyrészt x; igaz érték,
méasrészt ¢p-ban szerepel az x; literal.

o A H irdnyitott Hamilton koron v; s,41-b6l megyiink c;-ba majd onnan
v; 3i-ba valamely 1 < 7 < n esetén. Ekkor egyrészt x; hamis értékd,
mésrészt ¢r-ban szerepel az ; literal.
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Mindkét esetben van ¢i-ban igaz értéki literal, kdvetkezésképpen ¢y értéke
igaz. Innen ¢ kielégithetGsége adodik.

Tegyiik fel ezutan, hogy ¢ kielégithets és tekintsiik ¢ egy kielégits ki-
értékelését. Tekintsiik azt a G’ grafot, amelyet a G grathol a ¢, co, ...,
cstcsok és a rajuk illeszkedd élek elhagyasaval kapunk. Haladjunk végig a
G’ graf csucsain a kovetkez6 sorrendben. Induljunk el az s csucsbol. Ez-
utan haladjunk végig a vy 1,v12,...,013m43 cstcsokon vy 1-t6l vq 3,,43-ig ha
az x; valtozo értéke igaz, illetve vy g,,43-t6l vy 1-ig ha az x; véltozo értéke
hamis. Ezt kovetSen haladjunk végig a v 1,022, ..., V23m43 cstcsokon vy ;-
t6l V2 3m43-1g ha az xo valtozd értéke igaz, illetve v 3,,43-t0] vy 1-ig ha az x9
valtozo6 értéke hamis, és igy tovabb. Végiil a ¢ csicsba érkeziink, ahonnan
a (t,s) iranyitott élen ismét az s csucsba juthatunk. Ilyen médon a G’ graf
egy H' iranyitott Hamilton korét kapjuk. Vilagos, hogy H' iranyitott kor a
G grafban, amely nem megy at a ¢, co, . . ., ¢, cstcsokon.

Legyen 1 < k < m, és tekintsiik a ¢ elemi diszjunkciot. A ¢ elemi
diszjunkcié legalabb egy ¢ literalja sziikségképpen igaz érték.

o Ha ¢ = z;, akkor egyrészt a G gratban él vezet v; 3,-bol ci-ba és cx-bol
v; sk+1-be, masrészt a G graf H' irdnyitott korén a v; s, csics utan a
v; 341 cstcs kovetkezik. Helyettesitsiikk most a G graf H' iranyitott
korén a (v; sk, Vi skt1) irdnyitott élt a (v; sk, ck, Visk+1) irnyitott attal.

o Ha (= z;, akkor egyrészt a G gratban él vezet v; 35,11-b6l ci-ba és ci-bol
v; sp-ba, masrészt a G graf H' irdnyitott korén a v; 3,41 csics utan a
v; 31, cstics kovetkezik. Helyettesitsiik most a G graf H' iranyitott korén
a (Visk+1,Vigk) irdnyitott élt a (v; k41, Ck, Vigk) irdnyitott attal.

Ezt a modositast minden 1 < & < m esetén elvégezve nyilvanvalé modon a
G graf egy H iranyitott Hamilton korét kapjuk.

(B) Nyilvanvalo, hogy IRANYITOTT HAMILTON UT € NP. Az NP-teljesség
belatasdhoz az IRANYITOTT HAMILTON KOR nyelvet fogjuk visszavezetni
az IRANYITOTT HAMILTON UT nyelvre. Legyen G egy iranyitott graf.

Definidlunk egy G’ iranyitott grafot a kovetkezGképpen. Tekintsiik a G
graf egy tetszoleges v csiucsat. Cseréljiik le a v csucsot két 0j v’ és v” csucsra.
Cseréljiik le tovabba a G graf mindegyik v-be érkezd (u,v) élét egy 4j (u,v")
élre és mindegyik v-bdl induld (v, w) élét egy 14j (v, w) élre.

A G’ graf mérete nyilvan linearis G méretében, és az is lathato, hogy G’
polinom idében felépithets G ismeretében. Megmutatjuk, hogy G’-ben akkor
és csak akkor van irdnyitott Hamilton 1t, ha G-ben van irdnyitott Hamilton
kor.

Elészor tegyiik fel, hogy G'-ben van egy H' iranyitott Hamilton ut. A
H' iranyitott Hamilton t sziikségképpen v’-ben kezdddik, hiszen v'-be nem
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érkezik él, és v”-ben végz6dik, hiszen v”-b6l nem indul él. A H' Hamilton ut
két végpontjat "egyesitve" a G graf egy iranyitott Hamilton koéréhez jutunk.
Tegyiik fel ezutan, hogy G-ben van egy H irédnyitott Hamilton kor. A
H iranyitott Hamilton kort a v csticsnal "megszakitva" a G’ graf egy v'-bél
indulo és v”-be érkezd iranyitott Hamilton atjahoz jutunk.
(C) Nyilvanvalo, hogy HAMILTON KOR € NP. Az NP-teljesség belatasahoz
az IRANYITOTT HAMILTON KOR nyelvet fogjuk visszavezetni a HAMILTON
KOR nyelvre. Legyen G egy iranyitott graf.
Definialunk egy GG’ iranyitatlan grafot a kovetkezéképpen. A G graf min-
den v; csicsanak feleljen meg harom csiics G’-ben, jeldlje ezeket vPe, v7, vk,
gy |[V(G")| = 3|V(G)|. A G graf minden v; csticsira legyen (vP®, v¥) € E(G')

) Y1) e
i Y

és (v, v) € E(G'). Legyen tovabba (v, v?*) € E(G') minden (v;,v;) €
E(G) esetén. Igy |E(G")| = 2|V(G)| + |E(G)|. A G’ graf mérete linearis G
méretében, és az is lathato, hogy G’ polinom idében felépitheté G ismereté-
ben. Megmutatjuk, hogy G’-ben akkor és csak akkor van Hamilton kor, ha
G-ben van irdnyitott Hamilton kor.

El6szor tegyiik fel, hogy G'-ben van egy H' Hamilton kér. A H' Hamilton
kor felbonthato (vy, vy, vp¢,v¥) alaki utakra; feleltessiik meg minden ilyen
utnak a (v;, v;) irdnyitott élt G-ben. Ezek az élek egyiittesen G egy iranyitott
Hamilton korét alkotjak.

Tegyiik fel ezutan, hogy G-ben van egy H iranyitott Hamilton kér. A H
iranyitott Hamilton kor minden (v;,v;) irnyitott élének feleltessiik meg G'-

ki ,be

ben a (v;, v, v;¢,v;) utat. Ezek az utak egyiittesen G’ egy Hamilton korét

alkotjak.

(D) Nyilvanvals, hogy HAMILTON UT € NP. Az NP-teljesség belatasahoz
a HAMILTON KOR nyelvet fogjuk visszavezetni a HAMILTON UT nyelvre.
Legyen G egy irdnyitatlan graf.

Definidlunk egy G’ irdnyitatlan grafot a kovetkezGképpen. Tekintsiik a
G graf egy tetszGleges v csicsat. Vegyiink fel harom 1j csticsot, legyenek
ezek u, w és z, és vezessiink éleket u és w kozott, w és v szomszédai kozott,
valamint v és 2z kozott.

A @ graf mérete nyilvan linearis G méretében, és az is lathato, hogy G’
polinom idGben felépithets G ismeretében. Megmutatjuk, hogy G’-ben akkor
és csak akkor van Hamilton 1t, ha G-ben van Hamilton kor.

ElGszor tegyiik fel, hogy G’-ben van egy H' Hamilton at. A H' Hamilton
ut egyik végpontja az u cstcs, ezutan kovetkezik a w csiics, majd v valamelyik
t szomszédja. A H' Hamilton ut méasik végpontja a z csucs, ezt a v csics
koveti. Vilagos, hogy ha a H’ Hamilton ut elejérdl és végérsl tordjiik az u
és w, valamint a z csticsokat az (u,w), (w,t) és (v, z) élekkel egyiitt, majd
hozzéavessziik a (t,v) élt, akkor a G graf egy Hamilton kéréhez jutunk.
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Tegyiik fel ezutédn, hogy G-ben van egy H Hamilton kor. Vilagos, hogy
ha a H Hamilton korbdl tordljiik valamelyik v-re illeszkedd (v, t) élt, akkor
a kapott Hamilton utat az u, w és z csucsokkal, valamint az (u,w), (w,t) és
(v, z) élekkel kiegészitve a G’ graf egy Hamilton ttjahoz jutunk.

Rédei tétel

Feladat.

Mutassuk meg, hogy ha egy iranyitott graf barmely két csticsa kézott pon-
tosan az egyik irAnyba megy él (egy ilyen grafot turnamentnek neveziink),
akkor a graf tartalmaz iranyitott Hamilton utat!

Megoldas.

Az allitast a turnament csicsszaméra vonatkozo teljes indukciéval bizonyit-
juk. Tekintsiink egy n csticst G turnamentet. Ha n = 1 vagy n = 2, akkor az
allitas trividlisan igaz. Legyen ezutan n > 3 és legyen v a turnament egy tet-
sz6leges cstcsa. Tekintsiik azt a G’ turnamentet, amelyet G-b6l a v csiics (és
a ra illeszkedd élek) elhagyéasaval kapunk. Legyen V(G') = {vy, va, ..., vp1}.
Az indukcios feltevés szerint G’ tartalmaz iranyitott Hamilton utat. Az al-
talanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy

(Ula Va2, ... 7Un—1)
egy ilyen iranyitott Hamilton ut G’-ben, vagyis (v;,v;41) € E(G’) minden
1 <7 < n—2esetén. Helyezziik most vissza az el6bb eltavolitott v csicsot
a ré illeszked¢ élekkel egyiitt.
Ha (v,v1) € E(G), akkor készen vagyunk, hiszen ekkor
(v,v1,V2, ..., Vp_1)
egy iranyitott Hamilton ut G-ben. Hasonloan, ha (v,_1,v) € E(G), akkor is
készen vagyunk, hiszen ekkor

(U17U27 s 7Un—17v)

egy irdnyitott Hamilton ut G-ben.

Tegyiik fel ezért, hogy (v,v1) € E(G) és (v,-1,v) € E(G). Ekkor persze
(v1,v) € E(G) és (v,u,-1) € E(G). Legyen 2 < i < n—1 az a legkisebb
index, amelyre (v,v;) € E(G). Ekkor (v;_1,v) € E(G) nyilvanval6 modon.
Igy ebben az esetben

(Ula sy Vi1, 0, Vg o 7Un71>

egy iranyitott Hamilton at G-ben.
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Dirac tétel

Feladat.
Mutassuk meg, hogy ha egy 2n csticsu (iranyitatlan) grafban minden cstcs
foka legalabb n, akkor a graf tartalmaz Hamilton kort!

Megoldas.
Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan 2n cstcsi graf, amelyben minden csics
foka legalabb n, és a graf nem tartalmaz Hamilton kort. Legyen G egy ma-
ximalis élszami ilyen graf. Legyen V(G) = {vi,vq,...,v2,} és tegyiik fel,
hogy (vi,v2,) € E(G). Mivel G maximalis élszamu azon 2n cstcst grafok
kozott, amelyekben minden csics foka legalabb n, és amelyek nem tartal-
maznak Hamilton kort, ezért ha hozzavessziik G-hez a (v, vq,) élt, a kapott
graf mar sziikségképpen tartalmaz Hamilton kort. Ebbdl kévetkezik, hogy G
tartalmaz egy vi-et és vg,-et Osszekotd Hamilton utat. Az altaldnossag meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy (vi,ve, ..., Vo, 1,v2,) egy ilyen Hamilton
ut G-ben, vagyis (v;,v;1+1) € F(G) minden 1 < i < 2n — 1 esetén.

Tekintsiik a vy csics, illetve a vy, csics szomszédjait. Vegyiik észre, hogy
ha valamely 2 <17 < 2n — 1 esetén a v; cstucs szomszédja a vy csucsnak, akkor
a v;_1 csucs nem lehet szomszédja a vy, csiicsnak, ellenben

(7)17,027 ooy Vi1, U2y V2 —15 - - - ,'Ui,Ul)

egy Hamilton kore lenne G-nek.

U1 (%] Vi—1 4 Von—1U2n
Ebbdl kévetkezik, hogy
deg(ve,) < 2n — 1 — deg(vy),

vagyis
deg(ve,) + deg(v1) < 2n — 1,

ami ellentmondés, hiszen feltételiink szerint G minden csicsdnak foka lega-
labb n.
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Utazo6 ligynok probléma

Feladat.

Legyen adott varosok egy U = {vy, v, ..., v, } halmaza. Tegyiik fel, hogy bér-
mely két v; és v; varosnak ismerjiik a d(v;, v;) tavolsagat. A d tavolsagfiigg-
vényrol csupan annyit tesziink fel, hogy tetszéleges v; és v; varosokra d(v;, v;)
nem negativ egész szam. Nem koveteljiik meg, hogy d szimmetrikus legyen,
tehat eléfordulhat, hogy bizonyos v; és v; varosokra d(v;, v;) # d(v;,v;). Nem
koveteljiik meg azt se, hogy d-re teljesiiljon a hdromszog-egyenlGtlenség, te-
hét el6fordulhat, hogy bizonyos v;, v; és vy varosokra

d(vi,vj) + d(vj, vk) < d(v;, vg).

Legyen tovabba adott egy D pozitiv egész szam. Az UtTazo UGYNOK
nyelv alljon azokbol az (U, d, D) rendszerekbdl, amelyekre a varosok U =
{v1,v9,...,v,} halmazanak létezik olyan (v;,, vi,, . . ., v;,) permutacioja, hogy

d(viy, viy) + d(Viy, vig) + -+ - + d(vi,_y, vi,,) + d(vi,, vi,) < D.
Mutassuk meg, hogy az UTAzO UGYNOK nyelv NP-teljes!

Megoldas.

Nyilvanvalo, hogy UTazo UGYNOK € NP. Az NP-teljesség beldtasahoz az

IRANYITOTT HAMILTON KOR nyelvet fogjuk visszavezetni az UTAzO UGY-

NOK nyelvre. Legyen G egy iranyitott graf a {vy,vs,...,v,} csticshalmazon.
Definidlunk egy (U,d, D) rendszert a kovetkezGképpen. Legyen U =

V(G). Legyen tovabba tetszéleges v; és v; varosokra

0 hai=y,
d(vi,vj) =< 1 hai##jés (v,v;) € E(G),
2 hai#jés (v,v;) € E(G)

Végiil legyen D = n.

Az (U,d, D) rendszer mérete nyilvan polinomialis G méretében, és az is
vilagos, hogy (U, d, D) polinom idében felépithet§ G ismeretében. Megmu-
tatjuk, hogy G-ben akkor és csak akkor van iranyitott Hamilton kor, ha a
varosoknak létezik olyan (v, vy, ..., v;, ) permutacioja, hogy

d<vi17vi2) + d<vi27 Ui3) +oeee d(vin717 Uin) + d(Ui", Uil) < n.
Ha létezik egy (v, vy, - - -, vs,, vy, ) Hamilton kor G-ben, akkor
d(viy, viy) + d(Vig, viy) + -+ d(vs,_y,vi,) +d(vi,, v) =0
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nyilvanval6 moédon.
Tegyiik fel ezutan, hogy a varosoknak létezik olyan (v;,, vy, ..., v;, ) per-
mutécidja, hogy

d(Viy, Viy) + d(Viy, viy) + - -+ d(vi,_,, v,) + d(vi,, v5,) <N

Itt a bal oldal egy n tagi Osszeg, amelyben minden tag legaldbb 1. Ez csak
ugy lehetséges, hogy minden tag 1, ami viszont azt jelenti, hogy

(Uiuviz)a (Uig,vi3)> ) (vin—17vin)7 (Uimvh) € E(G)>

kovetkezésképpen (vy,, viy, ..., v;,,v;, ) Hamilton kér G-ben.

3-dimenzios parositas

Feladat.

Legyenek XY, Z paronként diszjunkt, azonos méretd véges halmazok és le-
gyen S C X xY x Z. Azt mondjuk, hogy egy T' C S halmaz 3-dimenzios
parositas, ha X UY U Z minden eleme T pontosan egy harmasaban fordul
el6. A 3-DIMENZIOS PAROSITAS nyelv alljon azokbdl az (XY, Z,S) rend-
szerekb6l, amelyeknél S-bél kivalaszthaté 3-dimenzids parositas. Mutassuk
meg, hogy a 3-DIMENZIOS PAROSITAS nyelv NP-teljes!

Megoldas.
Nyilvanvalo, hogy 3-DIMENZIOS PAROSITAS € NP. Az NP-teljesség bela-
tasahoz a 3-SAT nyelvet fogjuk visszavezetni a 3-DIMENZIOS PAROSITAS
nyelvre. Legyen ¢ = ¢1 A --- A ¢, egy n valtozés 3-normalforma. Legyenek
a ¢-beli valtozok x1,xo,...,x,. Feltehets, hogy minden elemi diszjunkcio-
ban pontosan 3 kiilonb6z6 valtozo szerepel (1d. a grafok 3-szinezésérdl szolo
feladat megoldasanak végét).

Definidlunk egy (X,Y, Z, S) rendszert a kovetkezSképpen. Elgszor is min-
den 1 <7 < n esetén definidlunk két darab 2m elemi halmazt:

A = {ai,l, @i 2, ... 7ai,2m}7

B; = {bi,la bi,27 cee bz‘,zm};

ezek az x; valtozonak fognak megfelelni.
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Ezen kivill minden 1 <7 < n esetén definidlunk 2m darab harmast:

A;2,0di1,0i1

Y

Aja,0;3,0;3

I

( bis)
(az’,z, Q;,3, bz’,2),
( bi3)
( bi,4)

Ai4,0;5,04

Y

(ai,Qma A3 2m—1, bi,?m—l)a
(Clz',2m, ;. 1, bi,2m)7
JGIOIJG ezeket ti71, tz‘72, ti73, ti74, R ’ti,2m—17 ti,Qm- Egy ti,j harmast pérosnak fo-

gunk nevezni, ha j paros, illetve paratlannak, ha j paratlan. Anal6g médon
beszélni fogunk a b; ; elemek péros, illetve paratlan voltardl.

[ ] [ ] [ ]
bia b2 b3
14 ail a4 a1 asq asy
[ ]
.b13 b1 @ .b23 bo1 @ .b33 b31.
[ [ ]
a3 ai2 a23 a2 ass as2
b12 ba2 b32
(] (] (]

Ezek utan minden 1 < k < m esetén definidlunk egy P, = {px,p).} hal-
mazt, ez a ¢y elemi diszjunkcionak fog megfelelni. Minden 1 < k& < m esetén
definidlunk harom j harmast, a ¢, elemi diszjunkcié mindharom literalja-
hoz egyet-egyet. Legyen ¢ a ¢, elemi diszjunkcié egy literdlja. Ha ¢ = z;
akkor legyen a harmas (py, p), biox), ha pedig ¢ = T;, akkor legyen a harmas
(Ps D, bi2k—1). Jegyezziik meg, hogy a b; o1 és b; op—1 elemek csak a ¢y elemi
diszjunkciéhoz tartoz6 harmasokban fordulhatnak eld.

Végiil minden 1 < h < (n — 1)m esetén definidlunk egy Qn = {qn, q,}
halmazt és minden 1 < h < (n — 1)m, tovidbba minden 1 < i < n és minden
1 < j < 2m esetén egy (qn, gy, bi;) harmast. Ezek szerepére a bizonyités
végén deriil majd fény.

Alljon az X halmaz a p;, elemekbdl, a g, elemekbdl, valamint azon a; j
elemekbdl, amelyekre j paros. Alljon az Y halmaz a Py, elemekbdl, a g,
elemekbdl, valamint azon a, ; elemekbdl, amelyekre j paratlan. Végiil alljon
a Z halmaz a b;; elemekbdl. Legyen tovabba S a fent definidlt rendezett
harmasok halmaza.
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Az (XY, Z,S) rendszer mérete nyilvan polinomiélis ¢ méretében, és az
is lathato, hogy az (X,Y, Z,S) rendszer polinom idében felépithets ¢ is-
meretében. Megmutatjuk, hogy S-bdl akkor és csak akkor valaszthatoé ki
3-dimenzids parositis ha ¢ kielégithetd.

Elgszor tegyiik fel, hogy S-bdl kivalaszthaté 3-dimenzios pérositas. Le-
gyen T egy ilyen 3-dimenzids parositas. Minden 1 < ¢ < n esetén tekintsiik az
A; halmazt. Vegyiik észre, hogy az A; halmazt csak tigy lehet S-beli harma-
sokkal egyrétien lefedni, ha vagy az Gsszes paros vagy az Osszes paratlan ¢; ;
harmast felhasznaljuk. Ezért T vagy az Osszes paros, vagy az Osszes paratlan
t;; harmast tartalmazza. A két lehetGség természetes médon megfeleltethetd
az x; logikai valtozo két lehetséges értékének: ha T' a péaros ¢;; harmasokat
tartalmazza, akkor legyen x; értéke hamis, ha pedig a pératlanokat, akkor
legyen z; értéke igaz. Jegyezziik meg, hogy a T-beli ¢; ; harmasok az elsé
esetben lefedetlentil hagyjak a péaratlan b;; elemeket, mig a masodikban a
paros b; ; elemeket.

Minden 1 < k < m esetén tekintsiik a ¢, elemi diszjunkciot. A T-beli
harmasok koziil pontosan egy tartalmazza a Py halmazt. Ennek a hdrmasnak
a harmadik eleme b; o, vagy b; op—1 valamely 1 < 7 < n esetén.

e Ha a harmadik elem b; o5, akkor egyrészt ¢i-ban eléfordul az z; lite-
ral, masrészt az x; valtozo értéke igaz, mivel b; o5-t nem a T-beli ¢; ;

harmasok fedik le.

e Ha a harmadik elem b; 95,1, akkor egyrészt ¢;-ban el6fordul az ; literal,
méasrészt az x; valtoz6 értéke hamis, mivel b; op—1-t nem a T-beli ¢; ;
harmasok fedik le.

Igy mindkét esetben van ¢j-ban igaz értékd literal, kovetkezésképpen ¢y
értéke igaz. Innen ¢ kielégithetGsége adodik.

Tegyiik fel ezutan, hogy ¢ kielégithets és tekintsiik ¢ egy kielégitd kiér-
tékelését. Minden 1 < ¢ < n esetén tartozzanak hozzd T-hez a paros t; ;
harmasok, ha az z; valtozo értéke hamis, illetve a paratlan ¢; ; harmasok, ha
az x; valtozo értéke igaz.

Minden 1 < k£ < m esetén legyen £ a ¢y, elemi diszjunkcio egy igaz értékd
literdlja. Ha ¢ = x; valamely 1 < ¢ < n esetén, akkor tartozzon hozza T-hez
a (pk, P, biax) harmas, ha pedig ¢ = 7; valamely 1 < i < n esetén, akkor
tartozzon hozza T-hez a (py, pj., bi2k—1) harmas.

Végiill minden 1 < h < (n — 1)m esetén tartozzon hozzd T-hez a
(qn, gy, bi ;) harmas; ezekben a harmasokban az az (n — 1)m darab b;; elem
szerepel, amelyek nem fordultak el§ egyik eddigi harmasban sem.

Vilagos, hogy az igy kapott 1" egy 3-dimenzios parositas.
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Részhalmaz 0Osszeg

Feladat.
A REszHALMAZ OSSZEG nyelv alljon azokbdl a (wy, ws, . . ., w,, W) rendsze-
rekbdl (wy, we, . .., w,, W természetes szamok), amelyekre teljesiil, hogy

iel

valamilyen I C {1,2,...,n} indexhalmaz esetén. Mutassuk meg, hogy a
REszHALMAZ OSSZEG nyelv NP-teljes!

Megoldas.

Nyilvanvalo, hogy RESZHALMAZ OSSZEG € NP. Az NP-teljesség belatésa-
hoz a 3-DIMENZIOS PAROSITAS nyelvet fogjuk visszavezetni a RESZHALMAZ
OsszeG nyelvre. Legyenek

X ={x1,29,..., 2.},

Y = {y17y2a"'7yn}7
Z ={z1,22,--,2n}

paronként diszjunkt n elemi halmazok, tovabba legyen
T = {t1,ta,...,tm}

X XY x Z-beli rendezett harmasok egy m elemt halmaza.
Minden 1 <7 < m esetén a t; = (2, Yy, 2-) rendezett harmasnak feleltes-
siik meg a

w; = (m+ 1P 4 (m 4 )" 4 (m 4 1)
pozitiv egész szamot és legyen
W=1+(m+1)+m+1)2+--+(m+1)>""L

Megjegyezziik, hogy minden 1 < ¢ < m esetén w; éppen a t; rendezett harmas
bitvektora m + 1 alapt szamrendszerben felirt szamként tekintve.

A (wy,we, . .., w,, W) rendszer mérete nyilvan polinomialis az (X,Y, Z, T)
rendszer méretében, és az is vilagos, hogy (wy, ws, . . ., w,, W) polinom idében

felépithets (X, Y, Z,T) ismeretében.
Megmutatjuk, hogy T-bé&l akkor és csak akkor valaszthato ki 3-dimenzios

parositas, ha
S

el
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valamilyen I C {1,2,...,m} indexhalmaz esetén.
Elgszor tegyiik fel, hogy T-bdl kivalaszthato 3-dimenzios péarositas. Le-
gyen
{tiwtiz? . 7tin}

egy ilyen 3-dimenzi6s parositas. Ekkor a
Wiy + Wiy + -+ W4,

Osszeget m + 1 alapt szamrendszerben felirva mind a 3n helyiértéken 1 all,
igy az Osszeg W.
Tegyiik fel ezutan, hogy
iel

valamilyen I C {1,2,...,m} indexhalmaz esetén. Legyen

I: {ilai%---aik}

egy ilyen indexhalmaz. Mivel minden 1 < j < £ esetén a w;, szamot m + 1
alapu szamrendszerben felirva pontosan 3 helyiértéken all 1 és mivel az m+1
alapu szamrendszerbeli 6sszeadésnal nem lehet atvitel (Gsszesen m szamunk
van), ezért k = n. Ebbdl kovetkezik, hogy a 3n helyiérték mindegyikén
pontosan egy w;; szam esetén all 1 az adott helyiértéken, igy

{tiy,s tin, -t}

egy 3-dimenzios parositas.

Még egy ilitemezési probléma

Feladat.

Tegyiik fel, hogy adottak bizonyos feladatok, amelyek végrehajtasa egy kozos
eréforras hasznalataval lehetséges csak. Az eréforras egyszerre egy feladattal
tud foglalkozni, és ha valamelyiket elkezdte, akkor azt addig nem hagyja ab-
ba, amig teljesen el nem késziilt vele. Minden feladathoz adott egy r érkezési
id6, amikor a feladat végrehajtasat legkorabban el lehet kezdeni, a feladat
t végrehajtéasi ideje, és egy d hataridg, amelyre a feladat végrehajtasaval el
kell késziilni. Tegyiik fel, hogy az r,t,d mennyiségek természetes szamok.
Az UTEMEZES nyelv alljon azokbodl a ((rq,t1,d1), (ra,ta,ds), ..., (Tn,tn, dy))
rendszerekbdl, amelyekre teljesiil, hogy az Osszes feladat elvégezhets a kez-
dési és a befejezési idSkre vonatkozo feltételek betartasaval. Mutassuk meg,
hogy az UTEMEZES nyelv NP-teljes!
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Megoldas.

Nyilvanvalo, hogy UTEMEZES € NP. Az NP-teljesség beldtasihoz a RESz-
HALMAZ OSSZEG nyelvet fogjuk visszavezetni az UTEMEZES nyelvre. Le-
gyenek wy, wy, ..., w, és W < wy + we + ... + w, természetes szamok (ha
W > wi +wy + ... +w,, akkor (wy,ws, ..., w,, W) & RESZHALMAZ OSSZEG
trivialisan modon).

Minden 1 < 7 < n esetén legyen f; olyan feladat, melynek érkezési ideje
0, végrehajtéasi ideje w;, hatarideje pedig wy + wy + ... + w, + 1. Legyen
tovabba f,1 olyan feladat, melynek érkezési ideje W, végrehajtési ideje 1,
hatarideje pedig W + 1.

Az ((r1,t1,dy), (ro,ta,ds), ..., (Fus1, tni1, dny1)) rendszer mérete nyilvan
polinomialis a (wy, ws, ..., w,, W) rendszer méretében, és az is vilagos, hogy
((’f’l7 i1, dl)7 (T‘Q, to, dg), ey (T‘n+1, tn—Ha dn+1)) pOliIlOHl idében felépithet6 (wl,
Wa, . .., Wy, W) ismeretében.

Megmutatjuk, hogy az fi, fo,..., fn, fas1 feladatok mindegyike akkor és
csak akkor végezhet§ el a kezdési és a befejezési id6kre vonatkozé feltételek

betartasaval ha
iel
valamilyen I C {1,2,...,n} indexhalmaz esetén.

Elsszor tegyiik fel, hogy az fi, fo, ..., fn, fni1 feladatok mindegyike el-
végezhets a kezdési és a befejezési idékre vonatkozo feltételek betartasaval.
Tekintsiik a feladatoknak egy a feltételeknek megfelels iitemezését. Ebben az
litemezésben nincs holtidd, hiszen a feladatok elvégzésére rendelkezésre allo
id6 megegyezik a végrehajtasi id6k Osszegével. Az f, 1 feladat kezdési ideje
itt nyilvan W. Legyenek f;,, fi,,. .., fi, azok a feladatok, amelyek f, ;1 elé
vannak iitemezve. Ekkor

Wi, + Wi, + - Fw;, =W

vilagos modon.
Tegyiik fel ezutan, hogy
iel

valamilyen I C {1,2,...,m} indexhalmaz esetén. Legyen
I = {’él,’ig, ce ,’Lk}

egy ilyen indexhalmaz. Utemezziik most a feladatokat tigy, hogy fn.1 kezdési
ideje W legyen, a f;,, fi,,--., fi, feladatok f,4; el6tt j6jjenek, a tobbi pedig
fnir1 utan. Ez az litemezés nyilvan megfelel a kezdési és a befejezési idGkre
vonatkozo feltételeknek.

242



Minimalis 6sszstulyt éllefogd csticshalmaz

Feladat.

Tekintsiink egy G = (V, E) iranyitatlan grafot. A G graf cstcsainak egy U
részhalmazat éllefog6 halmaznak nevezziik, ha G barmely élének van U-beli
végpontja. Tegyiik fel, hogy adott a csticsok halmazan egy w: V — R nem
negativ sulyfiiggvény. Egy U éllefogd halmaz w(U) stlya legyen a benne sze-
repld csicsok stlyainak osszege. Adjuk meg a G graf egy minimalis Osszsilyt
éllefogo csticshalmazat!

Megoldas.
Sajnos a feladat megoldasara nem ismert hatékony eljaras! Az alabbi algorit-
mus egy olyan éllefogo6 cstucshalmazt szolgaltat, amelynek dsszsilya legfeljebb
kétszerese az optimalis éllefogd csticshalmaz Osszstulyanak. Egy ilyen algorit-
must kozelit§ algoritmusnak neveziink.

A G graf minden e € E éléhez rendeljiink hozzé egy m(e) nem nega-
tiv potencilértéket. Azt mondjuk, hogy a m: E — RJ potencidlfiiggvény
kompatibilis a w silyfiiggvénnyel, ha tetszéleges v € V' csticsra

Z m(u,v) < w(v),

(u,w)ERE

azaz a v csucsra illeszkedd élek potencidlértékeinek Gsszege nem haladja meg
a v csucs sulyat. Ha a v csicsra illeszkedd élek potencialértékeinek Osszege
megegyezik a v cstlcs silyaval, akkor v-t telitett csticsnak nevezziik.
Kezdetben minden e € E élre legyen 7(e) = 0 és legyen U = (). Ezek utan
amig van olyan él, amelynek egyik végpontja sem telitett csics, ismételjiik a
kovetkezGt. Valasszunk egy ilyen e élt, és noveljiik a w(e) potencidlértéket,
amig e legalabb egyik végpontja telitett csiiccsad nem valik. Amelyik végpont
igy telitett csiccesa valt, azt vegyiik hozza az U halmazhoz (ha e mindkét
végpontja telitett csicesa valt, akkor mindkett6t hozzéavessziik U-hoz).
Vilagos, hogy az algoritmus befejez6dése utan a 7 potencidlfiiggvény kom-
patibilis a w silyfiiggvénnyel. Megmutatjuk, hogy a kapott U halmaz éllefogd
csticshalmaz. Indirekt tegytik fel, hogy ez nem igaz, vagyis van olyan (u,v)
él, amelynek egyik végpontja sem tartozik hozza U-hoz. Ekkor u és v nem
telitett csticsok. Ez viszont lehetetlen, hiszen az algoritmus nem fejezédik be
addig, amig van olyan él, amelynek egyik végpontja sem telitett cstcs.
Mivel minden v € U cstcs telitett, ezért

w(U) = Zw(v) = Z Z 7(u,v).

velU veU (uw)eR
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Itt a jobb oldali kettds Gsszegben minden él legfeljebb kétszer fordulhat eld,

igy
S Y s <2Ynt
velU (u,v)EE eck
Innen
w(U) <2 Z 7(e)
eckE
adodik.

Ezek utan tekintsiink egy optimalis U* éllefogo csticshalmazt. A 7 poten-
cidlfiiggvénynek a w sulyfiiggvénnyel valo kompatibilitdsa miatt tetszéleges

v € U* csticsra
Z m(u,v) < w(v).
(u,w)EE
Osszegezziik ezeket az egyenlGtlenségeket az sszes v € U* csticsra:

o > o <> w(v) = w(U).

veU* (u,v)eE velU*

Mivel U* éllefogd csicshalmaz, ezért a bal oldalon levs kettGs Osszegben
minden él legalabb egyszer eléfordul, igy

PILIORD DD DI

eeE veU* (u,v)eE

Z m(e) <w(U")

eck

Innen

adodik.
Osszevetve a két végsd egyenlGtlenséget

<2 7(e) < 2w(UY)

kovetkezik.

Terheléselosztas

Feladat.

Tegyiik fel, hogy adottak az aq, as, . . ., a, feladatok, amelyek végrehajtasahoz
a by, by, ..., by, er6forrdsok allnak rendelkezésre. Egy erSforras egyszerre egy
feladattal tud foglalkozni, és ha valamelyiket elkezdte, akkor azt addig nem
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hagyja abba, amig teljesen el nem késziilt vele. Minden a; feladathoz adott
a t; végrehajtasi ideje.

Minden qa; feladatot rendeljiik hozzé& valamelyik b; eréforrashoz, ezen fog-
juk a feladatot elvégezni. Egy eréforrashoz természetesen tobb feladatot is
hozzérendelhetiink. Minden 1 < j < m esetén jelélje A; azon ¢ indexek hal-
mazat, amelyekre az a; feladatot a b; eréforrashoz rendeltiik. Jelolje tovabbéa

szztz‘

ieA]‘

a b; ercforrds terhelését, vagyis azt az id6t, amely a b; eréforrashoz ren-
delt feladatok elvégzéséhez sziikséges. Adjunk meg egy olyan hozzarendelést,
amelynél a 7' = max{7; | 1 < j < m} maximalis terhelés a lehets legkisebb!

Megoldas.
Sajnos a feladat megoldasara nem ismert hatékony eljaras! A kovetkezd al-
goritmus egy olyan hozzarendelést szolgaltat, amelynél a maximalis terhelés
legfeljebb maésfélszerese az optimalis megoldéshoz tartoz6 maximalis terhe-
lésnek. Egy ilyen algoritmust kozelité algoritmusnak neveziink.

Tegyiik fel, hogy a feladatok a végrehajtési idejiik szerint monoton csok-
kenGen rendezettek (ha ez nem teljesiil, akkor elgszor rendezziik Gket):

i =2ty =2 21y

A feladatokat ebben a sorrendben rendeljiik hozza az eréforrasokhoz. Minden
1 <4 < nesetén az a; feladatot ahhoz a b; eréforrdshoz rendeljiik, amelynek
addigi terhelése (az addig hozzarendelt feladatok végrehajtasi idejének Gssze-
ge) a legkisebb. Jegyezziik meg, hogy kupac adatszerkezettel ez hatékonyan
megvalosithato.

Jelolje T az algoritmusunk Aaltal elGallitott hozzarendelésnél a maximéa-
lis terhelést, 7™ pedig egy optimalis hozzarendelésnél a maximalis terhelést.
Megmutatjuk, hogy T < 37T,

Ha n < m, akkor az allitas trividlisan igaz; ebben az esetben algoritmu-
sunk egy optimélis hozzarendelést allit els. Tegyiik fel ezért, hogy n > m.
Legyen by az az erSforras, amelynek az algoritmusunk &ltal elGallitott hoz-
zarendelésnél a legnagyobb a terhelése, és legyen a; az a feladat, amelyet az
algoritmusunk utoljara rendelt ehhez az er6forrashoz. Ha algoritmusunk a
b, er6forrashoz csak az a; feladatot rendelte hozza, akkor az allitds megint
csak trividlisan igaz; ebben az esetben is algoritmusunk egy optimalis hoz-
zarendelést allit el6. Tegyiik fel ezért, hogy algoritmusunk a b, eréforrashoz
legaldbb két feladatot rendelt hozza. Mivel algoritmusunk az elsé m feladatot
kiilonb06z6 eréforrasokhoz rendeli, ezért [ > m + 1.
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Tekintsiik azt a pillanatot, amikor algoritmusunk hozzarendeli az a; fel-
adatot a by eréforrashoz. Ekkor a b, er6forrasnak a legkisebb a terhelése. A
by eréforras terhelése ebben a pillanatban Tj, — ¢;, amibdl kovetkezik, hogy a
tObbi er6forras terhelése is legalabb ennyi. Az eréforrasok terhelése a hatrale-
v6 id6ben nyilvin nem csokken, igy algoritmusunk befejezésekor T > Ty, —t;
minden 1 < 7 < m esetén. Adjuk Ossze ezeket az egyenlGtlenségeket:

ZT'] > m(Tk - tl)>

J=1

illetve atrendezve .

1
Ty, — 1 < — T;.
k l m]zl j

Az er6forrasok terhelésének Gsszege nyilvan megegyezik a feladatok végrehaj-
tasi idejének Osszegével:
m n
I
j=1 i=1
Behelyettesitiink az el6z6 egyenlétlenségbe:

1 n
To—t; < — Y t.
1 m;

Vegyiik szemiigyre a jobb oldalt. Ez a végrehajtasi id6k Osszegének az m-
ed része. Viladgos, hogy akidrmilyen mddon is rendeljiik hozz4 a feladatokat
az erGforrasokhoz, mindig lesz olyan eréforras, amelynek terhelése legalabb
ennyi. Ebbdl kovetkezik, hogy

1 n
T > — t;.
s
Ezt az egyenlGtlenséget az el6zGvel kombinalva kapjuk, hogy
T, —t, <T".

Tekintsiik ezutan az elsé m+1 feladatot. Mivel a feladatok a végrehajtési
idejiik szerint csokkenGen rendezettek, ezeknek a feladatoknak a végrehajtasi
ideje legalabb t;. Mivel csak m eréforras all rendelkezésre, akarmilyen mo-
don is rendeljiik hozza a feladatokat az eréforrasokhoz, mindig lesz az els6
m+1 feladat kozott két olyan, amelyeket ugyanahhoz az eréforrdshoz rendel-
tiink. Ennek az er6forrasnak a terhelése vilagos modon legalabb 2t;. Ebbdl
kovetkezik, hogy

T > 24,
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illetve atrendezve
6 < 3T

Adjuk 6ssze a kapott két egyenlGtlenséget:
(T — )+t < T*+ 317,

azZaz
T, < 3T

Innen T' = T}, felhasznéldsaval az allitas adodik.

Kifinomultabb elemzéssel megmutathato, hogy az algoritmusunk altal el6-
Allitott hozzarendelésre T' < %T* is teljesiil.

Kiszolgald egységek telepitése

Feladat.

Adott egy n elemi P = {p1,p2,...,p,} pontrendszer a sikon. Tegyiik fel,
hogy a sik barmely két x és y pontjanak ismerjiik a d(z,y) tavolsagat. A d
tavolsagfiiggvényrdl itt csak annyit tesziink fel, hogy

e a sik tetsz6leges x és y pontjara d(x,y) > 0,

e a sik tetszGleges x és y pontjara d(z,y) = 0 akkor és csak akkor, ha
r=1Y,

e a sik tetszéleges x és y pontjara d(z,y) = d(y, x),
o a sik tetszéleges x, y és z pontjara d(z,y) + d(y, z) > d(x, 2).

A szokésos euklideszi tavolsagfiiggvény megfelel ezeknek a feltételeknek, de
szOba johet més tavolsagfiiggvény is.

Adott tovabba egy k < n pozitiv egész szam. Egy k elemi C = {cy, ¢y, . . .,
cx } sikbeli pontrendszer fedési sugara legyen az

r(C) = maxi<i<p(minigj<k d(pi, ¢5))

mennyiség. Adjunk meg egy olyan k elemti C' pontrendszert a sikon, amely-
nek r(C') fedési sugara a lehetd legkisebb!

A feladat szemléletesen a kovetkezGképpen fogalmazhaté meg. Tegyiik
fel, hogy egy aruhazlanc k tizlet nyitasat tervezi egy olyan régioban, ahol n
kistelepiilés talalhato. Az iizletek helyét tgy szeretnék meghatarozni, hogy

247



a telepiilések lakoinak a lehetd legkevesebbet kelljen autozni a hozzajuk leg-
kozelebbi tizletig. Hol legyenek az iizletek?

Megoldas.
Sajnos a feladat megoldasara nem ismert hatékony eljaras! A kovetkezd
algoritmus egy olyan k elemi C pontrendszert szolgaltat, amelynek fedési
sugara legfeljebb kétszerese az optimélis megoldas fedési sugaranak. FEgy
ilyen algoritmust kozelité algoritmusnak neveziink.

Bevezetiink egy jelolést. A sik egy x pontjara és egy Y nem iires pont-
rendszerére legyen

d(x,Y) = min{d(z,y) |y € Y}.
Az algoritmus ezek utan a kovetkezd.

KiszolgdloEgységekTelepitése (P,k)

Legyen p tetszfleges P-beli pont

C={p}

while [C|<k do
legyen p olyan P-beli pont, amelyre d(p,C) maximilis
C=CUA{p}

return C

Az algoritmus érdekes vonésa, hogy C pontjait a P-beli pontok koziil va-
lasztja ki.

Legyen C* = {c1,¢9,...,cx} egy optimalis megoldasa a feladatnak és
legyen r = r(C*). Indirekt tegyiik fel, hogy az algoritmus altal elGallitott C'
pontrendszerre r(C) > 2r. Ekkor létezik olyan p;, € P pont, amely C' minden
pontjatol nagyobb, mint 2r tavolsagra van, vagyis amelyre d(p;,, C) > 2r.

Minden 1 < j < k esetén jelolje p;; azt a P-beli pontot, amelyet az
algoritmus a j-edik 1épésben vett hozza a C halmazhoz. Most minden 2 <
J < k esetén

d(pij7 {piu cee 7pij—1}) > d<pio7 {p’iu s 7pij—1}) > d(pioa C) > 2r.

Ennélfogva a {p;,, ..., p;, } halmaz barmely két pontja nagyobb, mint 2r ta-
volsdgra van egymastol. S6t ennél tobb is igaz, a {pi,,pi, .- -, pi,} halmaz
barmely két pontja nagyobb, mint 2r tavolsidgra van egymastol.

Tekintsiik ezutan a C* pontrendszert. Mivel r(C*) = r, ezért minden
0 < j < k esetén létezik olyan C*-beli pont, amely a p;, ponttol legfeljebb
r tavolsdgra van. Masrészt semelyik ¢, € C* pont nem lehet két kiilonbo-
26 {Digs iy - - -, Piy, }-beli, mondjuk p;, és p;, ponttol legfeljebb r tavolsagra,
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ellenkezd esetben
2r =r+1r>dp,,cs) + dpi,,cs) = dpi,,pi,) > 2r

teljesiilne, ami nyilvan lehetetlen.
Ebbdl kovetkezik, hogy |C*| = [{piy, Piys - - - Dip | = k + 1, ellentmondaés.
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