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Bevezetés

A diszkrét geometria, amely a XIX. század végén még a számelmélet, illet-
ve a krisztallográfia egyik jelentéktelen fejezete volt, a XX. században óriási
fejlődésen ment keresztül, és ma már a matematika, a számítástudomány
és a robotika alapvető részét képezi. E fejlődésben kiemelkedő szerepet ját-
szottak Fejes Tóth László és Erdős Pál, akik azon kívül, hogy számos fon-
tos eredménnyel gazdagították a tudományterületet, létrehoztak egy diszkrét
geometriai iskolát is.

A dolgozatban ehhez a diszkrét geometriai iskolához kötődő problémákból
mutatunk be egy csokorra valót.

Az első fejezetben azt vizsgáljuk, hogy általános helyzetű pontok egy n
elemű halmazának 4 elemű részhalmazai között hány olyan található, amelyek
diszjunkt üres konvex négyszögek csúcshalmazai.

A második fejezetben konvex síkidomok blokkolási számával foglalkozunk.
Legyen K konvex síkidom, és legyenek K1, K2, . . . , Kn olyan, a határpontja-
iktól eltekintve diszjunkt, egybevágó példányai K-nak, amelyek mindegyike
(kívülről) érinti K-t. Azt mondjuk, hogy a K1, K2, . . ., Kn síkidomok blok-
kolják K-t, ha a K síkidom bármely olyan egybevágó példánya, amely érin-
ti K-t, belemetsz a K1, K2, . . . , Kn síkidomok legalább egyikének belsejébe.
Egy K síkidom blokkolási száma alatt azt a legkisebb n egész számot értjük,
amelyre teljesül, hogy létezik a K síkidom n egybevágó példányából álló, K-t
blokkoló rendszer.

A harmadik fejezetben konvex síkidomokból álló sűrű felhőket vizsgálunk.
Legyenek K,K1, . . . , Kn a határpontjaiktól eltekintve páronként diszjunkt,
egybevágó konvex síkidomok. Azt mondjuk, hogy a K1, . . . , Kn síkidomok
egy sűrű felhőt alkotnak K körül, ha a K síkidom bármely pontjából kiin-
duló bármely félegyenes metszi a K1, . . . , Kn síkidomok legalább egyikének
a belsejét.

A negyedik fejezetben egy Heiko Harborth által felvetett problémát ol-
dunk meg. Tekintsük egy d-dimenziós egységkocka eltolt példányainak egy
olyan C = (C1, C2, . . . , Cn) véges sorozatát, amelyben Ci∩Ci+1 közös (d−1)-
dimenziós lapja Ci-nek és Ci+1-nek minden 1 6 i 6 n − 1 esetén, továbbá
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dim(Ci ∩ Cj) 6 max{−1, d + i − j} minden 1 6 i < j 6 n esetén (meg-
állapodás szerint dim(Ci ∩ Cj) = −1 pontosan akkor, ha Ci ∩ Cj = ∅).
Egy ilyen sorozatot teljes lapok mentén csatlakozó kockákból álló kígyónak
nevezünk. Egy teljes lapok mentén csatlakozó kockákból álló kígyót maxi-
málisnak mondunk, ha nem valódi részhalmaza semelyik más, teljes lapok
mentén csatlakozó kockákból álló kígyónak. Belátjuk, hogy egy teljes lapok
mentén csatlakozó d-dimenziós egységkockákból álló maximális kígyó mini-
mális elemszáma 8d− 1 tetszőleges d > 3 esetén.

Az ötödik fejezetben azt vizsgáljuk, hogy mely (n, k) értékpárokra létezik
n nem feltétlenül egybevágó gömbből álló, (topológikusan) összefüggő, k-
szomszédos elhelyezés a 3-dimenziós térben, vagyis olyan, amelyben minden
gömböt pontosan k másik érint.

A hatodik fejezetben körök és gömbök µ-rendű Minkowski elrendezésének
sűrűségére adunk korlátokat. Legyen 0 < µ < 1, és tekintsük nem feltétlenül
egybevágó gömbök egy S elrendezését a d-dimenziós térben. Az S elrendezés
minden egyes S gömbjéhez rendeljük hozzá azt a vele koncentrikus gömböt,
amelynek sugara µr(S), ahol r(S) jelöli az S gömb sugarát. Ezt a µr(S)
sugarú gömböt az S gömb µ-magjának nevezzük. Egy S elrendezést µ-rendű
Minkowski elrendezésnek mondunk, ha S egyik gömbje se lóg bele más S-beli
gömb µ-magjának belsejébe.

A hetedik fejezetben azt vizsgáljuk, hogyan kell egy 3-dimenziós egység-
gömb felszínén 13 6 k 6 17 pontot úgy elhelyezni, hogy a köztük fellépő
minimális távolság a lehető legnagyobb legyen.

A nyolcadik fejezetben igazoljuk Fejes Tóth László azon sejtését, hogy
egységgömbök bármely 12-szomszédos elhelyezése a 3-dimenziós térben pár-
huzamos hexagonális rétegekből áll, vagyis olyanokból, amelyekben a gömbök
középpontjai egy síkban vannak, és minden gömböt hat másik érint.

Minden fejezet elején röviden áttekintjük a kapcsolódó legfontosabb fogal-
makat és eredményeket, a megfelelő irodalmi hivatkozásokkal (teljesebb kép
kapható Fejes Tóth Gábor és Wlodzimierz Kuperberg [31] összefoglaló cikké-
ből), majd ismertetjük a saját eredményeinket, itt-ott részleteket felvillantva
a bizonyításokból is. Az elmondottakat számos ábrával illusztráljuk.
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1. fejezet

Erdős-Szekeres probléma

Azt mondjuk hogy egy síkbeli ponthalmaz általános helyzetű, ha semelyik
három pont nem esik egy egyenesre. Közel egy évszázaddal ezelőtt Erdős
Pál, Klein Eszter és Szekeres György vetette fel a következő problémát. Min-
den k > 3 egész számhoz határozzuk meg azt a legkisebb f(k) egész számot,
ami eleget tesz a következő feltételnek: akárhogyan is veszünk fel legalább
f(k) általános helyzetű pontot a síkon, mindig kiválasztható közülük k, ame-
lyek konvex helyzetben vannak, azaz egy konvex sokszög csúcsai. Erdős és
Szekeres igazolták [29]-ben, hogy

2k−2 + 1 ≤ f(k) ≤
(

2k − 4

k − 2

)
+ 1,

azt sejtve, hogy f(k) megegyezik az alsó korláttal. Meglepő módon a sejtést
eddig csak k = 3, 4, 5 esetén sikerült belátni: f(3) = 3, f(4) = 4 és f(5) = 9.
A felső korláton kis mértékben többször javítottak, a jelenleg ismert legjobb
eredmény

f(k) ≤
(

2k − 5

k − 2

)
+ 2,

ezt Tóth Géza és Pavel Valtr bizonyította [72]-ben.
Később Erdős Pál a probléma alábbi változatával állt elő. Minden k > 3

egész számhoz határozzuk meg azt a legkisebb g(k) egész számot, ami eleget
tesz a következő feltételnek: akárhogyan is veszünk fel legalább g(k) általános
helyzetű pontot a síkon, mindig kiválasztható közülük k, amelyek egy üres
konvex sokszög csúcsaiban helyezkednek el. Itt üres konvex sokszög alatt azt
értjük, hogy a sokszög a belsejében a ponthalmaz egyetlen pontját sem tar-
talmazza. Egyszerűen látható, hogy g(3) = 3 és g(4) = 5. Heiko Harborth
igazolta [46]-ban, hogy g(5) = 10, míg g(6) végességét hosszú idő után, egy-
mástól függetlenül Tobias Gerken és Carlos Nicolás bizonyították [44]-ben,
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illetve [64]-ben. Meglepő módon g(k) =∞ minden k > 7 esetén, ezt Joseph
Horton mutatta meg [51]-ben.

Minden 3 6 k 6 6 egész számra jelölje gk(n) azt a legkisebb egész számot,
ami eleget tesz a következő feltételnek: akárhogy is veszünk fel n általános
helyzetű pontok a síkon, mindig kiválasztható közülük gk(n) olyan k elemű
részhalmaz, amelyek üres konvex k-szögek csúcshalmazai. Bárány Imre és
Pavel Valtr bizonyították [18]-ban, hogy elég nagy n esetén g3(n) ≤ 1.6196n2,
g4(n) ≤ 1.9397n2, g5(n) ≤ 1.0206n2 és g6(n) ≤ 0.2006n2.

Mi történik, ha az üres konvex k-szögekre azt is előírjuk, hogy diszjunktak
legyenek? Nyilvánvaló, hogy általános helyzetű pontok egy n elemű halma-
zának k elemű részhalmazai között mindig található [n/(g(k) + 1)] darab
olyan, amelyek diszjunkt üres konvex k-szögek csúcshalmazai és ez a korlát
éles, ha k = 3. A [6] dolgozatban a k = 4 esetet vizsgáltuk és megmutattuk
a következőt.

1.1. Tétel. Általános helyzetű pontok egy n elemű halmazának 4 elemű rész-
halmazai között mindig található [2n/9] darab olyan, amelyek diszjunkt üres
konvex négyszögek csúcshalmazai.

A bizonyításhoz a kulcsot a következő állítás adja. A dolgozatunk megje-
lenése után értesültünk róla, hogy ezt tőlünk függetlenül John Francis, illetve
Kiyoshi Hosono és Masatsugu Urabe is belátták [43]-ban, illetve [52]-ben.

1.2. Állítás. A síkon tetszőleges felvett 9 általános helyzetű pontból min-
dig kiválasztható két olyan négyes, amelyek diszjunkt üres konvex négyszögek
csúcshalmazai.

Az állítás felhasználásával a tétel teljes indukcióval már egyszerűen bi-
zonyítható. Ha n 6 9, akkor a becslés helyessége a fenti állításból adódik
vagy triviális. Legyen n ≥ 10 és tekintsük általános helyzetű pontok egy n
elemű P halmazát. Nyilvánvaló módon létezik olyan egyenes, amely P egyet-
len pontját sem tartalmazza, és P-t kettévágja egy 9 pontból álló P1 és egy
n−9 pontból álló P2 halmazra. Az indukciós feltevés szerint a P1 halmazban
található 2, a P2 halmazban pedig [2(n − 9)/9] = [2n/9] − 2 diszjunkt üres
konvex négyszög. Ennélfogva a P halmazban található [2n/9] diszjunkt üres
konvex négyszög.

A [6] dolgozatban azt is megmutattuk, hogy a [2n/9] korlát éles minden
n ≤ 21 esetén. Nem nehéz 8 olyan általános helyzetű pontot találni, amelyek
közül nem választható ki két diszjunkt üres konvex négyszög csúcshalmaza.
Legyenek p1, p2, p3, p4 egy négyzet csúcsai az óramutató járása szerint felso-
rolva, és legyen q1 a négyzetnek a p1p2 oldal középpontjához, q2 a p2p3 oldal
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középpontjához, q3 a p3p4 oldal középpontjához és q4 a p4p1 oldal középpont-
jához elég közel eső belső pontja (ld. 1.1. ábra).

p1 p2

q1

q2

p3p4

q3

q4

1.1. ábra

Ekkor {p1, p2, p3, p4, q1, q2, q3, q4} nyilván megfelel a kívánalmaknak.
Ezután minden m > 3 egész számra megadunk egy olyan, n = 4m + 1

általános helyzetű pontból álló P halmazt, amelyből nem választható ki m
diszjunkt üres konvex négyszög csúcshalmaza.

Legyenek p1, p2, . . . , p2m egy C szabályos 2m-szög csúcsai az óramutató
járása szerint felsorolva, és legyen q1 a négyzetnek a p1p2 oldal középpont-
jához, q2 a p2p3 oldal középpontjához, . . . , q2m−1 a p2m−1p2m oldal közép-
pontjához és q2m a p2mp1 oldal középpontjához elég közel eső belső pont-
ja. Legyen továbbá r a sokszög középpontjához elég közel eső olyan pont,
hogy P = {p1, . . . , p2m, q1, . . . , q2m, r} általános helyzetű pontrendszer. Indi-
rekt tegyük fel, hogy P-ből kiválasztható m diszjunkt üres konvex négyszög
csúcshalmaza. Legyenek ezek a négyszögek Q1, Q2, . . . , Qm.

Legyen pi1 és pi2 a C sokszög két olyan csúcsa, amelyek egyazon Qi négy-
szöghöz tartoznak valamely 1 6 i 6 m esetén, és amelyekre a C sokszög
határán a pi1 és pi2 által határolt kisebbik ív l csúcsszáma a lehető legkisebb.
Egyszerű számolással adódik, hogy l 6 4. Ezért az általánosság megszorítása
nélkül feltehetjük, hogy i1 = 1 és i2 ∈ {2, 3, 4}. Ha i2 = 2, akkor q1 nem
lehet csúcsa egyik négyszögnek sem. Ha i2 = 3, akkor p2 nem lehet csúcsa
egyik négyszögnek sem. Ha pedig i2 = 4, akkor vagy p2 vagy p3 nem lehet
csúcsa egyik négyszögnek sem.

Ezek után legyen pj1 és pj2 két olyan csúcs a C sokszög határának pi1 és pi2
által határolta hosszabbik ívén, amelyek szintén egyazon Qj négyszöghöz tar-
toznak, és amelyekre a C sokszög határán a pj1 és pj2 által határolt kisebbik
ív csúcsainak l′ száma a lehető legkisebb. Ismét egyszerű számolással adódik,
hogy l′ 6 4, és a fentiekhez hasonlóan találhatunk olyan, a q1, p2, p3 pontok-
tól különböző P-beli pontot, amely nem csúcsa a Q1, Q2, . . . , Qm négyszögek
egyikének sem.
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Így P szükségképpen tartalmaz két olyan pontot, amelyek nem csúcsai
egyik Q1, Q2, . . . , Qm négyszögnek sem, ellentmondás.
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2. fejezet

Konvex síkidomok blokkolása

Legyen K nem üres belsővel rendelkező, kompakt, konvex halmaz (rövi-
den konvex test) a d-dimenziós Euklideszi térben. A K konvex test N(K)
Newton-száma alatt azt a legnagyobb n egész számot értjük, amelyre teljesül,
hogy létezik n, a határpontjaiktól eltekintve diszjunkt, egybevágó példánya
K-nak úgy, hogy ezek mindegyike (kívülről) érinti K-t.

A d-dimenziós Bd gömb Newton számának meghatározása a diszkrét geo-
metria egyik nevezetes nyitott problémája d ≥ 5 és d 6= 8, 24 esetén. Bár
a síkon triviális módon N(B2) = 6, jól ismert, hogy egykor N(B3) pon-
tos értéke komoly vita tárgyát képezte Sir Isaac Newton és David Gregory
között. Newton azt sejtette, hogy N(B3) = 12, míg Gregory elképzelhe-
tőnek tartotta, hogy N(B3) = 13. Meglepő módon csak 1953-ban dőlt el,
hogy Newtonnak volt igaza, ezt Kurt Schütte és Bartel Leendert van der
Waerden bizonyította be [69]-ben. A teljesség kedvéért megjegyezzük, hogy
N(B4) = 24, illetve N(B8) = 240 és N(B24) = 196560, ezeket Oleg Musin,
illetve Andrew Odlyzko and Neil Sloane igazolta [61]-ben, illetve [65]-ben.

Konvex síkidomokra szorítkozva is csak néhány speciális esetben ismert
N(K) pontos értéke, például szabályos sokszögekre, Reuleaux háromszögre,
bizonyos egyenlő szárú háromszögekre, illetve bizonyos téglalapokra (ld. [21],
[58], [36], [54], [53]).

Ebben a részben a probléma következő változatával foglalkozunk. Legyen
K konvex test a d-dimenziós Euklideszi térben, és legyenek K1, K2, . . . , Kn

olyan, a határpontjaiktól eltekintve diszjunkt, egybevágó példányai K-nak,
amelyek mindegyike (kívülről) érinti K-t. Azt mondjuk, hogy a K1, K2, . . .,
Kn testek blokkolják K-t, ha a K test bármely olyan egybevágó példánya,
amely érinti K-t, belemetsz a K1, K2, . . . , Kn testek legalább egyikének bel-
sejébe. Ezek után egy K konvex test P (K) blokkolási száma alatt azt a
legkisebb n egész számot értjük, amelyre teljesül, hogy létezik a K test n
egybevágó példányából álló, K-t blokkoló rendszer.
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Megjegyezzük, hogy ha K egybevágó példányai helyett K eltolt példá-
nyaira szorítkozunk, akkor analóg módon értelmezhetjük a K test PT (K)
transzlációs blokkolási számát. Ezt a fogalmat Chuanming Zong vezette be,
és [73]-ban megmutatta, hogy tetszőleges K konvex síkidomra PT (K) = 4.

Visszatérve a blokkolási szám meghatározásának problémájához, világos
módon P (B2) = 4. Azonban körtől különböző konvex síkidomokra ez a
probléma is kevésbé triviális. Könnyen belátható, hogy P (K) > 3 bármely
K konvex síkidomra. Valóban, ha K1 és K2 két olyan, a határpontjaiktól
eltekintve diszjunkt, egybevágó pédánya K-nak, amelyek érintik K-t, akkor
a K-t K1-től, illetve K2-től elválasztó egyenesek által határolt konvex kúp-
ba vagy sávba nyilván elhelyezhető egy olyan, harmadik egybevágó példánya
K-nak, amely érinti K-t, és nem metsz bele a K1 és K2 síkidomok egyiké-
nek belsejébe se. A [9] dolgozatban szabályos sokszögek blokkolási számát
vizsgáltuk, és megmutattuk a következőt.

2.1. Tétel. Tetszőleges K szabályos sokszögre P (K) 6 4.

Az előző megjegyzés figyelembe vételével ebből következik, hogy tetszőle-
ges K szabályos sokszögre P (K) = 3 vagy P (K) = 4. A [9] dolgozatban azt
is megmutattuk, hogy mindkét érték valóban előfordul bizonyos szabályos
sokszögek blokkolási számaként.

2.2. Tétel. Egy négyzet blokkolási száma 4.

A következő ábra mutatja, hogy egy négyzet blokkolható négy egybevágó
példányával.

2.1. ábra

2.3. Tétel. Egy szabályos 6n-szög blokkolási száma 3 bármely n pozitív egész
szám esetén.

9



Felhívjuk a figyelmet a 2.3. Tétel egy első látásra talán meglepő következ-
ményére. Létezik konvex síkidomoknak olyan konvergens sorozata (a Haus-
dorff metrikára nézve), hogy a sorozat bármely tagjának a blokkolási száma
3, míg a határalakzat blokkolási száma 4.
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3. fejezet

Konvex síkidomok felhői

A következő problémát Böröczky Károly és Valeriu Soltan fogalmazta meg
[23]-ban. Legyen {K,K1, . . . , Kn} konvex testek egy családja a d-dimenziós
Euklideszi térben. Azt mondjuk, hogy a K1, . . . , Kn testek egy sűrű felhőt
alkotnak K körül, ha a K,K1, . . . , Kn testek a határpontjaiktól eltekintve
páronként diszjunktak, és a K test bármely pontjából kiinduló bármely fél-
egyenes metszi a K1, . . . , Kn testek legalább egyikének a belsejét. Adott K
konvex testre határozzuk meg azt a legkisebb CT (K) egész számot, amely-
re teljesül, hogy létezik a K konvex testnek CT (K) olyan eltolt példánya,
amelyek K körül sűrű felhőt alkotnak!

Böröczky Károly és Valeriu Soltan megmutatták [23]-ban, hogy CT (K)
véges bármely d-dimenziós K konvex testre. Ifj. Böröczky Károly és Tardos
Gábor igazolták [26]-ban, hogy

CT (K) ≤ 4d
2+o(d2)

minden d-dimenziós K konvex testre, és

CT (K) ≤ 2d
2+o(d2)

minden centrálszimmetrikus d-dimenziós K konvex testre. A d-dimenziós Bd

egységgömbre Talata István a

20.599d2−o(d2) ≤ CT (Bd) ≤ 21.401d2+o(d2)

egyenlőtlenségeket bizonyította [70]-ben.
A probléma síkbeli változatát tekintve Valeriu Soltan [59]-ben azt a sej-

tést fogalmazta meg, hogy 8 ≤ CT (K) ≤ 9 teljesül tetszőleges K konvex
síkidomra.

Ebben a részben a fenti probléma következő változatát tekintjük. Adott
K konvex testre határozzuk meg azt a legkisebb C(K) egész számot, amelyre
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teljesül, hogy létezik a K konvex testnek C(K) olyan egybevágó példánya,
amelyek K körül sűrű felhőt alkotnak!

Nem nehéz belátni, hogy C(K) ≥ 4 bármely K konvex síkidomra. Való-
ban, az a négy félegyenes, amelyek K egy átmérőjének végpontjaiból indul-
nak ki, és merőlegesek erre az átmérőre, tetszőleges, a K síkidom egybevágó
pédányaiból álló, K körüli sűrű felhő legalább négy tagjának a belsejét met-
szik. A következő ábra mutatja, hogy ez az alsó korlát éles.

3.1. ábra

A másik irányból a [11] dolgozatban a következőt bizonyítottuk be.

3.1. Tétel. Legyen K tetszőleges konvex síkidom. Ekkor C(K) ≤ 9, és
egyenlőség pontosan akkor fordul elő, ha K kör.

Vázoljuk a bizonyítást. Először megmutattuk, hogy ha K egy körtől
különböző konvex síkidom, akkor C(K) 6 8, majd beláttuk, hogy C(B2) =
9. Az előbbi egyenlőtlenség bizonyításánál a K síkidom bizonyos metrikus
jellemzőin alapuló esetszétválasztást alkalmaztunk. A K síkidom egy uv
átmérőjére jelölje R(K, uv) = pqst a K síkidom azon körülírt téglalapját,
amelyben pq párhuzamos uv-vel, qs pedig merőleges uv-re.
1. eset. A K síkidom valamely uv átmérőjére az R(K, uv) körülírt téglalap-
ban |pq| > |qs|. Megmutattuk, hogy ekkor megadható a K konvex testnek
nyolc olyan egybevágó példánya, amelyek K körül sűrű felhőt alkotnak.
2. eset. A K síkidom tetszőleges uv átmérőjére az R(K, uv) körülírt tég-
lalapban |pq| = |qs|, de van olyan körülírt téglalapja K-nak, amelyben az
oldalak hossza kisebb, mint |uv|. Megmutattuk, hogy ekkor megadható a K
konvex testnek nyolc olyan egybevágó példánya, amelyek K körül sűrű felhőt
alkotnak.
3. eset. A K síkidom bármely körülírt téglalapja egy olyan négyzet, amely-
ben az oldalak hossza |uv|, továbbá u és v nem felezőpontjai a qs és pt
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oldalaknak az R(K, uv) körülírt téglalapban a K síkidom valamely uv át-
mérőjére. Megmutattuk, hogy ekkor megadható a K konvex testnek nyolc
olyan egybevágó példánya, amelyek K körül sűrű felhőt alkotnak.
4. eset. A K síkidom bármely körülírt téglalapja egy olyan négyzet, amely-
ben az oldalak hossza |uv|, továbbá u és v felezőpontjai a qs és pt oldalaknak
az R(K, uv) körülírt téglalapban a K síkidom tetszőleges uv átmérőjére.
Ifj. Böröczky Károly egy [24]-ben bizonyított eredményének felhasználásával
megmutattuk, hogy ekkor K szükségképpen kör.

A kör blokkolási számának meghatározásával kapcsolatban annyit emlí-
tünk csak meg, hogy következő ábrán látható elrendezés szerint C(B2) 6 9.
Az ábrán két körközéppontot akkor köt össze szakasz, ha távolságuk 2, továb-
bá ]OO1O2 = ]OO1O9 = ]OO3O4 = ]OO8O7 = π

2
+ ε, ahol ε alkalmasan

kicsi pozitív valós szám.

O

O2 O1
O9

O3 O8

O4 O5

O6

O7

3.2. ábra

A [11] dolgozatban igazoltuk a 3.1. Tétel egy stabilitás változatát is. Egy
B kör sugarát jelölje r(B).

3.2. Tétel. Legyen K egy körtől különböző konvex síkidom. Tegyük fel, hogy
léteznek olyan B és B′ koncentrikus körök, amelyekre r(B)/r(B′) = 0.99 és
B ⊆ K ⊆ B′. Ekkor C(K) = 8.
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Valójában egy kicsit erősebb állítást bizonyítottunk a [11] dolgozatban.

3.3. Tétel. Tegyük fel, hogy a K1, . . . , Kn konvex síkidomok egy sűrű felhőt
alkotnak egy K konvex síkidom körül. Tegyük fel továbbá, hogy léteznek olyan
B és B′ koncentrikus körök, amelyekre r(B)/r(B′) = 0.99 és B ⊆ K ⊆ B′,
valamint minden 1 6 i 6 n esetén léteznek olyan Bi és B′i koncentrikus
körök, amelyekre r(Bi)/r(B

′
i) = 0.99 és Bi ⊆ Ki ⊆ B′i. Ekkor n > 8.
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4. fejezet

Maximális kígyók

Legyen C konvex test a d-dimenziós Euklideszi térben. A C konvex test
egybevágó példányainak egy C = (C1, C2, . . . , Cn) véges sorozatát kígyónak
nevezzük, ha C1, C2, . . . , Cn a határpontjaiktól eltekintve páronként diszjunk-
tak, továbbá Ci∩Cj 6= ∅ pontosan akkor teljesül, ha |i−j| 6 1. Ha a C kígyó
nem valódi részhalmaza semelyik más, a C konvex test egybevágó példánya-
iból álló kígyónak, akkor C-t maximális kígyónak mondjuk. Határozzuk meg
azt a legkisebb n egész számot, amelyre létezik egy adott C konvex test n
egybevágó példányából álló maximális kígyó!

Meglepő módon konvex síkidomokra szorítkozva is csak a kör estén is-
mert a megoldás. Bisztriczky Tibor, ifj. Böröczky Károly, Heiko Harborth
és Lothar Piepmeyer megmutatták [19]-ben, hogy 10 azon egybevágó körök
minimális száma, amelyek egy maximális kígyót alkothatnak.

A [12] dolgozatban azt a sejtést fogalmaztuk meg, hogy tetszőleges C kon-
vex síkidomra egy, a C egybevágó példányaiból álló maximális kígyó elem-
száma legalább 6. A következő ábra mutatja, hogy bizonyos téglalapok 6
egybevágó példánya alkothat maximális kígyót.

4.1. ábra
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A [12] dolgozatban azt is beláttuk, hogy ha a C síkidomról csak annyit
követelünk meg, hogy homeomorf legyen egy zárt egységkörrel (a konvexitást
nem), akkor egy, a C egybevágó példányaiból álló maximális kígyó elemszáma
legalább 4, és bizonyos síkidomok 4 egybevágó példánya alkothat maximális
kígyót, amint azt a következő ábra mutatja.

4.2. ábra

Lényegesen többet mondhatunk egy C konvex síkidom eltolt példányaiból
álló maximális kígyó elemszámáról: ifj. Böröczky Károly és Valeriu Soltan
[25]-ben megmutatták, hogy egy C konvex síkidom eltolt példányaiból ál-
ló maximális kígyó minimális elemszáma 11, ha C paralelogramma, és 10
minden más esetben.

Ebben a részben a probléma egy, Heiko Harborth által felvetett változa-
tával foglalkozunk. Tekintsük a d-dimenziós egységkocka eltolt példányainak
egy olyan C = (C1, C2, . . . , Cn) véges sorozatát, amelyben Ci ∩ Ci+1 közös
(d − 1)-dimenziós lapja Ci-nek és Ci+1-nek minden 1 6 i 6 n − 1 esetén,
továbbá dim(Ci ∩ Cj) 6 max{−1, d + i − j} minden 1 6 i < j 6 n esetén
(megállapodás szerint dim(Ci ∩ Cj) = −1 pontosan akkor, ha Ci ∩ Cj = ∅).
Egy ilyen sorozatot teljes lapok mentén csatlakozó kockákból álló kígyónak
fogunk nevezni. Egy teljes lapok mentén csatlakozó kockákból álló kígyót ma-
ximálisnak mondunk, ha nem valódi részhalmaza semelyik más, teljes lapok
mentén csatlakozó kockákból álló kígyónak.

Heiko Harborth [47]-ben tűzte ki a feladat síkbeli változatát: mutassuk
meg hogy egy teljes oldalak mentén csatlakozó négyzetekből álló maximális
kígyó minimális elemszáma 19. A feladatot többen is megoldották (ld. [49],
[50]).

A probléma 3-dimenziós térbeli változatát tekintve Heiko Harborth és
Christian Thürmann két különböző példát is mutatott 23 teljes lapok mentén
csatlakozó kockából álló maximális kígyóra (ld. 4.3. ábra), azt sejtve, hogy
ezek minimális elemszámúak.
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4.3. ábra

A bal oldalon látható konstrukciót általánosítva a [10] dolgozatban meg-
mutattuk, hogy a d-dimenziós térben létezik 8d− 1 teljes lapok mentén csat-
lakozó kockákból álló maximális kígyó tetszőleges d > 3 esetén. A [10] dol-
gozatban azt is megmutattuk, hogy ez a példa minimális elemszámú:

4.1. Tétel. Egy teljes lapok mentén csatlakozó d-dimenziós egységkockákból
álló maximális kígyó minimális elemszáma 8d− 1 tetszőleges d > 3 esetén.

Vázoljuk a konstrukciót. Legegyszerűbb lesz a Ci kockák ci középpontjait
(1 ≤ i ≤ 8d − 1) egy olyan derékszögű koordinátarendszerben megadni,
amelynek tengelyei párhuzamosak a kockák éleivel. Jelölje e1, e2, . . . , en a
koordináta egység vektorokat. Az első kocka középpontja

c1 = −e1.

Majd minden 1 ≤ i ≤ d− 1 esetén

c4i−2 = −2ei,

c4i−1 = −2ei − ei+1,

c4i = −2ei − 2ei+1,

c4i+1 = −ei − 2ei+1.

A következő négy kocka középpontja

c4d−2 = −2ed,

c4d−1 = e2 − 2ed,

c4d = 2e2 − 2ed,

c4d+1 = 2e2 − ed.
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Ismét minden 2 ≤ i ≤ d− 1 esetén
c4d+4i−6 = 2ei,

c4d+4i−5 = 2ei + ei+1,

c4d+4i−4 = 2ei + 2ei+1,

c4d+4i−3 = ei + 2ei+1.

Végül az utolsó hat kocka középpontja
c8d−6 = 2ed,

c8d−5 = e1 + 2ed,

c8d−4 = 2e1 + 2ed,

c8d−3 = 2e1 + ed,

c8d−2 = 2e1,

c8d−1 = e1.

Annak belátásához, hogy ilyen módon tényleg egy teljes lapok mentén
csatlakozó kockákból álló kígyót kaptunk elég észrevenni a következőket:

(1) Bármely két szomszédos kocka középpontja pontosan egy koordinátá-
ban különbözik. A különbség ebben a koordinátában 1, így a két kocka
metszetének a dimenziója d− 1.

(2) Ha két kocka indexe közötti különbség pontosan kettő, akkor közép-
pontjaik vagy pontosan egy vagy pontosan két koordinátában külön-
böznek. Az első esetben a különbség ebben az egy koordinátában 2,
így a kockák diszjunktak. A második esetben a különbség mindkét
koordinátában 1, így a két kocka metszetének dimenziója d− 2.

(3) Ha két kocka indexe közötti különbség legalább három, akkor közép-
pontjaik valamelyik koordinátában legalább 2-vel különböznek, így a
kockák diszjunktak.

A kígyót nem tudjuk a C1 kockánál folytatni sem az e1 irányú tengellyel
párhuzamosan a C2 és C8d−1 kockák jelenléte miatt, sem a többi ei irányú
tengellyel párhuzamosan a C4i−2 és C4d+4i−6 kockák jelenléte miatt (2 ≤ i ≤
d). Hasonlóan, a kígyót nem tudjuk a C8d−1 kockánál folytatni sem az e1
irányú tengellyel párhuzamosan a C1 és C8d−2 kockák jelenléte miatt, sem a
többi ei irányú tengellyel párhuzamosan a C4i−2 és C4d+4i−6 kockák jelenléte
miatt (2 ≤ i ≤ d). Ennélfogva a kígyó maximális.

Végül még egy eredményt említünk, amelyet a [7] dolgozatban igazoltunk.

4.2. Tétel. Egy csúcsokban csatlakozó egybevágó szabályos háromszögekből
álló maximális kígyó minimális elemszáma 7.
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5. fejezet

k-szomszédos véges
gömbelhelyezések

Nem feltétlenül egybevágó gömbök egy elhelyezését a 3-dimenziós térben k-
szomszédosnak nevezzük, ha az elhelyezés minden gömbjét pontosan k másik
érinti. Jelölje T (k) azt a legkisebb egész számot, amelyre létezik T (k) egybe-
vágó gömbből álló, k-szomszédos gömbelhelyezés. Világos módon T (1) = 2,
T (2) = 3 és T (3) = 4. Egy 2 élű szabályos oktaéder, illetve szabályos ikoza-
éder csúcsaiban elhelyezett egységgömbök rendszere mutatja, hogy T (4) ≤ 6
és T (5) ≤ 12. Nem túl nehéz belátni, hogy T (4) = 6, míg a T (5) = 12
egyenlőséget Fejes Tóth Gábor és Heiko Harborth igazoták [30]-ban. Weg-
ner egy példán megmutatta, hogy T (6) ≤ 240 (ld. [30]). A T (7) és T (8)
értékek végességének kérdését mai napig nem sikerült tisztázni. Ugyanakkor
Kertész Gábor igazolta [55]-ben, hogy T (k) = ∞ ha 9 6 k 6 12. Mint már
korábban rámutattunk, egységgömbök egy elhelyezésében egy gömböt leg-
feljebb 12 másik érinthet, amiből következik, hogy nem létezhet egybevágó
gömböknek k-szomszédos elhelyezése, ha k > 13.

Ebben a fejezetben egy hasonló kérdést vizsgálunk. Határozzuk meg azt
a legkisebb B(k) egész számot, amelyre létezik B(k) nem feltétlenül egybe-
vágó gömbből álló, k-szomszédos elhelyezés. Általában, mely k és n pozitív
egészekre léteznek n gömbből álló, k-szomszédos, (topológikusan) összefüg-
gő elhelyezések? Könnyű látni, hogy véges k-szomszédos elhelyezések nem
feltétlenül egybevágó gömbökből sem létezhetnek, ha k > 13. Ugyanakkor
nem egybevágó gömbökből létezik 12-szomszédos véges elhelyezés, ilyet úgy
kaphatunk például, hogy S3 egy szabályos mozaikjának, a 120-cellának a
lapjaiba írt gömböket vetítjük a 3-dimenziós térbe egy alkalmas sztereogra-
fikus projekcióval (ld. [27]). Ebből többek között azonnal következik, hogy
B(12) 6 120.

Gömbök egy elhelyezéséhez természetes módon hozzárendelhetünk egy
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gráfot, amelyet az elhelyezés szomszédsági gráfjának fogunk nevezni. A gráf
csúcsai feleljenek meg az elhelyezés gömbjeinek és két csúcsot akkor kössön
össze egy él, ha az azoknak megfelelő gömbök érintik egymást.

Koebe egy nevezetes tétele szerint minden síkgráf szomszédsági gráfja egy
alkalmas körelhelyezésnek a síkon (ld. [56]). Kombinálva ezt az eredményt
Kuratowski síkgráfokat karakterizáló klasszikus tételével (ld. [57]) kapjuk,
hogy egy gráf akkor és csak akkor szomszédsági gráfja egy körelhelyezésnek,
ha a gráf nem tartalmaz olyan részgráfot, amely a K5 teljes gráf vagy a K3,3

teljes páros gráf éleinek felosztásával jön létre.
Sajnos nem ismert hasonló karakterizációs tétel 3-dimenziós gömbelhe-

lyezések szomszédsági gráfjairól. Először néhány szükséges feltételt fogalma-
zunk meg 3-dimenziós gömbelhelyezések szomszédsági gráfjaira vonatkozó-
an. Közismert, hogy a K6 teljes gráf nem lehet részgráfja egy 3-dimenziós
gömbelhelyezés szomszédsági gráfjának. Páros részgráfokról a következőket
bizonyítottuk a [8] dolgozatban.

5.1. Állítás. Ha a K3,6 teljes páros gráf részgráfja egy nem feltétlenül egybe-
vágó gömbökből álló elhelyezés szomszédsági gráfjának, akkor K3,6 két csúcs-
osztálya által feszített részgráfok három, illetve hat hosszúságú körök.

5.2. Következmény. A K3,7 teljes páros gráf nem lehet részgráfja egy nem
feltétlenül egybevágó gömbökből álló elhelyezés szomszédsági gráfjának.

5.3. Állítás. Ha a K4,4 teljes páros gráf részgráfja egy nem feltétlenül egy-
bevágó gömbökből álló elhelyezés szomszédsági gráfjának, akkor a K4,4 két
csúcsosztálya által feszített részgráfok négy hosszúságú körök.

5.4. Következmény. A K4,5 teljes páros gráf nem lehet részgráfja egy nem
feltétlenül egybevágó gömbökből álló elhelyezés szomszédsági gráfjának.

A [8] dolgozatban meghatároztuk k 6 6 esetén az összes olyan (n, k) ér-
tékpárt, amelyre létezik n gömbből álló, összefüggő, k-szomszédos elhelyezés.

5.5. Tétel. Legyen k ≤ 6. Akkor és csak akkor létezik n gömbből álló, össze-
függő, k-szomszédos elhelyezés ha

• k = 1 és n = 2,

• k = 2 és n ≥ 3,

• k = 3 és n ≥ 4, ahol n páros,

• k = 4 és n ≥ 5,
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• k = 5 és n ≥ 8, ahol n páros,

• k = 6 és n ≥ 8, de n 6= 9.

Példaként megmutatjuk, hogy nem létezik 9 gömbből álló, 6-szomszédos
elhelyezés. Indirekt tegyük fel, hogy van ilyen elhelyezés, jelölje ennek szom-
szédsági gráfjátG. Ekkor aG gráfG′ komplementerében minden csúcs foka 2,
így G′ diszjunkt körök uniója. Ha G′ tartalmaz egy 3 hosszúságú kört, akkor
K3,6 részgráfja G-nek és ennek 3 elemű csúcsosztálya független G-ben, ami
lehetetlen az 5.1. Állítás miatt. Ha G′ tartalmaz egy 4 hosszúságú kört, ak-
kor K4,5 részgráfja G-nek, ami lehetetlen az 5.4. Következmény miatt. Így G′
egy 9 hosszúságú kör. Legyen {S1, S2, . . . , S9} olyan gömbelhelyezés, amely-
nek szomszédsági gráfja G. Az általánosság megszorítása nélkül feltehető,
hogy S1 ∩ S2 = ∅, S2 ∩ S3 = ∅, . . . , S8 ∩ S9 = ∅, S9 ∩ S1 = ∅. Tekintsük
az S1, S2, . . . , S9 gömböknek egy S1 ∩ S3 középpontú inverziónál származó
S ′1, S

′
2, . . . , S

′
9 képeit. Ekkor S ′1 és S ′3 párhuzamos síkok és S ′5, S ′6, S ′7, S ′8 egybe-

vágó gömbök, amelyek érintik S ′1-t és S ′3-t is. Mivel S ′2 érinti az S ′5, S ′6, S ′7, S ′8
gömböket, ezért S ′5, S ′6, S ′7, S ′8 középpontjai egy körön helyezkednek el. Eb-
ből következik, hogy S ′4 érinti S ′5-t, hiszen S ′4 érinti S ′6, S ′7, S ′8 mindegyikét,
ellentmondás.

Szintén a [8] dolgozatban 7 6 k 6 10 esetén korlátokat adtunk azon
gömbök minimális számára, amelyek k-szomszédos elhelyezést alkothatnak.

5.6. Tétel. A B(k) értékekre k = 7, 8, 9, 10 esetén a következők teljesülnek.

• B(7) = 12 vagy 14,

• B(8) ≤ 20,

• B(9) ≤ 64,

• B(10) ≤ 76.

Megjegyezzük, hogy B(11) végességének kérdése eldöntetlen.

21



6. fejezet

Minkowski elrendezések

Legyen 0 < µ < 1, és tekintsük nem feltétlenül egybevágó gömbök egy S

elrendezését a d-dimenziós térben. Az S elrendezés minden egyes S gömbjé-
hez rendeljük hozzá azt a vele koncentrikus gömböt, amelynek sugara µr(S),
ahol r(S) jelöli az S gömb sugarát. Ezt a µr(S) sugarú gömböt az S gömb µ-
magjának nevezzük. Egy S elrendezést µ-rendű Minkowski elrendezésnek ne-
vezünk, ha S egyik gömbje se lóg bele más S-beli gömb µ-magjának belsejébe.
Határozzuk meg, hogy egy µ-rendű, d-dimenziós Minkowski gömbelrendezés
sűrűsége legfeljebb mekkora lehet!

Ismert tény, hogy ha egy elrendezés gömbjeinek sugara felülről nem kor-
látos, akkor lehetetlen az elrendezés sűrűségét definiálni. Ennek és más tech-
nikai nehézségek elkerülése érdekében pozitív homogenitású elrendezésekre
fogunk szorítkozni. Idézzük fel, hogy gömbök egy elrendezésének homoge-
nitását a gömbsugarak infimumának, illetve szuprémumának hányadosaként
értelmezzük. Jelölje δd(µ) a pozitív homogenitású, µ-rendű, d-dimenziós Min-
kowski gömbelrendezések sűrűségének maximumát.

Fejes Tóth László egy [35]-ben megfogalmazott sejtését igazolva az [1]
dolgozatban megmutattuk a következőt.

6.1. Tétel.
δ2(µ) =

2π√
3(1 + µ)2

tetszőleges µ ≤
√

3− 1 esetén.

Egy optimális elrendezést ad egybevágó körök egy olyan elrendezése,
amelyben minden kör hat másiknak a µ-magját érinti (ld. 6.1. ábra).
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6.1. ábra

Jegyezzük meg, hogy ebben a speciális elrendezésben µ =
√

3−1 a legna-
gyobb olyan érték, hogy a körök még lefedik az egész síkot. Ha µ >

√
3− 1,

akkor a körök által le nem fedett részekbe elhelyezhetjük új kis körök µ-
magját, ezzel növelve a sűrűséget. Ez mutatja, hogy a probléma µ >

√
3− 1

esetén sokkal komplikáltabb. További részleteket és eredményeket illetően ld.
[20], [34], [35], [36], [41], [42], [60].

Ezek után a probléma magasabb dimenziós változatával foglalkozunk. A
fő eredmény megfogalmazásához szükségünk van egy jelölésre. Tekintsük a
d-dimenziós tér egy 2 oldalú szabályos szimplexét és a csúcsai köré rajzolt
d + 1 darab egységgömböt. Ezek az egységgömbök a határpontjaiktól el-
tekintve diszjunktak; jelölje σd a szimplexben a gömbök által lefedett rész
térfogatának és az egész szimplex térfogatának a hányadosát. A [4] dolgo-
zatban beláttuk a következőt.

6.2. Tétel. Legyen d ≥ 2. Ekkor

δd(µ) ≤ 2dσd
(1 + µ)d

tetszőleges µ ≤ 1
d

esetén.

Vázoljuk a bizonyítást. Egy egyszerű észrevétellel kezdünk. Legyenek Si
és Sj olyan gömbök, amelyekre r(Si) ≤ r(Sj), és tegyük fel, hogy Si és Sj
nem nyúlnak bele egymás µ-magjának belsejébe. Most az Si és Sj gömbök
középpontjainak távolsága akkor és csak akkor minimális, ha Sj érinti Si
µ-magját. Ebből következik, hogy ha Si és Sj olyan gömbök, amelyekre
r(Si) ≤ r(Sj), és ha Sj nem nyúlik bele az Si gömb µ-magjának belsejébe,
akkor Si sem nyúlik bele az Sj gömb µ-magjának belsejébe.

A 6.2. Tételt először µ = µ̄ = 1
d
esetén bizonyítjuk. Legyen S egy po-

zitív homogenitású, µ̄-rendű, d-dimenziós Minkowski gömbelrendezés. Az
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általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy S telített, azaz nem valódi
részhalmaza egy ugyanolyan homogenitású, µ̄-rendű, d-dimenziós Minkowski
gömbelrendezésnek.

Minden egyes S-beli Si gömbhöz rendeljünk hozzá két azzal koncentrikus
Si és Si gömböt, amelyekre

r(Si)

r(Si)
=
r(Si)

r(Si)
=

√
2d

d+ 1
= Rd.

Jegyezzük meg, hogy Rd a 2 oldalú, d-dimenziós szabályos szimplex körülírt
gömbjének sugara. Az Si, illetve az Si gömbökből álló elrendezéseket jelölje
S, illetve S. Vegyük észre, hogy az S-beli gömbök elhelyezést alkotnak. Ennek
belátásához elég arra hivatkozni, hogy S bármely két olyan Si és Sj gömbjére,
ahol r(Si) ≤ r(Sj),

d+ 1

2d
r(Si) +

d+ 1

2d
r(Sj) ≤

1

d
r(Si) + r(Sj)

teljesül.
Az S elhelyezés minden Si gömbjéhez rendeljük hozzá a tér azon pont-

jainak Di halmazát, amelyek Si-re vonatkozó hatványa kisebb vagy egyenlő,
mint S bármely más gömbjére vonatkozó hatványa. Ilyen módon a tér egy
(egyenletesen korlátos) konvex politópokból álló D cellafelbontását kapjuk.

A D cellafelbontásra belátható a következő (a bizonyítás elég komplikált).

6.3. Állítás. Minden Si gömb benne van a hozzá tartozó Di cellában, továb-
bá az Si gömb középpontjának a távolsága Di bármely (d−k)-dimenziós lapja
által kifeszített (d− k)-dimenziós síktól legalább

r(Si)

√
2k

k + 1
,

minden 1 ≤ k ≤ d esetén.

Idézzük fel még Claude Ambrose Rogers egy nevezetes, [67]-ben bizonyí-
tott eredményét. Ha egy d-dimenziós konvex politóp tartalmaz egy S gömböt
és az S gömb középpontjának távolsága a politóp bármely (d− k)-dimenziós
lapja által kifeszített (d− k)-dimenziós síktól legalább

r(S)

√
2k

k + 1
,

minden 1 ≤ k ≤ d esetén, akkor a gömb térfogatának és a politóp térfogatá-
nak hányadosa legfeljebb σd.
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A fenti két állításból már következik a 6.2. Tételben szereplő egyenlőtlen-
ség µ = µ̄ esetén.

A bizonyítás teljessé tételéhez meg kell még mutatni, hogy ha a 6.2. Té-
telben szereplő egyenlőtlenség teljesül µ = µ̄ esetén, akkor teljesül bármely
µ < µ̄ esetén is. Tekintsünk egy pozitív homogenitású, µ-rendű, d-dimenziós
S Minkowski gömbelrendezést, ahol µ < µ̄. Cseréljük le S minden egyes Si
gömbjét egy azzal koncentrikus olyan S∗i gömbre, amelyre

r(S∗i ) =
1 + µ

1 + µ̄
r(Si).

Vegyük észre, hogy az így kapott S∗ gömbelrendezés egy µ̄-rendű Minkowski
gömbelrendezés. Ennek belátásához elég arra hivatkozni, hogy S bármely két
olyan Si és Sj gömbjére, ahol r(Si) ≤ r(Sj),

1 + µ

1 + µ̄
r(Sj) + µ̄

1 + µ

1 + µ̄
r(Si) ≤ r(Sj) + µr(Si)

teljesül. Így S∗ sűrűsége legfeljebb

2dσd
(1 + µ̄)d

,

következésképpen S sűrűsége legfeljebb(
1 + µ̄

1 + µ

)d
2dσd

(1 + µ̄)d
=

2dσd
(1 + µ)d

.

Ezzel a 6.2. Tétel bizonyítása teljes.
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7. fejezet

Tammes probléma

Hogyan kell egy 3-dimenziós egységgömb felszínén k pontot úgy elhelyezni,
hogy a köztük fellépő minimális távolság a lehető legnagyobb legyen? Ezt
a kérdést először Tammes holland biológus vetette fel [71]-ben különböző
virágok pollenszemcséinek nyílásait vizsgálva.

Jelölje ak azt a legnagyobb pozitív számot, amelyre teljesül, hogy elhe-
lyezhető k pont egy 3-dimenziós egységgömb felszínén úgy, hogy bármely két
pont szférikus távolsága legalább ak. Talán nem meglepő, hogy ak pontosan
csupán k néhány kis értékére ismert: ezeket k = 3, 4, 6, 12 esetén Fejes Tóth
László határozta meg [32]-ben, k = 5, 7, 8, 9 esetén Kurt Schütte és Bartel Le-
endert van der Waerden [68]-ban, k = 10, 11 esetén Ludwig Danzer [28]-ban
(illetve tőle függetlenül k = 10 esetén Hárs László [48]-ban, k = 11 esetén
pedig Böröczky Károly [22]-ben), k = 13, 14 esetén Oleg Muszin és Alek-
szej Taraszov [62]-ben és [63]-ban, valamint k = 24 esetén Raphael Mitchel
Robinson [66]-ban.

A [2] és [3] dolgozatokban a k = 13, 14, 15, 16, 17 eseteket vizsgáltuk és a
következőket bizonyítottuk.

7.1. Tétel.

a13 < 1.02746114,

a14 < 0.99357204,

a15 < 0.96298392,

a16 < 0.93510857,

a17 < 0.90951817.

Megjegyezzük, hogy ezek az eredmények jóval korábban születtek, mint
hogy Oleg Muszin és Alekszej Taraszov, többek között éppen a [2] és [3]
dolgozatokban bizonyított állításokat a modern számítógépek erejével kom-
binálva meghatározta a13 és a14 pontos értékét.
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Nagyon nagy vonalakban vázoljuk a fő gondolatmenetet, a 7.1. Tétel teljes
bizonyítása rendkívül összetett, a [2] és [3] dolgozatok együtt közel 90 oldal
terjedelműek.

Idézzük fel mindenek előtt, hogy ak < π/3 tetszőleges k > 13 esetén
(ld. [69]). Ezek után legyen ϕ < π/3. Azt mondjuk, hogy egy P ⊆ S2

pontrendszer ϕ-telített, ha P bármely két pontja közötti szférikus távolság
legalább ϕ, és tetszőleges q ∈ S2 ponthoz létezik olyan P-beli pont, amely
q-tól mért szférikus távolsága kisebb, mint ϕ.

Legyen k > 13 és ϕ < π/3. Tekintsünk egy olyan P ⊆ S2 pontrendszert,
amelyben bármely két pont szférikus távolsága legalább ϕ. Kössünk össze
két P-beli pontot egy szférikus szakasszal, ha távolságuk pontosan ϕ. Az
ilyen módon kapott gráfot nevezzük a P pontrendszer gráfjának.

Azon k pontból álló pontrendszerek között, amelyben bármely két külön-
böző pont távolsága legalább ϕ, tekintsünk egy olyant, amelynek gráfjában
az élek száma a lehető legkisebb. Ezt a gráfot egy k csúcsú ϕ-gráfnak, a
megfelelő pontrendszert pedig egy k pontú ϕ-pontrendszernek fogjuk nevez-
ni. Jegyezzük meg, hogy k csúcsú nem triviális ϕ-gráfok csak ϕ = ak esetén
léteznek.

Belátható, hogy egy k csúcsú nem triviális ϕ-gráfban

• az élek nem keresztezik egymást,

• az élek összefüggő rendszert alkotnak,

• az élek S2-t szigorúan konvex szférikus sokszögekre bontják,

• egy csúcs vagy izolált vagy legalább harmadfokú.

Legyen 13 6 k 6 17 és indirekt tegyük fel, hogy bk 6 ak < π/3, ahol

b13 = 1.02746114,

b14 = 0.99357204,

b15 = 0.96298392,

b16 = 0.93510857,

b17 = 0.90951817.

Az indirekt feltevés szerint létezik k csúcsú, nem triviális ϕ-gráf valamely
bk 6 ϕ < π/3 esetén. Vegyük észre, hogy az a ϕ-pontrendszer, amely egy
ilyen k csúcsú nem triviális ϕ-gráfnak felel meg egy ϕ-telített pontrendszer,
mivel ak+1 < bk. Ez utóbbi egyenlőtlenségek ismert konstrukciókból követ-
keznek (ld. [39]). Vegyük észre azt is, hogy egy ilyen ϕ-gráf lapjai szabályos
háromszögek, rombuszok, ötszögek és hatszögek.
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Bizonyítható, hogy egy ilyen ϕ-gráf háromszögeinek, rombuszainak és öt-
szögeinek belseje nem tartalmazhat ϕ-gráfbeli izolált csúcsot. Az is bizonyít-
ható, hogy ha egy ilyen ϕ-gráfnak egy izolált csúcsa egy ϕ oldalhosszúságú
konvex hatszög belsejében van, akkor ez a konvex hatszög nem tartalmazhat-
ja a belsejében ennek a ϕ-gráfnak egyetlen további csúcsát sem és egy izolált
csúcs fokszáma 5 vagy 6 a megfelelő ϕ-pontrendszer Delone triangulációjá-
ban.

Tegyük fel, hogy egy ilyen ϕ-gráfnak egy izolált csúcsa benne van a ϕ-
gráf egy hatszögének a belsejében. Annak a tulajdonságnak a megsértése
nélkül, hogy egy izolált csúcs távolsága a hatszög csúcsaitól legalább ϕ, ha
lehetséges, akkor helyezzük el az izolált csúcsot a hatszögben úgy, hogy a
fokszáma 6 legyen a Delone triangulációban, ha pedig ez nem lehetséges,
akkor úgy helyezzük el az izolált csúcsot, hogy a hatszög azon csúcsától mért
távolsága, amely nem szomszédos vele a Delone triangulációban, a lehető
legkisebb legyen.

Ismételjük meg ezt az eljárást a ϕ-gráf összes izolált csúcsára. Az ilyen
módon kapott pontrendszert nevezzük ϕ∗-pontrendszernek. Jegyezzük meg,
hogy ez a pontrendszer egy ϕ-telített pontrendszer.

Bizonyítható, hogy a kapott ϕ∗-pontrendszer Delone triangulációja tar-
talmaz két nem szomszédos hatodfokú csúcsot. Szintén bizonyítható, hogy
ha a kapott ϕ∗-pontrendszer Delone triangulációjában egy csúcs hatodfokú,
akkor az erre a csúcsra illeszkedő 6 háromszög területének az összege legalább
|S(ϕ)|+2|T (ϕ)|+ |R(ϕ)|, ahol S(ϕ) egy ϕ oldalú négyzet, T (ϕ) egy ϕ oldalú
szabályos háromszög és R(ϕ) egy olyan ϕ oldalú rombusz, amelynek egyik
szöge S(ϕ) egy és T (ϕ) két szögének összegét 2π-re egészíti ki.

Figyelembe véve azt a tényt (ld. [33]), hogy egy ϕ-telített pontrendszer
Delone triangulációjában egy háromszög területe legalább |T (ϕ)|, ebből kö-
vetkezik, hogy a kapott ϕ∗-pontrendszer Delone triangulációjában a három-
szögek területének az összege legalább 2|S(ϕ)| + (2k − 12)|T (ϕ)| + 2|R(ϕ)|.
Azonban 13 6 k 6 17 és bk 6 ak < π/3 esetén ez az összeg nagyobb, mint
4π, az egységgömb felszíne, ellentmondás. Így ak < bk minden 13 6 k 6 17
esetén.
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8. fejezet

12-szomszédos gömbelhelyezések

Tekintsük egységgömbök egy elhelyezését a 3-dimenziós euklideszi térben. Az
elhelyezés két gömbjét szomszédosnak nevezzük, ha van közös határpontjuk.
Ismert tény (vö. [69]), hogy egységgömbök egy elhelyezésében egy gömbnek
legfeljebb 12 szomszédja lehet. Ha egységgömbök egy elhelyezésében minden
gömbnek pontosan 12 szomszédja van, akkor azt 12-szomszédos elhelyezésnek
nevezzük. Egy ilyen elhelyezés a következőképpen konstruálható.

Tekintsük egységgömböknek egy vízszintes hexagonális rétegét, amelyben
a gömbök közzéppontjai egy síkban vannak és minden gömböt pontosan hat
másik érint. Ennek a rétegnek a tetejére helyezzünk el egy ugyanilyen réte-
get olyan módon, hogy az első réteg minden gömbjét pontosan három gömb
érintse a második rétegből. Az az eltolás, amely az első réteget a másodikba
viszi, a másodikat réteget egy harmadikba, és az eltolásnak, illetve az inver-
zének az ismételt alkalmazásával egységgömbök egy 12-szomszédos rácsszerű
elhelyezéséhez jutunk, mégpedig a legsűrűbb rácsszerű gömbelhelyezéshez.
Ezt az elhelyezést a krisztallográfiában lapcentrált köbös elhelyezésnek is ne-
vezik.

Vegyük észre, hogy az az eltolás, amely az első réteget a másodikba viszi,
a második réteg gömbjeit az első réteg bemélyedései fölé helyezi. Azonban
a harmadik réteg gömbjeit helyezhetjük az első réteg gömbjei fölé is, így az
első és a harmadik réteg szimmetrikus lesz a második réteg gömbjeinek kö-
zéppontjára illeszkedő síkra. Ilyen tükrözések ismételt alkalmazásával egy az
előzőtől különböző, nem rácsszerű, 12-szomszédos elhelyezéshez jutunk. Ezt
az elhelyezést a krisztallográfiában hexagonális szoros illeszkedésű elhelyezés-
nek is nevezik.

Valójában végtelen sok különböző 12-szomszédos gömbelhelyezés állítha-
tó elő a párhuzamos hexagonális rétegek egymáshoz képesti helyzetének a
változtatásával.

Fejes Tóth László több, mint 45 évvel ezelőtt [38]-ban, majd [40]-ben
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fogalmazta meg azt a sejtést, hogy bármely 12-szomszédos gömbelhelyezés
ilyen párhuzamos hexagonális rétegekből áll. 2012 szeptemberében Thomas
Hales postázott egy kéziratot az arXiv preprint szerverre a sejtés egy rendkí-
vül komplikált számítógépes bizonyításával (ld. [45]). Az [5] dolgozatban egy
ettől független, lényegesen átláthatóbb bizonyítást adtunk Fejes Tóth László
sejtésére. Ebben a részben ezt a bizonyítást ismertetjük nagy vonalakban.

Fejes Tóth László maga utalt rá, hogy a sejtés bizonyításának első lépé-
seként jó alsó korlátot kellene adni egy 12-szomszédos gömbelhelyezésben két
nem szomszédos gömb középpontjának távolságára. Ez a probléma kapcso-
latba hozható a 13 pontra vonatkozó Tammes problémával, amelyről az előző
fejezetben már írtunk. Ugyanott említettük, hogy 2012-ben Oleg Muszinnak
és Alekszej Taraszovnak sikerült meghatározni a13 pontos értékét, nevezete-
sen megmutatták, hogy a13 = 57.13670307 . . .◦. Ebből az eredményből leve-
zethető a következő alsó korlát egy 12-szomszédos gömbelhelyezésben két nem
szomszédos gömb középpontjának távolságára. Legyen a0 = 57.13670309◦,
ami kicsit nagyobb, mint a13.

8.1. Állítás. Egy 12-szomszédos gömbelhelyezésben bármely két nem szom-
szédos gömb középpontjának távolsága legalább

4 sin

(
180◦

(
60◦

a0
− 5

6

))
= 2.51838585 . . . .

Megjegyezzük, hogy léteznek olyan, a határpontjaiktól eltekintve disz-
junkt B0, B1, . . . , B13 gömbök, hogy a B1, B2, . . . , B12 gömbök érintik a B0

gömböt és a B0 és a B13 gömbök középpontjának távolsága

14/
√

27 = 2.694301256 . . . .

A 8.1. Állítás bizonyítása a következő gömbi geometriai észrevételen ala-
pul.

8.2. Állítás. Legyen C ∈ S2 tetszőleges pont és 0 < λ < 1. Legyen C∗ a
C pont antipodálisa S2-n. Legyenek P és Q a C∗-tól különböző pontok S2-n,
és jelölje P ′, illetve Q′ a CP , illetve CQ szakaszok azon pontjait, amelyekre
CP ′ = λ · CP , illetve CQ′ = λ · CQ. Ekkor P ′Q′ > λ · PQ.

Indirekt tegyük fel, hogy két nem szomszédos gömb, legyenek ezek mond-
juk B0 és B1, középpontjának távolsága kisebb, mint

4 sin

(
180◦

(
60◦

a0
− 5

6

))
.
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Jelölje P azon 12 pont halmazát B0 határán, amelyekben a 12 szomszédja
érinti B0-t. Jelölje továbbá C∗ a B0 és B1 gömbök középpontját összekötő
szakasz metszéspontját B0 határával, és legyen C a C∗ pont antipodálisa
B0 határán. Végül legyen λ = a0/60◦. Most alkalmazzuk a 8.2. Állításban
definiált leképezést P-re. Egyszerű számolással adódik, hogy ekkor P képét
kiegészítve a C∗ ponttal, a kapott halmaz bármely két pontja közötti szférikus
távolság legalább a0, ami nagyobb, mint a13, ellentmondás.

Ennek a becslésnek a felhasználásával Fejes Tóth László sejtése már ele-
mi geometriai eszközökkel igazolható. Egyszerű számolással adódik, hogy
abban a háromszögben, melynek oldalai 2, 2 és 2.51838585 . . . hosszúak, a leg-
hosszabb oldallal szemközti szög 78.04071344 . . .◦. Legyen b0 = 78.04071344◦,
és legyen r0 = 90◦ − b0/2 = 50.97964328◦.

8.3. Állítás. Legyen B0 egységgömbök egy 12-szomszédos elhelyezésének egy
tetszőleges gömbje, és jelölje P annak a 12 pontnak a halmazát, amelyekben
B0-t érinti a 12 szomszédja. Ekkor P-t egy S2-beli pontrendszernek tekintve

• P bármely két különböző pontjának távolsága vagy 60◦ vagy legalább b0,

• egy olyan kör sugara, amely P egyik pontját sem tartalmazza a belsejé-
ben kisebb, mint r0.

Jelölje C egy adott gömbön az érintési pontok konfigurációját a lapcent-
rált köbös elhelyezés esetén és jelölje C′ egy adott gömbön az érintési pontok
konfigurációját a hexagonális szoros illeszkedésű elhelyezés esetén. Jegyezzük
meg, hogy C szimmetrikus az adott gömb középpontjára, míg C′ szimmetri-
kus az adott gömb középpontján átmenő vízszintes síkra. Azt is jegyezzük
meg, hogy C éppen egy (3, 4, 3, 4) gömbi Archimedeszi mozaik csúcshalmaza.

8.4. Tétel. Legyen P olyan 12 pontból álló halmaz S2-n, amelyre teljesül,
hogy

• bármely két különböző pont távolsága vagy 60◦ vagy legalább b0,

• egy olyan kör sugara, amely P egyik pontját sem tartalmazza a belsejé-
ben kisebb, mint r0.

Ekkor P egybevágó vagy C-vel vagy C′-vel.

A 8.4. Tétel bizonyításának gondolatmenete a következő. Jelölje a P

pontrendszer egy Delone triangulációját D (ez nem feltétlenül egyértelmű).
Minden 1 6 i 6 3 esetén D egy háromszög lapját i-típusúnak fogjuk nevez-
ni, ha i oldala legalább b0 hosszú és 3 − i oldala 60◦. Összefoglaljuk a D

gráf legfontosabb tulajdonságait, ezek közül néhány bizonyítása meglehető-
sen komplikált.
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8.5. Állítás. A D gráfra a következők teljesülnek.

(1) D-nek 12 csúcsa, 30 éle és 20 háromszög lapja van.

(2) Minden 1 6 i 6 3 esetén D egy i-típusú háromszög lapjának területe
legalább akkora, mint annak a háromszögnek a területe, amelyben i oldal
b0 hosszú és 3− i oldal 60◦.

(3) D minden csúcsa D legfeljebb két 0-típusú háromszög lapjának közös
csúcsa.

(4) D-nek legfeljebb nyolc 0-típusú háromszög lapja van.

(5) D-nek nincs 3-típusú háromszög lapja van.

(6) D-nek legfeljebb egy 2-típusú háromszög lapja van.

Jelölje ezek után a D gráf 60◦ hosszúságú élekből álló részgráfját A.
Összefoglaljuk az A gráf legfontosabb tulajdonságait, ezek közül is néhány
bizonyítása meglehetősen komplikált.

8.6. Állítás. Az A gráfra a következők teljesülnek.

(1) D minden csúcsa A-nak is csúcsa, következésképpen A-nak is 12 csúcsa
van.

(2) A-nak 24 éle van.

(3) A minden csúcsa negyedfokú.

(4) A-nak 14 lapja van.

(5) A nyolc lapja szabályos háromszög, hat lapja pedig négyzet.

(6) A minden csúcsa A két szabályos háromszög lapjának és két négyzet
lapjának közös csúcsa.

Ha A minden éle A egy szabályos háromszög lapjának és egy négyzet
lapjának közös éle, akkor A egybevágó a (3, 4, 3, 4) gömbi Archimedeszi mo-
zaikkal, így P egybevágó C-vel.

Másrészt ha A-nak van olyan éle, amely A két szabályos háromszög lap-
jának vagy két négyzet lapjának közös éle, akkor az erre az élre illeszkedő
főkör hat ilyen élből áll, ezek felváltva A két szabályos háromszög lapjának,
illetve két négyzet lapjának közös élei, így ebben az esetben P egybevágó
C′-vel.

Ezzel a 8.4. Tétel bizonyítása teljes.
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A 8.4. Tétel felhasználásával Fejes Tóth László sejtésének a bizonyítása
a következőképpen fejezhető be. Legyen B egységgömbök egy 12-szomszédos
elhelyezése, és tekintsük a tér B-hez tartozó Dirichlet-Voronoi cellafelbontá-
sát. Jegyezzük meg, hogy a Dirichlet-Voronoi cellafelbontás egymáshoz teljes
lapok mentén csatlakozó konvex poliéderekből áll.

8.7. Állítás. Legyen B0 tetszőleges B-beli egységgömb. Ekkor B0 Dirichlet-
Voronoi cellája vagy egy B0 köré írt rombdodekaéder vagy egy B0 köré írt
trapezo-rombdodekaéder.

A következő ábra bal oldalán egy rombdodekaéder, a jobb oldalán pedig
egy trapezo-rombdodekaéder látható.

8.1. ábra

Ha minden Dirichlet-Voronoi cella rombdodekaéder, akkor B egyértelmű-
en meghatározott, és megegyezik a legsűrűbb rácsszerű gömbelhelyezéssel,
amely párhuzamos hexagonális rétegekből áll.

Másrészt, ha van olyan Dirichlet-Voronoi cella, amely trapezo-rombdo-
dekaéder, akkor a Dirichlet-Voronoi cellafelbontásban szükségképpen talál-
ható trapezo-rombdodekaédereknek egy olyan L hexagonális rétege, amely-
ben minden trapezo-rombdodekaéder teljes trapéz lap mentén csatlakozik
hat másik trapezo-rombdodekaéderhez. Jegyezzük meg, hogy ha egy romb-
dodekaédert kettévágunk a rombdodekaéder egy élére merőleges, a romb-
dodekaéder beírt gömbjének középpontján átmenő síkkal és az egyik részt
helyettesítjük a másiknak erre a síkra vonatkozó tükörképével, akkor egy
trapezo-rombdodekaéderhez jutunk. Ennélfogva az L réteghez ugyanarról
az oldalról, a közös rombusz lapok mentén csatlakozó Dirichlet-Voronoi cel-
lák vagy rombdodekaéderek egy L-lel párhuzamos hexagonális rétegét, vagy
trapezo-rombdodekaéderek egy L-lel párhuzamos hexagonális rétegét alkot-
ják. Ennek a gondolatmenetnek az ismételt alkalmazásával kapjuk, hogy a
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Dirichlet-Voronoi cellafelbontás rombdodekaéderek, illetve trapezo-rombdo-
dekaéderek párhuzamos hexagonális rétegeiből épül fel. Ebből következik,
hogy B egységgömbök párhuzamos hexagonális rétegeiből áll ebben az eset-
ben is.

Ezzel Fejes Tóth László sejtését igazoltuk.

8.8. Tétel. Egységgömbök bármely 12-szomszédos elhelyezése a 3-dimenziós
térben párhuzamos hexagonális rétegekből áll.
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Összefoglalás

A dolgozatban egyszerű geometriai alakzatok, pontok, körök, szabályos sok-
szögek, gömbök, kockák elrendezéseivel kapcsolatos eredményeket tárgyal-
tunk, ezeket a jobb áttekinthetőség kedvéért pontokba szedve is felsoroljuk.

• A [6] dolgozatban megmutattuk, hogy általános helyzetű pontok egy n
elemű halmazának 4 elemű részhalmazai között mindig található [2n/9]
darab olyan, amelyek diszjunkt üres konvex négyszögek csúcshalmazai,
és ez a korlát éles minden n ≤ 21 esetén.

• A [9] dolgozatban megmutattuk, hogy bármely szabályos sokszög blok-
kolási száma vagy 3, vagy 4. Azt is megmtattuk, hogy a négyzet blok-
kolási száma 4, míg a szabályos 6n-szögeké 3 minden n pozitív egész
számra.

• A [11] dolgozatban megmutattuk, hogy bármely K konvex síkidomra,
a K síkidom olyan egybevágó példányainak minimális száma, amelyek
sűrű felhőt alkothatnak K körül, legfeljebb 9, és egyenlőség csak a kör
esetén fordul elő. A dolgozatban az állítás egy stabilitás változatát is
igazoltuk.

• A [10] dolgozatban megmutattuk, hogy egy teljes lapok mentén csatla-
kozó d-dimenziós egységkockákból álló maximális kígyó minimális elem-
száma 8d − 1 tetszőleges d > 3 esetén. Ezzel megoldottunk Heiko
Harborth egy problémáját. A [7] dolgozatban igazoltuk, hogy egy csú-
csokban csatlakozó egybevágó szabályos háromszögekből álló maximá-
lis kígyó minimális elemszáma 7. Végül a [12] dolgozatban beláttuk,
hogy egy zárt egységkörrel homeomorf (nem feltétlenül konvex) síkidom
egybevágó példányaiból álló maximális kígyó elemszáma legalább 4, és
bizonyos síkidomok 4 egybevágó példánya alkothat maximális kígyót.

• A [8] dolgozatban meghatároztuk k 6 6 esetén az összes olyan (n, k)
értékpárt, amelyre létezik n gömbből álló, (topológikusan) összefüggő,
k-szomszédos elhelyezés. Továbbá 7 6 k 6 10 esetén korlátokat adtunk
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azon gömbök minimális számára, amelyek k-szomszédos elhelyezést al-
kothatnak.

• Az [1] dolgozatban éles felső becslést adtunk pozitív homogenitású, µ-
rendű Minkowski körelrendezések sűrűségére tetszőleges µ ≤

√
3 − 1

esetén. Továbbá a [4] dolgozatban felső becslést adtunk pozitív homo-
genitású, µ-rendű, d-dimenziós Minkowski gömbelrendezések sűrűségé-
re tetszőleges d > 2 és µ ≤ 1

n
esetén.

• A [2] és [3] dolgozatokban felső becsléseket adtunk egy 3-dimenziós egy-
séggömb felszínén elhelyezett 13, 14, 15, 16, 17 pont között fellépő távol-
ságok minimumának a maximumára. Ez a nevezetes Tammes problé-
ma.

• Az [5] dolgozatban megmutattuk, hogy egységgömbök bármely 12-
szomszédos elhelyezése a 3-dimenziós térben párhuzamos hexagonális
rétegekből áll. Ezzel igazoltuk Fejes Tóth Lászlónak egy régi sejtését.
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