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Bevezetés

A diszkrét geometria, amely a XIX. szazad végén még a szamelmélet, illet-
ve a krisztallografia egyik jelentéktelen fejezete volt, a XX. szédzadban 6riasi
fejlédésen ment keresztiil, és ma méar a matematika, a szamitastudomany
és a robotika alapvets részét képezi. E fejlédésben kiemelkedd szerepet jat-
szottak Fejes Toth Laszlo és Erdgs Pal, akik azon kiviil, hogy szamos fon-
tos eredménnyel gazdagitottak a tudomanyteriiletet, 1étrehoztak egy diszkrét
geometriai iskolat is.

A dolgozatban ehhez a diszkrét geometriai iskolahoz kt6dé problémakbol
mutatunk be egy csokorra valot.

Az els6 fejezetben azt vizsgéljuk, hogy altalanos helyzet pontok egy n
elemi halmazanak 4 elemti részhalmazai kozott hany olyan talalhato, amelyek
diszjunkt iires konvex négyszogek csicshalmazai.

A masodik fejezetben konvex stkidomok blokkolasi szaméval foglalkozunk.
Legyen K konvex sikidom, és legyenek K, Ko, ..., K, olyan, a hatarpontja-
iktol eltekintve diszjunkt, egybevagd példanyai K-nak, amelyek mindegyike
(kiviilrdl) érinti K-t. Azt mondjuk, hogy a K, Ko, ..., K, sikidomok blok-
koljak K-t, ha a K sikidom barmely olyan egybevagd példanya, amely érin-
ti K-t, belemetsz a K1, Ko, ..., K, sikidomok legalabb egyikének belsejébe.
Egy K sikidom blokkolasi szama alatt azt a legkisebb n egész szamot értjiik,
amelyre teljesiil, hogy létezik a K sikidom n egybevagd példanyabol allo, K-t
blokkol6 rendszer.

A harmadik fejezetben konvex sikidomokbol allo stirt felhket vizsgalunk.
Legyenek K, Ky,..., K, a hatarpontjaiktol eltekintve paronként diszjunkt,
egybevago konvex sikidomok. Azt mondjuk, hogy a Kji, ..., K, sikidomok
egy strd felh6t alkotnak K koriil, ha a K sikidom barmely pontjaboél kiin-
dul6 barmely félegyenes metszi a K, ..., K, sikidomok legalabb egyikének
a belsejét.

A negyedik fejezetben egy Heiko Harborth altal felvetett problémét ol-
dunk meg. Tekintsiik egy d-dimenzios egységkocka eltolt példanyainak egy
olyan € = (C4, Cy, . .., C,) véges sorozatat, amelyben C;NC; ;1 koz6s (d—1)-
dimenzios lapja Cj-nek és C;y1-nek minden 1 < ¢ < n — 1 esetén, tovabbé



dim(C; N C;) < max{—1,d +¢— j} minden 1 < 7 < j < n esetén (meg-
allapodas szerint dim(C; N C;) = —1 pontosan akkor, ha C; N C; = 0).
Egy ilyen sorozatot teljes lapok mentén csatlakozo kockakbol allo kigyonak
neveziink. Egy teljes lapok mentén csatlakoz6 kockakbol allo kigydt maxi-
maélisnak mondunk, ha nem valédi részhalmaza semelyik mas, teljes lapok
mentén csatlakozo kockakbol allo kigyonak. Belatjuk, hogy egy teljes lapok
mentén csatlakozo d-dimenzios egységkockdkbol allo maximélis kigyd mini-
malis elemszama 8d — 1 tetsz6leges d > 3 esetén.

Az 6t6dik fejezetben azt vizsgaljuk, hogy mely (n, k) értékparokra létezik
n nem feltétleniil egybeviagd gémbbdl allo, (topologikusan) Gsszefiiggs, k-
szomszédos elhelyezés a 3-dimenziés térben, vagyis olyan, amelyben minden
gdébmbot pontosan k£ mésik érint.

A hatodik fejezetben korok és gombok p-rendd Minkowski elrendezésének
stirtiségére adunk korlatokat. Legyen 0 < p < 1, és tekintsiik nem feltétlentil
egybevagd gombok egy S elrendezését a d-dimenzios térben. Az S elrendezés
minden egyes S gémbjéhez rendeljiik hozza azt a vele koncentrikus gémbot,
amelynek sugara pr(S), ahol r(S) jeloli az S gomb sugarat. Ezt a ur(S)
sugart gombot az S gomb p-magjanak nevezziik. Egy 8 elrendezést p-rendi
Minkowski elrendezésnek mondunk, ha § egyik gémbje se 16g bele méas 8-beli
gémb p-magjanak belsejébe.

A hetedik fejezetben azt vizsgaljuk, hogyan kell egy 3-dimenzi6s egység-
gomb felszinén 13 < k£ < 17 pontot ugy elhelyezni, hogy a koztiik felléps
minimalis tavolsag a lehetd legnagyobb legyen.

A nyolcadik fejezetben igazoljuk Fejes Toth Laszlo azon sejtését, hogy
egységgombok barmely 12-szomszédos elhelyezése a 3-dimenziés térben péar-
huzamos hexagonalis rétegekbdl all, vagyis olyanokbol, amelyekben a gémbok
koézéppontjai egy sikban vannak, és minden gémbot hat masik érint.

Minden fejezet elején réviden attekintjiik a kapcsolodo legfontosabb fogal-
makat és eredményeket, a megfelel§ irodalmi hivatkozasokkal (teljesebb kép
kaphato Fejes Toth Gabor és Wlodzimierz Kuperberg [31] dsszefoglalo cikké-
bdl), majd ismertetjiik a sajat eredményeinket, itt-ott részleteket felvillantva
a bizonyitasokbol is. Az elmondottakat szamos abraval illusztraljuk.



1. fejezet

Erdés-Szekeres probléma

Azt mondjuk hogy egy sikbeli ponthalmaz altalanos helyzetd, ha semelyik
hérom pont nem esik egy egyenesre. Kozel egy évszazaddal ezel6tt Erdds
Pal, Klein Eszter és Szekeres Gyorgy vetette fel a kovetkezd problémat. Min-
den k > 3 egész szamhoz hatarozzuk meg azt a legkisebb f(k) egész szamot,
ami eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akarhogyan is vesziink fel legalabb
f (k) altalanos helyzeti pontot a sikon, mindig kivalaszthato koziiliik &, ame-
lyek konvex helyzetben vannak, azaz egy konvex sokszog cstucsai. Erdds és
Szekeres igazoltak [29]-ben, hogy

2k — 4
2"+ 1< f(k) < (k_2>+1,

azt sejtve, hogy f(k) megegyezik az als6 korlattal. Megleps modon a sejtést
eddig csak k = 3,4, 5 esetén sikeriilt belatni: f(3) =3, f(4) =4 és f(5) = 0.
A fels6 korlaton kis mértékben tobbszor javitottak, a jelenleg ismert legjobb

eredmény
2k —5
f(k) < <k:—2) +2,

ezt Toth Géza és Pavel Valtr bizonyitotta [72]-ben.

Késébb Erdss Pal a probléma alabbi valtozatéaval allt el6. Minden k£ > 3
egész szamhoz hatarozzuk meg azt a legkisebb g(k) egész szamot, ami eleget
tesz a kovetkezs feltételnek: akarhogyan is vesziink fel legalabb ¢ (k) altalanos
helyzetd pontot a sikon, mindig kivalaszthato koziiliik £, amelyek egy iires
konvex sokszog csticsaiban helyezkednek el. Itt iires konvex sokszog alatt azt
értjiik, hogy a sokszog a belsejében a ponthalmaz egyetlen pontjat sem tar-
talmazza. Egyszerten lathato, hogy ¢(3) = 3 és g(4) = 5. Heiko Harborth
igazolta [46]-ban, hogy ¢g(5) = 10, mig g(6) végességét hosszi id6 utan, egy-
mastol fliggetlentil Tobias Gerken és Carlos Nicolas bizonyitottak [44]-ben,



illetve [64]-ben. Megleps modon g(k) = oo minden k > 7 esetén, ezt Joseph
Horton mutatta meg [51]-ben.

Minden 3 < k < 6 egész szamra jelolje gr(n) azt a legkisebb egész szamot,
ami eleget tesz a kovetkezd feltételnek: akérhogy is vesziink fel n altalanos
helyzetii pontok a sikon, mindig kivalaszthato koziiliik gix(n) olyan k elemi
részhalmaz, amelyek {ires konvex k-szogek cstucshalmazai. Barany Imre és
Pavel Valtr bizonyitottak [18]-ban, hogy elég nagy n esetén g3(n) < 1.6196n?
ga(n) <1.9397n%, gs(n) < 1.0206n? és gg(n) < 0.2006n>.

Mi torténik, ha az lires konvex k-szogekre azt is el6irjuk, hogy diszjunktak
legyenek? Nyilvanvald, hogy altalanos helyzeti pontok egy n elemi halma-
zénak k elemi részhalmazai kozott mindig talalhato [n/(g(k) + 1)] darab
olyan, amelyek diszjunkt iires konvex k-szogek csticshalmazai és ez a korlat
éles, ha k = 3. A [6] dolgozatban a k = 4 esetet vizsgaltuk és megmutattuk
a kovetkezot.

1.1. Tétel. Altaldnos helyzetd pontok eqy n elemt halmazdnak 4 elemd rész-
halmazai kozott mindig talalhato [2n/9] darab olyan, amelyek diszjunkt dres
konvex négyszogek csiucshalmazai.

A bizonyitashoz a kulcsot a kévetkezo allitas adja. A dolgozatunk megje-
lenése utan értestiltiink rola, hogy ezt téliink fiiggetleniil John Francis, illetve
Kiyoshi Hosono és Masatsugu Urabe is belattak [43]-ban, illetve [52]-ben.

1.2. Allitas. A sikon tetszéleges felvett 9 dltaldnos helyzetd pontbdl min-
dig kivdlaszthato két olyan négyes, amelyek diszjunkt tires konvex négyszogek
csucshalmazai.

Az allitas felhasznélasaval a tétel teljes indukciéval méar egyszertien bi-
zonyithatd. Ha n < 9, akkor a becslés helyessége a fenti allitasbol adodik
vagy trivialis. Legyen n > 10 és tekintsiik altalanos helyzetd pontok egy n
elemt P halmazat. Nyilvanvalé modon létezik olyan egyenes, amely P egyet-
len pontjat sem tartalmazza, és P-t kettévagja egy 9 pontbol allo Py és egy
n—9 pontbol all6 P, halmazra. Az indukcios feltevés szerint a P; halmazban
talalhato 2, a Py halmazban pedig [2(n — 9)/9] = [2n/9] — 2 diszjunkt {ires
konvex négyszog. Ennélfogva a P halmazban talalhato [2n/9] diszjunkt tires
konvex négyszog.

A [6] dolgozatban azt is megmutattuk, hogy a [2n/9] korlat éles minden
n < 21 esetén. Nem nehéz 8 olyan altaldnos helyzet pontot talalni, amelyek
koziil nem valaszthato ki két diszjunkt {ires konvex négyszog csicshalmaza.
Legyenek p1, pa, p3, p4 €2y négyzet csicsai az 6éramutatd jarasa szerint felso-
rolva, és legyen ¢ a négyzetnek a p;p, oldal kézéppontjahoz, ¢, a pyps oldal



koézéppontjahoz, g3 a p3ps oldal kbzéppontjahoz és q4 a pyp; oldal kézéppont-
jahoz elég kozel ess belss pontja (1d. 1.1. &bra).

P1 P2
q1
° Q4 q2 °
qs3
P4 p3
1.1. 4bra

Ekkor {p1, p2, p3, P1, @1, G2, G3, qa } nyilvan megfelel a kivanalmaknak.

Ezutan minden m > 3 egész szamra megadunk egy olyan, n = 4m + 1
altalanos helyzetd pontbol allo6 P halmazt, amelybdl nem valaszthaté ki m
diszjunkt iires konvex négyszog csticshalmaza.

Legyenek pq,po, ..., pom egy C szabélyos 2m-szog cstcsai az éramutatod
jarasa szerint felsorolva, és legyen ¢; a négyzetnek a pips oldal kézéppont-
jdhoz, qo a pops oldal kozéppontjdhoz, ..., ¢om_1 & Pom_1p2m oldal kozép-
pontjahoz és qo, a poy,p1 oldal kozéppontjahoz elég kozel esé bels6 pont-
ja. Legyen tovabbé r a sokszog kozéppontjahoz elég kozel esé olyan pont,
hogy P = {p1,...,P2m> G, - -, Gom, 7} altalanos helyzetd pontrendszer. Indi-
rekt tegytik fel, hogy P-bdl kivalaszthatdé m diszjunkt iires konvex négyszog
cstucshalmaza. Legyenek ezek a négyszogek Q1, Qa, ..., Qm.

Legyen p;, és p;, a C' sokszog két olyan csiicsa, amelyek egyazon (); négy-
szoghoz tartoznak valamely 1 < ¢ < m esetén, és amelyekre a C' sokszog
hataran a p;, és p;, altal hatéarolt kisebbik iv [ csticsszama a lehetd legkisebb.
Egyszeri szamolassal adodik, hogy | < 4. Ezért az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy iy = 1 és iy € {2,3,4}. Ha iy = 2, akkor ¢; nem
lehet csticsa egyik négyszognek sem. Ha iy = 3, akkor ps nem lehet csticsa
egyik négyszognek sem. Ha pedig i = 4, akkor vagy ps vagy ps3 nem lehet
csucsa egyik négyszognek sem.

Ezek utan legyen p;, és p;, két olyan cstics a C' sokszog hataranak p;, és p;,
altal hatarolta hosszabbik fvén, amelyek szintén egyazon ); négyszoghoz tar-
toznak, és amelyekre a C' sokszog hatérén a pj, és p;, altal hatarolt kisebbik
iv cstcsainak [ szama a lehetd legkisebb. Ismét egyszert szamoléssal adodik,
hogy I’ < 4, és a fentiekhez hasonléan taldlhatunk olyan, a ¢, ps, p3 pontok-
tol kiilonbo6zd P-beli pontot, amely nem csicsa a @1, Qo, . . . , Q,, négyszogek
egyikének sem.



Igy P sziikségképpen tartalmaz két olyan pontot, amelyek nem csticsai
egyik Q1, Qo . .., Q. négyszognek sem, ellentmondas.



2. fejezet

Konvex sikidomok blokkolasa

Legyen K nem iires belsével rendelkezs, kompakt, konvex halmaz (rovi-
den konvex test) a d-dimenzios Euklideszi térben. A K konvex test N(K)
Newton-szama alatt azt a legnagyobb n egész szamot értjiik, amelyre teljesiil,
hogy létezik n, a hatarpontjaiktol eltekintve diszjunkt, egybevigo példanya
K-nak ugy, hogy ezek mindegyike (kiviilr6l) érinti K-t.

A d-dimenziés B¢ gémb Newton szaméanak meghatarozasa a diszkrét geo-
metria egyik nevezetes nyitott problémaja d > 5 és d # 8,24 esetén. Bar
a sikon trividlis médon N(B?) = 6, jol ismert, hogy egykor N(B?) pon-
tos értéke komoly vita targyat képezte Sir Isaac Newton és David Gregory
kozott. Newton azt sejtette, hogy N(B3) = 12, mig Gregory elképzelhe-
tének tartotta, hogy N(B3) = 13. Megleps moédon csak 1953-ban délt el,
hogy Newtonnak volt igaza, ezt Kurt Schiitte és Bartel Leendert van der
Waerden bizonyitotta be [69]-ben. A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy
N(B*) = 24, illetve N(B®) = 240 és N(B**) = 196560, ezeket Oleg Musin,
illetve Andrew Odlyzko and Neil Sloane igazolta [61]-ben, illetve [65]-ben.

Konvex sikidomokra szoritkozva is csak néhény specidlis esetben ismert
N(K) pontos értéke, példaul szabalyos sokszogekre, Reuleaux haromszogre,
bizonyos egyenld szart haromszogekre, illetve bizonyos téglalapokra (1d. [21],
[58], [36], [54], [53]).

Ebben a részben a probléma kiévetkezd valtozataval foglalkozunk. Legyen
K konvex test a d-dimenziés FEuklideszi térben, és legyenek Ky, Ks, ..., K,
olyan, a hatarpontjaiktol eltekintve diszjunkt, egybevigo példanyai K-nak,
amelyek mindegyike (kiviilrgl) érinti K-t. Azt mondjuk, hogy a Ki, K, ...,
K, testek blokkoljak K-t, ha a K test barmely olyan egybevagd példanya,
amely érinti K-t, belemetsz a K1, K, ..., K, testek legaldbb egyikének bel-
sejébe. Ezek utan egy K konvex test P(K) blokkolasi szama alatt azt a
legkisebb n egész szamot értjiik, amelyre teljesiil, hogy létezik a K test n
egybevago példanyabol allo, K-t blokkolo rendszer.



Megjegyezziik, hogy ha K egybevagd példanyai helyett K eltolt példa-
nyaira szoritkozunk, akkor analég modon értelmezhetjik a K test Pp(K)
transzlacios blokkolasi szaméat. Ezt a fogalmat Chuanming Zong vezette be,
és |73]-ban megmutatta, hogy tetszsleges K konvex sikidomra Pr(K) = 4.

Visszatérve a blokkolasi szam meghatarozasanak problémajahoz, vilagos
modon P(B?) = 4. Azonban kértél kiilonbozé konvex sikidomokra ez a
probléma is kevésbé trivialis. Konnyen belathato, hogy P(K) > 3 barmely
K konvex sikidomra. Valoban, ha K; és K, két olyan, a hatarpontjaiktol
eltekintve diszjunkt, egybevagd pédanya K-nak, amelyek érintik K-t, akkor
a K-t Ki-t6l, illetve Ky-t6l elvalasztod egyenesek altal hatarolt konvex kup-
ba vagy savba nyilvan elhelyezhet6 egy olyan, harmadik egybevago példanya
K-nak, amely érinti K-t, és nem metsz bele a K; és K, sikidomok egyiké-
nek belsejébe se. A [9] dolgozatban szabélyos sokszogek blokkolasi szamat
vizsgéaltuk, és megmutattuk a kovetkezét.

2.1. Tétel. Tetszdleges K szabdlyos sokszogre P(K) < 4.

Az el6z6 megjegyzés figyelembe vételével ebbdl kovetkezik, hogy tetszéle-
ges K szabélyos sokszogre P(K) = 3 vagy P(K) = 4. A [9] dolgozatban azt
is megmutattuk, hogy mindkét érték valoban elgfordul bizonyos szabalyos
sokszogek blokkolési szamaként.

2.2. Tétel. Egy négyzet blokkoldsi szdma 4.

A kévetkezd abra mutatja, hogy egy négyzet blokkolhato négy egybevago
példanyaval.

2.1. 4bra

2.3. Tétel. Egy szabdlyos 6n-szoq blokkoldsi szama 3 barmely n pozitiv egész
szam esetén.



Felhivjuk a figyelmet a 2.3. Tétel egy els6 latasra talan meglepd kovetkez-
ményére. Létezik konvex sikidomoknak olyan konvergens sorozata (a Haus-
dorff metrikara nézve), hogy a sorozat barmely tagjanak a blokkolasi szama
3, mig a hataralakzat blokkolasi szama 4.
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3. fejezet

Konvex sikidomok felh&i

A kovetkezs problémat Bordczky Kéaroly és Valeriu Soltan fogalmazta meg
[23]-ban. Legyen {K, K7, ..., K,} konvex testek egy csalddja a d-dimenzios
Euklideszi térben. Azt mondjuk, hogy a Kj,..., K, testek egy siird felh6t
alkotnak K koriil, ha a K, Ky,..., K, testek a hatarpontjaiktol eltekintve
paronként diszjunktak, és a K test barmely pontjabol kiindulé barmely fél-
egyenes metszi a Ky, ..., K, testek legaldbb egyikének a belsejét. Adott K
konvex testre hatarozzuk meg azt a legkisebb Cr(K) egész szamot, amely-
re teljesiil, hogy létezik a K konvex testnek Cr(K) olyan eltolt példanya,
amelyek K koriil stird felh6t alkotnak!

Boroczky Karoly és Valeriu Soltan megmutatték [23]-ban, hogy Cr(K)
véges barmely d-dimenziés K konvex testre. Ifj. Boroczky Karoly és Tardos
Gabor igazoltak [26]-ban, hogy

OT(K) < 4d2+0(d2)
minden d-dimenzi6és K konvex testre, és
CT(K) < 2d2+o(d2)

minden centralszimmetrikus d-dimenzios K konvex testre. A d-dimenziés B¢
egységgdombre Talata Istvan a

20.599d2—o(d2) < CT(Bd) < 21.4o1d2+o(d2)

egyenlStlenségeket bizonyitotta |70]-ben.

A probléma sikbeli valtozatéat tekintve Valeriu Soltan [59]-ben azt a sej-
tést fogalmazta meg, hogy 8 < Cr(K) < 9 teljesiil tetsz6leges K konvex
sikidomra.

Ebben a részben a fenti probléma kovetkezd valtozatat tekintjiikk. Adott
K konvex testre hatarozzuk meg azt a legkisebb C'(K) egész szamot, amelyre

11



teljestil, hogy létezik a K konvex testnek C'(K) olyan egybevagd példanya,
amelyek K koriil stird felh6t alkotnak!

Nem nehéz belatni, hogy C(K) > 4 barmely K konvex sikidomra. Valo-
ban, az a négy félegyenes, amelyek K egy atmérGjének végpontjaibol indul-
nak ki, és merdlegesek erre az atmérdre, tetszéleges, a K sikidom egybevago
pédéanyaibdl allo, K koriili stiri felhd legalabb négy tagjanak a belsejét met-
szik. A kovetkez$ abra mutatja, hogy ez az als6 korlat éles.

3.1. 4bra
A masik iranybol a [11] dolgozatban a kovetkez6t bizonyitottuk be.

3.1. Tétel. Legyen K tetszdleges konvex sikidom. Fkkor C(K) < 9, és
eqyenldség pontosan akkor fordul eld, ha K kor.

Vézoljuk a bizonyitast. El6szor megmutattuk, hogy ha K egy kortsl
kiilénb6z6 konvex sikidom, akkor C(K) < 8, majd belattuk, hogy C'(B?) =
9. Az el6bbi egyenlétlenség bizonyitasanal a K sikidom bizonyos metrikus
jellemzGin alapuld esetszétvalasztast alkalmaztunk. A K sikidom egy uwv
atmérgjére jelolje R(K,uv) = pgst a K sikidom azon koriilirt téglalapjat,
amelyben pq parhuzamos uv-vel, ¢s pedig meréleges uv-re.

1. eset. A K sikidom valamely uv atmérdjére az R(K,uv) koriilirt téglalap-
ban [pg| > |gs|. Megmutattuk, hogy ekkor megadhato a K konvex testnek
nyolc olyan egybevago példanya, amelyek K koril stird felhét alkotnak.

2. eset. A K sikidom tetsz6leges uv atmérdjére az R(K,uv) koriilirt tég-
lalapban |pg| = |gs|, de van olyan koriilirt téglalapja K-nak, amelyben az
oldalak hossza kisebb, mint |[uv]. Megmutattuk, hogy ekkor megadhaté a K
konvex testnek nyolc olyan egybevagd példanya, amelyek K koriil stri felhét
alkotnak.

3. eset. A K sikidom barmely koriilirt téglalapja egy olyan négyzet, amely-
ben az oldalak hossza |[uv|, tovabba w és v nem felezépontjai a gs és pt
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oldalaknak az R(K,uv) koriilirt téglalapban a K sikidom valamely wv at-
mérGjére. Megmutattuk, hogy ekkor megadhatdé a K konvex testnek nyolc
olyan egybevago példénya, amelyek K koriil stird felh6t alkotnak.

4. eset. A K sikidom barmely koriilirt téglalapja egy olyan négyzet, amely-
ben az oldalak hossza [uv|, tovabba u és v felez6pontjai a s és pt oldalaknak
az R(K,uv) koriilirt téglalapban a K sikidom tetszéleges uv atmérdjére.
Ifj. Boroczky Karoly egy [24]-ben bizonyitott eredményének felhasznalasaval
megmutattuk, hogy ekkor K sziikségképpen kor.

A kor blokkolasi szamanak meghatarozaséval kapcsolatban annyit emli-
tiink csak meg, hogy kévetkezd abran lathato elrendezés szerint C(B?%) < 9.
Az abran két korkozéppontot akkor kot Ossze szakasz, ha tavolsaguk 2, tovab-
ba £00,0, = £00,0y = £00304 = L0007 = 5 + ¢, ahol ¢ alkalmasan

kicsi pozitiv valés szam.

3.2. abra

A [11] dolgozatban igazoltuk a 3.1. Tétel egy stabilitas valtozatat is. Egy
B kor sugaréat jelolje r(B).

3.2. Tétel. Legyen K eqy kortdl kiilonbozd konvex sikidom. Teqyiik fel, hogy

léteznek olyan B és B’ koncentrikus kiérok, amelyekre r(B)/r(B') = 0.99 és
B C K C B'. Ekkor O(K) = 8.
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Valojaban egy kicsit erdsebb allitast bizonyitottunk a [11| dolgozatban.

3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a Ky,..., K, konvex sikidomok eqy siri felhdt
alkotnak eqy K konvex sikidom koril. Tegyiik fel tovabbd, hogy léteznek olyan
B és B’ koncentrikus kordk, amelyekre r(B)/r(B') =0.99 és BC K C B,
valamint minden 1 < i < n esetén léteznek olyan B; és B koncentrikus
korok, amelyekre r(B;)/r(B.) =0.99 és B; C K; C B]. Ekkorn > 8.
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4. fejezet
Maximalis kigyok

Legyen C' konvex test a d-dimenziés Fuklideszi térben. A C konvex test
egybevago példanyainak egy € = (C4,Cy, ..., C,) véges sorozatat kigyonak
nevezzik, ha C, Cy, ..., C), a hatarpontjaiktol eltekintve paronként diszjunk-
tak, tovabba C;NC; # () pontosan akkor teljesiil, ha [i —j| < 1. Ha a € kigy6
nem valddi részhalmaza semelyik mas, a C' konvex test egybevago példanya-
ibol allo kigyonak, akkor C-t maximaélis kigyonak mondjuk. Hatarozzuk meg
azt a legkisebb n egész szamot, amelyre létezik egy adott C' konvex test n
egybevago példanyabol allo maximaélis kigyo!

Meglep6 modon konvex sikidomokra szoritkozva is csak a kor estén is-
mert a megoldas. Bisztriczky Tibor, ifj. Boroczky Karoly, Heiko Harborth
és Lothar Piepmeyer megmutattak [19]-ben, hogy 10 azon egybevagod korok
minimalis szama, amelyek egy maximalis kigyot alkothatnak.

A [12] dolgozatban azt a sejtést fogalmaztuk meg, hogy tetszdleges C' kon-
vex stkidomra egy, a C' egybevagd példanyaibol all6 maximalis kigy6 elem-
szama legalabb 6. A kovetkez6 abra mutatja, hogy bizonyos téglalapok 6
egybevago példanya alkothat maximalis kigyot.

4.1. abra
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A [12]| dolgozatban azt is belattuk, hogy ha a C' sikidomrol csak annyit
kéveteliink meg, hogy homeomorf legyen egy zart egységkorrel (a konvexitast
nem), akkor egy, a C' egybevagé példanyaibol 4116 maximaélis kigyo elemszama
legalabb 4, és bizonyos sikidomok 4 egybevagd példanya alkothat maximaélis
kigyot, amint azt a kovetkezé abra mutatja.

L \ 1]

4.2. 4bra

Lényegesen tobbet mondhatunk egy C' konvex sikidom eltolt példanyaibol
all6 maximalis kigyd elemszamarol: ifj. Boroczky Karoly és Valeriu Soltan
[25]-ben megmutattak, hogy egy C' konvex sikidom eltolt példéanyaibol al-
16 maximalis kigyd minimélis elemszama 11, ha C paralelogramma, és 10
minden mas esetben.

Ebben a részben a probléma egy, Heiko Harborth altal felvetett valtoza-
taval foglalkozunk. Tekintsiik a d-dimenzios egységkocka eltolt példanyainak
egy olyan C = (C},Cs,...,C,) véges sorozatat, amelyben C; N Ciyq kozos
(d — 1)-dimenzios lapja C;-nek és C;y1-nek minden 1 < i < n — 1 esetén,
tovabba dim(C; N C;) < max{—1,d + i — j} minden 1 < i < j < n esetén
(megallapodas szerint dim(C; N C;) = —1 pontosan akkor, ha C; N C; = ().
Egy ilyen sorozatot teljes lapok mentén csatlakozé kockakbol allo kigyonak
fogunk nevezni. Egy teljes lapok mentén csatlakozo kockakbol allé kigyot ma-
ximalisnak mondunk, ha nem valédi részhalmaza semelyik més, teljes lapok
mentén csatlakozd kockakbol allo kigyonak.

Heiko Harborth [47]-ben tiizte ki a feladat sikbeli valtozatat: mutassuk
meg hogy egy teljes oldalak mentén csatlakozo négyzetekbdl allo maximalis
kigy6 minimalis elemszéma 19. A feladatot t6bben is megoldottak (1d. [49],
[50]).

A probléma 3-dimenziés térbeli valtozatat tekintve Heiko Harborth és
Christian Thiirmann két kiilonbo6z6 példat is mutatott 23 teljes lapok mentén
csatlakozo kockabol all6 maximalis kigyora (1d. 4.3. abra), azt sejtve, hogy
ezek minimalis elemszamuak.
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4.3. 4bra

A bal oldalon lathato konstrukciot altalanositva a [10] dolgozatban meg-
mutattuk, hogy a d-dimenzioés térben létezik 8d — 1 teljes lapok mentén csat-
lakozo kockékbol allo maximalis kigyo tetszdleges d > 3 esetén. A [10] dol-
gozatban azt is megmutattuk, hogy ez a példa minimalis elemszami:

4.1. Tétel. Egy teljes lapok mentén csatlakozo d-dimenzids eqységkockdkbol
allo maximdlis kigyo minimdlis elemszama 8d — 1 tetszdleges d > 3 esetén.

Vazoljuk a konstrukciot. Legegyszertibb lesz a C; kockak ¢; kézéppontjait
(1 < i < 8 — 1) egy olyan derékszogi koordinatarendszerben megadni,
amelynek tengelyei parhuzamosak a kockak éleivel.

/T

L[]

koordinata egység vektorokat. Az els6 kocka kozéppontja

Cc1 = —€1.

Majd minden 1 <7 < d — 1 esetén

Cai—g = —2e€,

Cgi-1 = —2€; — €41,
Cy = —2€; — 2€i41,

Caiv1 = —€ — 2€441.

A kovetkezd négy kocka kozéppontja

Cid—2 = —2eq,
Cid—1 = €2 — 2eq,
Cag = 2e9 — 2€y,

Cad1 = 2€2 — €q.
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Ismét minden 2 < ¢ < d — 1 esetén
Cadtai—6 = 264,
Cadyai—s = 2€; + €541,
Cad+ai-4 = 2€; + 2€;11,
Cadtai-3 = € + 2€;41.
Végiil az utols6 hat kocka koézéppontja
Csd—6 = 2€4,
Csd—5 = €1 + 2€eq,
Cgd—4 = 2€1 + 2ey,
Cgd—3 = 2e1 + ey,
Cgd—2 = 2e1,
C8d—1 = €1.
Annak belatasahoz, hogy ilyen modon tényleg egy teljes lapok mentén

csatlakozo kockakbol allo kigyot kaptunk elég észrevenni a koévetkezsket:

(1) Barmely két szomszédos kocka kozéppontja pontosan egy koordinété-
ban kiilonbozik. A kiilonbség ebben a koordinataban 1, igy a két kocka
metszetének a dimenzidja d — 1.

(2) Ha két kocka indexe kozotti kiilonbség pontosan kettd, akkor kézép-
pontjaik vagy pontosan egy vagy pontosan két koordinataban kiilon-
boznek. Az elsé esetben a kiilonbség ebben az egy koordinataban 2,
igy a kockdk diszjunktak. A mésodik esetben a kiilonbség mindkét
koordinataban 1, igy a két kocka metszetének dimenzidja d — 2.

(3) Ha két kocka indexe kozotti kiilonbség legalabb harom, akkor kozép-
pontjaik valamelyik koordinataban legalabb 2-vel kiilonboznek, igy a
kockék diszjunktak.

A kigyot nem tudjuk a C) kockénél folytatni sem az e; irdanyt tengellyel
parhuzamosan a Cs és Cgy_1 kockdk jelenléte miatt, sem a tobbi e; irdnyu
tengellyel parhuzamosan a Cly;_o és Cyqy4,—¢ kockdk jelenléte miatt (2 < i <
d). Hasonloan, a kigyot nem tudjuk a Cgs—; kockénal folytatni sem az e;
irdnyu tengellyel parhuzamosan a C; és Cgy_o kockék jelenléte miatt, sem a
tobbi e; irdnyu tengellyel parhuzamosan a Cy;_o és Cyqi4;_¢ kockak jelenléte
miatt (2 <i < d). Ennélfogva a kigyé maximalis.

Végiil még egy eredményt emlitiink, amelyet a [7] dolgozatban igazoltunk.

4.2. Tétel. Egy csiucsokban csatlakozo eqybevdgo szabalyos hdromszogekbdl
allo maximdlis kigyo minimadlis elemszama 7.
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5. fejezet

k-szomszédos véges
gombelhelyezések

Nem feltétleniil egybevagd gombok egy elhelyezését a 3-dimenzios térben k-
szomszédosnak nevezziik, ha az elhelyezés minden gombjét pontosan k£ masik
érinti. Jelolje T'(k) azt a legkisebb egész szamot, amelyre létezik T'(k) egybe-
vago gombbdl allo, k-szomszédos gombelhelyezés. Vilagos modon T'(1) = 2,
T(2) =3 és T(3) = 4. Egy 2 éli szabélyos oktaéder, illetve szabalyos ikoza-
éder csucsaiban elhelyezett egységgombok rendszere mutatja, hogy 7'(4) < 6
és T(5) < 12. Nem tual nehéz belatni, hogy T'(4) = 6, mig a T(5) = 12
egyenlgséget Fejes Toth Gabor és Heiko Harborth igazotak [30]-ban. Weg-
ner egy példan megmutatta, hogy 7°(6) < 240 (I1d. [30]). A T'(7) és T'(8)
értékek végességének kérdését mai napig nem sikeriilt tisztdzni. Ugyanakkor
Kertész Gabor igazolta |55]-ben, hogy T'(k) = oo ha 9 < k < 12. Mint méar
korabban ramutattunk, egységgdémbok egy elhelyezésében egy gombot leg-
feljebb 12 masik érinthet, amibdl kdvetkezik, hogy nem létezhet egybevagd
gomboknek k-szomszédos elhelyezése, ha k > 13.

Ebben a fejezetben egy hasonlé kérdést vizsgalunk. Hatarozzuk meg azt
a legkisebb B(k) egész szamot, amelyre létezik B(k) nem feltétleniil egybe-
vago gombbol allo, k-szomszédos elhelyezés. Altalaban, mely k és n pozitiv
egészekre léteznek n gombbdl allo, k-szomszédos, (topologikusan) osszefiig-
g6 elhelyezések? Konnytd latni, hogy véges k-szomszédos elhelyezések nem
feltétleniil egybevagd gémbokbdl sem 1étezhetnek, ha £ > 13. Ugyanakkor
nem egybevagd gombokbdl létezik 12-szomszédos véges elhelyezés, ilyet tgy
kaphatunk példaul, hogy S* egy szabalyos mozaikjanak, a 120-cellanak a
lapjaiba irt gomboket vetitjiik a 3-dimenzids térbe egy alkalmas sztereogra-
fikus projekcioval (1d. [27]). Ebbdl tobbek kozott azonnal kévetkezik, hogy
B(12) < 120.

Gombok egy elhelyezéséhez természetes modon hozzarendelhetiink egy
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grafot, amelyet az elhelyezés szomszédsagi grafjanak fogunk nevezni. A graf
csucsai feleljenek meg az elhelyezés gombjeinek és két csticsot akkor kdsson
Ossze egy €1, ha az azoknak megfelel§ gombdk érintik egymast.

Koebe egy nevezetes tétele szerint minden sikgraf szomszédségi grafja egy
alkalmas korelhelyezésnek a sikon (1d. [56]). Kombinalva ezt az eredményt
Kuratowski sikgrafokat karakterizalo klasszikus tételével (1d. [57]) kapjuk,
hogy egy graf akkor és csak akkor szomszédsagi grafja egy korelhelyezésnek,
ha a graf nem tartalmaz olyan részgrafot, amely a K5 teljes graf vagy a K33
teljes paros graf éleinek felosztasaval jon létre.

Sajnos nem ismert hasonl6 karakterizécios tétel 3-dimenzids gombelhe-
lyezések szomszédsagi grafjairol. Elgszor néhany sziikséges feltételt fogalma-
zunk meg 3-dimenzios gombelhelyezések szomszédsagi grafjaira vonatkozo-
an. Kozismert, hogy a K teljes graf nem lehet részgrafja egy 3-dimenzios
gombelhelyezés szomszédsagi grafjanak. Péros részgrafokrol a kovetkezdket
bizonyitottuk a [8] dolgozatban.

5.1. Allitas. Ha a Ks 6 teljes paros graf részgrdfia eqy nem feltétlendil egybe-
vdgo gombokbdl dllo elhelyezés szomszédsdagi grdfjanak, akkor Ks¢ két csics-
osztdlya dltal feszitett részgrdfok hdrom, illetve hat hosszusdagi korok.

5.2. Kovetkezmény. A K, teljes paros grdaf nem lehet részgrifia egy nem
feltétlendil eqybevdgo gombokbdl dllo elhelyezés szomszédsdgi grafjanak.

5.3. Allitas. Ha a Ky 4 teljes pdros grdf részgrdfja egy nem feltétlendil egy-
bevdago gombokbol dllo elhelyezés szomszédsdgi grafianak, akkor a Ky4 két
csucsosztdlya dltal feszitett részgrdfok négy hossziusdagu korok.

5.4. Kovetkezmény. A K5 teljes paros graf nem lehet részgrifja egy nem
feltétleniil eqybevago gombiokbdl dllo elhelyezés szomszédsdgi grafjanak.

A [8] dolgozatban meghataroztuk k < 6 esetén az Gsszes olyan (n, k) ér-
tékpart, amelyre létezik n gdmbbdl all6, 6sszetiiggs, k-szomszédos elhelyezés.

5.5. Tétel. Legyen k < 6. Akkor és csak akkor létezik n gombbdl dllo, dssze-
fliggd, k-szomszédos elhelyezés ha

e k=1¢ésn=2,

e k=3 ésn >4, ahol n pdros,
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e k=05 ésn > 8, aholn pdros,
e k=6¢ésn>8, den#9.

Példaként megmutatjuk, hogy nem létezik 9 gémbbdl 4llo, 6-szomszédos
elhelyezés. Indirekt tegyiik fel, hogy van ilyen elhelyezés, jelolje ennek szom-
szédséagi grafjat G. Ekkor a G graf G’ komplementerében minden cstcs foka 2,
igy G’ diszjunkt korok unioja. Ha G’ tartalmaz egy 3 hosszusagu kort, akkor
K3 részgrafja G-nek és ennek 3 elemii csicsosztélya fliggetlen G-ben, ami
lehetetlen az 5.1. Allitds miatt. Ha G’ tartalmaz egy 4 hossztsagu kort, ak-
kor K, 5 részgrafja G-nek, ami lehetetlen az 5.4. Kovetkezmény miatt. Igy G’
egy 9 hosszusaga kor. Legyen {S,5s,...,S9} olyan gombelhelyezés, amely-
nek szomszédsagi grafja G. Az éltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd,
hogy S1 NSy = 0,5 NSs =0,...,5 NSy = 0,5 NS, = 0. Tekintsiik
az S1,92,...,5 gobmboknek egy S; N S5 kézéppontt inverzional szérmazo
S1, 5%, ..., Sy képeit. Ekkor S} és S} parhuzamos sikok és S, Si, S7, Sg egybe-
vagd gombok, amelyek érintik Si-t és Si-t is. Mivel S} érinti az Sy, S§, S%, S§
gomboket, ezért St Sg, S, Sy kozéppontjai egy koron helyezkednek el. Eb-
bél kovetkezik, hogy S} érinti Si-t, hiszen S érinti Sg, S5, S§ mindegyikét,
ellentmondés.

Szintén a [8] dolgozatban 7 < k < 10 esetén korlatokat adtunk azon
gémbok minimélis szdmara, amelyek k-szomszédos elhelyezést alkothatnak.

5.6. Tétel. A B(k) értékekre k =7,8,9,10 esetén a kovetkezdk teljesiilnek.

Megjegyezziik, hogy B(11) végességének kérdése eldontetlen.
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6. fejezet

Minkowski elrendezések

Legyen 0 < p < 1, és tekintsiik nem feltétleniil egybeviagd gémbok egy 8
elrendezését a d-dimenzios térben. Az § elrendezés minden egyes S géombjé-
hez rendeljiik hozzé azt a vele koncentrikus gémbot, amelynek sugara pr(.S),
ahol r(9) jeloli az S gomb sugarat. Ezt a ur(S) sugara gdmbéot az S gémb pu-
magjanak nevezziik. Egy § elrendezést pu-rendt Minkowski elrendezésnek ne-
veziink, ha § egyik gombje se 16g bele més S-beli gomb p-magjanak belsejébe.
Hatarozzuk meg, hogy egy p-rendd, d-dimenziés Minkowski gombelrendezés
stirtisége legfeljebb mekkora lehet!

Ismert tény, hogy ha egy elrendezés gombjeinek sugara feliilrél nem kor-
latos, akkor lehetetlen az elrendezés stirtiségét definidlni. Ennek és mas tech-
nikai nehézségek elkeriilése érdekében pozitiv homogenitésiu elrendezésekre
fogunk szoritkozni. Idézziik fel, hogy gémbok egy elrendezésének homoge-
nitasat a gémbsugarak infimuménak, illetve szuprémuménak hanyadosaként
értelmezziik. Jelolje 04(p) a pozitiv homogenitéasu, p-rendd, d-dimenzios Min-
kowski gombelrendezések stirtiségének maximumaét.

Fejes Toth Laszlo egy [35]-ben megfogalmazott sejtését igazolva az [1]
dolgozatban megmutattuk a kévetkezdt.

6.1. Tétel.

tetszdleges p < V3 — 1 esetén.

Egy optimalis elrendezést ad egybevagd korck egy olyan elrendezése,
amelyben minden kér hat masiknak a p-magjat érinti (1d. 6.1. abra).
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6.1. abra

Jegyezziitk meg, hogy ebben a speciélis elrendezésben = v/3 —1 a legna-
gyobb olyan érték, hogy a korck még lefedik az egész sikot. Ha p > /3 — 1,
akkor a korck altal le nem fedett részekbe elhelyezhetjiik uj kis korok u-
magjat, ezzel novelve a stirtiséget. Ez mutatja, hogy a probléma p > /3 — 1
esetén sokkal komplikaltabb. Tovabbi részleteket és eredményeket illetGen 1d.
[20], [34], [35], [36], [41], [42], [60].

Ezek utan a probléma magasabb dimenzios valtozataval foglalkozunk. A
f6 eredmény megfogalmazéasahoz sziikségiink van egy jelolésre. Tekintsiik a
d-dimenzios tér egy 2 oldald szabalyos szimplexét és a cstucsai koré rajzolt
d 4+ 1 darab egységgdmbot. Ezek az egységgdmbok a hatarpontjaiktol el-
tekintve diszjunktak; jelolje o4 a szimplexben a gombdk altal lefedett rész
térfogatanak és az egész szimplex térfogatdnak a hanyadosat. A [4] dolgo-
zatban belattuk a kovetkezét.

6.2. Tétel. Legyen d > 2. Ekkor

2d0'd

5d(ﬂ) < m

o 1 P
tetszdleges p < 3 esetén.

Vézoljuk a bizonyitast. Egy egyszert észrevétellel kezdiink. Legyenek 5;
és S; olyan gémbok, amelyekre r(S;) < r(S;), és tegyiik fel, hogy S; és S
nem nytlnak bele egymés p-magjanak belsejébe. Most az S; és \S; gombok
kézéppontjainak tévolsaga akkor és csak akkor minimalis, ha S; érinti S;
p-magjat. Ebbdl kévetkezik, hogy ha S; és S; olyan gombok, amelyekre
r(S;) < r(S;), és ha S; nem nyulik bele az S; gomb p-magjanak belsejébe,
akkor S; sem nyulik bele az S; gomb p-magjanak belsejébe.

1

A 6.2. Tételt el6szor p = i = 5 esetén bizonyitjuk. Legyen § egy po-

zitiv homogenitéasi, p-rendd, d-dimenziés Minkowski gémbelrendezés. Az
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altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy 8 telitett, azaz nem valodi
részhalmaza egy ugyanolyan homogenitasa, p-rendd, d-dimenziés Minkowski
gombelrendezésnek.

Minden egyes 8-beli S; gombhoz rendeljiink hozza két azzal koncentrikus
S, és S; gdmbot, amelyekre

r(S) Sy Va1 T

Jegyezziik meg, hogy R, a 2 oldalu, d-dimenzids szabalyos szimplex koriilirt
gémbjének sugara. Az S,, illetve az S; gdmbokbdl 4ll6 elrendezéseket jeldlje
8, illetve 8. Vegyiik észre, hogy az 8-beli gombok elhelyezést alkotnak. Ennek
belatasahoz elég arra hivatkozni, hogy § barmely két olyan S; és S; gombjére,
ahol r(S;) < r(S}),

d+1 d+1
RSy

(5) < r(8) +7(S)

teljestil.

Az § elhelyezés minden S, géombjéhez rendeljiik hozza a tér azon pont-
jainak D; halmazat, amelyek S;-re vonatkozé hatvanya kisebb vagy egyenls,
mint 8 barmely mas gémbjére vonatkozé hatvanya. Ilyen modon a tér egy
(egyenletesen korlatos) konvex politopokbol allo D cellafelbontasat kapjuk.

A D cellafelbontésra belathato a kovetkezs (a bizonyitas elég komplikalt).

6.3. Allitas. Minden S; gomb benne van a hozzd tartozé D; celldban, tovdb-
bd az S; gomb kézéppontjanak a tdvolsiga D; barmely (d— k)-dimenzids lapja
dltal kifeszitett (d — k)-dimenzids siktol legalabb

minden 1 < k < d esetén.

Idézziik fel még Claude Ambrose Rogers egy nevezetes, [67|-ben bizonyi-
tott eredményét. Ha egy d-dimenzios konvex politép tartalmaz egy S gémbot
és az S gomb koézéppontjanak tavolsaga a politop barmely (d — k)-dimenzids
lapja altal kifeszitett (d — k)-dimenzios siktol legalabb

")y s

minden 1 < k < d esetén, akkor a gomb térfogatanak és a politop térfogata-
nak hanyadosa legfeljebb oy.
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A fenti két allitasbol mar kovetkezik a 6.2. Tételben szerepls egyenlétlen-
ség 1 = [ esetén.

A bizonyitas teljessé tételéhez meg kell még mutatni, hogy ha a 6.2. Té-
telben szerepld egyenlGtlenség teljesiil © = i esetén, akkor teljesiil barmely
1 < [ esetén is. Tekintsiink egy pozitiv homogenitasi, p-rendd, d-dimenzios
8 Minkowski gdémbelrendezést, ahol p < . Cseréljiik le 8 minden egyes .S;
gombjét egy azzal koncentrikus olyan S gémbre, amelyre

1
’(S7) = TLr(S).
1+pn
Vegyiik észre, hogy az igy kapott 8* gombelrendezés egy ji-rendd Minkowski

gombelrendezés. Ennek belatasdhoz elég arra hivatkozni, hogy 8§ barmely két
olyan S; és S; gébmbjére, ahol r(S;) < r(S5;),

T+u

() + () < 7(S5)+ pr(S)

1+[

teljesiil. Igy 8* stirtisége legfeljebb

2d0'd
(L+p)*
kovetkezésképpen § stirtisége legfeljebb
(1 + ﬂ)d 20, 20y
Ltp) +pd 1+

Ezzel a 6.2. Tétel bizonyitasa teljes.
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7. fejezet

Tammes probléma

Hogyan kell egy 3-dimenziés egységgdmb felszinén k pontot ugy elhelyezni,
hogy a koztiik fellépé minimalis tavolsag a leheté legnagyobb legyen? Ezt
a kérdést elszor Tammes holland biologus vetette fel [71]-ben kiilonbozs
virdgok pollenszemcséinek nyilasait vizsgalva.

Jelolje a; azt a legnagyobb pozitiv szamot, amelyre teljesiil, hogy elhe-
lyezhets k pont egy 3-dimenzids egységgomb felszinén tgy, hogy barmely két
pont szférikus tavolsaga legalabb ay. Talan nem meglepd, hogy a, pontosan
csupan k néhany kis értékére ismert: ezeket k = 3,4,6, 12 esetén Fejes Toth
Laszlo hatarozta meg [32]-ben, k = 5,7, 8,9 esetén Kurt Schiitte és Bartel Le-
endert van der Waerden [68]-ban, k& = 10, 11 esetén Ludwig Danzer [28|-ban
(illetve tole fliggetleniil & = 10 esetén Hars Laszlo [48]-ban, k = 11 esetén
pedig Boroczky Karoly [22]-ben), k = 13,14 esetén Oleg Muszin és Alek-
szej Taraszov [62]-ben és [63|-ban, valamint & = 24 esetén Raphael Mitchel
Robinson [66]-ban.

A [2] és [3] dolgozatokban a k = 13,14, 15,16, 17 eseteket vizsgaltuk és a
kovetkezdket bizonyitottuk.

7.1. Tétel.

(ys < 1.02746114,

a1y < 0.99357204,

a5 < 0.96298392,

a1 < 0.93510857,

a7 < 0.90951817.
Megjegyezziik, hogy ezek az eredmények joval korabban sziilettek, mint
hogy Oleg Muszin és Alekszej Taraszov, tobbek kozott éppen a [2] és [3]

dolgozatokban bizonyitott allitasokat a modern szamitdgépek erejével kom-
binalva meghatarozta a3 és a;4 pontos értékét.
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Nagyon nagy vonalakban vazoljuk a f6 gondolatmenetet, a 7.1. Tétel teljes
bizonyitasa rendkiviil Gsszetett, a [2| és [3| dolgozatok egyiitt kozel 90 oldal
terjedelmtiek.

Idézziik fel mindenek el6tt, hogy ar < 7/3 tetszéleges k > 13 esetén
(1d. [69]). Ezek utan legyen ¢ < m/3. Azt mondjuk, hogy egy P C S?
pontrendszer -telitett, ha P barmely két pontja kozotti szférikus tavolsag
legalabb ¢, és tetszleges ¢ € S* ponthoz létezik olyan P-beli pont, amely
g-tol mért szférikus tavolsdga kisebb, mint .

Legyen k > 13 ¢s ¢ < m/3. Tekintsiink egy olyan P C S? pontrendszert,
amelyben barmely két pont szférikus tavolsaga legalabb . Kosslink Ossze
két P-beli pontot egy szférikus szakasszal, ha tavolsidguk pontosan . Az
ilyen médon kapott grafot nevezziik a P pontrendszer grafjanak.

Azon k pontbél all6 pontrendszerek kozott, amelyben barmely két kiilon-
b6z pont tavolsidga legalabb ¢, tekintslink egy olyant, amelynek grafjaban
az élek szama a lehetd legkisebb. Ezt a grafot egy k csicsi p-grafnak, a
megfeleld pontrendszert pedig egy k ponttt ¢-pontrendszernek fogjuk nevez-
ni. Jegyezziik meg, hogy k csicst nem trivialis p-grafok csak ¢ = a; esetén
léteznek.

Belathato, hogy egy k csiicstt nem trivialis p-graftban

e az élek nem keresztezik egymast,

e az élek Osszefiiggs rendszert alkotnak,

e az élek S2-t szigortian konvex szférikus sokszogekre bontjak,

e cgy csics vagy izolalt vagy legalabb harmadfokii.

Legyen 13 < k < 17 és indirekt tegyiik fel, hogy by < ay < 7/3, ahol

by = 1.02746114,
by = 0.99357204,
bis = 0.96298392,
big = 0.93510857,
b1y = 0.90951817.

Az indirekt feltevés szerint 1étezik k cstcst, nem trividlis p-graf valamely
br < ¢ < 7/3 esetén. Vegyiik észre, hogy az a p-pontrendszer, amely egy
ilyen k csticst nem trivialis p-grafnak felel meg egy o-telitett pontrendszer,
mivel axy1 < bx. Ez utobbi egyenlStlenségek ismert konstrukciokbol kovet-
keznek (1d. [39]). Vegyiik észre azt is, hogy egy ilyen -graf lapjai szabalyos
haromszogek, rombuszok, 6tszogek és hatszogek.
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Bizonyithato, hogy egy ilyen p-graf haromszogeinek, rombuszainak és 6t-
szogeinek belseje nem tartalmazhat p-grafbeli izolalt csticsot. Az is bizonyit-
hato, hogy ha egy ilyen p-grafnak egy izolalt csiicsa egy ¢ oldalhosszusagu
konvex hatszog belsejében van, akkor ez a konvex hatszog nem tartalmazhat-
ja a belsejében ennek a p-grafnak egyetlen tovabbi csticsat sem és egy izolalt
cstcs fokszama 5 vagy 6 a megfelel p-pontrendszer Delone trianguléciojé-
ban.

Tegyiik fel, hogy egy ilyen ¢-grafnak egy izolalt csticsa benne van a -
graf egy hatszogének a belsejében. Annak a tulajdonsdgnak a megsértése
nélkiil, hogy egy izolalt cstcs tavolsaga a hatszog csicsaitol legalabb ¢, ha
lehetséges, akkor helyezziik el az izolalt csticsot a hatszogben tgy, hogy a
fokszama 6 legyen a Delone triangulaciéban, ha pedig ez nem lehetséges,
akkor gy helyezziik el az izolalt cstucsot, hogy a hatszog azon csticséatol mért
tavolsaga, amely nem szomszédos vele a Delone triangulacioban, a lehetd
legkisebb legyen.

Ismételjiik meg ezt az eljarast a p-graf Osszes izolalt cstucsara. Az ilyen
modon kapott pontrendszert nevezziik ¢*-pontrendszernek. Jegyezziik meg,
hogy ez a pontrendszer egy ¢-telitett pontrendszer.

Bizonyithato, hogy a kapott ¢*-pontrendszer Delone triangulacioja tar-
talmaz két nem szomszédos hatodfoku cstcsot. Szintén bizonyithatd, hogy
ha a kapott p*-pontrendszer Delone triangulaci6jaban egy cstics hatodfok,
akkor az erre a cstcsra illeszked6 6 haromszog tertiletének az 6sszege legalabb
1S(p)| +2|T ()| + |R(p)|, ahol S(p) egy ¢ oldalt négyzet, T'(¢) egy ¢ oldalu
szabélyos haromszog és R(p) egy olyan ¢ oldali rombusz, amelynek egyik
szoge S(p) egy és T(p) két szogének Osszegét 2m-re egésziti ki.

Figyelembe véve azt a tényt (1d. [33]), hogy egy ¢-telitett pontrendszer
Delone triangulaciojaban egy haromszog teriilete legalabb |T'(¢)|, ebbdl ko-
vetkezik, hogy a kapott ¢*-pontrendszer Delone triangulaci6jaban a harom-
szogek teriiletének az Osszege legalabb 2|S(p)| + (2k — 12)|T(p)| + 2|R(p)|.
Azonban 13 < k < 17 és by < ap < 7/3 esetén ez az Osszeg nagyobb, mint
41, az egységgomb felszine, ellentmondas. Igy ar < b, minden 13 < k < 17
esetén.
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8. fejezet

12-szomszédos gombelhelyezések

Tekintsiik egységgombok egy elhelyezését a 3-dimenzids euklideszi térben. Az
elhelyezés két gombjét szomszédosnak nevezziik, ha van kézos hatarpontjuk.
Ismert tény (v6. [69]), hogy egységgombiok egy elhelyezésében egy gombnek
legfeljebb 12 szomszédja lehet. Ha egységgombok egy elhelyezésében minden
gbémbnek pontosan 12 szomszédja van, akkor azt 12-szomszédos elhelyezésnek
nevezzik. Egy ilyen elhelyezés a kovetkezSképpen konstrualhato.

Tekintsiik egységgdmboknek egy vizszintes hexagonalis rétegét, amelyben
a gobmbok koézzéppontjai egy sikban vannak és minden gémbot pontosan hat
mésik érint. Ennek a rétegnek a tetejére helyezziink el egy ugyanilyen réte-
get olyan modon, hogy az elsé réteg minden gombjét pontosan harom gémb
érintse a méasodik réteghdl. Az az eltolés, amely az els6 réteget a masodikba
viszi, a masodikat réteget egy harmadikba, és az eltolasnak, illetve az inver-
zének az ismételt alkalmazéasaval egységgdmbok egy 12-szomszédos réacsszert
elhelyezéséhez jutunk, mégpedig a legstirtibb réacsszert gombelhelyezéshez.
Ezt az elhelyezést a krisztallografiAban lapcentréalt kobos elhelyezésnek is ne-
vezik.

Vegylik észre, hogy az az eltolés, amely az els6 réteget a mésodikba viszi,
a masodik réteg gombjeit az elsé réteg bemélyedései folé helyezi. Azonban
a harmadik réteg gombjeit helyezhetjiik az els6 réteg gombjei f6lé is, igy az
els6 és a harmadik réteg szimmetrikus lesz a masodik réteg gombjeinek ko-
zéppontjara illeszkedd sikra. Ilyen tiikrozések ismételt alkalmazéséaval egy az
el6z6t6l1 kiilonb6z6, nem racsszert, 12-szomszédos elhelyezéshez jutunk. Ezt
az elhelyezést a krisztallografidban hexagonalis szoros illeszkedésti elhelyezés-
nek is nevezik.

Val¢jaban végtelen sok kiilonb6z8 12-szomszédos gombelhelyezés allitha-
to el6 a parhuzamos hexagonalis rétegek egymashoz képesti helyzetének a
valtoztatasaval.

Fejes Toth Laszlo tobb, mint 45 évvel ezelstt [38]-ban, majd [40]-ben
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fogalmazta meg azt a sejtést, hogy barmely 12-szomszédos gémbelhelyezés
ilyen parhuzamos hexagonélis rétegekbdl all. 2012 szeptemberében Thomas
Hales postazott egy kéziratot az arXiv preprint szerverre a sejtés egy rendki-
viil komplikalt szamitogépes bizonyitasaval (1d. [45]). Az [5] dolgozatban egy
ettdl fiiggetlen, lényegesen atlathatobb bizonyitast adtunk Fejes Toth Laszlo
sejtésére. Ebben a részben ezt a bizonyitast ismertetjiik nagy vonalakban.

Fejes Toth Léaszlo maga utalt ra, hogy a sejtés bizonyitasdnak elsé 1épé-
seként jo also korlatot kellene adni egy 12-szomszédos gombelhelyezésben két
nem szomszédos gomb kozéppontjanak tavolsigara. Ez a probléma kapcso-
latba hozhato6 a 13 pontra vonatkoz6é Tammes problémaval, amelyrél az el6z6
fejezetben mar irtunk. Ugyanott emlitettiik, hogy 2012-ben Oleg Muszinnak
és Alekszej Taraszovnak sikeriilt meghatarozni a3 pontos értékét, nevezete-
sen megmutattak, hogy a;3 = 57.13670307...°. Ebbdl az eredménybdl leve-
zethetd a kovetkezd also korlat egy 12-szomszédos gombelhelyezésben két nem
szomszédos gémb kozéppontjanak tavolsdgara. Legyen ag = 57.13670309°,
ami kicsit nagyobb, mint a3.

8.1. Allitas. Egy 12-szomszédos gombelhelyezésben barmely két nem szom-
szédos gomb kézéppontjanak tdvolsaga legaldbb

4 sin <18OO <60 — g)) = 2.51838585. ...

Qo

Megjegyezziik, hogy léteznek olyan, a hatarpontjaiktol eltekintve disz-
junkt B(), B17 e B13 gombok, hOgy a Bl, BQ, e ,Blg gombok érintik a BO
gémbot és a By és a Byz gombok kozéppontjanak tavolsaga

14/7/27 = 2.694301256 . . . .

A 8.1. Allitas bizonyitasa a kovetkezé gdmbi geometriai észrevételen ala-
pul.

8.2. Allitas. Legyen C € S? tetszdleges pont és 0 < A < 1. Legyen C* a
C' pont antipoddlisa S*-n. Legyenek P és Q a C*-tol kiilonbozd pontok S*-n,
és jelilje P', illetve Q' a CP, illetve CQ szakaszok azon pontjait, amelyekre
CP = \-CP, illetve CQ' = \-CQ. Ekkor P'Q" > )\ - PQ.

Indirekt tegyiik fel, hogy két nem szomszédos gomb, legyenek ezek mond-
juk By és B, kozéppontjanak tavolsaga kisebb, mint

4 sin (180° (60 — §)> .
Qo 6
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Jelolje P azon 12 pont halmazat By hatéaran, amelyekben a 12 szomszédja
érinti By-t. Jelolje tovabba C* a By és By gémbok kdzéppontjat dsszekdtsd
szakasz metszéspontjat By hataraval, és legyen C' a C* pont antipodalisa
By hataran. Végiil legyen A\ = ay/60°. Most alkalmazzuk a 8.2. Allitasban
definialt leképezést P-re. Egyszert szamolassal adodik, hogy ekkor P képét
kiegészitve a C* ponttal, a kapott halmaz barmely két pontja kozotti szférikus
tavolsag legalabb ag, ami nagyobb, mint a3, ellentmondés.

Ennek a becslésnek a felhasznalaséaval Fejes Toth Laszlo sejtése mar ele-
mi geometriai eszkozokkel igazolhaté. Egyszerd szamolassal adodik, hogy
abban a haromszoghben, melynek oldalai 2, 2 és 2.51838585. . . hosszuak, a leg-
hosszabb oldallal szemkozti szog 78.04071344 .. .°. Legyen by = 78.04071344°,
és legyen rq = 90° — by /2 = 50.97964328°.

8.3. Allitas. Legyen By eqyséqqombik eqy 12-szomszédos elhelyezésének eqy
tetszdleges gombje, €s jeldlje P annak a 12 pontnak a halmazdt, amelyekben
By-t érinti a 12 szomszédja. Ekkor P-t eqy S*-beli pontrendszernek tekintve

e P bdarmely két kiilonbozd pontjanak tdavolsdga vagy 60° vagy legaldbb by,

e cqy olyan kor sugara, amely P eqyik pontjat sem tartalmazza a belsejé-
ben kisebb, mint rg.

Jelolje € egy adott gdmbon az érintési pontok konfiguracidjat a lapcent-
ralt kobos elhelyezés esetén és jelolje €' egy adott gombon az érintési pontok
meg, hogy € szimmetrikus az adott gémb koézéppontjara, mig € szimmetri-
kus az adott gobmb kdzéppontjan dtmend vizszintes sikra. Azt is jegyezziik
meg, hogy C éppen egy (3,4, 3,4) géombi Archimedeszi mozaik csticshalmaza.

8.4. Tétel. Legyen P olyan 12 pontbol dllé halmaz S*-n, amelyre teljesil,
hogy
e barmely két kiilonbézd pont tdvolsdga vagy 60° vagy legaldbb by,

e cqy olyan kor sugara, amely P eqyik pontjat sem tartalmazza a belsejé-
ben kisebb, mint rq.

Ekkor P egybevigs vagy C-vel vagy € -vel.

A 8.4. Tétel bizonyitasanak gondolatmenete a kovetkezs. Jeldlje a P
pontrendszer egy Delone triangulaciojat D (ez nem feltétleniil egyértelmi).
Minden 1 < ¢ < 3 esetén D egy haromszog lapjat i-tipusinak fogjuk nevez-
ni, ha 4 oldala legalabb by hosszii és 3 — i oldala 60°. Osszefoglaljuk a D
graf legfontosabb tulajdonsagait, ezek koziil néhany bizonyitasa meglehets-
sen komplikalt.
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8.5. Allitas. A D grdfra o kivetkezdk teljesiilnek.
(1) D-nek 12 csicsa, 30 éle és 20 hdromsziog lapja van.

(2) Minden 1 < i < 3 esetén D egy i-tipusi hdromszog lapjdnak terilete
legalabb akkora, mint annak a haromszégnek a terilete, amelyben v oldal
bo hosszi és 3 — i oldal 60°.

(3) D minden csicsa D legfeljebb két O-tipusi hdromszog lapjanak kiézos
csUCsa.

(4) D-nek legfeljebb nyolc 0-tipusi hdaromszég lapja van.
(5) D-nek nincs 3-tipusi hdromsziog lapja van.
(6) D-nek legfeljebb eqy 2-tipusi hdromszdg lapja van.

Jelolje ezek utan a D graf 60° hosszusagu élekbsl allo részgrafjat A.
Osszefoglaljuk az A graf legfontosabb tulajdonsagait, ezek koziil is néhany
bizonyitasa meglehetésen komplikalt.

8.6. Allitas. Az A grdfra a kovetkezdk teljesiilnek.

(1) D minden csicsa A-nak is csicsa, kovetkezésképpen A-nak is 12 csicsa
van.

(2) A-nak 24 éle van.

(8) A minden csicsa negyedfokii.

(4) A-nak 14 lapja van.

(5) A nyolc lapja szabdlyos hdaromszog, hat lapja pedig négyzet.

(6) A minden csicsa A két szabdlyos hdromszog lapjanak és két négyzet
lapjanak kozds csicsa.

Ha A minden éle A egy szabalyos haromszog lapjanak és egy négyzet
lapjanak kozos éle, akkor A egybevago a (3,4, 3,4) gombi Archimedeszi mo-
zaikkal, igy P egybevago C-vel.

Maésrészt ha A-nak van olyan éle, amely A két szabalyos haromszog lap-
janak vagy két négyzet lapjanak kozos éle, akkor az erre az élre illeszkedd
f6kor hat ilyen élbdl all, ezek felvaltva A két szabalyos haromszog lapjanak,
illetve két négyzet lapjanak kozos élei, igy ebben az esetben P egybevago
C’-vel.

Ezzel a 8.4. Tétel bizonyitasa teljes.
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A 8.4. Tétel felhasznalédsaval Fejes Toth Laszlo sejtésének a bizonyitasa
a kovetkezGképpen fejezhets be. Legyen B egységgombok egy 12-szomszédos
elhelyezése, és tekintsiik a tér B-hez tartozd Dirichlet-Voronoi cellafelbonta-
sat. Jegyezziik meg, hogy a Dirichlet-Voronoi cellafelbontés egyméshoz teljes
lapok mentén csatlakozé konvex poliéderekbdl all.

8.7. Allitas. Legyen B, tetszéleges B-beli eqységgomb. Ekkor By Dirichlet-
Voronoi celldja vagy eqy By koré irt rombdodekaéder vagy eqy By koré irt
trapezo-rombdodekaéder.

A kovetkezd abra bal oldalan egy rombdodekaéder, a jobb oldalan pedig
egy trapezo-rombdodekaéder lathato.

<~

Ha minden Dirichlet-Voronoi cella rombdodekaéder, akkor B egyértelmi-
en meghatarozott, és megegyezik a legsiirtibb racsszerd gombelhelyezéssel,
amely parhuzamos hexagonalis rétegekbdl all.

Masrészt, ha van olyan Dirichlet-Voronoi cella, amely trapezo-rombdo-
dekaéder, akkor a Dirichlet-Voronoi cellafelbontasban sziikségképpen talal-
hato trapezo-rombdodekaédereknek egy olyan £ hexagonalis rétege, amely-
ben minden trapezo-rombdodekaéder teljes trapéz lap mentén csatlakozik
hat masik trapezo-rombdodekaéderhez. Jegyezziik meg, hogy ha egy romb-
dodekaédert kettévagunk a rombdodekaéder egy élére merdleges, a romb-
dodekaéder beirt gombjének kozéppontjan dtmend sikkal és az egyik részt
helyettesitjiik a masiknak erre a sikra vonatkozo tiikérképével, akkor egy
trapezo-rombdodekaéderhez jutunk. Ennélfogva az L réteghez ugyanarrol
az oldalrol, a k6zos rombusz lapok mentén csatlakozd Dirichlet-Voronoi cel-
lak vagy rombdodekaéderek egy L-lel parhuzamos hexagonalis rétegét, vagy
trapezo-rombdodekaéderek egy L-lel parhuzamos hexagonalis rétegét alkot-
jak. Ennek a gondolatmenetnek az ismételt alkalmazéasaval kapjuk, hogy a

8.1. abra
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Dirichlet-Voronoi cellafelbontés rombdodekaéderek, illetve trapezo-rombdo-
dekaéderek parhuzamos hexagonalis rétegeibdl épiil fel. Ebbdl kovetkezik,
hogy B egységgombdk parhuzamos hexagonélis rétegeibdl all ebben az eset-
ben is.

Ezzel Fejes Toth Laszlo sejtését igazoltuk.

8.8. Tétel. Egységgombok barmely 12-szomszédos elhelyezése a 3-dimenzids
térben pdarhuzamos hexagondlis rétegekbdl dll.
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Osszefoglalas

A dolgozatban egyszertd geometriai alakzatok, pontok, korok, szabalyos sok-
szogek, gombok, kockik elrendezéseivel kapcsolatos eredményeket targyal-
tunk, ezeket a jobb attekinthetéség kedvéért pontokba szedve is felsoroljuk.

e A [6] dolgozatban megmutattuk, hogy altalanos helyzeti pontok egy n
elemd halmazénak 4 elemt részhalmazai kézott mindig talalhato [2n/9]
darab olyan, amelyek diszjunkt {ires konvex négyszogek csucshalmazai,
és ez a korlat éles minden n < 21 esetén.

e A [9] dolgozatban megmutattuk, hogy barmely szabalyos sokszog blok-
kolasi szama vagy 3, vagy 4. Azt is megmtattuk, hogy a négyzet blok-
kolasi szama 4, mig a szabalyos 6n-szogeké 3 minden n pozitiv egész
szamra.

e A [11] dolgozatban megmutattuk, hogy barmely K konvex sikidomra,
a K sikidom olyan egybevagd példanyainak minimalis szama, amelyek
strd felh6t alkothatnak K koriil, legfeljebb 9, és egyenlGség csak a kor
esetén fordul el6. A dolgozatban az allitds egy stabilitas valtozatat is
igazoltuk.

e A [10] dolgozatban megmutattuk, hogy egy teljes lapok mentén csatla-
kozo6 d-dimenzids egységkockakbol all6 maximalis kigyd minimélis elem-
szama 8d — 1 tetszéleges d > 3 esetén. FEzzel megoldottunk Heiko
Harborth egy problémajat. A [7| dolgozatban igazoltuk, hogy egy csu-
csokban csatlakozo egybevagd szabalyos hdromszogekbdl all6 maximé-
lis kigy6 minimaélis elemszama 7. Végil a [12]| dolgozatban belattuk,
hogy egy zart egységkorrel homeomorf (nem feltétleniil konvex) sikidom
egybevago példanyaibol all6 maximalis kigy6 elemszama legaldbb 4, és
bizonyos sikidomok 4 egybevago példanya alkothat maximaélis kigyot.

e A [8] dolgozatban meghataroztuk k < 6 esetén az Gsszes olyan (n, k)
értékpart, amelyre létezik n gémbbdl allo, (topologikusan) Gsszefiiggd,
k-szomszédos elhelyezés. Tovabba 7 < k < 10 esetén korlatokat adtunk
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azon gombok minimélis szamara, amelyek k-szomszédos elhelyezést al-
kothatnak.

Az [1] dolgozatban éles fels6 becslést adtunk pozitiv homogenitéasu, -
rendd Minkowski korelrendezések strtségére tetszéleges pn < /3 — 1
esetén. Tovabba a [4] dolgozatban felss becslést adtunk pozitiv homo-
genitasi, p-rendd, d-dimenziés Minkowski gombelrendezések stirtiségé-
re tetszbleges d > 2 és p < % esetén.

A 2] és [3] dolgozatokban felss becsléseket adtunk egy 3-dimenzios egy-
séggomb felszinén elhelyezett 13, 14, 15, 16, 17 pont kozott felléps tavol-
sdgok minimuménak a maximumaéra. Ez a nevezetes Tammes problé-
ma.

Az [5] dolgozatban megmutattuk, hogy egységgdmbok barmely 12-
szomszédos elhelyezése a 3-dimenzids térben parhuzamos hexagonalis
rétegekbdl all. Ezzel igazoltuk Fejes Toth Laszlonak egy régi sejtését.
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