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3. Dinamikus programozassal megoldhato feladatok

A dinamikus programozas elnevezés egy probléma-megoldasi modszert jelél. A mddszer lényege,
hogy a kiindulasi problémat részproblémakra bontjuk és a részproblémak megoldasaival fejezzlk ki
a megoldast. Bar a megoldast rekurzivan fejezzik ki, azonban a tényleges kiszamitas nem rekurziv
médon, hanem tablazat-kitéltéssel torténik. Ez a mddszer hatékony algoritmust eredményez szamos
fontos probléma megoldéséra.



3.1. Feladat: A pénzvaltas probléma.

Probléma: Pénzvaltas

Bemenet: P = {py,..., p,} pozitiv egészek halmaza, és E pozitiv egész szam.

Kimenet: Olyan § C P, hogy }_,cs = E.

Megjegyzés: A pénzek tetszdleges cimletek lehetnek, nem csak a szokasos 1, 2, 5 10, 20, stb., és
minden pénz csak egyszer hasznalhato a felvaltasban.

A Pénzvaltas probléma; létezik-e megoldas

Elészor azt hatarozzuk meg, hogy van-e megoldas.
A megoldas szerkezetének elemzése.
Tegyuk fel, hogy
E:pi1+~--+pik7 i <...<lig

egy megoldasa a feladatnak. Ekkor
E _pik = Di +... +pl’k,1

megoldasa lesz annak a feladatnak, amelynek bemenete a felvaltando £ — p;, érték, és a felvaltashoz
legfeliebb a elsd iy — 1 (p1,...,pi,—1) pénzeket hasznalhatjuk.



Részproblémakra bontas.

Bontsuk részproblémaékra a kiindulasi problémat: Minden (X,i)(1 <X <E,1 <i < N) szdmparra ve-
gyUk azt a részproblémat, hogy az X érték felvalthaté-e legfeljebb az elsd py, ..., p; pénzzel. Jeldlje
V(X,i) az (X,i) részprobléma megoldasat, ami logikai érték; V(X ,i) = Igaz, ha az X 6sszeg el6al-
lithato legfeljebb az elsé i pénzzel, egyébként Hamis.

Osszefiiggések a részproblémak és megoldasaik k6zétt.

Nyilvanvald, hogy az alabbi 6sszefliggések teljesliinek a részproblémak megoldasaira:
1.V(X,i)=(X=pi), hai=1

2. V(X)) =V(X,i—1)V(X>p)ANV(X—pii—1)hai>1

X = p;iV
V(X,i)e < i>1AV(X,i—1)V (1)
i>1AX > piAV(X —pii—1)

A kiindulasi probléma megoldésa: V (E,n)

Rekurziv megoldas.

Mivel a megoldas kifejezhetd egy V(X,i) logikai értékli figgvénnyel, ezért a felirt 6sszefliggések
alapjan azonnal tudunk adni egy rekurziv flggvényeljarast, amely a pénzvaltas probléma megoldasat
adja.
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function V(X,i:word):boolean;

begin
V:=(X=P[i])or
(i>1) and V(X,i—1) or
(i>1) and (X>P[i]) and V(X—P[i],i—1);
end ;

Elemezzilk a rekurziv megoldas futasi idejét. Szamitsuk ki, hogy legrosszabb esetben hany eljarashiva:
torténik; jelolje ezt F(E,n) adott E és n aktudlis paraméterekre. Mivel F(E,1) =1 és F(E,n) =
F(E,n—1)+F(E—P[n],n—1) igy F(E,n) =2""1. Pl. n = 100 esetén, feltéve, hogy olyan gyors
gépiink van, amely 1 masodperc alatt 239 eljarashivast hajt végre, a futasi idd legrosszabb esetben
17592 milliard év lenne! Masképpen fogalmazva, a rekurziv megoldas a pénzek halmazanak 6sszes
lehetséges részhalmazat megvizsgalja, hogy az adott részhalmaz 6sszege megegyezik-e E-vel. De
n-elem{i halmaz 6sszes részhalmazainak szama 2". Mi az oka annak, hogy a rekurziv megoldas
ilyen lassu? Jollehet csak E x n részprobléma van, de egy részprobléma megoldasa (k6zvetve) sok
masik részprobléma megoldasahoz kell és a rekurziv algoritmus ezeket mindig Ujra kiszamolja.
A gyorsitas tehat kézenfekvo: taroljuk a mar kiszamitott részproblémak megoldasat.



Megoldas a részproblémak megoldasainak tablazatos tarolasaval.

Vegylnk egy VT tablazatot, amelyben minden lehetséges részprobléma megoldasat taroljuk. Mivel
minden részproblémat két érték hataroz meg, X és i, ezért téglalap alaku tablazat kell. VT [X,i| az
(X,17) részprobléma megoldasat tartalmazza.

I

N

\J

1 X-Pi] X E

1. bra. A pénzvaltas tablazata



A részproblémak kiszamitasi sorrendje.

Olyan kiszamitasi sorrendet kell megallapitani, amelyre teljesil, hogy amikor az (X, i) részproblémat
szamitjuk, akkor ennek Gsszetevdit mar kordbban kiszamitottuk. Mivel az (X, 1) részproblémaknak
nincs 6sszetevojik, ezért kdzvetlendl kiszamithatéak, azaz a tablazat elsd sorat szamithatjuk elészér.
Ha i > 1, akkor az (X,i) részprobléma Osszetevdi az (X,i— 1) és (X — p;,i — 1), ezért az i-edik sor
barmely elemét ki tudjuk szamitani, ha mar kiszamitottuk az i — 1-edik sor minden elemét. Tehéat a
tablazat-kit6ltés sorrendje: soronként (alulrél felfelé), balrdl-jobbra haladé lehet.
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function V(P:Penzek; E,N:word):boolean;
{ Pénzvaltas négyzetes tablazat—kitéltéssel }

const

MaxE=30000;{a max. felvaltando oOsszeg}

MaxN=200; {a pénzek max. szama}
var
VT:array[1..MaxE,1..MaxN] of boolean;
i ,x:word;
begin{VT}
for x:=1 to E do
VT[x,1]:=false; {az els0 sor, azaz V(x,1) szamitasa}
VT[P[1],1]:= P[1]<=E;
for i:=2 to N do {az i—edik sor,azaz V(x,i) szamitasa}

for x:=1 to E do
VT[x,i]:=(P[i]=X) or

V:=VT[E,N];
end{V};

VT[x,i—1] or
(x>P[i]) and VT[xP[i],i—1];



Az algoritmus futasi ideje E * n-el ardnyos, mivel minden részprobléma (tabldzatelem) kiszdmitasa
konstans idejli. A memoria igény E xn byte. Lathatd, hogy az i-edik sor kiszamitasahoz csak az
i — 1-edik sor kell. Ezért, ha csak arra kell valaszolni, hogy létezi-e megoldasa a problémanak, akkor
elegendd lenne csak két egymast kdvetd sort tarolni. Sot, egyetlen sort is elég tarolni, ha a sorok
kitoltését a felvaltandd érték szerint csdkkend sorrendben (hatulrdl elére haladva) végezzik. Az (X, i)
és az (X,i— 1) részprobléma megoldasat ugyanaz a tablazatelem tarolja, de nem irunk fell olyan
részproblémat, amelyre késdbb még szikség lenne. Tehat algoritmusunknak mind a tarigénye, mind
a futasi ideje fligg az eléallitandd értéktdl, illetve felsé korlatjatol.

Tegyuk fel, hogy a pénzekrdl és az eldallitandd értékrdl nem tudunk semmit. Kérdés, hogy
létezik-e olyan algoritmus, amelynek a futasi ideje (legrosszabb esetben is) a pénzek n szamanak
flggvényében polinomialis? A valaszt nem tudjuk. Ez a szamitastudomany legfontosabb nyitott prob-
lémaja. Sot, ha erre a feladatra talalnank a pénzek szamaban polinomialis idejii megoldast, akkor
szamos, fontos probléma megoldasara is lenne hatékony algoritmus.
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function V1T(const P:Penzek; E,N:longint):boolean;
{ Pénzvaltas megoldasa linearis tablazat—kitoltéssel }
const
MaxE=1000000;{a max. felvaltando oOsszeg}
var T:array[0..MaxE] of boolean;
i,x:longint;
begin{V1T}
for x:=1 to E do {az elso sor, azaz V(x,1) szamitasa}
T[x]:=false;
if P[1]<=E then T[P[1]]:=true;
for i:=2 to N do {az i—edik sor,azaz V(x,i) szamitasa}
for x:=E downto 1 do
T[x]:=T[x] or (x>=P[i]) and T[x—P[il];
VIT:=T[E];
end{V1iT};
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3.2. A Pénzvaltas probléma; egy felvaltas eloallitasa

Ezidaig azt vizsgaltuk, hogy létezik-e megoldasa a pénzvaltas problémanak. Most egy, de tet-
szbleges megoldast is meg kell hatarozni, amennyiben létezik megoldas.

Bemenet: P = {py,..., p,} pozitiv egészek halmaza, és E pozitiv egész szam.

Kimenet: Olyan S C P, hogy } ,cs = E

Akkor és csak akkor létezik megoldas, ha VT [E,N| = true.

VegyUk észre, hogy egy megoldas "kiolvashaté" a VT tablazatbdl. Legyen i a legkisebb olyan index,
hogy VT [E.i] =true, tehat VT [E,i— 1| = false. Ez azt jelenti, hogy E nem allithat6 el6 az els6 i — 1
pénzzel, de elballithatd az elsd i-vel, tehat a P[i] pénz szerepel E valamely felvaltadsdban. Tovabb
folytatva ezt a visszafejtést E — P[i|] és i — 1-re, mindaddig, amig a felvaltandé érték 0 nem lesz,
megkapunk egy megoldast.

X:=E; i:=N;
m:=0;
repeat
while (i>0) and VT[X,i] do Dec(i);
Inc (m);
S[m]:=i+1;
X:=X-P[i+1];
until X=0;



3.3. Feladat: Optimalis pénzvaltas

Bemenet: P = {p, ..., p,} pozitiv egészek halmaza, és E pozitiv egész szam.
Kimenet: Olyan S C P, hogy ¥ ,cs = E és |S| — minimalis
Elészor is lassuk be, hogy az a moho stratégia, amely mindig a lehetd legnagyobb pénzt valasztja,
nem vezet optimalis megoldashoz. Legyen E = 8 és a pénzek halmaza legyen {5,4,4,1,1,1}. A
mohd médszer a 8 =5+ 1+ 1+ 1 megoldast adja, mig az optimdlis a 8 =4 + 4.
Az optimalis megoldas szerkezetének elemzése.
TegyUk fel, hogy
E=pi+...+pi, i1 <...<l

egy optimalis megoldasa a feladatnak. Ekkor
E—pi=pi+...+pi,

optimalis megoldasa lesz annak a feladatnak, amelynek bemenete a felvaltand6 £ — p;, érték, és
a felvaltashoz legfeljebb a elsd iy — 1 (p1,...,pi,—1) pénzeket hasznalhatjuk. Ugyanis, ha lenne
kevesebb pénzbdl &ll6 felvaltasa £ — p; -nak, akkor E-nek is lenne k-nal kevesebb pénzbdl allé
felvéltasa.



Részproblémakra és 6sszetevokre bontas.

A részproblémak legyenek ugyanazok, mint az el6z6 esetben. Minden (X,i) (1 <X <E;1 <i<
N) szédmpérra vegylk azt a részproblémat, hogy legkevesebb hany pénz dsszegeként lehet az X
értéket eldallitani legfeliebb az elsé i {py,..., pi} pénz felhasznélasaval. Ha nincs megoldas, akkor
legyen ez az érték N + 1. Jeldlje az (X, i) részprobléma optimélis megoldasanak értékét Opt(X,i).
Definidljuk az optiméalis megoldas értékét X = 0-ra és i = O-ra is, azaz legyen Opt(X,0) =N+ 1 és
Opt(0,i) = 0. igy Opt (X ,i)-re az alabbi rekurziv 6sszefliggés irhatd fel.



A részproblémak optimalis megoldasanak kifejezése az 6sszetevok megoldasaival.

) 0 ha X=0
OP XD =\ opr(x,i1) ha X < p;

min(Opt(X,i—1),1+0pt(X — p;,i—1)) ha X > p;

1 X-PIi] X E

2. dbra. A pénzvaltas tablazata



0O NOoO O~ WD =

—
o ©

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

procedure OptValto(const P :Penzek; E :word; N:word;
var Db:word; var C:Megoldas );
const
MaxE=30000; MaxN=100;
var
Opt:array[0..MaxE] of O0..MaxN+1; {az opt. mego.érieke}
V:array[0..MaxE,0..MaxN] of 0..MaxN+1;
i ,x,Rop:word;
begin{OptValto}
for x:=1 to E do begin {inicializalas}
Opt[x]:=N+1; V[x,0]:=N+1 end;
Opt[0]:=0;
for i:=1 to N do { tablazat—kitoltés}
for x:=E downto 1 do begin
if (x>=P[i]) then

Rop:=Opt[x—P[i]]+1 {x—P[i] opt.felvaltasa+1}
else
Rop:=N+1;
if Rop<Opt[x] then begin {Opt[x]=1+Opt(x,i—1)}
Opt[x]:=Rop; {az i. pénz szerpel x }
Vix,i]:=i; {optimalis felvaltasaban}
end else {Opt[x]=Opt(x,i—1)}
VIx,i]:=V[x,i—1]; {nincs jobb, mint i—1—re}

end{for x};
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Db:=0; x:=E; i:=N;

if Opt[E]<=N then { van megoldas}
repeat { egy optimalis megoldas elodallitasa}
i:=V[x,il]; {i. szerepel x opt. felvaltasaban}
Inc(Db); C[Db]:=i; {i bejegyzése a megoldasba}
x:=x—P[i]; {x—P[i] opt. felvaltasat nézziik}
Dec(i); { az 1..i—1 pénzekkel}
until x=0;

end{OptValto};

Az OPTVALTO algoritmus tarigénye E (N + 1) 2 byte. A futasi id6 szintén E « N -el aranyos.



A dinamikus programozas stratégiaja.

A dinamikus programozas, mint probléma-megoldasi stratégia az alabbi 6t
lépés végrehajtasat jelenti.

1. Az [optimalis] megoldas szerkezetének elemzése.
2. Részproblémakra és 6sszetevokre bontas gy, hogy:

e a) Az 6sszetevoktdl valo fliggés kdrmentes legyen.
e b) Minden részprobléma [optimalis] megoldasa kifejezhetd legyen (rekurzivan) az dsszetevt
[optimalis] megoldasaival.

3. Részproblémak [optimalis] megoldasanak kifejezése (rekurzivan) az dsszetevok [optimalis]
megoldasaibdl.

4. Részproblémak [optimalis] megoldasanak kiszamitasa alulrél-felfelé haladva:

e a) A részproblémak kiszamitasi sorrendjének meghatarozasa. Olyan sorba kell rakni
a részproblémakat, hogy minden p részprobléma minden Osszetevbje (ha van) elébb
szerepeljen a felsorolasban, mint p.

e b) A részproblémak kiszamitasa alulr6l-felfelé haladva, azaz tablazat-kitdltéssel.

5. Egy [optimalis] megoldas eldallitasa a 4. 1épésben kiszamitott (és tarolt) informaciokbél.



3.4. Feladat: Testvéries osztozkodas (CEOI’'95)

Két testvér ajandékokon osztozkodik. Minden egyes ajandékot pontosan ez egyik testvérnek kell
adni. Minden ajandéknak pozitiv egész szammal kifejezett értéke van. Jelblje A az egyik, B pedig a
masik testvér altal kapott ajandékok 6sszértékét. A cél az, hogy az osztozkodas testvéries legyen,
tehat A és B klldnbségének abszolutértéke minimalis legyen.

irjunk programot, amely kiszamitja a testvéries osztozkodas eredményeként keletkezd A és B
értékeket és megadja, hogy mely ajandékokat kapja a két testvér.
Megoldas.
Legyen {e1,...,e,} az ajandékok értékeinek egy felsorolasa és jeldlje E az dsszeglket. Feltehetjik,
hogy A < B. Mivel A+ B = E, ezért A a legnagyobb olyan szam, amelyre A < E /2 és el6éllithatd
{e1,...,en} egy részhalmazanak 6sszegeként.

Tehat a megoldas visszavezethetd a pénzvaltas probléma megoldasara.



3.5. Feladat: Igazsagos osztozkodas

Két testvér kdzdsen kapott ajandékokat. Minden ajandéknak tudjak a hasznalati értékét, ami pozitiv
egész szam. lgazsagosan el akarjak osztani az ajandékokat, tehat gy, hogy mind kett6jik ugyanan-
nyi 6sszértékit kapjon. Eszrevették, hogy ez nem feltétlenll teljesithetd, ezért elfogadnak olyan
elosztast is, amely szerint a k6zdsben is maradhat kinemosztott ajandék, de ragaszkodnak ahhoz,
hogy mindketten azonos 6sszértéket kapjanak, és a kdzésben maradt ajandékok 6sszértéke a lehetd
legkisebb legyen.

irjon programot, amely megad egy igazsagos osztozkodast!

Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet
6 15
10 3 12 5 15 6 6 3

4 21



Megoldas

m:ail—i—."—i—aiu
m=aj +---+aj,
{il,...,iu}m{jla-'-aj\/}:0

Y a;—2m — minimalis

i=1
Nyilvanvaléan m < fel =Y, a;/2. Minden 0 < x,y < fel -re és minden 1 < n -re tekintslk azt a
részproblémat, hogy eléallithato-e legfeljebb az elsd i ajandék dsszegeként mind x, mind y, de min-
den szam legfeljebb egyik 0sszegben szerepelhet. Legyen E(x,y,i) igaz, ha eléallithatd, egyébként
hamis.
E(0,0,i) = igaz minden 0 < i < n-re. Ha i > 0, akkor az aldbbi rekurziv 6sszefliggés adhato:

E(x,y,i—1)V
E(x,y,i) =< ai <xNE(x—aj,y,i—1)V (3)
ai <xNE(x,y—a;,i—1)

A megoldéas értéke az a legnagyobb x, amelyre E(x,x,n) = igaz. Egy megoldas a pénzvaltashoz
hasonl6an allithaté eld.



3.6. Feladat: Jardakovezés

Szamitsuk ki, hogy hanyféleképpen lehet egy 3 x n egység méretli jardat kikdvezni 1 x 2 méretl
lapokkal!

Megoldas

3. dbra.

Jelolje A(n) a megoldas értékét 3 x n egység méretii jarda esetén.



Az els6 oszlop kézépsd négyzete haromféleképpen fedhetd le.

4. abra. 1. eset

5. abra. 2. eset

6. dbra. 3. eset



Az egyes esetek csak az alabbi médon folytathatdk:

Jeldlje B(n) azt, hogy hanyféleképpen fedhetd le egy 3 x n egység méretl jarda, amelynek a bal alsé
sarka mar le van fedve. Szimmetria miatt a jobb felsé sarok lefedettsége esetén is B(n)-féle lefedés

van.
|
—

7. dbra. Az 1. eset csak igy folytathato

L

8. dbra. A 2. eset csak igy folytathatd

]

9. dbra. A 3. eset csak igy folytathatd

0 ha n=1
Aln)=¢ 3 ha n=2 (4)
A(n—2)+2B(n—1) ha n>2



I
|
-

10. abra. Az 1. eset csak igy folytathaté

11. abra. Az 2. eset csak igy folytathaté

1 ha n=1
B(n)=4 0 ha n=2 (5)
An—1)+B(n—2) ha n>2
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program jarda;

longint; forward;
longint;

longint;

function B(n: integer):
function A(n: integer):
begin
if (n=1) then
A:=0
else if (n=2) then
A :=3
else
A = A(h—2)+2xB(n—1);
end{A};
function B(n: integer):
begin
if (n=1) then
B := 1
else if (n=2) then
B :=0
else
B := A(h—1)+B(n—2);
end{B};
begin

writeln (A(32));
end.
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A(4)11

A(2 B(3)4] A(4)11

+2

B(1)1] A(2) B(3)4] A2 3

+ +

A(2)3] B(1)1

A(2)3]

12. dbra. Rekurziés fa



1 program jarda2;

2 {megoldas din. prog. modszerrel (tablazat—kitéltéssel)}
3 const

4 maxN=100;

5 var

6 A,B:array[1..maxN] of Int64;
7 n,i: integer;

8 begin

9 n:=64;

10 A[1]:=0; A[2]:=3;

11 B[1]:=1; B[2]:=0;

12 for i:= 3 to n do begin

13 A[i]:=A[i—-2]+2«B[i —1];

14 B[i]:=A[i—1]+B[i —2];

15 end;

16 writeln (’A(’,n,’)_=.",A[n]);
17 end.

A(64) = 1582048049556775361



3.7. Feladat: Tiikorszoé (101"2000)

Egy karaktersorozatot tikérszonak neveziink, ha balrél-jobbra, valamint jobbrél-balra olvasva mege-
gyezik. Példaul gérdg, egészsége, mesélésem.

irjunk olyan programot, amely kiszamitja, hogy egy adott sz6bél minimalisan hany bettit kell
téréIni, hogy tikérszot kapjunk.
Bemenet
A tukorszo.be szOveges allomany elsd és egyetlen sora egy S szét tartalmaz, amelynek hossza
legfeljebb 5000, és S minden ¢ karakterére: 'a’ < c <'7 és’A' <c<' 7.
Kimenet

A tukorszo.ki szdveges allomany els6 és egyetlen sora egy m nemnegativ egész szamot tartal-
mazzon, ami a minimalis térlend6 karakterek szama, amellyel a bemeneti S sz6 tikérszova tehetd.



Megoldas
Vegylk észre, hogy egy S szé akkor és csak akkor tiikérszé, ha vagy Ures sz0, vagy egybetis, vagy
az elsd és utolsé betlije megegyezik és ezeket elhagyva ismét tiikdrszot kapunk.

Az optimalis megoldas szerkezetének elemzése.

Minden S széra jelolje T'(S) a probléma egy megoldasat, tehat olyan tiikorszét, amely S-bdl a lehetd
legkevesebb betl térlésével kaphatd. llyen biztosan létezik, hiszen egy kivételével minden bet{it
torolve tikorszoét kapunk. Ha S egy betlibdl &ll, akkor maga is tikorszé, T(S) = S. Legyen S = xRy,
ahol x az elsd, y pedig az utolsé betlije S-nek (R lehet Ures sz6 is). Ha x =y, akkor T'(S) = T'(R).
Ha x # y, akkor vagy az x, vagy az y betlit biztosan t6roIni kell, tehat a megoldas vagy 7 (xR), vagy
T(Ry). Az optimdlis megoldas szerkezete azt sugallja, hogy minden (i, j),1 <i < j < n indexparra
tekintstk azt a részproblémat, hogy az Sli..j] = S[i]...S[j] sz6 legkevesebb hany beti torlésével
tehetd tikorszova. Jeldlje az (i, j) részprobléma megoldasat M (i, j).

Tehat a kit(izott feladat megoldasa M(1,n).

A részproblémak megoldasanak kifejezése az 6sszetevok megoldasaival.
Ha i > j esetre M(i,j) értékét 0-ként értelmezzik, akkor a részproblémak megoldasai kézott az
alabbi rekurziv 6sszefliggést lehet felirni.

0, hai> j
M@, j)={ M(@i+1,j—1), hai< jés S[i] = S[j]
1+min(M(i+1,),M(i,j—1)), hai< jésSli]#S[/]

Tehat az (i, j) részprobléma 6sszetevoi: (i+1,j—1), (i+1,)) és (i,j—1).



A részproblémak kiszamitasi sorrendje, tablazat-kitéltés.

Téroljuk a részproblémék megoldasat tdblazatban, az (i, j) megoldasat az M|i, j] tablazatelemben.
Mivel az (i, j) részprobléma megoldasa legfeliebb az (i+1,j—1), (i+1,j) és (i,j — 1) megolda-
saitol figg, ezért a tablazat-kitéltés sorrendje lehet alulrdl felfelé, soronként pedig jobbrdél-balra hal-
adoé.

A négyzetes tablazat tarigénye 5000« 5000 x 2 = 50000000 byte, ami tdl sok. Lathaté azonban, hogy
elegendd lenne csak két egymast kdvetd sort tarolni. So6t, egy sort is elég tarolni, ha megoldjuk, hogy
ne irjuk feltl azt a T'[i] = M (i, j) kitoltésekor az M (i, j — 1) értéket, amit szintén T'[i] tarol.

n 0
0
0
j ? | x 0
j-1 X | X 0
0
0
0
0

110

1 0 i+ n

13. dbra. Tablazat-kitdltési sorrend: soronként alulrol felfelé, jobbrdl balra haladva.



function Megold(const S:Sorozat; N:word):word;
{Megoldas linearis tablazat—kitoltéssel}
var
T:array[1..MaxN] of word;
i,j:integer;
Ment, Menti:word;
begin
T[1]:=0;
for j:=2 to N do begin
T[j1:=0; Menti:=0;{Minti=M(i+1,j—1)}
for i:=j—1 downto 1 do begin
{M(i,j) szamitasa es tarolasa T[i]—ben}
Ment:=T[i];
if S[i]=S[j] then
T[i]:=Menti {Menti=M(i+1,j—1)}
else {M(i,j)=1+Min (M(i,j—1)+M(i+1,j))}
Tli]l:=1+Min(T[i], T[i+1]);
Menti:=Ment;
end{for i};
end{for j};
Megold:=T[1]; {=M(1,N)}
end{Szamit};



Az algoritmus futasi ideje ©(n?), tarigénye O(n).

Ha egy megoldast is el6 kell &llitani, akkor minden (i, j) részproblémara tarolni kell azt az informaciot,
hogy melyik 6sszetevire kapjuk az optimalis megoldast ha S[i] # S[/].

Vagy minden (i, j) részproblémara taroljuk M (i, j) értékét, és ekkor M(i+ 1, j) < M(i,j— 1) 6ssze-
hasonlitassal megadhat6, hogy az i-edik (els®), avagy a j-edik (utolsd) betit kell-e térdini, vagy egy
kilén L tdmbben taroljuk, hogy a részsorozat melyik végérdl kell térdlni az optimalis megoldashoz.
Ezt nevezzik az optimalis megoldas visszafejtésének.

Ekkor algoritmus futasi ideje is és tarigényre is ©(n?).



procedure Kilr;

var
Bal, Jobb:word;
begin
Bal:=1; Jobb:=N;
while Bal<Jobb do begin
if S[Bal]=S[Jobb] then begin
Inc (Bal); Dec(Jobb)
end else if T[Bal+1,Jobb] < T[Bal, Jobb—1] then begin
Write (KiF, Bal,’_ ’);
Inc (Bal);
end else begin
Write (KiF, Jobb,’  ’);
Dec(Jobb);
end;
end

end ;



3.8. Feladat: Szamjaték (101'96)

Tekintsllk a kovetkezd kétszemélyes jatékot. A jatéktabla pozitiv egész szamok sorozata. A két
jatékos felvaltva lép. Egy lépés azt jelenti, hogy a jatékos a sorozat bal, avagy jobb végérdl levesz
egy szamot. Az levett szam hozzaadddik a pontszamahoz. A jaték akkor ér véget, ha a szamok elf-
ogytak. Az elsd jatékos nyer, ha az altala valasztott szamok dsszege legalabb annyi, mint a masodik
jatékos altal valasztottak 6sszege. A masodik jatékos a lehetd legjobban jatszik. A jatékot az elsd
jatékos kezdi. Ha kezdetben a tablan levd szamok szama paros, akkor az elsé jatékosnak van nyerd
stratégiaja.

irjunk olyan programot, amely az elsé jatékos szerepét jatssza és megnyeri jatékot! A masodik
jatékos lépéseit egy mar adott szamitdégépes program szolgaltatjia. A két jatékos a rendelkezésedre
bocsétott P1ay modul harom eljdrasan keresztil kommunikal egymassal.

StartGame Az els0 jatékos a jatszmat a paraméter nélkili StartGame eljaras végrehajtasaval inditja.

MyMove Ha az els0 jatékos a bal oldalrél valaszt szamot, akkor a MyMove (' L' ) eljarast hivja. Ha-
sonloképpen a MyMove (' R’) hivassal kdzli a masodik jatékossal, hogy a jobb oldalrdl valasz-
tott.

YourMove A masodik jatékos (tehat a gép) azonnal Iép. Az elsd jatékos a lépést a YourMove (C)
utasitassal tudhatja meg, ahol C egy karakter tipusu valtozé. (C/C++ nyelven YourMove (&C) ).
A C valtozo értéke 'L vagy 'R’ lesz attol fliggdéen, hogy a masodik jatékos a bal vagy a jobb
oldalrél vélasztott.



Bemenet

Az input.txt fajl elsd sora a kezdétabla n méretét (a szamok darabszamat) tartalmazza. n paros
és 2 <=n <= 100. A masodik sor n szamot tartalmaz, a jaték kezdetén a tablan l1évé szamokat. A
tablan 200-nal nagyobb szdm nem szerepel.

Kimenet

Ha a jaték véget ért, akkor a programod irja ki a végeredményt az OUTPUT. TXT féjlba! A fajl elsd
soraban két szam legyen! Az elsd szam az elsd jatékos altal valasztott szamok dsszegével, a ma-
sodik szam a masodik jatékos altal valasztott szamok 6sszegével egyezzen meg! A programodnak a
jatékot le kell jatszania és az output a lejatszott jaték eredményét kell tartalmazza.

Példa bemenet és kimenet

INPUT.TXT OUTPUT.TXT
6 18 11
472 952



Megoldas

Jeldlie (ay,...,a,) a kezdeti jatékallast. Minden lehetséges jatékallast egyértelmlien meghatarozza
az, hogy mely szdmok vannak még a tablan. Tehat minden jatékallas azonosithaté egy (i, j) szam-
parral, ami azt jelenti, hogy a tablan az (a;, . ..,a;) szdmsorozat van. Mivel n paros szam, igy minden
esetben, amikor az els6 jatékos Iép, vagy i paros és j paratlan, vagy forditva. Tehat az elso jatékos
kényszeritheti a masodik jatékost, hogy az mindig vagy csak paros, vagy csak paratlan indext el-
emét valassza a szamsorozatnak. Tehat ha a paros index(iek 6sszege nagyobb, vagy egyenld, mint a
paratlanok 6sszege, akkor az elsd jatékos mindig paratlan indext valaszt, egyébként mindig parosat.

Erdekesebb a jaték, ha az a cél, hogy az els6 jatékos a lehetd legtobbet szerezze meg, feltéve,
hogy erre térekszik a masodik jatékos is.
Abrazoljuk a jatékallasokat graffal.



14. dbra. A jatékallasok grafja n = 8 esetén. Korrel jeldlt allasbol (i + j paratlan) az elsd, négyzettel
jelélt allasbdl (i + j paros) a masodik jatékos 1ép.



Definidljuk minden (i, j) jatékallasra azt a maximalis pontszamot, amit az elso jatékos elérhet
ebbdl a jatékallasbol indulva. Jeldlje ezt az értéket Opr (i, j).
Opt (i, j) a kovetkezd rekurziv 6sszefliggéssel szamithato.

0 hai=j
Opt(i,j) =< max(a;+Opt(i+1,j),a;+O0pt(i,j—1) hai< jési+ jparatlan
min(Opt(i+1,j),0pt(i,j—1) hai < jési-+ jparos

Tehat alkalmazhat6é a dinamikus programozas moédszere, vagyis az Opt(i, j) értékeket a jaték

3 Min(B,J) G Max(B,J)

A 2 QA

i-1j ) B J i-1,] B i+ | J

15. dbra. Mini-max szabaly.

megkezdése elbtt kiszamitjuk. Taroljuk minden (i, j) jatékallasra a Lep [1, 7] tdmbelemben az opti-
malis 1épést, tehat az 'L karaktert, ha a képletben a; + Opt(i+ 1, j) > a;+ Opt(i, j— 1), mert ekkor
balrél kell elvenni, egyébként pedig az 'R’ karaktert, mert ekkor jobbrél kell elvenni.



1 Program Jatek;

2 Uses Play; {a masodik jatékost megvalésité modul}

3 const

4 MaxN=100;

5 var

6 InpF ,OutF: Text;

7 A:array[1..MaxN] of word;{ a tablan lévo szamok sorozata}
8 N: word; { a tabla mérete}

9 Opt:array[1..MaxN,1..MaxN] of word;

10 Lt:array[1..MaxN,1..MaxN] of char; {az 1. jatékos optimalis lépései}
11

12 procedure Beolvas; var i:word; begin

13 Assign(InpF, ’input.txt’); Reset(InpF);

14 ReadLn(InpF ,N);

15 for i:=1 to N do

16 Read(InpF ,A[i]);

17 Close(InpF);

18 end;



19
20
1

2
3
4
5
6
7
8
29
30
31

32
33
34
35
36
37
38
39
10
A1

42

procedure Elofeldolgoz;
var i,j:word;
Pont, PontBal ,PontJobb :word;
begin
for j:=1 to N do begin
Opt[j,j]:=0;
for i:=j—1 downto 1 do begin
if Odd(j—i+1) then begin
if Opt[i+1,j]l<Opt[i,j—1] then
Opt[i,jl:=Opt[i+1,j]
else
Opt[i,jl:=0pt[i,j—1]
end else begin
PontBal:=A[i]+Opt[i+1,j];
PontJobb:=A[j]+Opt[i,j—11;
if PontBal>PontJobb then begin
Opt[i,j]l:=PontBal; Lt[i,j]l:=’L’
end else begin
Opt[i,j]l:=Pontdobb; Lt[i,j]l:="R’
end
end;
end ;
end ;
end ;



43 procedure Jatszas;

44 var

45 Bal ,Jobb:word;{az aktualis jatékallas: A[Bal..Jobb]}
16 L1,L2: Char; {a két jatékos aktualis lépése}

A7 begin

48 Bal:=1; Jobb:=N; {a kezdo jatékallas beallitasa}
49 while Bal<=Jobb do begin {amig nem lires a tabla}

50 MyMove(Lt[Bal, Jobb]); {az én lépésem}

51 if Lt[Bal, Jobb]="L’ then {a jatekallas aktualizalasa}
b2 Inc (Bal)

53 else

54 Dec(Jobb);

55 L2:=YourMove; {az ellenfél lépése}

56 if L2="L’ then {a jatékallas aktualizalasa}
57 Inc (Bal)

58 else

59 Dec(Jobb);

50 end{while};
61 end{Jatszas};



53
64
65
56
57

begin
Beolvas;
Elofeldolgoz;
StartGame;
Jatszas;

end.



3.9. Feladat: Vagas

Adott egy fémrid, amelyet megadott szamu darabra kell felvagni Ggy, hogy a vagasok pontos helyét
is tudjuk. A vagasok helyét a rud egyik végétél mért, milliméterben kifejezett értékek adjak meg.
Olyan vagégéppel kell a feladatot megoldani, amely egyszerre csak egy vagast tud végezni. A vaga-
sok tetszdleges sorrendben elvégezhetbek. Egy vagas koltsége megegyezik annak a darabnak a
hosszaval, amit éppen (két darabra) vagunk. A célunk optimalizalni a miveletsor teljes kdltséget.
irjunk olyan programot, amely kiszamitja a vagasi miiveletsor optimalis 6sszkéltségét, és megad egy
olyan vagasi sorrendet, amely optimalis kdltséget eredményez.

Bemenet

A vag.be szOveges allomany elsd sora egyetlen egész szamot tartalmaz, a vagandé rid s hosszat
(0 <h <1000). A masodik sorban az elvégzendé vagasok n szama van (1 < < 1000). A harmadik
sor n darab egész szamot tartalmaz egy-egy szokdzzel elvalasztva, az elvégzendd vagasok helyeit.
A szamok szigorian monoton névekvé sorozatot alkotnak, és mindegyik nagyobb, mint 0 és kisebb,
mint A.

Kimenet

A vag.ki szbveges allomany elsé sordba egyetlen szamot, a vagasi miveletsor optimalis 6sszkolt-
ségét kell irni! A mésodik sor n darab egész szamot tartalmazzon, ami a vagasi helyek sorszamainak
egy olyan felsorolasa legyen, hogy ebben a sorrendben elvégezve a vagasokat, az dsszkdltség opti-
malis lesz.



Példa bemenet és kimenet

Bemenet Kimenet
24 70
7 214375%6

310 12 15 17 18 20

16. 4bra.
Megoldas.

Az optimalis megoldas szerkezetének vizsgalata.
Vegyiink fel egy vo = 0 és v,1 = h fiktiv vagasi helyet a rud elejére, illetve végére.

Vi V2 Vn Vap1 =h

17. &bra. A vagasi helyek: vo =0, v,4.1 =h
Ha az optimalis vagas soran el6szér a vi (1 < k < n) helyen térténik a vagas, akkor az elsé darabon
avo,Vvi,...,Vk—1,Vk, a masodikon pedig és vy, vii1,..., vy, h vagasoknak is optimalisnak kell lenni.



Az optimalis megoldas értékének rekurziv kifejezése.

Legyen minden i, j parra, (0 <i < j <n+1) Opt(i,) a v;, vagasi helytél a v;, vagasi hely &ltal
meghatarozott riddarab optimalis vagasanak koéltsége.

opi. {0, ha j=i+1
2 - N . . . .
P vj—v,-+m1n',i:i1+1(0pt(z,k)+Opt(k,]) hai<j+1

Legyen S(i, j) az a k, amelyre a minimum adédik.

n+1 /d 0
n 0
0
J YVix|x|x]|o
X 0
X 0
x | 0
0
0
0
110
0
0o 1 i n n+i

18. abra. Tablazat-kitdltési sorrend: atlésan, vagy alulrél-felfelé,jobbrél-balra haladva.



1 Program Vag;

2 const

3 MaxN=100;{a vagasi helyek max. szama}

4 MaxM=500;{a maximalis rudhossz}

5 Inf=200000000;

6 var

7 H:1..MaxM;

8 N:byte; {a vagasok szama}

9 V:array[0..MaxN+1] of 0..MaxM;{a vagasi helyek}
0 Kolts:longint;

1

1
1 S:array[0..MaxN+1,0..Maxn+1] of 0..MaxN;



12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

procedure Beolvas;

var

BeF:Text;
i,x,y:byte;

begin
Assign(BeF, °‘vag.be’);
ReadLn(BeF, H);
ReadLn(BeF, N);
for i:=1 to N do

Read(BeF, V[i]);

Close(BeF);
V[0]:=0; V[N+1]:=H;

end

Reset(BeF);



5
6
7
8
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
A0
A1
42
A3
A4
A5
16
A7
A8
49

procedure Szamit;

var

Opt:array [0..MaxN+1,0..MaxN+1]

ili Jk!u,G

:word;

Min, Uj:longint;

begin

for i:=0 to N do begin
Opt[i,i+1]:=0; S[i,i+1]:=0;

end

for u:=2 to N+1 do begin{j—
for i:=0 to N-u+1 do begin

ji=i+u; Min:=Inf;

for k:=i+1 to j—1 do begin
Uj:=Opt[i,k]+Opt[k,j];
if Ui <Min then begin

Min:= U] ;

G

end

Opt[i ,i]::Min+V[j]—V[i];

:=k;
end;

S[i,]]:=G;

end ;
end
Kolts:=Op
end

t|,:0,N+1];

of longint;



50
51
52
53
54
59
56
57
58
59
60
51
52
63
64
65
56
67
68
59
70
71

procedure Kilr;
var
KiF : Text;
Ind,i:word;
procedure Bejar(i,j:word);
var k:word;
begin
if j<=i+1 then EXxit;
k:=S[i,jl;
write (KiF, k,’_’);
Bejar (i ,k);
Bejar(k,j);
end ;

begin
Assign(KiF, ’vag.ki’); Rewrite (KiF);
WriteLn (KiF , Kolts);
Ind:=0;
Bejar(0,N+1);
WriteLn (KiF);
Close (KiF);
end ;



72 begin{program}
73 Beolvas;

74 Szamit;

75 Kilr ;

76 end.



3.10. Feladat: Torony épitése kockakbol.

Epitokockakbdl tigy lehet stabil tornyot épiteni, hogy kisebb kockara nem lehet nagyobbat, illetve
kénnyebb kockara nem lehet nehezebbet tenni.

Adjunk olyan algoritmust, amely adott N darab kocka alapjan megadja a bel6lik épithetd legma-
gasabb tornyot!

Bemenet

A torony.be allomany elsd sordban a kockék n (1 <n < 1000) szdma van, a tovabbi n sorban, pedig
az egyes kockak oldalhossza és sulya (mindkettd 20000-nél kisebb pozitiv egész szam), egyetlen
sz6kdzzel elvalasztva. Nincs két kocka, amelynek oldalhossza és a sllya is megegyezne.

Kimenet

A torony.ki allomany els6 soraba a legmagasabb torony k kockaszamat kell irni, a kbvetkez6 k
sorba pedig az épités szerint alulrdl felfelé sorrendben a felhasznélt kockak oldalhosszat és sulyat.



Példa bemenet és kimenet

Bemenet Kimenet
5 3

10 3 20 5

20 5 10 3

15 6 10 2

15 1

10 2

Az optimalis megoldas szerkezetének vizsgalata.

A kockak oldalhosszai: hy,. .., h,, sulyai pedig s, ..., $,.

Elemezzlk az optimalis megoldas szerkezetét.

Tegylk fel, hogy a iy,...,i; sorszamu kockak ebben a sorrendben egymasra rakasaval kapjuk a
legmagasabb tornyot. Ekkor iy, ..., torony a lehetd legmagasabb olyan torony, amelynek legals6
kockaja i,. Mert ha lenne magasabb torony, amelynek legalsé kockaja i», akkor ezt a i; kockara
rarakhatnank, hisz a i; kocka biztosan nem szerepelhet olyan toronyban, amelynek legalsé kockaja
iz, €s igy magasabb tornyot kapnank, minta iy,...,ix. Ez azértigaz, mert az a graf, amelynek pontjai
a kockék (sorszamai), és élei azok a (i, j) parok, amelyekre igaz, hogy az i-edik kockara rarakhaté a
J-edik, (h; > hj \s; > s ) kormentes graf.

Részproblémakra és 6sszetevokre bontas.

Minden i-re (1 <i < n) vegyuk azt a részproblémat, hogy mekkora a magassaga a legmagasabb
olyan toronynak, amelynek legals6 kockaja az i. Jeldlje M(i) ezt a legmagasabb toronymagassagot,
tehat a részprobléma optimalis megoldasanak az értékét.



A részproblémak megoldasanak kifejezése az 6sszetevok megoldasaival.

M(l) :hi+maX(M(j):i;éj/\h,-Zhj/\s,-Zsj)

A részproblémak kiszamitasi rekurziéval, memorizalva.

Az optimalis megoldas értékét rekurzidval szamitjuk a fenti kifejezés alapjan, de ha egy részprob-
I[émara kiszamitottuk, akkor azt eltaroljuk egy tablazatban, és ha késdbb ismét sziikség lesz ra, akkor
a tablazatbol olvassuk ki az értéket. Ehhez eldszér a tablazatot olyan értékkel kell feltélteni, amely
azt jelzi, hogy a megfeleld részprobléma értékét még nem szamitottuk ki. Ez az érték lehet 0, mivel
minden megoldas tartalmazza azt a kockat, tehat az optimalis megoldas értéke > 0.

Ezzel a modszerrel elkeriilhetd a részproblémak megfeleld sorrendjének kiszamitasa. Ez csbkken-
theti a kivitelezési id6t és néha a futasi id6t is. Az algoritmus tarigénye n-el aranyos, futasi ideje pedig
legrosszabb esetben n’-el.



procedure Kocka(const H,S:Tomb; N:word;var Also:word; var Ra:Tomb);
const MaxN=1000;

var
MagasMem: array [1..MaxN] of longint;
MaxM:longint; {az épitheto max. toronymagassag}

i:integer;
function Magas(i:word):longint; {Global:N, S, H, MagasMem }
var
Mi,Mj,j:longint;
begin{Magas}
if MagasMem[i]>0 then begin {p—re mar kiszamitottuk}
Magas:= MagasMem[i]; Exit {tablazatbdl vesszik }
end;
Mi:=0;
for j:=1 to N do { minden g—ra, amely rakhato p—re }
if (i<>j)and(H[i]>=H[]j])and(S[i]>=S[]j]) then begin

Mj:=Magas(j); { Magas(q) rekurziv szamitasa }
if Mj>Mi then begin { Maximum szamitas }
Mi:=Mj;
Ra[i]:=j; { bejegyzés: i—re j—t kell akni }
end;
end;
MagasMem[i]:=Mi+H[i]; { Memorizalas }

Magas:= MagasMem[i];
end{Magas}:



6
7
8
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
A0
A1
A2
A3
A4
A5
16
A7
A8
49

var
KiF:Text; k:integer;
begin{kocka}

for i:=1 to N do {inicializalas , még semmit nem}
MagasMem[i]:=0 {szamitottunk ki}
MaxM:=0;
for i:=1 to N do begin
Magas(i);

if MaxM<MagasMem[i] then begin{ hol a maximum? }
MaxM:=MagasMem[ i ];
Also:=i;
end;
end{for i};
assign (KiF, ’kocka.ki’); rewrite (KiF); {kiiratas}
k:=0; i:=Also;
while i>0 do begin
inc(k); i:=Ra[i];
end;
writeln (KiF,k);
while Also>0 do begin
write (KiF, Also,’ ’);
Also:=Ra[Also];
end;
writeln (KiF); close(KiF);

50 end: {kocka}



3.11. Feladat: Kitalalés jaték

Adam és Eva kitalalés jatékot jatszik. Eva gondol egy 1 és n kdzotti egész szamot, amelyet Adamnak
ki kell talalnia. Adam olyan kérdést tehet fel, hogy "A gondolt szam kisebb-e, mint x?". Eva vélasza
"igen", vagy "nem" lehet. Hogy a jaték érdekesebb legyen, megallapodtak abban, hogy Adam legfel-
jebb h-szor tehet fel olyan kérdést, amelyre a valasz "nem", tehat ha mar i kérdésére "nem" valaszt
kapott, akkor tovabb nem kérdezhet.

irjon programot, amely n és / ismeretében kiszamitja azt a legkisebb k értéket, amelyre teljesiil,
hogy Adam barmely 1 és n kdzotti gondolt szamot ki tud talalni legfeljebb k kérdéssel tgy, hogy
legfeljebb h-szor kap "nem" valaszt!

Bemenet

A Dbe.txt szoveges allomany elsé sordban két egész szam van, az n értéke (1 < n <2000000000)
ésah (2 <h<100) értéke.

Kimenet

A ki.txt szOveges allomany elsd és egyetlen sordba egy szamot kell irni, azt a minimalis k értéket,
amelyre teljesiil, hogy Adam barmely 1 és 1 kdz6tti gondolt szamot ki tud talaini legfeliebb k kérdéssel
agy, hogy legfeljebb h-szor kap "nem" valaszt!
Példa bemenet és kimenet

9 2 4



Megoldas

Minden olyan binaris fa, amely teljesiti az alabbi harom feltételt, kifejez egy olyan kérdezési stratégiat,
amely soran legfelijebb h kérdésre kaphatunk nem valaszt. Forditva is igaz, tehat minden olyan
kérdezési stratégia, amely soran legfeljebb / kérdésre kaphatunk nem valaszt, kifejezhetd ilyen faval.

e A fanak n levele van és ezek balrdl jobbra sorrendben az 1,...,n szdmokat tartalmazzak.

e A fanak n — 1 belsé pontja van. Minden p belsd pont a p jobb-részfajaban lévo levél értékek
minimumat tartalmazza.

e Barmely gyokértdl levélig vezetd uton legfeljebb h-szor megyiink jobbra.

/@/@ \@\
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19. dbra. Egy 2-hibaz6 kérdezobfa a példa bemenetre.



Kérdezobfa a kdvetkezOképpen hasznalhaté. Kezdetben a p aktudlis pont legyen a fa gydkere. Min-
daddig, amig p nem levél, kérdezziink ra a p-ben lévé értékre. Ha a valasz igen, akkor p legyen a
bal fia, egyébként a jobb fia. Az ismétlés befejezddése utan a gondolt szam p-ben van.

Adott kérdezofat haszndlva a legrosszabb esetben annyi kérdést kell feltenni, amennyi a fa maga-
ssaga. Tehat az a kérdés, hogy adott n és h esetén mekkora a legkisebb magassagu olyan kérdezbéfa
magassaga, amelynek legaldbb n levele van és barmely gytkértdl levélig vezetd aton legfeljebb /-
szor megyunk jobbra.

Jeldlie Fj , alegtdbb levelet tartalmazo6 k magassagu (legfeljebb k kérdéssel kitalald) i-hibazo kérdezof:
a leveleinek szama pedig L(k, ).

'@\
£

20. &bra. F3 1: 1-hibaz6 3 magas kérdezofa.



21. abra. Fy ;,: k-magas h-hibazo legtobb levelet tartalmazo6 kérdezofa.

Lk1) = k+1
L(k,h) = L(k,k)hak<h
Lk,h) = Lk—1,h)+Lk—1,h—1)hak>1Ak>h

Tehat a probléma megoldasa az a legkisebb k, amelyre L(k,h) > n



k+1

L(k,k)hak < j
Lk—1,k)+L(k—1,k—1)=2L(k—1,k—1)
Lk—1,j)+Lk—1,j—1)hak>1Aj<k




1 function Lf(n:longint; h:integer):longint;
2 const

3 maxH=100;

4 var

5 L:array[1..maxH] of int64;
6 k,j,hh:integer;

7 begin

8 L[1]:=2;

9 k:=1;

10 repeat

11 inc(k);

12 if k<=h then begin

13 hh:=k;

14 L[k]:=L[k—1]+L[k—1];
15 end else begin

16 hh:=h;

17 L[h]:=L[h]+L[h—1];

18 end;

19 for j:=hh—1 downto 2 do
20 LEjl:=L[j1+LLj—1];

21 L[1]:=k+1;

22 until L[hh]>=n;

23 Lf:=k;

24 end ;
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